3.1.

Vigirdas Mackevicius

3. Skaiciu eilutés
Paskaity konspektas

Tas, kuris mokosi nemgstydamas, suklys. Tas, kuris
masto nenorédamas mokytis, susidurs su sunkumais.

Konfucijus

Dar mokykloje gerai Zinojome visy nykstamai maZ¢jancios geometrineés progesijos nariy
sumos formule

b1
=1 .
Cia g — progresijos vardiklis. Kaip suprasti tokig formule? Kodeél ji teisinga tik tada, kai |g| < 17
Tokie klausimai iSkyla, kai norime susumuoti be galo daug skaiCiy ir grieZtai apibrézti visy ju
suma. Juos nagrinéja skaiciy eiluciy teorija.

Tarkime, kad turime skaiCiy seka {a,,n € N}. Reiskinys

Si=byt byt byt

Y

Ayt g+t

arba trumpai —

xX0
D
n=1
simbolizuojantis visy sekos nariy suma (kol kas dar neapibrézta), vadinamas skaiciy eilute, o

sekos nariai a,, vadinami eilutés nariais.
Apibrézimas. SkaiCiy eilutés
o
D an
n=1
. . . v N . ..
N-gja daline suma vadinamas skaiCius Sy := anl a, = a1 + as + ... + ay. Jei daliniy sumuy

seka {Sy} turi ribg (baigting arba begaling)
S:= lim SN,

N—xo

tai skai¢ius S vadinamas eilutés ) >~ @, suma ir raSoma

ian = S.
n=1

Jei, be to, § suma yra baigtiné, tai sakoma, kad eilut¢ > °  a, konverguoja (arba, kad ji
sumuojama). PrieSingu atveju (kai riba limy_ o Sy neegzistuoja arba ji lygi =00) sakoma, kad
eilute diverguoja.
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2 V. Mackevicius 3. Skaiciy eilutés

3.2. Teiginys.
1) (Eilutés konvergavimo Kosi kriterijus.) Eiluté Y- | a, konverguoja tada ir tik tada, kai

n

V8>O,E|N€]N:‘ Z ak‘<8, kain > m > N.
k=m-41

2) (Bitina konvergavimo salyga.) Jei eiluté Y .. | a, konverguoja, tai a, — 0, kai n — ool.
3) Jei a, > 0, tai eiluté .- | a, konverguoja tada ir tik tada, kai daliniy sumy seka {S,}
aprézita, (t.y. egzistuoja tokia konstanta C € IR, kad S, < C, Yn € IN).

Irodymas. 1) Pakanka pritaikyti seky konvergavimo Kosi kriterijy daliniy sumy sekai {S,}, pa-
stebejus, kad S, — S, = D .1 G-

2)Jei Y an=S(ty. S, > SeR), taia, =S, — Si-1 > S—S=0,n— 0.

3)Jei a, > 0, tai seka Sy = Zfl\’:lan, N e IN, did¢ja (nes Syi1 = Sy + ant1 = Sw).
Todeél seka {Sy} konverguoja tada ir tik tada, kai ji apréZta (2.13 teorema). A

3.3. Pastaba. Jei a, > 0, tai seka {S,} visada turi riba (baigting arba lygia +00), todél apie tokia

(neneigiamy nariu) eilut¢ galima sakyti, kad ji konverguoja tada ir tik tada, kai ) - | a, < +00.

3.4. Pavyzdziai. 1) Nagrinekime eilutg ) o0 x" "1 =1+ x +--- +x"7! + ..., Su kokiais x € R
§i eilute konverguoja? Kadangi eilutés nariai sudaro geometring progresija, tai

1—x" .
Sn:1+x+...+xn_1: 1—x’ ka‘%'xil’
n, kai x = 1.

Panagrinékime du atskirus atvejus.
a) |x| < 1. Tada x" — 0 ir todel S, — 1+x Taigi Siuo atveju eilute konverguoja ir

b) (x| > 1. Tada [x""!| =1 (kai |x| = 1) arba [x""!| — 400 (kai |x| > 1), ir abiem Siais
atvejais neiSpildyta butina konvergavimo salyga. Todél eilute diverguoja. Be to, jei x > 1, tai

o0

an—l = 100,

n=1

0 jei x < —1, tai eilutés suma i§ viso neapibrézta, nes daliniy sumy riba neegzistuoja.

2) Eiluté

> 1 1 1
o=l -+
n:ln 2 n

diverguoja (ir jos suma lygi +00), nes esame jrode, kad lim, (1 +
eiluté vadinama harmonine eilute.

o=
+
+

=
I
+
3
£

L Atvirkstinis teiginys neteisingas!
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3) Daug konverguojanciy eiluc¢iy pavyzdZiy galime gauti prisiming Teiloro formulés pavyz-
dZius. PavyzdZiui, esame jrode lygybe

n
)Ck

e’ :ZH—l—Rn(x)

k=0

su liekamuoju nariu R,(x) — 0, kai n — oo, su visais x € IR. Todé¢l su visais x € R
x . .
E — — ¢, kain — oc.

Kitaip tariant,

0k
x X
E—:e, x € IR.
k!
k=0

Lygiai taip pat iS kity nagrinéty Teiloro eilutés pavyzdZziy gauname iSraiSkas

o0 2k+1
k x

sinx = 1) —, xelR,
;0( ) (2k 4 1)!
i . x2k

cosx = Y (—1) , xelR,
P (2k)!
xX0 _X'k

In(1+x) = Z(—mk—l?, x e (=1,1].

k=1

Apskritai, jei funkcija f yra be galo diferencijuojama tasko xy aplinkoje, jos Teiloro eilute
vadinama eiluté

i —f(k) (xo) (x — xo)k, x € IR.

!
- K

(Grieztai kalbant, ¢ia jau turime funkcijy eilute, taciau su kiekvienu fiksuotu x € IR ja galime
nagrinéti kaip jprasta skaiCiy eilute.) Jos dalinés sumos yra funkcijos f Teiloro daugianariai
P, (x0;x). Pati eilute konverguoja ir, kas svarbiausia, jos suma lygi f(x), jei Teiloro formules
lieckamasis narys R, (xo,x) — 0, kai n — oo.

3.5. Teiginys. (Eiluciy palyginimas ir sumavimas.)
D) Jei lay| < ¢uy, n € IN, ir Y 02 ¢y < 400 (konverguoja), tai eiluté y .- | ay taip pat
konverguoja.
2 Jeia, >d, >0, nelN,ir Z;o:1 ., = +00 (diverguoja), tai taip pat Z;o:1 a, = +00
(diverguoja).

an

= < 400 ir Y > by < 400 (konverguo-

3) Jeia, >0irb, >0 suvisaisn € N, L := lim
n—o

ja), tai ir Y 07 | a, < +00 (konverguoja).
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Atskiru atveju, jei AL := lim,_ o0 Z—Z € (0, 400), tai

o o
Zan < +00 — an < 400.

n=1 n=1

4) Jei eilutés y - ay ir'y - | by, konverguoja, tai konverguoja ir eilutés y - (ay + by) bei
3% (Ca,) (C € R); be 1o,

i(“ner ZanJern ir iCan):Cian,
n=1 n=1 n=1

[rodymas. Pradésime nuo paskutinés savybes.
4) Jei nurodytos eilutes konverguoja, tai

i(an—i—bn):]\}im (a,l—i—b = hm <Zan—|—Zb)
n=1 n=1
:1\}2202_;61"+1\}1—r>20 b, _Zan—l—Zb
PanasSiai
9] N N 9]
Z(Can = Z Ca,) Cj\}im Zan = CZan.
n=1 n=1 n=1 n=1

1) Laisvai pasirinkime ¢ > (. Remiantis KoSi kriterijumi, atsiras toks N € IN, kad

E cr <&, kain >m > N.

k=m-41
IS Cia
n n n
‘ E ak‘g E lar| < E cp <¢&, kain>m> N.
k=m-41 k=m-41 k=m-41

Vel pasinaudoje Kosi kriterijumi gauname, kad eilutée ) - | a; konverguoja.

2) Kadangi a, > 0, tai suma ) .-, a, visada apibréZta (baigtiné arba lygi +00). Jei biity
Y o2 ay < 400, tai i§ 1) dalies gautume, kad Y >~ | d, < +00 — prieStara!

3) PaZymeékime

-— . ag
L:= lim — = lim sup — < 400.

n—o0 N n—o0 k}}’l k

gk

Tada atsiras toks ng € IN, kad supy,, 7= < L + 1. Kitaip tariant,

a—<L—|—1 kai k > ny,
by

arba

0<a, <(L+1)b,, kain > ny.
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Kadangi bet koks baigtinis skaiCius eilutés nariy neturi jtakos eilutés konvergavimui arba diver-
gavimui, tai nemaZindami bendrumo galime laikyti, kad 0 < a, < (L + 1)b,, n € IN. Todel

ian ZL—i—l (L+1)§:bn<—|—oo.

n=1 n=1 n=1

Todel pritaike ka tik jrodyta fakta sukeistoms vietomis eilutems, gauname, kad i§ eilutes
Y 2 | a, konvergavimo iplaukia eilutes > - | b, konvergavimas. A

3.6. Lema. Tarkime, kad a, > a,+1 > 0, n € IN. Tada

Zan < 400 <& ZQkan < +00.
— k=1

Irodymas. Pazymékime

n n
A, = E ag ir B, := E 2k612k, nelN
k=1 k=1

Jein > 2™, tai
A, =ay+ay+as+ ...+ a,
=ay +ag + (a3 +ay) + (a5 +as +ar +ag) +- -
+ (agn-14q + -+ agm) + (a1 + -+ ay) (%)

> ay +as +2a4 +4ag + -+ 2" tagn = a; + %Bm-
Jein < 2™, tai
A, =ay +(ag+az)+ (ag +as +ag+ay) + -+ (a1 + ... + a,)
<ayp +2as +4ay+ -+ 2" rag1 = ay + By < ay + B
I§ (%) ir (%) gauname, kad

1
a; + —sup By, <sup A, <a; + sup B,.
2 melN nelN melN

I§ Cia gauname, kad daliniy sumy sekos {A,} ir {B,} yra arba abi apréztos, arba abi neapreztos.
Todél ju ribos arba abi baigtinés, arba abi lygios +o00. Kitaip tariant, nagrinéjamos eilutés arba
abi konverguoja, arba abi diverguoja. A

3.7. ISvada.

1
I)Zn—p<—|—oo<:>p>1;
nl

2) Z

<400 &< p>1(a>1).
nloga
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[rodymas. 1) Pasinaudoj@ lema gauname:

o.¢] o.¢]

L. —|—oo<3:> ok P12 = 3 (2071 < 4o
n? 2"

n=1 k=1
<:>2<1 P)<1<:> 1-p<0 < p>1.

2)

o0

xX0 xX0
1 1
3.6 k
< 400 < 22— = — < 400
HZ:Q n log n I; 2k log? 2k I; kP log? 2

PELN p > 1.
A
3.8. Teiginys. (Eilu¢iy konvergavimo Kosi poZymis.) Bet kokiai skaiciy eilutei y - | a, paZymékime
= lim Ta,]. Tada
n—o0

1) Jei o < 1, tai eilutés y - | |a,| ir Y -, a, konverguoja. Be to,

9] 9]
‘ D an| <D lanl.
n=1 n=1

2) Jei o > 1, tai eiluté y .- | a, diverguoja.
3) Yra tiek konverguojanciy, tiek diverguojanciy eiluciy, su kuriomis o = 1.

[rodymas. 1) Imkime bet kokj g € («, 1). Kadangi

a = lim sup+/|a| < q,

tai
dng € IN : sup /|| < g,
k>ng
t.y.
V| < q, kai k > nq,
arba

lar| < qk, kai n > nyg.

Kadangi > °2 | g* < +o00, tai remiantis 3.5.1 teiginiu eilutes Y - | |ax| ir D 4, ax konverguoja.
Nelygybe ju sumoms gauname peréje prie ribos, kai N — 00, nelygybéje ju dalinéms sumoms
< \an

\Zan
n=1

2) Remiantis 2.21 teiginiu, egzistuoja toks sekos {/]a, [} posekis { %#/|ay, |}, kad ¥/]a,, | —
o. Kadangi « > 1, tai atsiras toks K € IN, kad %/|a,, | > 1, kai k > K. IS ¢ia |a,, | > 1, kai
k > K. Taigi nei§pildyta bitina eilutés konvergavimo salyga, t.y. a, 4 0.

3) >, = = +00, Y n% < 400, nors abiejy eiludiy o« = 1. A
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3.9. Teiginys. (Eilu¢iy konvergavimo Dalambero pozymis.) Turkime, kad eilutés Y .-, a, nariai
a, # 0, n € IN. Tada

1) Jei o = lim |21 < 1, tai eilute Y oo | a, konverguoja.
n—o0
2) Jei a”% > 1, kai n > N (N - fiksuotas skaicius), tai eiluté y .. | a, diverguoja; atskiru

atveju eiluté diverguoja, kai lim
n—o0
3) Yra tiek konverguojanciy, tiek diverguojanciy eiluciy, su kuriomis

“—“’1‘ > 1.
a,

n

ayt1
an

o = lim =1.

n—oo

[rodymas. 1) Imkime bet kokj g € («, 1). Kaip ir ankstesnio teiginio jrodyme gauname, kad

1K e IN : | 2kt

<gq, kai k > K.

ag

Kadangi baigtinis eilutés nariy skaicius neturi jtakos eilutés konvergavimui, tai nemaZindami
bendrumo galime laikyti, kad

dpy1

<q, VneIN.

an
Todeél 1§ lygybes

an

‘an‘::

ay—1
gauname, kad
an| < la1]-g"", Vn e IN.

Kadangi Y >  la;| - ¢"~! < +00, tai, remiantis 3.5.1 teiginiu, duotoji eiluté konverguoja.

2) Jei a’l% > 1,n > N, tai |a,| > |lay| > 0, n > N. Tai reiskia, kad neiSpildyta biitina
konvergavimo salyga ir todel nagrinéjama eiluté diverguoja.
3) > L =100, Y & < +o0. A
3.10. Pavyzdziai.

1) Rasime visus x € IR, su kuriais eilute > - | ~ konverguoja. Taikome Kosi poZymi:

x|

n
I n

o = lim
n—o

n!

= lim =0<1

Taigi eiluté konverguoja su visais x € IR.
2) Dabar pritaikykime Dalambero poZymj tai paciai eilutei:
o x]
= lim =0<1

n—oo n -+

x" n!
(n+1)! o

Vel isitikinome, kad eiluté konverguoja su visais x € IR.

. Ay
lim

n—oo

= lim

n—oo

an
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3) Nagrine¢kime eilute
1+1+1+1+ —l—l—l—l—l—
2 3 22 32 2n - 3n '

PradZioje pritaikykime Kosi poZymj. Turime

a1 — (L)2 kai n = 2k,
o, = Y, =
23/ 1 — (LYWD a2k — 1.
Todél
. Lo 1
= —— 1t ] = —.
kgg; Hok V3 kgg; @ok-1 V2
¥ Cia
o= lim o = lim apy = == <1

Todél §i eilute konverguoja.
4) Dabar tai paciai eilutei pritaikysime Dalambero poZymi:

. n
1| 3_+ , kain = 2k, B :- (%) , kain =2k,
an % kain = 2k — 1, <§) , kain = 2k — 1.
27L

Kadangi lim,_, <%) = +0o0 ir lim,— s <§) = (), tai

— Up41 . . Ay
lim = 400 Ir lim

n—0oo n—oo Uy

= 0.

Taigi, skirtingai nuo Kosi poZymio, Dalambero poZymis $iai eilutei atsakymo neduoda.

Pasirodo, kad ne tik Sia eilutei, bet ir bendru atveju Ko$i poZymis yra ,stipresnis® uz
Dalambero poZymj — jei Dalambero poZymis duoda atsakyma, tai ji duoda ir Ko$i poZymis.
Taciau daZnai Dalambero poZymiu yra paprasciau pasinaudoti.

3.11. Teiginys. (Abelio-Dirichlé pozymis.) Tarkime, kad:

1) eilutés Y " | a, daliniy sumy seka {A,} yra apréZta, ty. egzistuoja konstanta ¢ > 0, su
kuria

‘A}’l‘: <C7nem;

n
D
k=1

2) b, |0, kain — oo, t.y. by > b,11 >0, n € IN, ir limy,—oc b, = 0.

Tuda eiluté Y, | ayb, konverguoja.
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[rodymas. Pazymékime eilutés > - | a,b, dalines sumas S, := > | axb. Tada, imdami n >
m > 1, turime

Su—=Sul=| D abe|=| Y (Ax—Ac1)b
k=m-41 k=m-41
n n n n—1
= Z Arby — Z A1bi| = Z Akbk_ZAkbk+1
k=m-41 k=m-41 k=m-41 k=m
n—1
= > Ae(be — bes1) + Anby — Awbnia
k=m-41
n—1
< > Akl(be = besr) + |Au by + | A b
k=m-41
n—1
<c Z (b — bry1) + ¢by + chyia
k=m-41

= (b1 — by) + cby + cbpy1 = 2¢by 1.

Laisvai pasirinke ¢ > 0 ir prisiming, kad lim,—, - b, = 0, turésime, kad
€
ElNe]N:Ogbn<2—, kai n > N.
c
IS Cia gauname, kad

€
Sy — S| < 2¢biygq <2€-2—:8, kain>m > N.
c
Remiantis Kosi kriterijumi, seka {S,} turi baigtine riba, ir todel eilute Z;o:1 a,b, konverguoja.
A

3.12. ISvada. (Leibnico teorema.) Jei ¢, | 0, tai eiluté

o0

D1y e =i —cates—cat o+ (1) e+

n=1

(vadinama alternuojancia eilute) konverguoja.

[rodymas. Pakanka Abelio-Dirichlé poZzymyje paimti b, = ¢, ir a, = (—1)"*!. Tada turésime,
kad Agk_l = 1, Agk = 0, t.y. ‘An‘ < 1. A

3.13. Pavyzdziai. 1) [Stirsime eilutés Y >~ | ’;—n konvergavima, t.y. i§siaiSkinsime, su kokiais x §i eiluté
konverguoja. Turime

im 12 = g X x|
o = l1m —| = 11Im = |X]|.
n—00 n n—00 \”/ﬁ

Todel, remiantis KoSi poZymiu, eilut¢ konverguoja, kai |x| < 1, ir diverguoja, kai x| > 1. Liko
istirti atvejus x = 1.
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Kai x = 1, tai gauname harmoning eilute » -, % = 400, t.y. eiluté diverguoja.

Kai x = —1, tai ) -, (—n_1)” konverguoja, remiantis Leibnico teorema.
o o sinE g V2 0 V2
2) Eilute » -, en — g2 T 303 T gd " 3lgs T
Abelio-Dirchle poZymyje paimkime @, = sin %t ir b, = lgin, n > 2. Isitikinsime, kad

eilutés Z;:OZQ a, daliniy sumy seka {A,} aprézta. Turime

Agzagzl;

A3:A2—|—613:1—|——;

A8:A7—|—618: —

Ag = Ag + ag = 0,
Apg = Ag +ap=1.
Matome, kad A, s = A,, n > 2. Todél

2
An<1+§, n> 2.

Remiantis Abelio—Dirichlé poZymiu, eiluté konverguoja.

3.14. ApibréZimas. Sakoma, kad eilut¢ > - | a, konverguoja absoliudiai, jei Y - | la,| < +00.
Jei eilute ) >  a, konverguoja, o eilut¢ > > |a,| diverguoja, tai sakoma, kad eilute
Y 2 | a, konverguoja reliatyviai.

3.15. Teiginys. Jei eiluté Y - | a, konverguoja absoliuciai, tai ji konverguoja.

Irodymas. Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Pritaike Ko§i kriterijy konverguojan&iai eilutei ) |a,|,
turime

n
dN € IN: Z lar| < e, kain>m > N.
k=m-41

Tada

n

> a

k=m-41

n

< E ar| < e, kain >m > N.
k=m-41

Vél remdamiesi Kosi kriterijumi matome, kad pradine eiluté Y a, taip pat konverguoja. A
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3.16. Apibrézimas. Dviejuy eilu€iuy ) > ja, ir Y .- b, sandauga vadinama eilut¢ Y > c,, kurios
nariai yra

Cp = Z axb; = Zakbn—k = aob, + a1b,—1 + asb,—o +--- +a,by, n=0,1,2,....
k+I=n k=0

3.17. Teorema. (Mertenso teorema.) Jei Y ° a, = A€ R, Y - b, = b € R ir bent viena is iy
eiluciy konverguoja absoliuciai, tai siy eiluciy sandauga konverguoja ir Zi‘;o c, = AB.
[rodymas. Apibréztumo délei tarkime, kad absoliu¢iai konverguoja eiluté > "~  a,. Pazymekime

o0

a:Z\an\ < 400.

n=0

Taip pat pazymékime A,,, B, ir C, atitinkamy eilu¢iy dalines sumas bei 8, := B, — B, n > 0.
Tada

Cn = ch
k=1
= apby + (aob1 + a1by) + (aoba + a1by + azbg) + - - - + (apb, + - - - + anby)
=ag(bo +b1+ -+ by)+ai(bg+b1+ -+ b))+ +anby
=aoB, +a1By,-1+ -+ ay By
=ag(B + Bu) + a1(B + Bu-1) + - + ax(B + Po)
= (aoB +a1B + -+ a,B) + (aoBy + a1fu-1 + -+ + anBo)
= AyB + (aoBn +a1Bu-1 + -+ + afo) =: Ay B + ¥a-
Kadangi A, — A, tai A,B — AB. Todé¢l teorema bus jrodyta, jei isitikinsime, kad y, —
0, n — oo.
Laisvai pasirinkime ¢ > (. Tada atsiras toks N € IN, kad |B8,| < ¢, kai n > N. Imdami
n > N, jvertinsime y,,:
vul < (lapBul + lar -1l + -+ + ‘an—N—lﬁN—l—l‘)
+ (lan—nBnl + ‘an—N+1,3N—1‘ + -+ |ayBol)
<e(lagl + lay| + -+ + lan—1-n1)
+ (lan=n| IBn| + |an—ni1] Buei| + - + lan| o))
< 8o + ldn-n| IBN| + |@nni1] Baci| + - + lanl bo] .

Peréje gautoje nelygybeje prie ribos, kai n — 00, gauname:
0 < lim Vel < ae+0 = «e.
n—o0

D¢l laisvo & pasirinkimo turime lim |y, | < 0. I§ apatinés ir virSutinés riby savybiy turime
n—o0

n—00 n—00 n—00

n—oo n—oo

11
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3.18. Pavyzdys. Nagrinékime eilutes

_°°(1)”
Ya -3 0=y 2L

n=1 n=1

Pastebekime, kad pagal Leibnico teorema $i eilute konverguoja. Be to, kadangi

tai eiluté konverguoja absoliuciai.

}’l

Siu eiluéiy sandaugos n-tasis narys

(- (=1
Z \/k+1 VI¥1

k+I=n

‘Cn‘ -

| ¥

Z Z _2(n—|—1)_>2 n— 0o
Wﬁ k+l+2 n+2 '

k+I=n

Gavome, kad neiSpildyta biitina eilutés > > . ¢, konvergavimo salyga. Taigi dvieju konverguo-

pildy n=1 g Y& g ] g
janciy eiluciy sandauga gali ir diverguoti. Todél Mertenso toremos reikalavimas, kad bent viena
i§ eiluciy konverguoty absoliuciai yra esminis.

3.19. Apibrézimas. Tarkime, kad Y - | a, yra skai¢iy eiluté, o f : IN — IN - bijekcija. Tada eiluté
* a,, kurioje a, := ay(,), vadinama eilutés > > . a, perstata.
anl J f ( ) n=1 p

3.20. Teorema. (Teorema apie eiluciy perstatas.) Tarkime, kad eiluté Y . | G, = Y~ asn) yra
eilutés Y - | a, perstata. Tada

o o
E &n - E Ay,
n=1 n=1

jel ispildyta bent viena is siy dviejy sqlygy:
1) a, >0, nelN,
2) eilute Y 7 | a, konverguoja absoliuciai.
Fastaba. Pirmuoju atveju abi sumos gali biiti lygios ir +00, antruoju atveju perstata taip pat konver-
guoja absoliuciai.

Irodymas. 1) Pazymékime
S, = Zak ir §:= Zan = lim S, = sup{S,, n € IN} < +00
ir analogiskai

S, 1= Z&k irS:= Z&n = lim S, = sup{S’n, ne N} <400
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Imkime bet kokij skai¢iy S’ < S. Tada 3n € IN: S, > §'. Kadangi f yra siurjekcija (nes ji —
bijekcija), tai 37 € IN : { f(1), f(2), ..., f(7)} D {1,2,...,n}. Tada

Si=a1+as+-+a=aspq)y+apz+ o tapm =artart+a, =S>8,

I§ Cia i¥plaukia, kad S > §'. Dél laisvo S’ < S pasirinkimo gauname, kad S > S, t.y. perstatos
suma ne mazesné uz pradinés eilutés suma.

Kadangi Y ° , a, = Y~ | dp1(y) (f — bijekcija ir todel turi atvirkstine funkcija f~1: IN —
IN), tai eiluté Y~ | a, yra eilutés Y - G, perstata. Todél sukeit¢ ankstesniame samprotavime
eilutes vietomis gausime priefinga nelygybe S > S. Taigi § = .

2) Pazymékime a := max{a,, 0} ir a, := max{—a,, 0}>. Tada
a, =a —a; ir la,| =a’ +a; .

Kadangi 0 < aF < la,|ir Y oo | la,| < +oo, tai

Neneigiamy nariy eilutems Y -, a7 ir Y - «a, pritaik¢ pirmaja teoremos dalj, gauname, kad

o] o] o] o] o] o]
~ ~ ~— ~ ~— 1) —
Cln:§ :(a;—_an)zi :Cl;——i :Cln:§ :Cl;——i :an

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

o] o]

_ + -\ _

- 2 :(an —d, ) - 2 :a’l'
n=1 n=1

Be to, perstata taip pat konverguoja absoliuciai, nes

o.¢] o.¢] o.¢]
5| — St A7) — 5+ - + -
Z\%\—Z(an —|—an)_Zan —i—Zan_Zan —|—Zan < 400. A
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
3.21. Pastabos. 1) PanaSiai galima jrodyti ir kitus teiginius apie absoliuciai konverguojanciuy eiluciy
»gera’ elgsena. Pavyzdziui, absoliuciai konverguojanciose ,,dvigubose® eilutése galima keisti
sumavimo tvarka:
o.¢] o.¢] o.¢] o.¢]
2D k=) e
k=1n=1 n=1k=1

jet aye > 0, n, k € IN, arba bent viena i§ ,,dviguby eilu¢iy konverguoja absoliuciai, t.y.

xO xO xO xO
3 laml < +ocarba > Y lawl < +o00.

k=1n=1 n=1k=1

2) Jei eilute Y 7 | a, konverguoja reliatyviai, tai galima jrodyti visiSkai prieSingg savybe
(Rymano teorema), kad kiekvienam skai¢iui S € IR egzistuoja tokia eilutés perstata > dn,
kad Y > a, = S.

2 Skaitiai xt = max{x, 0} ir x~ = max{—x, 0} vadinami skai¢iaus x teigiama ir neigiama dalimis. Teisingi tokie
tiesiogiai patikrinami sary¥iai: 0 < xT < |x[, x = xF —x~, x| = xF + x ™.



