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Vigirdas Mackevicius

2. Sekos riba

Paskaity konspektas

Intuityviai realiyjy skaiciy seka vadinama realiyjy skaiciy aibe, kurios elementai (vadinami
sekos nariais) sunumeruoti natiraliaisiais skaiCiais (pradedant galbiit ne vienetu, o kokiu nors
kitu natiiraliuvoju skai¢iumi), pvz., {x,,, n € IN} = {x1,x2, ..., x,,...}, {as5, aq, .. .}.

Pastaba. GrieZtai skaiCiy seka apibréZiama kaip funkcija f : IN — IR. Jos reikSmés f(n) vadinamos sekos
nariais. [prasta jas (reik§mes) Zymeti kokia nors raide, kurios indeksas lygus argumentui, pvz., x, = f(n),
n € IN. Seka {x,, n € IN} mes trumpai Zymésime {x,}.

Sakoma, kad skaiCius x yra sekos {x,} riba, jei su ,pakankamai dideliais* eilés numeriais
n sekos nariai x, yra ,kiek norima arti* skaiCiaus x. GrieZtas apibrézimas skamba taip:

Apibrézimas. Sakoma, kad seka {x,} turi ribg x € IR, jei su kiekvienu (,.kiek norima mazu*)
¢ > 0, atsiras toks (,,pakankamai didelis*) eiles numeris N € IN, kad |x, — x| < & su visais
n> N.

Tokiu atveju raSoma lim x, = x (trumpai limx, = x) arba x, — x, n — 00 (trumpai
n—o0
X, — x). Taip pat dar sakoma: x, konverguoja | x arba x, artéja prie x.
Taigi
lm x, =x:<= Ve>0,ANeIN: |x, — x| <¢, kain > N.

n—o0
Jei seka turi riba, sakoma, kad ji konverguoja. PrieSingu atveju sakoma, kad ji diverguoja.

Fastabos. 1. Kartais apibréZime vietoj N € IN patogu imti N € IR, turint omenyje, kad nelygybéje n > N
skaiCiai n — tik natiralieji.

2. Daznai ribos apibréZima patogu formuluoti naudojant aplinkos savoka. Skaifiaus x € IR g-aplinka
vadinamas intervalas U,(x) := (x —¢&, x + ¢). Tada

limx,=x:= Ve>0,INe€lN:x, € U(x) kain > N.

n—00

(,,Sekos nariai x, yra kick norima maZoje skaiiaus x aplinkoje, kai sekos nariy eilés numeriai » yra
pakankamai dideli®.)

3. Kol as nagrinéjame tik baigtines ribas, t.y. ribas, kuriy reik§més — realieji skaiCiai. Véliau susipa-
Zinsime ir su begalinemis ribomis 400, —00 ir 00.

PavyzdZiai. 1) Patikrinsime, kad lim,— 1 = 0.

Laisvai pasirinkime ¢ > (0. Tada \% -0 = % < g, kain > % I$ ¢ia matome, kad su bet
kokiu ¢ > 0 paéme N := % turésime \% — 0] < ¢, kai n > N. Remiantis ribos apibrézimu tai ir
reitkia, kad lim, 0 1 = 0.
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2 V. Mackevicius 2. Sekos riba

2) Imkime seka

3sinn — Hcos2n
Xy 1= ’
Jn

Isitikinsime, kad lim,,_ ~ X, = 0.

n € IN.

Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada
3sinn — 5cos 2n 3|sinn| + 5| cos 2n|
NG - NG
3
< +5 _ 8 .
Jn Jn
kai n > (8/¢)2.

Taigi gavome, kad su bet kokiu ¢ > 0 paeme¢ N := (8/¢)?, turésime |x, — 0| < & su visais

‘xn _0‘ -

n > N. Tai ir reiSkia, kad lim, o X, = 0.
3) Isitikinsime, kad seka x, = /n, n € IN, (baigtinés) ribos neturi.

Tarkime, kad, prieSingai, §i seka turi ribg x. Tada paémus ¢ = 1, atsiras toks N € IN, kad
|x, — x| <1, kain > N, arba

xn| = [(xn —x) +x[ < [xy — x|+ |x[ < x| +1, n>N,
ty. /n < |x| + 1, kai n > N, ir (galutinai)
n<(x|+1)? n>N.

Gavome priestara, nes natiiraliujy skaiCiy aibé néra aprezta.

4) Nagrinekime seka x, = (—1)”, n € IN. Isitikinsime (prieStaros buidu), kad §i seka ribos
neturi.

Tarkime, kad x = lim, . X,. Paémus ¢ = 1, atsiras toks N € IN, kad |x, — x| < 1, kai
n > N. Imdami n; = 2k > N, gauname

Xp, —x|=11—x| <1,

o imdami ny = 2k + 1 > N, gauname
Xy, — x| =|—-1—x|=14+x| < 1.

IS Siy dviejy nelygybiy turime
2=(14+x)+(1—-x)<N+x[+1-x[<14+1=2,

ty. 2 < 2 — prieStara!

2.3. Apibrézimas. Seka {x,} vadinama

a) apréZta i§ virSaus, jei jos reikSmiy aibe apréZta iS virSaus, t.y.

dM e R:VnelN, x, < M,

Y
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b) aprézta iS apacios, jei jos reikSmiy aibé apréZta 1S apacios, t.y.
dMeR:VnelN, x, > M,
c) apréZta, jei ji yra apréZta ir iS virSaus, ir i§ apacios, t.y.

ElMl,MQG]RIVI’lGN, M1 gxngMg.

Pastaba. Pastaruoju atveju paZzyméje M := max{|M,|, |M,|} gausime paprastesni ,.simetrika” apreZtos
sekos {x,} apibréZima:

dM e R, :VnelN, |x| <M.

2.4. Teiginys.
1) Kiekviena konverguojanti seka yra aprézta.
2) Konverguojanti seka gali turéti tik vienq ribq.
Irodymas. Tarkime, kad x = lim x,,. Paimkime ribos apibrézime ¢ = 1. Tada
ANeIN: |x, —x| <1, kain > N.
IS Cia (plg. su parnr.3.3 pavyzdZziu)
Ixal < % — x|+ x| < |x|+1, kain > N.
Pazymekime M := max{|x1], |x2|,..., [xn], |x| + 1}. Tada
x, <M, nelN.
2) Tarkime, kad seka turi dvi ribas x ir y, x < y.
Paimkime ¢ lygu pusei atstumo tarp x ir y, ty. € := (y — x)/2 > 0. Tada
AN, eIN: |x, — x| <e¢, kain > Ny,
ir
AN, e IN: [x, —y| <e¢, kai n > Ns.
Paimkime bet kokj ng > max{N;, No}. Tada
Xny — X| < €11 |x,, —y| < €.

Todel
Yy—xX=[(Xpy — %)+ (¥ — Xy )| < X0y — x| + [, — ¥
<2e=y—ux,

ir gavome prieStara. A
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2.5. Teiginys. (Veiksmai su ribomis.) Tarkime, kad x, — x ir y, — y, n — oo. Tada

V. Mackevicius

a) X, +y, = x+y, n— 00
b) x,y, — xy, n — 00;

c)jeiy#O,tai’y“—”—>§,n—>oo.

Irodymas. a) Laisvai pasirinkime ¢ > (. Remiantis ribos apibrezimu,
€
AN, eIN: |x, — x| < o kai n > Ny,
ir
& .
AN, e IN: |y, —y| < 2’ kai n > Ns.
Pazymekime N := max{N;, No}. Tada

\xn—x\<%ir\yn—y\<%, kain > N.

(X0 + ) — (X + )= [(xn —x) + (yn — ¥)]
< xp — x|+ [y —
£

€
< -4 =—=¢, kain > N.
2+2

Tai reiskia, kad x,, + y, - x 4+ y, n — 00.
b) [vertinsime skirtuma
XnYn — X1 = [(Xn Y0 — X0y) + (Xny — x)]
= [xn(yn — ¥) + y(xn — x)|
< X llyn = yI+ yllxe — x].
Kadangi seka {x,} apreZta, tai

dM e R, : [x,| <M, nelN.

Laisvai pasirinkime ¢ > (0. Tada

3N16N:yn—y<m, kain > Ny,
ir
& .
ANy e IN: |x, — x| <m, kai n > Ns.
Tada i§ (%) su visais n > N := max{N;, N2} gauname
\xnyn—xyKM-LHy\-—g <s4i=g
2(M +1) 2(lyl+1) 2 2

Tai reiskia, kad x,y, — xy, n — 00.

2. Sekos riba
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¢) [vertinsime skirtuma

Xy x‘_ xny—ynx‘
ey —xy +xy — yux|
o ylx, — x|+ x|y, — ¥l
Vnllyl
e = xl xl e —
| Vn| Y lly]

Kadangi y, — y # 0, n — 00, tai

AN, e IN: |y, — vyl <%, kai n > Nj.
IS Cia
yl Iyl .
Yul =1y == yu) = [yl =y = yal > \y\—7:7, kai n > Nj.
Todél
1 2
< —, kain > Nj.
Yul 1Y
Laisvai pasirinkime ¢ > (0. Tada
€
ANy, e IN: |x, — x| < Ty’ kai n > N,
ir
AN3; e N: |y, —y|l < ﬂ, kai n > Nj.
4(lx| + 1)
Tada, imdami n > N := max{Ny, No, N3}, i§ () turime
Xy, x‘ € N €
— =< -4+ - =c¢.
Yo oyl 202
Tai reiSkia, kad ’y“—” — %, n— oo. A

2.6. Teiginys. (Peréjimas prie ribos nelygybése.)

1) Jeix, > xiry, >y, x <y, tai

AN elN:x, <y, kain> N;

2) jei Xy < Yy X —> X IF Yy, = Y, tai x <y,
<

3) jei x, < yn < Zn» Xn — X bei z, — x, tai ir y, — x.!

L& savybe juokais daZnai vadinama ,,DPP* — , dviejy policininky principu®.

5
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[rodymas. 1) Pazymékime & := 5= > (. Tada

ANelN: |x, —x|<eirl|y,—y| <e¢, kain> N,

irtodéel x, <x+e=y—¢e <y, kain> N.
2) Jei buty priesingai, t.y. x > y, tai remdamiesi 1) dalimi turétume, kad

dNelN:x, >y, kain> N, -

prieStara!
3) Laisvai pasirinkime ¢ > (. Tada

AN, eIN: |x, — x| <e¢, kain > Ny,

ir
AN, e IN: |z, — x| <&, kain > Ns.
IS Cia
X—e<X, <Y <Zyn<x+e, kain > N := max{Ny, No},
ty. |y, — x| < ¢, kai n > N. Pagal ribos apibrézimag tai reiskia, kad y, — x, n — oc. A
Pavyzdziai. 1) Visy pirma pastebésime, kad i§ nelygybiy x,, < y,, n € IN, ir konvergavimo

x, — x bet y, — y neiSplaukia, kad x < y. Pavyzdziui, x, = 0 < % = yu, 1 € IN, bet

limy,— o0 X, = limy o0 ¥ = 0.
2) Nagrinekime seka
B 1 1 1 1
Yn = m-ﬁ- N, + \/n2+3+...—|— m,
[vertinsime jos narius i§ abieju pusiu sekomis, kuriy ribas galima lengvai paskaiciuoti ir jsitikinti,
kad jos (laimei!) sutampa:

n € IN.

S 12 it 12 (11 1)2
<y <L+ 1 _i_..._i_L nelN
~ }’l\\/ﬁ \/n_Q \/n—27 b
t.y.
n n
xn::n_i_lgyng;:l::zn,ne]N.

Kadangi x,, — 1 ir z,, — 1, tai remiantis ,,DPP* ir y, — 1.

Apibrézimas. Tarkime, kad turime seka {x,} ir grieztai did¢jancia natiraliyjuy skaiCiy seka
{nk, k € IN}: ny <ng < ... < ngp < ngy1 < ... Seka {x,,, k£ € IN}, vadinama sekos {x,}
posekiu (arba daline seka). Jei sekos {x,} posekis {x,,} turi riba, tai §i riba vadinama sekos {x,}
daline riba.

Pastabos. 1) Seka gali netureti ribos, bet gali turéti daling riba. PavyzdZiui, seka x, = (—1)", n € IN,
neturi ribos, bet turi dvi dalines ribas (1 ir —1).

2) Jei seka {x,} turi riba, tai visi jos posekiai turi ta pacia riba. Taigi, konverguojancios sekos turi tik
vieng daling riba, sutampancia su jos riba.
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Teiginys. (VejerStraso teorema apie konverguojanti poseki.) Kiekviena apréita seka {x,} turi
konverguojantj posekj.

[rodymas. Kadangi sekos reikSmiy aibé apréZta, tai atsiras intervalas [a, b], kuriame yra visos
sekos nariy reikSmes. Padalinkime §j intervalg i du vienodo ilgio intervalus — [a, (a + b)/2)] ir
[(a+b)/2,D]. Bent viename iS jy yra be galo daug sekos nariy. PaZymekime ji a1, b1] (jei i abu
intervalus patenka be galo daug sekos nariy, imame bet kurj i§ ju). Imkime bet kurj sekos narj

X, € |a1,D1]. Intervalg [aq, by] vél padalinkime i du vienodo ilgio intervalus ir paZymékime

1
[as, bo] ta 18 ju, i kurj patenka be galo daug nariy. Imkime sekos narj x,, € [as, bo] su eilés
numeriu ny > n; — toks narys tikrai atsiras, nes intervale [as, bo| yra be galo daug sekos {x,}
nariy. Tesdami toliau, gausime tokig jdétyjuy intervalu seka {[ax, br]} ir tokj sekos {x,} poseki

{x,,, k € IN}, kad

1) Xp, € [ak,bk], k e ]N;

2) by —ar = (b—a)/Qk — 0, k — oc.

Remiantis jdétyjy intervaly aksioma, atsiras taSkas x € IR, priklausantis visiems intervalams

[ak, i, t.y. ax < x < by, k € IN. Kadangi 0 < by —x < by — ar — 0, tai, remiantis ,,DPP*,
limk_wo(bk — x) = 0 ir todél limg— o b = limk_wo(bk — x) 4+ x = x. PanaSiai imy_, o ax = X.
Kadangi ax < x,, < b, k € IN, tai, remiantis ,,DPP*, ir limg_,» x,, = x. Taigi sukonstravome
konverguojantj sekos {x,} poseki {x,,}. A

Teorema. (Sekos konvergavimo KoSi kriterijus.) Tarkime, kad {x,} — skaiciy seka. Tada Sie du
teiginiai yra ekvivalentiis:

1) Seka {x,} konverguoja (i kokj nors x € IR);
2) Ve > 0,dIN e IN: |x, —xn| <&, kai m,n > N (,,sekos nariai yra kiek norima arti vienas

nuo kito, kai jy eilées numeriai yra pakankamai dideli®).

Fastaba. Sekos, pasiZzymincios antraja savybe, vadinamos fundamentaliosiomis sekomis arba Kosi sekomis.
Teorema tvirtina, kad realiyjy skaidiy scka konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra Ko§i scka. Si realiyjy
skai¢iy aibés savyb¢ vadinama pilnumu. Sios savybés neturi, pavyzdZiui, racionaliyjy skaiCiy aibé. Tuo
isitikinti galima paé¢mus bet kokia konverguojancia racionaliyjy skaiCiy seka, kurios riba yra iracionalusis
skaiCius.

Irodymas.

Batinumas (1 = 2). Tarkime, kad x = lim,_ X,. Laisvai pasirinkime ¢ > (. Tada
AN e€IN: |x, — x| < 5, kain > N. I8 Cia

X0 — Xm| = (X0 — Xx) — (Xm — X)|

e & )
g\xn—x\—l—\xm—x\ga—l—a:e, kai n,m > N.

Pakankamumas (2 = 1). PradZioje isitikinsime, kad seka {x,} (kuriai iSpildyta antroji
salyga) yra apréZta. Imdami ¢ = 1 gauname, kad

AN eIN: |x, — x| <1, kaim,n > N.
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Tada

X, —xn+1] < 1, kain > N,

arba
X0l = 1(%n — xn41) + Xnvp1] < X0 — X1 | + [y
< |xnyt+1l+ 1, kain > N.
Pazymékime
M = max{|x1|, [x2], ..., [xn [, Xn41| + 1}

Tada akivaizdu, kad
x| < M, ¥Yn € IN.

Remiantis 2.9 teorema, seka {x,} turi konverguojantj poseki {x,, }. PaZymékime x = limg_ o Xy, -
Isitikinsime, kad x yra ir visos sekos riba. Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada

AN e IN: |x, — x| < %, kai m,n > N.

Kita vertus,
EIKG]N:\x,Zk—x\<%, kai k > K.

Paéme bet koki k£ > K, su kuriuo ny > N, gauname
X — x| =100 — X ) 4 (X, — X)]

e & )
g\xn—xnk\+\xnk—x\<§+§:8, kain > N.

Tai ir reiskia, kad lim,,— s X, = X. A

2.11. Pavyzdziai. 1) Nagrinékime seka x, := 5“211 + 5121122 4ok Sg;", n € IN. Naudodami Kosi

kriteriju, isitikinsime, kad §i seka konverguoja.

Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Imdami n > m, jvertinsime skirtuma

sin(m + 1) sinn
gl = [T ED) s
2m—|—1 L
o sin(m + 1) sinn
\‘ g+l ‘ ‘ 2 ‘
1 1 ==(1—5=)
S Tt e T T oI
2
< — <g,
2m

kai m > N := log, % Taigi seka {x,} konverguoja.
2) Jau esame jsitiking, kad seka x, = (—1)", n € IN, neturi ribos. Dabar dar karta tuo
isitikinsime, tik §j karta naudosime Kosi kriteriju. Kadangi

21 = 2| = [(=1)"F = (=)' = [(=1)" (=1 = 1)| =2,
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tai imdami ¢ = 2 matome, kad sekos fundamentalumo salyga neiSpildyta. (IS tikruju, prieSingu
atveju su pakankamai dideliu N turétume, kad |x,, — x,| < 2, kai m,n > N. Bet kg tik
isitikinome, kad imdami m = n+1 > n > N turime |x,, — x,,| = 2.) Taigi seka {x,,} diverguoja.
3) Nagrinekime seka x, = 1 + % 4+ e+ %, n € IN. Isitikinsime, kad ji diverguoja. Tam
nepakanka, kaip praeitame pavyzdyje, palyginti gretimus narius. Su visais n € IN turime

| | I T I I
x}’l_x}’l = —_— —_— _—Z — —_— _— = -,
2 n+l  n+2 on” 2m ' 2n on 2

Imdami ¢ = 1/2 matome, kad nagrinéjama seka netenkina fundamentalumo salygos. (IS tikruju,
prieSingu atveju su pakankamai dideliu N turétume, kad |x,, — x| < 1/2, kai m,n > N. Bet
ka tik jsitikinome, kad imdami m = 2n > n > N turime |x,, — x,,| > 1/2.) Taigi seka {x,}

diverguoja.

Apibrézimas. Seka {x,} vadinama
a) didéjancia, jei x,41 > x, su visais n € IN;
b) mazéjancia, jei x,11 < X, su visais n € IN;
c) grieital didéjancia, x,41 > X, su visais n € IN;
d) grietai mazéjancia, jei x,11 < X, su visais n € IN.

Didéjancios 1§ maZéjancios sekos vadinamos monotoniskomis.

Teiginys. Didéjanti (mazéjanti) seka {x,} konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra apréita is
virsaus (atitinkamai is apacios) ir tokiu atveju

lim x,, = sup x,,
n—o }’ZEIN

t.y. sekos riba yra lygi jos retksmiy aibés tiksliajam virsutiniam réziui (atitinkamai

lim x, = inf x,).

n—00 nelN
Irodymas (didéjanciai sekai). ,,—=*. Jau jrodyta, nes kiekviena (nebitinai monotoniska) kon-
verguojanti seka yra aprézta (2.4.1 teiginys).

»<=". Tarkime, kad didé¢janti seka {x,} yra aprézta i§ virSaus. Pazymékime a := sup x,, €
nelN
IR. Isitikinsime, kad ¢ = lim,,— o0 X;,.
Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Kadangi ¢ — ¢ néra sekos {x,} reikSmiy aibés supremumas, tai
dN € IN: xy > a—e. Tada deél sekos monotoniskumoVn > N, a—e < xy <x, <a <a-te,

ty. |x, —al < ¢, kain > N. Taigi a = lim;,— 0 X;. A

2.14. Pavyzdziai. 1) [rodysime, kad

n . .
lim — =0, jet |g|>1.

n—00 q’l
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1 atvejis: g > 1. Pazymékime x, := q”—n, n € IN. Isitikinsime, kad §i seka yra maz¢janti
pradedant pakankamai dideliu eilés numeriu. Nagrinekime santykj

——> —-<1, n-— oo.
q q

Remiantis 2.6.1 teiginiu, atsiras toks N € IN, kad =L < 1, kai n > N, arba x,1; < x,, kai

Xn

n > N. Tai reiskia, kad seka {x,, n > N} yra maZéjanti. Kadangi §i seka apréZta iS apacios

xn+1_(n+1)q”_n+1_<1 1)1 1

X, q"tin ng n

(apatinis rezis — nulis), tai, remiantis 2.13 teiginiu, ji turi ribg. PaZymékime x := lim,_ o X;.
Per¢je rekurentineje lygybeje

Xpy1 =1+ =) =-x,, nelN,
n-q
prie ribos, kai n — 00, gauname x = %x, ty. x =0.
2 atvejis: g < —1. Tada, remiantis pirmuoju atveju,

n

q}’l

n

n
= -0 n—->00 — — >0 n— 0.
q q"

2) Irodysime, kad
lim </n = 1.

n—oo

Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Kadangi </n > 1, mes turime jsitikinti, kad </n — 1 < ¢ su
pakankamai dideliais n. Turime

n

8}’1
Imdami 1 pavyzdyje ¢ = 1 + ¢, gauname, kad
lim —— =0<1 => INeN: —— <1, kain> N,

n—oo (1 + g)" (1+¢)"
ty. &/n—1<eg, kain > N, Tai ir reiSkia, kad lim,— /n = 1.
2’) Kaip i8vada gausime, kad

lim Va =1, VYa>0.

n=00
1 atvejis: a > 1. Siuo atveju IN € IN : @ < N. Tada
1< Ya<Ynkain> N.

Kadangi kra$tiniy nariy ribos lygios 1, kai n — o0, tai pagal ,,DPP* ir lim, . </a = 1.
2 atvejis: 0 < a < 1. Siuo atveju

1 latv. 1
- =

lim </a = lim

n—oo n—oo

1.

n

Q=
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3) Irodysime, kad

im L —0, gemR.

n—oo pl
1 atvejis: g > 0. Pazymékime x, := %. Tada
X1 q"nl g
x, (n+Dlg" n+1
Todel atsiras toks N € IN, kad % <1, kain > N, ty. seka {x,} maz¢ja (pradedant (N + 1)-

n

uoju nariu). Todel egzistuoja x := lim,—~ X, € IR. Peréje prie ribos lygybeje x, 11 =

—-0<1, n— oC.

q
—— X
nt1 7
gauname x =0 -x = 0.

2 atvejis: g < 0. Siuo atveju

n n

q

n!

q]" q
= |—>0 n—>oo:>—‘—>0, n— oo.
n! n!

3 atvejis: g = 0. Akivaizdu (visi sekos nariai lygis nuliui).

4) Isitikinsime, kad egzistuoja (matematikoje labai svarbi!) riba

1\~
lim (1+2)".
n—00 n
Pazymeékime x, = (1 + %)”, v = (14 %)”“. Mes jrodysime, kad seka {y,} yra maz¢janti ir
todel turi riba, nes ji akivaizdZiai apreZta iS apacios (y, > 1). IS ¢ia iSplauks, kad ir nagrinéjamoji
seka {x,} turi (tg pacia) riba: lim,— oo X, = liMy—oe ¥ /(1 + 1/7) = limy— 00 Y-

Palyginkime gretimus sekos y, narius:

1 n+1
e (141 ety

Yoot <1+ ﬁ)n = nh+lpn
n?=1)'(n+1) 1+
= n2”n - <1 4 ﬁ)n
1+1 1+1

< < —
. n n
I+ == I+ -3
PrieSpaskutine nelygybe gavome pasinaudoje¢ Zinoma Bernulio nelygybe
(1+x")>14+nx, x>-1, nelN.

Taigi y, < y,—1, n > 1, t.y. seka {y,} yra maz¢janti.
Pastaba. Kodél mes tiesiogiai nejrodin¢jome sekos {x,} ribos egzistavimo? Pasirodo, kad pati seka {x,}
taip pat yra monotonifka, taCiau didéjanti (galima jrodyti panasiai). Deja, jos apréZtumas i§ virSaus néra

toks akivaizdus — jam jrodyti reikéty papildomy pastangy. Todél pasinaudoje pagalbine seka {y,} ta pati
rezultata gauname ,,pigiau®.
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2.15. Apibrézimas.

1 n
¢ = lim (1 n —) ~ 27182818284 . . ..
n

n—oo

2.16. Apibrézimas. Tarkime, kad duota seka {x,}. Sakoma, kad
1) lim,—oo X, = 400 (arba x, — +00,n — 00),jei VA € IR, AN e IN: x, > A, kain >
N;
2) limy, oo X, = —00 (arba x, > —00,n — 00), jei YA € IR, INeIN:x, < A, kain >
N;

3) limy,— e X, = 00 (arba x,, — 00, n — 00), jei lim, .« |X,| = 4+00.

2.17. Apibrézimas. I$plestine realiyjy skai¢iy aibe (arba tiese) vadinama aibé IR := IR U {400, —00},
kurioje, be jprastiniy veiksmy ir tvarkos realiy skaiCiy tiesé¢je IR, apibrézti tokie veiksmai ir
sarysiai:

a) —00<x <400, x €1R;
b) x 4 (£o0) = +o0, x € R;

oo, x>0,
C)x'<ioo)_{$oo, x <0.’
d) sup A := 400, jei aibé A C IR néra apréZta i§ virSaus arba 400 € A;

inf A := —o0, jei aibé A C IR néra apréZta i§ apacios arba —oo € A.

2.18. Pastabos. 1) Baigtiniy ir begaliniy riby sgvokas galima suvienodinti panaudojant aplinkos
sagvoka. Tasko x € IR e-aplinka vadinamas intervalas U,(x);= (x —&,x + ¢). Tasko +o0 A-
aplinka vadinamas intervalas (A, +00] := {x € IR : x > A}. Tatko —oo A-aplinka vadinamas
intervalas [—00, A) := {x € IR : x < A}. Tada bendras ribos apibréZimas skamba taip:

Sakoma, kad lim,,—« X, = x € IR, jet bet kokiai tasko x aplinkai U egzistuoja toks N € IN,
kad x, € U, kai n € IN.

2) Sekos dalinés ribos savoka be pakitimy apibréZiama ir begaliniy riby atveju: jei sekos
{x.} posekis {x,,} turi riba (baigtin¢ arba begalin¢), tai ji vadinama sekos daline riba.

3) I¥plestingje skaiciy tieseje lieka neapibréZzti reiskiniai =00+ (F00), o0—(£00), 0-(£00)
ir pan.

2.19. Teiginys. Tarkime, kad {x,} ir {y,} yra realiyjy skaiciy sekos.
a) Jei x, > +oociry, > CelR, nelN, tai x, + y, — +00;

b) jei x, > —ooiry, < C €IR, n € N, tai x,, + y, — —00;

c) jei x, > 0, tai x, > 0 <— L5 4oo;

Xn

jei x, <0, tai x,, > 0 <— L5 _00;

jei x, #£0, tai x, —» 0 <= L — o0;

X
d) x, > 400 iry, > x, = y, —> +00;

e) monotoniska seka {x,} aibéje IR visada turi ribq (baigting arba begaline).
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Irodymas. a) Laisvai pasirinkime A € IR. Tada AN € IN: x,, > A — C, kai n > N. Gauname
Xn+ > (A—-C)+C=A, kain > N.

Tai ir reiskia, kad
Xn + Yu — +00.

b) Analogiskai.

c) (atvejis x, > 0). ,,—=*. Laisvai pasirinkime A € IR. NemaZindami bendrumo galime
laikyti, kad A > 0. Tada AN e IN: 0 < x,, < %,kain>N,taiyraElNe]N: é > A, kai
n > N. Tai reiskia, kad é — 400.

»<—". Laisvai pasirinkime ¢ > (0. Tada 3N € IN : % > %, kain > N, ty. AN € IN :
—&<0<x, <e¢,kain > N. Tai reiskia, kad x, — 0.

Like du atvejai nagrinéjami analogiskai.

d) Laisvai pasirinkime A € IR. Tada dn € IN : x,, > A, kai n > N. Todél ir y, > A, kai
n > N. Tai reiSkia, kad ir y, — +00.

e) Jei seka apréZta, tai ji turi riba, priklausancig IR (2.13 teiginys). Jei seka {x,} neapréZta,
tai, pavyzdZiui, didéjancios sekos atveju VA € IR, AN € IN : xy > A. Tada del sekos
monotoniSko didéjimo x,, > xy > A, kai n > N. Tai reiskia, kad lim, ., x, = +00. A

2.20. Apibrézimas. Sekos x, € IR, n € IN, virSutine ir apatine ribomis vadinamos jos didZiausia
ir maZiausia dalinés ribos (su salyga, kad jos egzistuoja). Jos Zymimos atitinkamai lim x, ir
n—o0
lim x, (arba lim sup x, ir liminf x,,).
n—00 n—00 n—00

2.21. Teiginys. Bet kokia seka x,, € R, n € IN, turi virsutine ir apatine ribas, kurios lygios atitinkamai

lim x, = lim supxx = lim sup{x,, xXy41, ...}
n—o

ir
lim x, = lim inf xx = lim inf{x,, x4 1, ...}.
n—> 00 n—>ook>n n—>00
Pastaba. Ribos s = lim,_c SUDPg >y Xk ir i := lim, . infi>, x; visada egzistuoja, nes sekos i, :=

infy>, x¢, n € IN, ir s, 1= supg>, X n € IN, yra motoniskos.

Irodymas (apatinei ribai). PaZymékime

I, := inf xg, [ := lim i,.
k>n n—00

Toliau iSskirsime du atvejus.

1 atvejis: —o0 < i < +00o. Imkime bet kokia seka {j,}, su kuria j, > i,,n > N, ir j, — I,
n — 0o. (Galima imti, pavyzdziui, j, =i, + %, n € IN.) Kadangi i1 = inf{xq, x2, x3, ...} < J1,
tai

ElnlelN:il gxn1<j1.
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2.22.

2.23.
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Kadangi 7,,, +1 = inf{x,, 41, Xu, 42, Xny 435 -} < Jn,+1, tal
dng >ny i in 41 < Xy < Juy41-
Tesdami toliau, gausime tokj sekos {x,} poseki {x,, }, kad
Ing 141 < X < Jmeq+1, ke IN.

(Cia no := 1.) Pereikime fioje nelygybéje prie ribos, kai k — oc. Kadangi krastiniy nariy riba
lygi i, tai (remiantis ,,DPP*) ir limg_ o X, = 1, t.y. skaiCius i yra sekos {x,} daliné riba.

Dar reikia jsitikinti, kad skaiCius i yra maZiausia sekos {x,} daliné riba. Tam imkime bet
kokj sekos {x,} poseki {x,,}, kuris turi riba. Tada, peréj¢ prie ribos nelygybéje x,, > i,,, k € IN,
gauname limg—, o X,, > 1, t.y. bet kuri sekos {x,} daliné riba yra ne maZesné uz i.

2 atvejis: 1 = +o¢. Tada x,, > i, > 1 = +00, n — oo. Todél ir x, > +00 =i, n — 00
(2.19.d teiginys). Taigi vienintelé (ir maZiausia) sekos daliné riba yra lygi i = +00. A

PavyzdZiai. 1) x, = (—1)", n € IN. Kadangi
lim Xok = 1 ir lim Xok4+1 = —1,
k—o0 k—o0

tai seka turi dvi dalines ribas, lygias 1 ir —1. (Kity daliniy riby seka negali turéti, nes nurodyti

posekiai — {xor} ir {xory1} — ,,i8semia‘“ visg seka {x,}.) IS ¢ia lim x, = 1 ir lim x, = —1.
n—>00 n—>00
2) x, = (—1)"n, n € IN. Analogiskai lim x, = +o00, lim x, = —ooc.
=00 n—00

3) Xy = I’l(_l)”’ n € IN. m X, = 400, h_m X, = 0.
n—o0 e 00

ISvada. Seka {x,} turi ribq tada ir tik tada, kai lim x, = lim x,. Tokiu atveju

=00 n—oo

lim x, = lim x,, = lim x,.
n—o H—00 n—o

Irodymas. ,,—>*. Jei egzistuoja x := lim,_  X,, tai seka turi tik viena daline ribg x. Todeél,
remiantis 2.21 teiginiu, lim x, = lim x, = x.

H—00 n—o0
»<" Pazymékime x := lim x, = lim x,. Naudodami ankstesnius pazymeéjimus, turime
=00 n—o0

nelygybe

I, <x,<s, nelN.

Kadangi pagal prielaidg i, — x ir s, — x, tai, remiantis ,,DPP*, ir x,, — x. A



