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lvadas

TrecCiojo t ukstantni@o akivaizdoje informacijos srautas tampa nesuvaldomu be
kompiuterio pagalbos. Priklausomai nuo informacijos pob udzio, jai analizuo-
ti naudojami jvairiausi kompiuteriniy programuy paketai. Ju jsisavinimui b utinas
bent minimalus vartotojo matematinis pasiruoSimas.

Sio kurso objektas — vieno kintamojo funkcijos tyrimas ir su tuo tampriai su-
sijusios tolydumo, iSvestes, integralo, eil@s savokos. Visa tai talpinama po
bendrumatematines analizestogu.

InZinerires informatikos special@s mokymo programoje matematinei anali-
zei yra skiriami trys semestrai. Sj paskaity konspekta pariztematiges statis-
tikos katedros éstytojas A. Grigelionis.
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Skyrius 1
SkaicCial

1.1 Nat uralieji skatiai

Jau nuo mazens mes susipazjstame sitshai , 2, 3, 4, 5 ir t.t. Pradirese klagse
iSmokstame suati, dauginti skatius, atimti iS didesnio mazesnj, dalinti, jei ,da-
linasi”. Tokiy skatiy visuma vadinamaat uraliyjy skaiciy aib& Zymima raide
N.

Tegua, b, c — bet kokie trys nat'uralieji skéai. Zemiau iSvardinamos gerai
Zinomos svarbiausios veiksmy su nat uraliaisiai€gkaisavyles.

Sudetis:

S1)(a+b) + ¢ =a+ (b+ ¢) (suckties asociatyvumas);

S2)a + b = b+ a (suckties komutatyvumas);

S3) skatius 0, vadinamasuliu, ypatingas tuo, kad + 0 = a (kaip taisykg,
pats nulis nepriskiriamas prie nat uraliyjy skaiteCiau tai tik susitarimo reika-
las);

Daugyba:

D1)(a-b)-c=a- (b-c) (daugybos asociatyvumas);

D2)a-b=10-a (daugybos komutatyvumas);

D3) nat uralusis skiEusvienetasZzymimasl, ypatingas tuo, kad - 1 = a ;
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8 SKYRIUS 1. SKAIIAI

D4)a- (b+ ¢) = a- b+ a-c(daugybos distributyvumas);
Tvarkos rySio savybes:

Tl)a<a;

T2)jeia < birb < ¢, taia < c (tranzityvumas);

T3) jeia < bir b < a, taia = b (antisimetriSkumas);

T4) arbaa < b, arbab < a ;

T5)jeia < b, taia+c<b+c;

T6)jei0 < a,0 < b, tai0 < a-b.

[vairioms reikmems yra naudojamos jvairios skeivimo sistemos. Paprastai
vartojama deSimtaaska€iavimo sistema, kurioje kiekvienas nat uralusis@kai
uzraSomas deSimties skaitmehy, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9 pagalba.

Kompiuteriy moksle yra naudojama dvejet@sistema, kurioje kiekvienas na-
turalusis skaius uzraSomas nuliy ir vienety pagalba. Pvz.,&kai5 deSimtai-
neje sistemoje uzraSomas kaip shas 101 dvejetaireje sistemoje. Taipogi yra
vartojamos aStuntainir SeSioliktai® ska€iavimo sistemos.

1.2 Sveikieji skatial

Bendru atveju lygtis
a+z=>b

yra neiSsprendziama nat uraliyjy skaiibeje N. Kitaip sakant, nat uraliesiermas

ir b gali neatsirasti tokio nat uraliojo skaiusz, kad b uty teisinga Si lyggb Tuo
tarpu tokj paprasta uzdavinj tenka spresti kas diena. Norint kad jis visaetg tur
sprendinj, nat uraliyjy skai aibe "iSple€iama” iki sveikyjuskatiy aibes.

Sveikyjy skatiy aibe ZynesimeZ raide.

Z={0,£1,4£2,4£3,..} = {a|a=m —n,m,n € N}.

Sveikieji skaiai, kaip ir nat uralieji, pasizymi tomis giamis sueties, daugybos,
tvarkos savybmis S1) - S3), D1) - D4) bei T1) - T6).
Be to, jie turi ir nauja savybe, reikalinga, norint iSspresti lygtj:
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Pav. 1.1: Sveikyjy skatiy vaizdavimas tiege

S4) kiekvienanu € Z yra toks skatiusb € Z, kada + b = 0.

Zymimab := —a ir sakoma, kad sveikasis skais turi sawpriesinga

1.3 Racionalieji skatCiali
Sveikyjuy skatiy nepakanka, sprendziant lygtj
a-xr = C.

Tam tikslui pasiekti, tenka iSpbti sveikyju skaiiy aibe ikiracionaliyjy skatciy
aibesQ.
m
Q={_ImmneZmn#0}

Lyginant su sveikaisiais skiais, racionalieji turi nauja savybe:

D5) kiekvienam nelygiam nuliui racionaliajam s&aii a, egzistuoja "antri-
ninkas" — racionalusis ské&usb toks, kada - b =1 .
Trumpesnis uzrasaSu € Q,a #0, € Q:a-b=1.

Sakoma, kad yra atvirkstinisskatiui . Zymimab :=a~" .
Racionaliuosius skéius patogu uzrasyti deSimta&is trupmenos pagalba. Galimi
du atvejai: arba deSimtaértrupmena bus baigtn(t.y. po kablelio bus tik baigtinis
nenuliniy skaitmeny skaius), arba trupmena bus begajnaiau periodir.

Du pavyzdziai:

1.3/8 = 0.375.

2.2/7 = 0.2857142857142... = 0.(285714).
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Pav.1.2: Racionaliyjuy skdiiy vaizdavimas tiege

1.3.1 Racionaliyjy skatiy numeravimas
Visus teigiamus racionaliuosius skais galima iSvardinti vienos sekos pagalba:

1213214321

171'2717273'172°3747
Skatius ™ Sioje sekoje tuEs numerj
1/2-(m+n—1)-(m+n—2)+n.

Taigi, kiekvienam teigiamam racionaliajam skai yra priskiriamas konkretus
numeris. Pastasime, kad si ulomoje skai sekoje kiekvienas racionalusis skai-
Cius sutinkamas be galo daug karty . Galima sugalvoti kita numeravimo algoritma,
neturintj Sio tr ukumo.

Sakoma, kad racionaliyjy sk aike yraskaiti.

1.3.2 Racionaliyjy skatiy vaizdavimas tiegje

Norint pazyneti trupmenal /n,n € N, pradire vienetire atkarpa dalijama j
lygiu daliy ir imamas pirmosios i$ gauty atkatiy desSinysis galas (Zr. pieSihj2,
kur n = 10).

Tada skaiiausm /n vaizdas gaunamas atkarpos, kurios galail /n, pagalba,
atidejus pastargjau karty.
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Pav. 1.3: Koks jzambires ilgis?

1.4 Realieji skatiali

1.4.1 Iracionalieji skaiCiai

Norint iSspresti kvadratine lygt]

2 =2,

racionaliyju skasiy nepakanka, t.y. @ra re vieno racionaliojo skaiausx, kuris
b uty Sios lygties sprendinys.
IS tiesy, jeigu toks skaius atsirasty, tai jj galima b uty uzraSyti trupmenos

r=m/n

pagalba, kurn ir n - tarpusavyje nesiprastinantys sveikieji skai.

Palele abi paskuties lygyles puses kvadratu ir jstate gautafaisraiska j
pradine lygtj, tuetume, ka2 = m?/n?, arbam? = 2 - n%. Bet tadam?, o tuo
paCiu ir patsm, b uty lyginiai skdiai.

TaCiau, jeigum dalinasi i$2, tai m? turi dalintis i§2 - 2 = 4. Tokiu atveju
skatiusn?, kuris yra lygusn?/2, turi dalintis i$2, o tai reiksty, kad in dalinasi
iS dviejuy.

Taigi, jei pradire lygtis tuety racionalyjj sprendinj, ské&ai m ir n abu b uty
lyginiai. Bet mes juk dagme prielaida , kadh ir n tarpusavyje nesiprastina.

Lygtis 22 = 2 turi paprasta geometring prasme: jos sprendinysmiantis Pi-
tagoro teorema, yra stataus trikampio, pavaizduoto piesingjeZambires ilgis.
|sitikinome, kad Sis ilgis ara racionalusis ské&us.
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1.4.2 Realieji skaciai

Skatiai v/2, w, naturaliojo logaritmo pagrindas — skiais e yra iracionaliyjy
skatiy pavyzdziai. Realiyjy skatiy aibe Zymima raideR ir apima tiek racio-
naliuosius, tiek iracionaliuosius skais. Ji turi visas auk®au miretas skaiiy
veiksmuy ir tvarkos savybes S1)-S4), D1)-D5), T1)-T6).

Kiekvienas realusis sk@ius gali b uti uzraSytas deSimtasn(bendru atveju,
begalires) trupmenos

a = tag, v1Qs...04,...,

pavidalu. Kaip jau buvo migta anks&iau, baigtires ir periodi@s trupmenos reis-
kia racionaliuosius skéius. Baigting trupmena, pratesus trupmening jos dalj be-
galiniu nuliy skatiumi, galima interpretuoti kaip perioding. Neperioginis de-
Simtairemis trupmenomis yra uzraSomi iracionalieji skai.

Iracionaliojo skatiaus pavyzdys:

a =0,123456789101112... .

Jis konstruojamas, vardijant po kablelio nat uraliuosiu€sksjy dickjimo tvarka.
Si deSimtai®@ trupmena @ra periodig.

Kiekviena geometria atkarpa turi ilgj, kuris nusakomas deSimtaine trupme-
na. 18 kitos puss, kiekviena deSimtaine trupmena skaitieeje atitinka "sava"
atkarpa, prasidedanti nulio taske. Su Siuo teiginiu susijusi taip vadinamsi@ib

tolydumosavyte:
P) jei A ir B yra netusti aibsR poaibiai tokie, kad

ANB=0, AUB=R,

Cia "N" reiSkia aibiy sankirta, oJ" — aibiy junginj, ira < b visiemsa € A ir
be B,tai

arba aileje A yra didzZiausias elementas,..,, t.y. toks, kad

a < amax ViSiEMS a € A,

arba aileje B yra maziausias elementas< b,,;, visiemsb € B.

Kas atsitikty, jeigu salygos P) formulavime aiRgvisur pakeisti aib&)?
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PazynekimeA ={a € Q| a* <2}ir B={be Q| b* > 2}.
Tada
AUB=Q,ANB=10

a<b

visiemsa € Airb € B.

TaCiau racionaliyjy skd&iy tarpe aile A neturi didZiausiojo, o abB — ma-
Ziausiojo elemento. Tokiu b udu, racionaliyjy skaaibe tolydumo savyes ne-
turi.

1.4.3 Realiojo skatiaus aproksimacija racionaliaisiais skatiais
Neneigiama realuyjj skaiy
a = Fag, v Q...
galima priartinti racionaliyjy skaiy

1

a, = ag, A Q... II b, = ag, ays...a, + Tow

pagalba.
IS tiesy,

1 1
a—ap < 15my b —a < o

Kai numerisn dideja, skirtumai tarp skéiausa ir jo priartinimya,,, b, nyksta.
Jei realusis skaius neigiamas, t.y.

a = —Qp, d109...0p...,
ji galima priartinti racionaliyjy sk&iy

— 1 —
Ay = —Qp, 10...00, — M)_"’b” = —Qp, 01Q9...00,
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pagalba.
Pasinaudojant realiojo skaaus deSimtainiu priartinimu, nesunku pasteb
jdomia savybe:

Teiginys 1 .
Tegua ir b, a < b— du realieji skai€iai. Tada b utinai atsiras toks raciona-
lusis skaiCius, kada < r < b (automatiskai, tokiy bus be galo daug).



Skyrius 2

Sekos

2.1 Svarbios realiyjy skatiy aibes

1. 13pkestoji realiyjy skaiiy aike R.
Tai realiyjy skatiy aibe su prijungtais papildomais dviem elementais, kurie
Zzymimi —oc ir oo ir tenkina salygas:
a)—oco < a < oo,Va €R.
b)a+o00=+00, a—o0=-00, =L =-2 =(visiemsac R.
C)a-(+00) =400, a-(—o0)=—00, jeia€R, a>0
ir
a-(+00) =—00, a-(—00) =00,
jeia € R, a < 0.

2. Intervalai.

(a,b) := {z | a < z < b} — atvirasintervalas;

[a,b] :={z | a <z < b} — uZzdaragntervalas $egmentas

(a,b] . ={z|a<z<b}, ab):={x]|a<x<b}— pusiau atviriinter-
valai.

Skatius b — a vadinamas intervaldgiu. Jeia = —oo, arba jeib = oo,
sakoma, kad intervaldsegalinis
PrieSingu atveju intervalas vadinantzgtiniu.

Pastaba.Sandaugo8 - co, 0- (—o0) , veiksmai(oco — o0) , (—oo + 00) , (00 : 00)
nera apibeziami.

Pazymejimas. Teguz € R. Neneigiamas skaius

15
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x, jeil x>0
2] = { J

e yra vadinamasco moduliu arbaabsoliuCiuoju
—z, Jel z<0

didumu
GeometriSkaja — b| reiSkia atstuma tarp tasky, zyniig skatiusa ir b.
Tegue > 0. Skatiausa e— aplinkavadinamas intervalag — ¢,a + ¢), t.y.
aibe
{zeR:|z—al <e}.

2.2 Skatiy aibés reziai
Apibr eZzimas 1. Sakysime, kad realiyju skaiCiy aibe C R aprézta is virSaus,

jei atsiras realusis skaiCiug, kuris yra nemazesnis uz bet kurj aibé®lementa.
SkaiCiusc vadinamas aibegl virSutiniu reziu.

Pavyzdys A = [0, 1]. Bet koks skatiusc > 1 bus ailes A virSutinis ©zis.

Apibr ezimas 2. Aibe A C R vadinama aprézta i$ apacios, jei € R toks, kad
¢ < avisiemsa € A. SkaiCiusc vadinamas aibesl apatiniu reziu.

Apibr ezimas 3. Aibe A C R vadinama apréZzta, jei ji aprézta ir iS virSaus, ir IS
apacios.

PavyzdZiai

1. A=10,1], A= (0,1) — apreztos ails.
2. A={a|a <0} — aprZtais virSaus.

Atkreipsime @&mesj, jei skaiiusc yra ailes A virSutinis ©zis, tai visi skaiiali d,
didesni uz, taip pat bus aibs A virSutiniais eZiais.

Apibr ezimas 4. Sakoma, kad € R yra tikslusis virSutinis aibesl rezis, jeiguc
yra virSutinis aibesA rezis ir ¢ < d kiekvienam aibesl virSutiniam reziuid.
Zymima, = sup A.
Analogiskai apibreziamas tikslusis apatinis aibégezis. Jis yra Zzymimas
inf A.
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Pav.2.1: lliustracija teoremai apie tikslyjj virsutinj aes ©Z].

Pavyzdys A = [0, 1], arba(0, 1) . Cia abiem atvejaisup A = 1,inf A = 0.

Pastaba Kaip matyti iS pavyzdzio, tikslusis virSutinis (apatinigzis gali pri-
klausyti aibeiA arba nepriklausyti jai.

Apibr eZimas 5. Tuo atveju, kai tikslusis virSutinis aibésreZissup A priklauso
paciai aibeiA, jis dar zymimasnax A;

jei tikslusis apatinis rezis priklauso paciai aibel, tai vietoj¢ A raSoma dar
min A.

Teorema 1 (Aibes tiksliojo ©Zio egzistavimas)Jei netusCia aibé”® C R yra
aprezta is virSaus, tai egzistuogap P; jei tokia aibe aprezta iS apacios, tai eg-
zistuojainf P.

[rodymas:

Pagal apibeZzima, apezta iS virSaus aiP turi virSutinj rezj. RaideB pazy-
mekime aibe visy ails P virSutiniy reziy (Zr. iliustracije21).

Galimi du atvejai:

1. BN P # 0, ty. aibkes B ir P turi bendry elementy. Tada &B N P
tures lygiai viena elementq kuris ir bus ailes P tikslus virSutinis ezis (jei b uty
c1,co € BN P, tai pagal Siy aibiy prasme &tumec; < ¢, ir c; < ¢; vienu metu,
ty. c1 = o).

2. BN P =, ty. aikesB ir P neturi bendry elementy. Tadaail = R\ B
neturi didZiausio sk&iausmax A (prieSingu atveju jis buty ab P virSutinis
rezis ir priklausyty aibeB N P). Pagal realiyjy sk&iy tolydumo aksioma, adje
B turi b uti maziausias skails, kuris ir bus aibs P tikslusis virSutinis eZis.

Antroji teoremos dalis jrodoma analogiskai.
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2.3 Skactiy sekos ribos savoka. Konverguojanti se-
ka

Formaliai | skafiy seka galima Zi ati kaip | funkcija, kuri apibeZta nat uraliyjy
skatiy aikeje, o reikSmes jgyja realiyju skai aibeje.
RaSant seka, argumentas fig uruoja kaip indeksas:

a1,092,a3, ..., Ay, ...

[e.e]

Dar zymima{a,},_,, arba{a,}, -

Kartais numeracijai naudojama ir sveikyjy skaiaite. Tada zymimda,,} >~ _,
arba{a,},.,. Galimas ir kitokiy aibiy panaudojimas sekos elementy numeravi-
mui.

Aritmetine bei geometria progresijos yra seku pavyzdziai.

Pavyzdys. Sekal,2,4,8,16,...2", ... yra geometrig progresija, kurios pir-
masis narys lygus, 2-asis narys lygus 2, tte&as —4, o n-tasis narys lyguz*—*.

Dvi sekas galima suati, dauginti, atimti panariui, tokiu b'udu gaunant naujas
sekas.

Apibr ezimas 6. Sakoma, kad:

seka{a,}, . Yra aprézta is virsaus, jei bus toks skaiCius kada, < M
visiems nat uraliesiemsc N;

seka{a,}, . Yra aprezta is apacios, jei bus toks skaiCils kada, > M
visiems nat uraliesiemse N;

seka{a,},.y Yra aprezta, jei bus toks skaiCiug/, kad |a,| < M visiems
nat uraliesiems € N;

Akivaizdu, kad seka bus agifta (apeZta iS virSaus, ap¢ta iS apéios) tada ir
tik tada, kai bus a@zta (apezta is virSaus, apgta iS ap@ios) jos reikSmiy aie.

Pavyzdziat

1. Seka{n}
ir vienetu).

~cn Sudaryta i$ nat uraliyjy skaj aibes, apezta i$ apéios (kad

2. Seka{ ;. } . apeZta skaiaisO ir 1.
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Pav.2.2: Seka konverguoja...

Apibr ezimas 7. Sakoma, kad realiyjy skaiCiy seka, },, . tuririba ap € R,
jei kiekvienane > 0 atsiras toks numerié/, kad visiems numeriams > N bus
la, — ag| < e.

Tada skaiCiusy, yra vadinamas sekos riba ir Zymimag = ILm a,, arba
a, — ag. Dar tokiu atveju sakoma, kad seka konverguoja. noo

Teorema 2 . Tegu{a, }
Tada
a) sekafa, }, .y konverguoja jzy € R tada ir tik tada, kai kiekvienam > 0
visi sekos nariai, iSskyrus baigtinj ju skaiCiy, patenka j intervala— ¢, ap + €);
b) jei seka{a, }, ., konverguoja, tai jos riba yra vienintelé;
c) jei seka{a, }, . konverguoja, tai ji yra aprézta.

~en — realiyjy skaiciy seka.

neN
neN

[rodymas:

a) jei sekafa, }, . konverguoja , tai pagal apibezima, kiekvienan > 0
egzistuoja numeri®/ € N toks, kad, pradedant nuo sekampo jo,|a, — ag| < €
visiemsn. Bet Si nelygyle reiSkia, kadi,, € (ap — ¢, ag + €) visiems nat uralie-
siemsn, iSskyrus ju baigtinj sk&iu.

IS kitos pugs, tegu kiekvienama > 0 visi sekos{a,}, . nariai, iSskyrus
sekos pradzia, priklauso intervaluj € (ag — ¢, a9 + ¢). RaideN pazynekime
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iSskirtyjy pradiniy sekos nariy skai (priklausantj nue). Tada visiems, > N
galiosa, € (ay—¢,a9+¢), arbala, —ag| < ¢, o tai reidkia sekoga,},
konvergavima | sk&iu ag.

b) Tarkime, kad sekda, }, ., turi dvi ribasay ir ay. Pasirenkame bet koki
e > 0. EgzistuojaN', N" € N tokie, kad jein > N', tai |a, — ao| < § ir jei
n> N" taila, — a| < 5. Tada, kai numeris > max { N, N"}, bus
ao—ao{ = ‘(ao—an) + (an—ao)‘ < ‘an—ao‘ + !an—ao‘ =e.

Kadangie gali b'uti kiek norima mazas, turi b{itj — a;| = 0, o tai reiskia,
kada, = aj.

c) Tegua, — ag. Tada atsiras tokd’ € N, kad visiems: > N bus teisinga
nelygyke |a,, — ao| < 1. Pazynekime

M =max {1, |a; — ag|, |as — aq|, ..., |ay — aol}.
Tada|a,, — ag| < M visiems sekoga, }, . hariams.
Bet

|an| = lao| < |an — aol,

todel

|an| < M + fao]

visiemsN € N, o tai ir reiSkia, kad sekga, },, ., yra apezta.
Teorema 3. Tegu{an}, oy » 10n },cy — KONverguojancios realiyjy skaiciy sekos
ir lim a, = ag, lim b,, = bg.

Tada:
a) lim (a, + b,) = ag + bo;
b) lim ¢-a, = c- ag;

C) lim an-bn = Qg 'bo;

n—oo

d) lim L = %,jei a, #0,n=0,1,2,....

[rodymas:

a) Kadangi seko$a,,}, . , {0n},cy KONVerguoja, tai kiekvienam > 0 eg-
zistuoja nat uralieji skémi N, N, tokie, kad:

visiemsn > N |a,, — ao| < 5,

0 visiemsn > N |b, — by| < 5.

Todel, jei N = max { Ny, Ny}, tai kain > N,
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](an + bn) — ((Io + bo)l = ’(CLn — Go) + (bn — bo)‘ S \an — aol + ’bn — bo‘ S
+:=ce

Pagal apibezima tai ir reiskia, kad

lim (a, + b,) = ag + bo.

N |™

b) pameginkite jrodyti patys.

c) visy pirma, galima pastel, kada,, - b, — ag - by = (a, — ag) (b, — bo) +
ap (bn — b(]) + bo (CLn — CLO) .

Antra, kadangi seko$a,, }, .y » {bn},cn KONverguoja, tai kiekvienam > 0
egzistuoja nat uralieji skaai N,, N, tokie, kad

kain > Ny, bus|a, — ag| < /¢,

o kain > Ny, bus|b, — by| < \/z.

TeguN = max {N;, N»}. Jein > N, tai
|[(an — ag) (b, — bo)| = |an — aol - [bn, — bo| < /2- /e =c¢,
arbalim (a, — ag) (b, — by) = 0.

Todel, pggior?audodami savghis a) ir b) , tuesime, kad
lim (a, - b, —ag - by) = Tim. (an, — ag) (by — bo) +

tag - lim (by — bo) +bo lim (an — ag) = 0+ aq - (lim by — lim b0> 4 by
<hm ap — lim CLO> :O+a0(bo—b0)+b0(a0—a0) =0.
Taigi,

lim an-bn: lim (an'bn—ao'bo)+ lim &O'bozao'bo.

d) Kadangi sekda,, }, .y konverguoja, tai galima surasti tokj numévj, kad,
jeigu tiktain > Ny, bus teisinga nelygydb

Qa
la, — ap| < |2—0|.
Kadangi|a,, — ag| > |ao| — |a,|, turime
(07
ool — o] < 2]
arba
|aol

la,| > 5 visiems n > Nj.



22 SKYRIUS 2. SEKOS

Kita vertus, kadangi sekfu,, }, ., konverguoja, taie > 0 atsiras toks numeris
N5, kad
2
a
la, — ap| < %-5,

kain > NQ.
PaZzynekime N = max {N;, N»}. Tada visiems, > N

1 1

an Qo

N

:|a/n_a/()|< 1 .@.€< 2 .m
|an| lao]  lan]|lao] 2 |ao| |ao| 2

e =g,

ty. lim L = L.

n—oo an a0

Dar viena naudinga teorema.

Teorema 4 . Tegu{an },,cn > 10n }pen » 160 ) nen - SKaiCiy sekos, tokios, kad :
1a, <b, <c,kiekvienamm € N;
2) lim a, = lim ¢, =a € R.

n—~o0 n—oo

Tada lim b,, = a.
Kitaip sakant, jei seka yra "tarp" dviejy sekuy, tuiupta p&ia riba, tai ji konver-
guoja ir jos riba sutampa su ribogéig seky riba.

[rodymas:

Reikia jrodyti, kadlim b,, = a.
Tegue > 0. Pasirenkame tokj numery, kad visiemsn > N buty teisingos
nelygyles|a, —a| < eir |¢, —a| < e.
Tai yra jmanoma, kadangi pagal salyga sek@s}, . it {c, },,cy turi ribaa.
ParaSytos nelygys reiskia, kad

(1) —e<a,—a<e

(2) —e<c,—a<e

visiemsn > N.
Pagal teoremos salyga,, < b, < ¢,. Tocel,
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y
AC1
c
b 2
.l
Cp
I e N A V A VAl
®h
a, a,
a
] —
1 2 3 n

Pav. 2.3: Sekos, "suspaustos” tarp dvieju sekuy, teorema, kartais vadinama "poli-
cininky principu".

(3) a, —a<b,—a<c,—a.
IS nelygybiu (1), (2), (3) seka, kad
—e<a,—a<b,—e<c,—a<e,
t.y. —e < b, — a < ¢, 0 tai ekvivalentu nelygybei
|b, —a| <e

visiemsn > N.

Taigi lim b, = a, ka ir reikejo jrodyti.

2.4 Monotonines sekos

Apibr eZimas 8. Sakysime, kad skaiCiy seka, }

neN*

a) monotoniSkai didejanti, jei,, < a,,; visiemsn € N;
b) monotoniSkai mazejanti, jej, > a,.1 visiemsn € N.

Visos tokios sekos vadinamos bendru monotoniniy seky vardu.
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Pavyzdziai:

1. {n},, oy — naturaliyjy skaiy seka yra monotoniskai ciganti.

2.Sekos{1} _ . {-n},o — monotonidkai magartios.

3. Pastoviseka, t.y. seka, kurios nariai turi tagia skaitine reikSme, pagal
m usy apil@zima yra monotoniSkai déanti ir mazjanti vienu metu. Taigi, digt
jimas ir mazjimas suprantami ne grieztaja prasme.

4. Jei seka konverguoja, tai ji yra agita (2r. ankstesniojo skyrelio pirmosios
teoremos c) dalj). T@au atvirkEias teiginys Bra teisingas. PavyzdZiui, seka
0,1,0,1,0,1,...— aprezta, bet ribos neturi ( kead ?).

Monotonirems sekoms yra teisinga

Teorema 5. Jei monotonisSkai didejanti seka aprézta iS virSaus, tai ji konver-
guoja. Atitinkamai, jei monotoniSkai mazejanti seka yra apréezta iS apacios, tai ji
konverguoja.

[rodymas:

Tegu{a,}, . MonotoniSkai digjanti, apezta iS virSaus skéiy seka. Tada
jos reikSmiy aile bus apezta is virSaus ir ji tugs tiksly virSutinj €2jaq (Zr. anks-
tesniojo skyrelio teorema).

Kadangiay, — virSutinis ©zis, taia,, < ay visiemsn € N.

Kadangia, — tikslus virSutinis ezis, taiVe > 0 intervalo (ag — ¢, ag) vidu-

je bus sekos{a,},. elementy. Kadangi sekfa,}, ., — monotoniskai di-
dejanti, paskutinis pastepmas reiskia, kad atsiras numens toks, kada, €

(ap —e,a9 + &) ir |a, —ag| = a, —ag < ay — ag = |ay — ag| < € visiems
n > N, ty. h—>nolo a, = Qp.

Monotoniskai maéijartiai sekai jrodymas analogiSkas (paginkite jrodyti).

2.5 SkaCiuse

Pritaikysime monotoniniy seky teorema sekogs}
gavimo tyrimui.
1. Seka{a, }

wene an = (1+ 1)" konver-

»en — Monotoniskai didjanti.
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[rodymui panaudosime Niutono binomo formule:
(a+0b)" =

=a" + Cla" b+ C2a" 0 + .+ CRa" RO O a4 b7

kur
Ck_n(n—l)(n—Q)...(n—k+1)_ n!
" 1-2-3-...-k C(n—k)k!

— binominiai koeficientai.
Tada

B B TR 31 B
nin—1 -2 1 1
RIS U

n! nn

(D) 3002
a(=3) 0-3) -0

+(n+1)!<1_n—1|—1) (1_ni1>"‘<1_ni1)‘

k
1——<1- K ,
n n+1

kiekvienas @muoa,, iSraiSkoje nevirSys atitinkamoethensa,, ; iSraiSkoje; be
to, a, 41 turi vienu teigiamu nariu daugiau.
Taigi a, < a,11 ty. seka{a,}, ., monotoniskai didja.

Kadangi
0<k<n,

2.a, <3,VneN.

IS tiesy, kadangf; > 5, Vk € N,
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(ar is tiesy taip yra?), tai

<oriiti 42 <1+1_2L"<3
a, < -+ =+ .. < )
2 22 2n—1 11

Tokiu b udu sekéa, },,.,, monotoniskai didja ir apezta is virSaus skaiumi 3.

3. Todél pagal jrodyta teorema egzistuoja sekas},  riba, kain — oo, kuria

Zymesime raide::
: 1\"
e := lim (1+—) )
n—oo n

Tai yra gerai Zinomo skélause vienas i$ apil#zimo b udu.
Pastaba.|rodymo metu gavome ski@ause jvert;:
2<e<d.
Galima jrodyti, kad skd&iuse yra iracionalus ir

e =2,71182818284....

2.6 Posekiai
Apibr eéZzimas 9. Tegu{n,},-, — nat uraliyjy skai€iy (numeriy) seka ir
ny<ng <ng<ng<..

t.y. Si seka grieZtai monotoniskai dideja.
Tada sekday, };-, yra vadinama seko§a,, },,. POSekiu.

Jei posekis konverguoja, tai jo riba vadinsime sekas}, ., daline riba.

Pastaba Nesunku parodyti, kad seka turi riba tada ir tik tada, kai visi jos posekiai
turi ta p&ia riba.

Pavyzdziai.
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1. Seka

yra sekos
1l
PPTE
posekis.
Visy galimuy Sios sekos posekiy riba yra sutampa su sekos riba, kai— oo.

2. Sekal,0,1,0,1,... ribos neturi, kadangi ji turi du posekius, kuriy ribos yra
skirtingos (suraskite juos).

Teorema 6 (Bolcano—\VejerStrasoKiekviena apreztoji seka turi konverguojantj
posek|.

[rodymas:

Tegu{a,},.y — apezta seka. Tada atsiras segmefifias: | toks, kad

{a"}nEN € [blv Cl] .

Daliname $j segmenta j dvi lygias dalis. Kadangi sékg}, ., turi be galo daug
nariy, bent vienas i$ naujyjy segmenty, kurj gime

[b27 02] )

taip pat turi savyje be galo daug seKas, }, . nariy.

Segmentdh,, c;| daliname dar pusiau [bs, c3] Zymesime ta puse, kuriai pri-
klausys be galo daug sekés, }, . nariy.

Dalinimo procesa tesiame toliau. Gausime segménty;,,| seka, kur

[bn—‘rla Cn—i—l] C [brm Cn] :

Todel segmenty galai sudarys dvi monotonines seKas}, ., — didejartia ir
{cn},en — Mazjartia.
Be to,
lim (¢, —b,) =0,

n—oo

nes dalinimo pusiau procesas tesiamas be galo.
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Sekos{b, },.cn ir {cn},cn Yra apeztos, toél pagal Bolcano - VejerStraso teo-

rema jos konverguoja ir
lim ¢, = lim (¢, — b,) + lim b, = lim b, = ay.

Sukonstruosime dabar reikalaujama sekas},, ., posekj. Tam segmentg,, ¢ |
pasirenkamas bet koks sekigs, },, ., elementas.,, ;

segmentdb,, c;], kadangi jam priklauso be galo daug seKas }
surandame kita elementg, su numeriun, > ny ir t.t.

IS konstrukcijos matyti, kad

wen Nariy,

lim a,, = ay,

t.y. posekis{a,, };-, konverguoja.

Apibr éZimas 10. Sakysime, kad seka,,} -, C R:
a) neapreztai dideja , jei kiekvienarh > 0 JN € N toks, kada, > A
visiemsn > N.
b) neapréztai mazeja, jei kiekvienatn> 0 JN € N toks, kada,, < —A
visiemsn > N.
a) atveju Zymima
lim a, = +o0,

b) atveju zymima
lim a, = —o0.

n—oo

o0

Tegu{a,},-, C R — bet kokia skatiy seka. Jeigu ji bus apita, tai, kaip mes
jrodeme, b utinai tes bent viena daline riba.

Galima jrodyti, kad a@Ztos sekoga, }, . daliniy riby tarpe bus maziausia
dalire riba ir didZiausia dal@riba.
Apibr €Zimas 11. DidZiausia sekoga,} daliné riba zymimdim,, _..oa,, ir
vadinama sekos virSutine riba;
maziausia daline riba Zyminmiam
riba.

neN

a, ir vadinama apatine sekds:,, }

n— 00 neN

Pastaba apie sekos konvergavima performuluojama taip: {seka., kon-
verguoja tada ir tik tada , kai

lim, ooa, =lim, . a,.
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Bendru atveju, kai seka neb utinai@fte, i$ jos galima iSskirti arba konverguo-
jant], arba nea@ztai dicejantj posekj. Pastaruoju atveju zZgpamuy lim ir lim
panaudojimas iSpéamas , raSant

mn~>ooan = 100,
jei egzistuoja neapitai dicejantis posekis, bei
lim a, = —00,

—=———n—oo N

jei egzistuoja neaptai magjantis posekis.

2.7 Kosi sekos

Apibr éZimas 12. Sakysime, kad seKa,,} -, C R yra KoSi seka, arba funda-
mentalioji seka, jeVe > 0 egzistuoja numerid’ toks, kad visiems, m > N yra
teisinga nelygybe

la, —an| < e.

Teorema 7 (Sekos konvergavimo Kosi kriterijus ).
a) konverguojanti seka yra Kosi seka;
ir atvirksciai,
b) kiekviena KoSi seka konverguoja.
[rodymas:

a) Tegue > 0, 0 {a,},.y — KoSi seka. Tada, pagal KoSi sekos apitima,
atsiras nat uralusis skais N toks, kad visiems,, m > N bus

’an - am‘ < 8,
arba
|| = |an — am + am| < |an — am| < e+ |am|,

kaim,n € N.
Fiksuojamen. Tada seko8y 1, an.2, ..., anik, ... NAriy moduliai bus a@zti
skatiumie + |an,|.
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Kita vertus, kadangi narig,, as, ..., ay yra N, t.y. baigtinis skaiius, tai tarp
ju yra narys, kurio modulis bus didZiausias. €dei pazynesime raide

A =max{|ai|,|az|, ..., lan]|, |am| + €},

visa seka{a,}, . bus apezta skatiais £A iS abiejy pusiy. Bet tada, pagal
Bolcano-VejerStraso teorema, Si sekatukonverguojantj poseKi,, },- ;.
Teqgu

a= lim a,,.
X :

—00

[rodysime, kad skdiusa bus visos sekoéa,, } -, riba.
Visy pirma, kadangi posekis konverguoja, tai kiekvienramy 0 dK € N
toks, kad
VE>K |a—ay| <k.

Prisiminkime, kad m usy seka yra KoSi sekaetdidr. a) dalies jrodymo pradzia)
tam p&iame yra toksN € N, kad kain ir n,, > N bus

lan, — an, | <€,

lan, — a| <lap — an, |+ |a —an,| < 2¢,

o tai reiSkia, kad sekéa,, }, . konverguoja.

b) Tegu sek&a,, },, ., konverguoja ir jos riba

a = lim a,.
n—oo

Pasirenkame bet kokj> 0. Jam atsiras numeris € N toks, kad

€
la, —a| < 3

jeigu tiktain > N.
Kain,m > N, tai

lan, — am| < la, —a| + la — an| <e,

t.y. {an}, ey DUS KoSi seka.



Skyrius 3

Funkcija ir funkcijos tolydumas

3.1 Funkcijos savoka

Funkcijaf : A — B — tai taisykk, kurios pagalba elementtic A priskiriamas
elementay € B. RaSsoma
y=f(z).

Zymejimai:

D (f) ¢ A — funkcijos f apibZimo sritis, t.y. aib, kurios kiekvienam
elementuir priskiriamas lygiai vienas aés B elementad (x);

R (f)—funkcijos reikSmiu sritis, t.y. abvisuf (z), kurz € D (f).
Realaus kintamojo funkcija vadinsime funkcjfa R — R.

Tarp pastaryju funkciju iSskiriamalementariyjyfunkcijy klase. Jai priklau-
so laipsnir, rodikline, logaritmire, trigonometrigs, atvirksties trigonometrias
funkcijos bei ju superpozicijos.

Dar keletas daZnai pasitaikég funkcijy, kurios nevadinamos elementario-
siomis:
1. o
1, Jjel >0
sgnx = 0, jei ==
-1, jei xz<0.

31
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Pazynetina, kadz| = = - sgnz.

2. Dirichle funkcija
1, jei z€Q

f@):{ 0, jei =¢Q.
Sios funkcijos reik3miy aituri tik du elementus -8 ir 1, t.y. R(f) = {0,1}.

3. f (z) = [z] — skatiausz sveikoji dalis, t.y. ne didesnis uZ jam artimiausias
sveikasis skdius. Siuo atvejuR (f) = Z.

4. f(x) = {z} — skatiausz trupmenire dalis : {z} := 2 — [z]. Cia R (f) =
[0,1).

Praktiniuose uzdaviniuose atsirandens funkcijos vaizduojamos lenteliy ar-
ba grafiky pagalba.
3.2 Funkcijos riba

Apibr ezimas 13. Sakysime, kad skaiCis= R yra funkcijosf riba taskeq, jei
kiekvienai seka{x, } -, tokiai, kadz,, # a visiemsn ir

lim z, = a,
ISplaukia
lim f(z,)=0.
Zymima
b:=lim f (z).
Pavyzdziai:

1. Teguf(z) = 1 visiemsz € R.

Si funkcija turi riba kiekvienam € R.
IS tiesy, tegu z,, } - , - skatiy seka tokia, kadim z,, = a.
Tada

lim f(z,)= lim 1=1,

n—oo n—oo
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arba
lim f (z) = 1.

2. f(x) =

Sios funkcijos riba
lim f (z) = limz = a,

r—a r—a

t. y. sutampa su kiekvienama € R.
3. Funkcija, neturinti ribos @ viename taske.

Tai Dirichle funkcija. Noedami ta parodyti, pastébime kad kiekvienam
skatiui a € R galima surasti racionaliyjy skay seka{x } ir iracionaliyjy

skatiy seka{z, } "~ tokias, kad

. . "
lim z, = lim =, = a.

n—oo n—oo

Tada
tim f(2,) =140=lim f ().

n—oo n—oo

t. y. taSken Dirichle funkcija ribos neturi.
Teorema 8 . TaSken funkcija f turi ne daugiau kaip viena riba .

[rodymas:

Tegub,, b, — funkcijos f ribos taskex. Tegu sek&x,} -, konverguoja ir
lim z, = a.

Tada
bl = hm f ($n> = bz,

kadangi seka gali teti tik viena riba (Zr. ankSau jrodyta teorema apie seku riby
savybes).

Teorema 9 . Tegulim f (z) = A, lim g (z) = B, kur A, B € R.

Tada: o o
a);;rgwmg(x)] A+B

b) lim f () - g (x) =

¢) lim f (x) /g (z) = A/B

jei B # 0.
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[rodymas:

a) Tegu{z, } -, — betkuri seka tokia, kadim =, = air z,, # a, kurn € N.
Tada
lim [f () + g (2)] = lim [f (20) + g (2n)] =
(pagal seky sumos savybe )

= lim f(x,)+ lim g(z,) = A+ B.

n—oo

b), c) tvirtinimy jrodymai panas us | pastarajj.

Pastaba(kitas funkcijos ribos apil@Zimas). Sakoma, kad funkcifaturi riba
b taSker = q, jei kiekviename > 0 egzistuoja skdiusd > 0 toks, kad, jei

|lr —a| <9, v #a,

tai
|f(z) —b|] < e, (ai8ku, =€ D(f)).

Galima jrodyti, kad toks funkcijos ribos ap#iimas yra ekvivalentus ankstes-
niajam.

GeometriSkai naujas ap#atimas reiSkia, kad koks mazas beb uty intervalas
(b —e,b+ ¢), visada atsiras intervalda — 4, a + 9) su centru taSke toks, kad
funkcija f tame intervale, iSmetus iS jo taskaigyja reikSmes tik iS intervalo
(b —¢e,b+ ¢) . Taiir pateisina funkcijos ribos pavadinima.

3.3 Funkcijos tolydumas

Jeigu funkcijaf turi ribab taskea, tai dar nereiskia, kad(a) = b. Gali b uti, kad
funkcija f néra apibezta taSke; gali b uti, kadf apibrezta taske, betf(a) # b.

Pavyzdys:
0, jei 0
rw={ &7

1, jei z=0.

Funkcija f turi riba taSker = 0 ir hH(l]f (x) =0, betf(0) = 1.
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Pav. 3.1: Funkcija, turinti riba tr ukio taske.

Apibr eZimas 14. Sakysime, kad funkcijayra tolydi taSker = a, jeiji tuririba
tame taske, sutampancia su funkcijos reikSme, t. y. jei

lim f (z) = f (a).
PavyzdZiai:

1. f(x) = x tolydi kiekviename taSke € R, kadangilim f (z) = limz =
a=f(a).
2. f(z) = sgnz nera tolydi taske), neshm sgnx neegzistuoja.

3. Del tos p&ios priezasties Dirichle funkcuaema tolydi nei viename taske
a € R.

Teorema 10 (sucktines funkcijos tolydumas taske).
TeguA, B, C' — aibésR poaibiai (atskiru atveju, intervalai). Tegfi: A —
B,g : B — (|, o sudétiné funkcijg& : A — C apibréziama formulé:(z) =

g9(f(x))-
Jei funkcijaf yra tolydi taSke:, o funkcijag yra tolydi taskef (), tai funkcija
h bus tolydi taSkex.

[rodymas:

Tegu{z,} -, priklauso funkcijos/ apibezimo sr€iai ir lim z, = a . Ka-
dangi funkcijaf tolydi taskea, tai

lim f(z,) = f(a).

n—oo
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Kadangi funkcijag tolydi taskef(a), tai

lim g (f (xn)) = g (f (a)),

n—oo

arba
lim A (x,) =h(a),

n—oo

ka ir reikejo jrodyti.
Pastaba.

Kartais sakoma, kad funkcija: A — C paskutireje teoremoje yra funkcijy
g ir f kompozicijaarbasuperpozicija

Zymimah =go f.

Apibr ezimas 15. Sakysime, kad funkcija: (a,b) — R - tolydi intervale(a, b),
jei ji yra tolydi kiekviename interval(u, b) taske.

Teorema 11 . Teguf, g— tolydziosios intervalé, b) funkcijos. Tada ir funkcijos
f+gq,f-g,f g bus tolydZios intervaléa, b). Paskutiniu atveju reikalaujama,
kadg (z) # 0, kaiz € (a,b).

[rodymas:

Fiksuojame taska < (a,b) . Remiantis dviejy funkciju sumos ribos savybe
(Zr. ankstesnijj skyrelj), galima rasyti

lim [ () + g ()] = lim f (2) + lim g (x) =

r—cC r—cC

(kadangif ir g tolydzios tasSke: )

=f(e)+g(c)=(f+g)(c),

t.y. sumaf + g — tolydi funkcija taSkec , 0, kadangi taSkas bet koks, tai
f + g yratolydi visame intervaléa, b). Funkcijuf - g ir f /g tolydumas jrodomas
analogiskai.
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3.4 Funkcijos tr ukiai

Tegu funkcijaf apibrezta taSka: aplinkoje, iSskyrus nebent patj taSka. Jeigu
funkcija f nera tolydi taSke:, tai sakoma, kad Siame taske funkcjjauri tr ukj
Prie$ klasifikuodami galimus funkcijos tr ukius , apgime funkcijosf riba taske

c 1§ deSires ir i$ kaies.

Apibr ezimas 16. Tegu funkcijaf apibrézta intervaléa, b) iSskyrus galb ut taSka
c. Tegua < ¢ < b. Funkcijosf riba tasSkec iS deSines vadinsime skaiGity(su
salyga, kad jis egzistuoja) tokj, kad visoms sekoms

{zn}2, C(e,b), lim z, =c,
n—oo

b uty teisinga

lim f(z,) =d.

n—oo

Zymima: f (c + 0) := d, arba lim  f (z) == d.

Tegua < ¢ < b. Funkcijosf riba taSkec iS kaires vadinsime skaiCi) tokj,
kad visoms sekoms

{n}.2, C (a,0), lim z, =c,
n—oo

buty
Tim £ (2) = d(# 00).
Zymima: f (c — 0), arba lim f(z) = d(# o0).

Kad funkcijaf turety riba tasSke, b utina ir pakankama, kad

lim f (z) = f(c+0) = f(c—0).

r—cC

3.4.1 Trukiy klasifikacija

Apibr eZzimas 17. Tegu funkcijaf apibréZta intervaldc, b) iSskyrus galb ut taska
c ir néra tolydi tasker.

Sakysime, kad funkcija taSkeuri pirmosios r usies tr ukj, jei

flc+0)<oo, f(c—0) < oc;
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Pav. 3.2: Funkcija, kurios tr ukiai yra pirmosios r usies.

jei, priedo, f (¢+0) = f (c — 0), t.y. jei funkcijaf turi riba taSkec (bet néra
apibrézta jame), sakysime, kad tr ukio tasSkas yra paSalinamas. Jei tr ukis nera
pirmosios r usies, tai sakoma, kad jis - antrosios r usies tr ukis.

PavyzdZiai:

1. Funkcija

oz, kai |z|>1
f )= { —x, kai |z| <1

bus tolydi kiekviename taske £ +1. TaSkuoser = 1ir z = —1 ji tures

pirmosios r usies tr ukj. IS tiesy,
f(=1-0)=-1,f(-140)=1,f(1-0)=-1,f(140) =1.

2. Dirichle funkcija

1, kai z€Q
f(x):{o, kai = ¢ Q.

kiekviename taSke tures antrosios r uSies tr ukj, kadangi riba nei i®kaimei i$

deSires neegzistuoja .
Tam pakanka surasti dwiy sekas, konverguojamas | nulj, kurioms pritaikius
funkcija f, gautume skirtingas ribas. Tegij = 1, 0z, = \/75

Tadalim z), = lim z, = 0,
n—oo n—oo

bet
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lim f (z,,) = 1,0 lim f (z,) =0,

n—od
kadangiz/, — racionalusis, @, — iracionalusis skdius.
3. ,
sin=, kai z#0
flay=1{ 0w &7
0, kai = =0.

Si funkcija tolydi visiemse # 0, nes kaix = 0 ji yra funkcijy (tolydziy kiekvie-
name taske: # 0) siny ir y = + superpozicija.
Kai x = 0, funkcija turi antrosios r uSies tr ukj. Norint ta parodyti, pakanka
rasti dviz'y sekas, konverguojamas |0, kad
lim f (x%) # lim f (a:n)
1

r ”o 1
Pvz., tegur, = 2 Tn = 7@t 2)
Tada

. / . ” ’ »”
lim z, = lim z, =0,z,,x, >0,

’YnrYn
n—odo n—oo

lim f (55;1) = lim sin27n =0, lim f (z,) = lim sin (27n 4+ 7,2) = 1.

n—oo n—o0 n—oo

3.5 Monotonines funkcijos

Apibr eZimas 18. Sakoma, kad funkcij@ monotoniskai dideja intervalgz, b),
jei

1 <z = f(21) < f(22);

funkcija f grieztai monotoniskai dideja, jei

T < 9 = f(21) < f(22);

funkcija f monotoniSkai mazeja intervale, b), jei

1 <z => [ (21) > f(22);
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7
N

Pav. 3.3: Monotonire funkcija gali tuéti tik pirmosios r uSies tr ukius.

funkcija f grieZtai monotoniSkai mazeja intervale, b), jei

vy < 29 = f (1) > [ (22)

visiemsry, xs € (a,b).

Monotonires funkcijos pasizymi jdomiomis sawinis, kuriy, deja, mes ne-
jrodinesime.

Teorema 12 . Monotoniné funkcija gali turéeti tik pirmosios r uSies tr ukius.

Mums bus svarbi teorema apie monotasrfunkcijos atvirkstine funkcija.
Tegu funkcijaf apibreZta segmentk, b] ir jgyja reikSmes segmente, 5]. Tada
taSkuiz i8S [, b] yra priskiriamas taskag(x) € |«, 3]. Jeifunkcijaf pasizymituo,
kad f (x1) # f (x9), kaiz; # x5, galima apibezti nauja funkcijgf —*, kuri taskui
f(z) € [a, (] priskiria taSkar € [a,b]. Taigi, jeiy = f(x), tai f~' (y) = z.
Galima jrodyti, kad jei funkcijaf — grieztai monotoniag, tai ir funkcijaf~! bus
grieZtai monotonia. Priedo, jeif didejanti, tai ir f~! bus dickjanti funkcija.

Teorema 13 (apie funkcija, atvirkSting grieztai monotoninei tolydziajai funkci-
jai).
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Teguf : [a,b] — [a, ] grieztai monotoning ir tolydi funkcija iff (a) =
a, f(b) = . Tada atvirkstiné funkcijg=! : [a, 8] — [a,]] egzistuoja ir yra
tolydi.
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Pav.3.4: Parabod

3.6 Keli funkcijy pavyzdziai

Funkcija f (z) = 2",z € N.

Funkcija apibeziama sandaugasg' = x -z - ..... - x (n - karty) pagalba. Jos

apibrezimo sritis

D(f) =R,
o kitimo sritis

R(f) =A{z|z = 0},

kain — lyginis ,
ir

R(f) =R,
kai n — nelyginis.
PavyzdZiai
1. f (z) = 22

Sios funkcijos grafikas yra paraleo{pav.i32).
2. f(z) =23,

Sios funkcijos grafikas kartais vadinamagine paraboldpav.335).
Funkcijos f (z) = 2" savykbes:

a) kiekvienamz = a > 0, segmentd0, a] funkcija f atvaizduoja | segmenta
[0, a™].

b) funkcija f (z) = z" yra tolydi kiekviename taSke € R, nes yra tolydziyjy
funkcijy g (z) = x sandauga;
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y

-
~

Pav. 3.5: "Kubine paraba"

c) f (x) = x™ grieztai monotonisSkai diefa segment®, a| ,a > 0.

IS tiesy, tegw < =, < z,. Tada

flwe) = [ r) = a5 —af =

= (2o —m) (23 '+ ab P w4 a2 > 0.

43
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y

-

Pav.3.6: Funkcijaf (z) = /x.

m
n

Funkcija f () =xz», m,n €N.

Segment€0, a] grieZztai monotoniSkai diejanti funkcijaz™ turi atvirkstine,
taip pat grieztai monotoniSkai difhrtia tolydzia funkcija (Zr. skyriy apie mo-
notonines funkcijas). Naujoji funkcija bus ap#dta segmentf, a| kiekvienam
a > 0, tocel jos apibeZimo sritis — intervalaf), co) (pav.338).

Jos zynejimas:

T
Sudaugine tarpusavyje funkciju 2w, turesime funkcija, kuri yra Zymima™ .
Funkcijos f (z) = z» savykes:

a) funkcijos apibezimo sritis[0, co);
b) funkcija grieZtai monotoniskai deja ir tolydi intervale|0, o).

Funkcija f (x) = z?, kai p bet koks racionalusis skatius.

Visy pirma apibeziame, kad

visiemsz > 0.
Jeip — neneigiamas racionalusis s&is, laipsnist? buvo apibeztas auk&au.
Jeip — neigiamas racionalusis skais, taixz? apibreziamas lygybe

P =1/x7?

visiemsz > 0.
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4 1Y
2
a>1
- —>
-4 -2 0 2 4 5
-2
-4

Pav.3.7: Funkcijaf (z) = o” kaia > 1.

Funkcija f () = a”.

Tegua > 1.
Remiantis ankstesniais punktais, galima agitirfunkcija f (x) = a” racio-
naliemsz. Racionaliems:, y yra teisingos lygybs:

"V =a"-a’; a"V=d"/a".
Be to, jeiz < y, taia” < a¥ (a > 1!) visiemsz, y € Q.

ApibreSimea®, kai x — teigiamas iracionalusis skails.
Tegu{z,} -, — monotoniSkai diédjanti racionaliyjy skd&iy seka tokia, kad

lim z, = x.
PavyzdZziui, noedami gauti sekos nafj,, galime parinkti skdiiausz iSdestymo
deSimtaine trupmena sveikaja dalpirskaitmeny po kablelio. Analogiskai gali-
ma surasti sekdy,, } - ,, kuri monotoniSkai ma&a, yra sudaryta i racionaliyjy
skaciy ir

lim y, = z.
n—oo

Tada sekaf{a™} -, monotoniSkai didja ir apeZta i$ virSaus. Sekéa’"} -,
monotoniSkai madja ir apezta iS apéios.
IS konstrukcijos seka, kad

lim a™ = lim a¥".

n—oo n—oo

Sia riba ir laikysime funkcijos® reikSme taske, kaiz > 0.
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4 %Y
) a<l

Pav.3.8: Rodikline funkcijaf (z) = a® kai0 < a < 1.

Jeiz < 0, tai apibeZiama:a® := 1/a™".
Tegul < a < 1.
Tada apibeZziama
a®:=1/(1/a)"Vz € R.
Kai a = 1, tai apibeziamaa® := 1.
Funkcijos f (z) = a” savyles:
a) grieZztai monotoniskai digjanti ir tolydi visiemsr € R, kaia > 1; .

IS funkcijos f (z) = a” apibezimo, kai0 < a < 1, seka, kad Si funkcija yra
grieZtai monotoniskai m&janti ir tolydi visiemsr € R.
b)
a®t = a" - aV;
(am>y — aayy;

a® - b = (a-b)",
kaia,b > 0.
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Pav. 3.9: Logaritmire funkcijaf (z) = log, =, kaia > 1

\ a<l
%

Pav. 3.10: Logaritmire funkcijaf (x

Funkcija f (x) = log, .

2 4 X

) =log,z,kai0 <a<1

Tegua # 1. Tada funkcijau® grieztai monotoniskai deja, jeia > 1, magja,
jei a < 1 ir tolydi kiekviename segmentgy, 5], kai o, 5 < oo. Todel ji turi
atvirkstine funkcija, Zymimaog, x, kuri yra tolydi intervalg0, co) ( primename,
kad b utent Sis intervalas yra funkcijgsreikSmiy sritis).

Funkcijos f (x) = log, x savykes:

a) Jeia > 1, funkcijalog, x yra grieztai monotoniSkai dejanti intervalg0, co);

b) log, = - y = log, « + log, .

Pastaba Kai a = e, logaritmire funkcija Zzymimaln z := log, x ir vadinama
nat uraliuoju logaritmu
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Pav.3.11:

Pav. 3.12: Hiperbolinis kosinusas

Hiperbolin es funkcijos.

Tai

a) hiperbolinis sinusas:

b) hiperbolinis kosinusas:

c) hiperbolinis tangentas:

d) hiperbolinis kotangentas:
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Pav. 3.13: Hiperbolin

is tangentas

Pav. 3.14: Hiperbolinis kotangentas

49
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Hiperboliniy funkcijy savyb es:

a) apibrezimo sritis — visa realiyjuy skaiy aibe, tik hiperbolinis kotangentas ne-
apibreztas taske = 0.

b) funkcijos yra tolydZios savo apibzimo srityje: tai seka is funkcijas’ tolydu-
mo.
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41y a>l a=1

2 O<a<l
T a=0

Pav. 3.15: Laipsniniy funkcijy grafikai.

Funkcija f (z) = 2%, kai a € R.

Pagal apibezima,

CL’a — €a~ln$
Savyhes:
a)
lim z* =0,
T— 00
kaia > 0
ir
lim 2% = oo,
Tr— 00
kaia < 0.

b) f (x) = x* yra tolydZioji intervale(0, oo) funkcija.
Trigonometrin es funkcijos.

f(z)=sinz, f(z) =cosz, f(x) =tgx, f (x) = ctgz.

Kiekvienam skaiiui z galima surasti spindutp A tokj, kad kampas tarp hori-
zontalios linijosOC ir OAyralyguse  (mod 27), kur skatius0 < x  (mod 27) <
27 toks, kadr — x  (mod 27) yra kartotinis2z.

Pagal apibeZzima

AB OB AB OB

sinr := —; cosx:=—; gz:=—; Citgzr:=—.

OA’ OA’
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Pav. 3.16: Laipsnires funkcijos pavidalas, kai rodiklis - neigiamas.

I

Pav. 3.17: Trigonometriniy funkcijy apil@zimas.

s

Pav. 3.18: Sinusas — nelygia funkcija
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Pav. 3.19: Kosinusas — lygie funkcija.

y

Q J
-1.57 Jﬁ X

Pav. 3.20: Tangentas turi antrosios r usies tr ukius.

Funkcijy f (z) =sinz ir f(x) = cosz savyles:
a) Tai periodires funkcijos, kuriy perioda®r, apibeztos ailejeR.
b) Jeia, 6 € R, tai

sin (o 4+ ) = sinacos 8 + cos asin 3,

cos (v + ) = cosacos 3 — sin asin G3;

C)sin0 = 0,cos0 = 1,sin § = 1,cos 5 = 0.
d)Jei0 <z < 7,tai0 <sinz <z <tgz.

d) savybkes jrodymas:

53
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\
0 \3.141\ x

Pav.3.21:...kotangentas taip pat.

Tegu skritulio spinduly®) D = OC = 1. Tada skritulio sektoriau® DC' plo-
tas lygusz /2. TrikampioODC plotas lygusOC' - DB/2 = sinz/2. Trikampiai
ODB ir OAC — panas us ( kongruentus ).

Todel

OB OC

BD — AC’
arba
AC =(0OC-0OB) /OB =tgz=.

TrikampioO AC plotas lygus tge/2. Bet ( Zr. beZinj) trikampioOC' D plotas
yra mazesnis nei skritulio sektorias” D plotas, kuris savo ruoztu mazesnis uz
trikampio O AC plota. IS to seka 4 - toji savyh
e) Funkcijosf (z) = sinz, f () = cos x yra tolydZios realiyjy sk&iy aikejeR.

Patikrinsime, pavyzdziui, kad sinusas yra tolydi funkcija.

Tegux, — realusis skdiius ir tegulim x,, = z.

n—oo

Tada
. . . . : . . : . Ty —X Tp+2
lim sinz, = sin o+ lim (sinz, — sin ) = sinze+2 lim |sin =2 . cos 2
n—00 n—00 n—00 2 2
Kadangi
Tyn t+o
—1 < cos — 0 <1

visiemsn,



3.6. KELI FUNKCIJU PAVYZDZIAI 55

Pav. 3.22: Nelygyle, siejanti sinusa, tangenta ir funkcijdz) = x.

_|xn—x0‘ < sin |z, — 0| < |2, — 0|
2 2 2

pradedant pakankamai dideliu numenuy tai

. — o] . . Ty — T Ty + T
— lim ——— < lim [sin - COS
n— o0 n—oo 2 2 n— o0 2

Bet lim |z, — x¢| = 0, todel

lim sinx, = sin x,
h—o0

t.y. funkcija f () = sin z yra tolydi taSkexz,.
Funkciju f (z) =tgzir f(z) = ctgx savyhes:
a)D(tg) ={z|z#%+mn},

D(ctg) ={z |z #mn},

kur n — sveikasis ska&ius.

b) Savo apibeZimo srityse funkcijog (x) =tgx ir f () = ctgx yra tolydzios.



56 SKYRIUS 3. FUNKCIJA IR FUNKCIJOS TOLYDUMAS

— -1.57

Pav.3.23: f () = arcsinz

Atvirkstin es trigonometrines funkcijos.

Funkcijaf () = arcsin z.

Segmentd—Z, 2| funkcijasin turi atvirksting funkcija, kuri Zymimaarcsin.

Siame segmentg (z) = arcsin 2 bus tolydZioji funkcija.
Funkcijaf (x) = arccos x.

Segmentg0, 7] funkcija cos turi atvirkSting tolydZiaja funkcija, kuri Zymima
arccos.

Funkcijaf () = arctgz.

Tai funkcija, atvirkstie tangentui intervalé—2, 2] .

Funkcija arctg apil#Zta ir tolydi visiems realiesiems

Funkcijaf (z) = arcctgz.
Tai funkcija, atvirkStie kotangentui interval¢0, ), tolydi visiems realie-
siemsz.
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Pav.3.24: f () = arccos

1.57

i -1.57

Pav. 3.25: Funkcijaf (z) = arctgx

\’ 157

0! X

Pav.3.26: f (z) = arcctgz
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3.7 Elementariosios funkcijos
Funkcijos, nagriatos ankstesniame skyrelyje, yaydziossavo apibezimo sri-
tyje. Sia savybe turi ir tokiy funkcijy baigtas aritmeti@s kombinacijos bei su-
perpozicijos. Miretos funkcijos vadinamasementariosiomis funkcijomis.
Pavyzdziai:
1. f(z) =tg sinez.

2. f(z) = 2% + 2% + 2.

3.8 Kai kuriy funkcijy ribos taske = =0

1. lim 2z — 1,

z—0 ¥

[rodymas:
Kadangi (zr. praeita skyrelj)

0 <sinz <tgx,

kai0 <z < 7, tai
sinx

cosx < < 1.
T
Bet
cosx = cos (—x),
sinz  sin(—x)
z (-z)
todel pastaroji nelygye teisinga ir kai-3 < = < 0.
Be to,
lirr(l]cosa: =cos0 =1,
kadangicos yra tolydzioji tasSker = 0 funkcija.
Todel )
1= lim cosz < lim = < 1,
n—oo n—oo X

o tuo jsitikinti ir reikejo.
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2. lim (1 + %)I = e.

T—00

Apsiribosime pastaba, kad jei= n — nat uralusis skaus, tai Sia riba rado-
me anksiau.

3. lim 2t — .

z—0

IS tiesy , antrojo punkto riba galime perrasyti ir taip (darome pakei(irney i)):

8=

lim (1+2) =1.

r—04+

Logaritmuojame abi puses ir prisimename, kad logaritmas yra tolydZzioji funkcija
(jrodymas ne visiSkai pilnas), kai € (0, +00) .

Tada
In(1
lim In (1 —|—x)% = lim In(l+z) =e.
x—0 x—0 €T
4. lim €<= = 1.
z—0 =

TreCiojo punkto pagrindigje lygykeje darome keitima = In (z 4+ 1) . Tada
t—0,kaiz — 0,0z =¢e' — 1.
|state | mireta lygybe, gausime

arba
lim =1.
t—0 et — 1
Tada
T 1 t
lim &~ = 1/lim ~ 1.
x—0 €x t—0 et —1

5. lim Y=L = 1
20 T n’

Pabandykite jrodyti patys kai = 2 ir kai n = 3.
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Pav. 3.27:Tasko a r-aplinka.

3.9 Kelios atkarpoje tolydziy funkcijy geometrines
savybes

Teorema 14 . Jei tolydi atkarpoje funkcijg vidiniame atkarpos taske = a yra
grieZtai teigiama, tai egzistuoja tokia taskoaplinka, kurioje funkcijaf iSlieka
grieztai teigiama.

Pastaba. Taskoa aplinka priimta laikyti bet kokj atvirajj intervala, kuriam
priklausoa. Paprastai imami tokie intervalai, kad tasSkab uty ju centre, kaip
pavaizduot&ZT-ame paveikglyje.

[rodymas:

Kadangi funkcijaf tolydi tasker = «, tai egzistuoja funkcijos ribim f (x) =
f (a), kuri, remiantis teoremos prielaida, yra grieZtai teigiama. Pagal&jiiba,

Si riba suprantama taip. Kiekvienai seKai,}. -, tokiai, kad lim z,, = a, turi
butilim f(z,) = f(a) > 0.

Tarkime, kad kiekvienoje tasko = a aplinkoje atsiras tasky, kuriuose funk-
cija f yra neigiama arba lygi nuliui. Tada ir atkarp((je— %, a+ %) bus taskas
x,, toks, kad

f(zn) <0.

Tai bus teisinga visiems € N. Pastebsime, kadlim z,, = a. Vadinasi, turi b uti

n—oo

ir f(a) = lim f(x,) <0, otai nejmanoma, kadangi(a) > 0.

Teorema 15 . Teguf — tolydi segmentg, b] funkcija ir reikSmesf (a) , f (b) —
skirtingy Zenkly. Tada segmento viduje atsiras tagkadks, kadf (¢) = 0.

[rodymas:

Teguf (a) <0, f (b) > 0. [veskime pazyrajima
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Pav. 3.28:TolydZioji funkcija nekei Cia Zenklo tasko aplinkoje.

A:={z €la,b]|f (x) <0}.

Si aite nebus tuda, kadangi jai priklauso pats tadkasKita vertus, aie A
aprezta is virSaus, taigi turi tikslyjj virSutingZj (Zr. atitinkamo skyrelio teorema),
kurj zymesime raide.

Pastebsime, kad b utingi € (a,b). Jei buty = b, tai taipogi b uty (§) =
f(b) > 0, o tai nejmanoma, remiantis ankstesne Sio skyrelio teorema . |sitikinsi-
me, kadf (£) = 0. Jei butyf (£) > 0, tai pagal pirmaja teorema atsirasty tasko
¢ aplinka (¢ — 6,& + 0), kurioje f Zenklas b uty pliusas, o tai reiksty, Kadega-

li buti aikes A tiksliuoju virSutiniu ©Ziu. AnalogiSkai nagrigjamas atvejis, kai

f(€) <0. Taigi f (£) = 0.

Teorema 16 . Tolydi segmentg:, b] funkcija f yra aprézta. gl , |b| < oo!)
[rodymas:

Tegu f nera apeZta iS virSaus. Tai reiSkia, kad kiekviename N dz,, €
[a,b] toks, kadf (z,) > n. Seka{z,} -, — ap@zta skaiiaisa ir b. Tocel
pagal Bolcano—VejerStraso teorema ji turi posek], },- ,, konverguojantj | taSka
xg € |a, b]. Funkcijaf pagal teoremos salyga bus tolydi tadketaigi

o) = Jim f (a,) = o0,



62 SKYRIUS 3. FUNKCIJA IR FUNKCIJOS TOLYDUMAS

f(b)>0

— f(a)<0

Pav. 3.29:TolydZiosios funkcijos, jgyjancios skirtingo Zenklo reikSmes, grafi-
kas kerta z aSj.

ty. zo ¢ D (f). Gavome prieStaravima; tokiu b udu, funkdijsira apezta is
virSaus. Tuo péu parodyta, kad ir funkcija- f apreZzta is virSaus, arba, ekviva-
lenCiai, f yra apezta iS apéios. Taigi funkcijaf bus apezta.

Pastaba.Visos salygos teoremoje yra reikalingos.

Klausimas: Ar gali tolydi intervaléa,b) ( bet ne segmente ) funkcija b uti
neapezta?

Antras klausimas: Ar gali funkcija, kurios apé#imo sritis — segmentas
[a, b], b'uti nea@zta?

Apibr ezimas 19. Kaip ir seky atveju, funkcijg’ vadinama apréeZta aibeje
iS virSaus, jeidM > 0 toks, kadf (z) < M visiemsz € A. SkaiCiusM yra
vadinamas funkcijog virSutiniuoju reziu aibejed. Galima parodyti, kad tarp
virSutiniy funkcijosf réZiy yra pats maziausias, kuris Zyminsag f (z) .

€A

Analogiskai apibreziama funkcijos, apreztos iS apacios aildgjsavoka. Di-
dZiausias tarp apatiniy funkcijog reziy Zymimasngf (x) . Funkcija vadinama
xe

aprezta aibejed, jei IM > 0 : | f (z)] < M.
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Aisku, kad funkcija bus a@Zta aileje A tada ir tik tada, kai ji bus ap#ta ir iS
virSaus, ir i$ apéos.

Taigi, f (x) = sin z — apreZta realiyjuy skdiy aibeje funkcija, funkcijaf (z) =
r? — apreZta toje péioje aikeje i$ apaios, o funkcijaf (z) = tg z — neapezta
intervale(—Z, 2).
Teorema 17 . Tolydi segmenté:, b] funkcija f jgyja Siame segmente didZiausia
ir maziausia savo reikSmes.

Pastaba. DidZiausiafunkcijos f reikSme aileje A yra vadinamas skaius M
toks, kad:

1. f(xo) = M kokiam norsz, € A;

2. f(x) < f(xg) visiemsz € A.

DidZiausia funkcijos reikS@myra Zymimamax f(z) ir vadinama funkcijosf
maksimumuaibeje A.

Analogiskai apibeziamas dydisnin f(x), vadinamas funkcijog minimumu,
arba maziausia reikSmaibeje A.

Todel, turint galvoje prieSpaskuting teorema, paskutine teorema galima for-
muluoti ir taip:

Tolydziai segmentk, b] funkcijai galioja lygybés

sup f(z) = max f(z), inf f(z) = min f(z).

Funkcijaf(z) = tg z, kaip jau mirgjome, rera apezta intervalé—7, 7), taCiau Si
funkcija yra apezta kiekviename segmerite b, jeigua > —7,b < 7. Tokiame
segmente maksimali tangento reil&iyus tgh, 0 minimali — tga.

Teoremos jrodymas:

[rodysime, kad funkcijgf |gyja didZiausia reikSme segmerijte b]. Tarkime
prieSingai. Tada
flz) <M
visiemsz € [a,b] (Zr. prieSpaskutiniaja teorema) ir galima laikyti, kad yra
tikslus virSutinis funkcijosf rezis aitgje [a, b].
Tada aileje [a, b] bus apibeZta tolydzioji funkcija

1
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FunkcijaF'(x), savo ruoztu, buapreztaaibeje [a, b] funkcija (vel tos p&ios teo-
remos iSvada), ta#l atsiras skd&ius B > 0 toks, kad

L <B

PO

visiemsz € [a, b], arba
f(x) <M —% visiems x € [a,b].
Bet tai reikSty, kad\/ negali b uti tikslus virSutinigzis.
Gavome prieStaravima, iS kurio seka, kad funkg¢ijgyja maksimalia reikSme
segmentga, b|.

[rodymas tinka ir funkcijai — f), o tai reiSkia, kad funkcijg jgyja segmente
[a, b] ir minimalia savo reikSme.



Skyrius 4

Funkcijos iSvestine

4.1 |Svestires savoka
Funkcija f turi ribine reikSme taske,, jei egzistuoja ”bilijgo f(x).
Funkcija f yra tolydi tasSker, jeigu papildomai,
lim f () = f (x0)..
Ta galima perrasyti ir taip:
Jm [F () = f (20)] = 0.
Isivedus pazymejimaAz := x — x,, Sia lygybe galima perraSyti dar kitaip:

Jim [f (o + Aw) = f (20)] = 0.

Skirtumasf (z¢ + Ax) — f (zo) yra vadinamas funkcijog pokycCiutaskez,, ati-
tinkanCiu argumento pokyti\z.

Taigi galima pasakyti taip: funkcij# yra tolydi taSker, tada ir tik tada, jeigu
funkcijos pokytis tasSke:, nyksta kartu su argumento paky.

O ka galima pasakyti apie po&y santykio riba

lim f(xo + Az) — f (20) ?
Ax—0 Az

Po ribos Zenklu yra neapitumas, kurio pavidala%. Kaip jau esame patyre,
tokia riba daznai neturi prases.

65
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Apibr ezimas 20. Jeigu baigtine riba egzistuoja, sakoma, kad funkdijéuri
iSvestine taske,.

ISvestire Zymima

f'(x0), arba % (o)
Taigi,
f/ (.Z'[)) — lim f(ﬂ?):f(.ﬁl]g)
T—T0 x Zo

Funkcijosf deSiningsvestire tasSker, apibreziama kaip

lim [ (x) = f(x0)

T—x0+0 xr — X

o (@) ==

)
o kairine iSvestire tasker:

fi (@) = w—lg]oﬂ—o %ﬁ;xo)’

Pastarosios dvi savokos leidzia kefbapie funkcijosf iSvestine segmentia, b]
galuose.

Pavyzdziai:
1. f(x) = x. Teguz, — koks nors realusis skius. Tada

i L8 = @)

T—T0 T — o T—xo T — T

r — Xy

=1,

t.y. funkcijos f iSvestire taSker, egzistuoja ir

f (o) = 1.
2. f(z) = ¢, kur c — konstanta, t.y. pastovus skais. Tada duotam sk&ui x,
funkcijos f iSvestire yra lygi

I (x9) = lim % o,

T—T0 T — X

3. f(z) = sin z. Skatiuojame funkcijosf iSvestine taske:
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. . i T—Tp | T+xg
(@) = 1 sinz —sinzg 9 1i sin 5 - cos 57
xo) = lim ——— — =2 lim =
) T — X T—x0 T — X
. osin®&gR X
= lim — lim cos = COS T
T—X ’
T—xQ T—xQ

o tai rodo, kad
(sinz) = cosz,

koks beb uty taSkas
Analogiskai gaunama formeail

(cosz) = —sinz.

4. f (x) = 2™, kurn — nat uralusis sk@us.
Fiksuojame skdiy x.

Tada N .
[ (zo) = lim T "% _

Tz—x0 T — X

= lim [x”_l + "2

T—T0o

cxo+ 2" Py + L+ af ] = nag
Tokiu b'udu, visiems nat uraliesiems
n—1

(2™ = na

Pastaba. Paskutie formuk teisinga ir tada, kai rodiklis yra bet koks realusis
skartius.

5. f (z) = e*. Fiksuojamer,.

Tada
et —eto LooetT — 1
' (xg) = lim ——— =¢€™ - lim —— = ¢™
T—z0 T — X T—=xo X — T
Taigi,
() = e

6. f () = Inz. Teguz, > 0.
Tada, pazyrejet := =1 turesime
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111 /

) [ S

Pav.4.1: Funkcijos iSvestia taske yra lygi tangentui kampo, kurj sudaro funkcijos
grafiko liestire tame tasSke it teigiamoji pusas.

T—XT( T — IO ﬂ’jo T—xT( x 1
o

t.y.

4.2 |Svestires geometrire prasme

Teguz, 2o — dux aSies taSkaiX Y plokStumos taskdiz, f (z)), (z, f (z0)), (o, f (x0))
yra st&iojo trikampio vir§ ues. Kirstire, kuriai priklauso trikampio jZamb@) su
x aSies teigiamaja kryptimi sudaro kampakuriam

ga_ 1) = F ()

T — 2o

Kai x — x4, santykis, esantis de&je lygykes pusje, arkja prie funkcijosf
iSvestires tasSker,, o kirstines tiegs aréja prie tiegs, vadinamos funkcijog
grafikoliestinetaskexz.
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f(X)=[x]

Pav.4.2: Liestine funkcijos grafikui taSke x=0 neegzistuoja; funkcija neturi iSves-
tines Siame taske.
Tokiu b udu, teisinga lyggb

tg@:f,(l'()),

kur o — kampas tarp liestis tasker ir teigiamosiosr pusass, Zr. &L
Kada funkcijaf neturi iSvesties taske ?
a) arba tgp = oo — taip bus, kai liestia yra statmena asiai;
b) arba funkcijos grafikas neturi liesés nagriejamame taske.

Paaiskinsime Siuos atvejus pavyzdziais.

Pirmas pavyzdys.f (z) = |z|. Funkcijaf neturi iSvesties taske:, = 0.

IS tiesuy,
by vz =0 -0
fd<0>_:cli%l+ r—0 acli}&x—o_l’
0 -0
£0) = tim =0 g, 2220y

z—0— 1 — 0 z—0+ . —0
Kadangi deSinia iSvesti@ nelygi kairinei iSvestinei, iSvesén’ (0) neegzistuoja
(zr. pav.Ea2).
PastabaPravartu prisiminti, funkcijaf turi iSvestinef’ (x,) tada ir tik tada,
kai egzistuoja kairia ir deSinire iSvesties ir

[ (x0) = fi (x0) = f3(20) -
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Pav. 4.3: Funkcijos iSvestia neegzistuoja ir tokiame taske, kuriame liestyma
vertikali.

Antras pavyzdys. Teguf (z) = </x. Fiksuojamer, # 0.
Tada

3 __ 3/ 1
I (zo) = lim V= Y = lim —
e=w0 T — Tg e=w0 /2 + YT - To + /2]

—_

Wl
w

Ly,
1\’ 1
<x§> :§m_%, jei x #0.

Kam yra lygi iSvestie taSkery = 0?

.z . 1
lim = lim — = o0,
z—0 1 x—0 3

t.y. iSvestire nulio taske neegzistuoja (zr. p&a).
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@)
Y Nl
t

S
AB

Pav.4.4: Greitis kaip kelio iSvestia

4.3 Mechanire iSvestires prigimtis

Norint rasti vidutinj greitj, kuriuo jveikta atkarpd B, reikia kelio ilgj S5 pada-
linti i$ laiko ¢ 4 5, sugaisto kelionei:
SaB

Vyid =
taB

TeguS(t) — per laiko tarpa nueito kelio ilgis. Tada
as . S {(to+ At) — S (to)

S’ (to) = v (to) = dim A

busmomentinigyreitis laiko momentu,.
Jeigu jucekjimas yra tolygus, tai bet kokiu laiko momentu vidutinis ir momen-
tinis greciai sutampa.

4.4 |Svestires savyles
Teorema 18 . Jeigu funkcijaf turi iSvestine taske,, tai ji yra tolydi tame taske.
[rodymas:

Priminsime, kad funkcijg yra tolydi tasker,, jeigu

lim f (@) = f (x0).
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Tikriname Sia lygybe:

lim f(z) = lim |20 =/ (@0)

T—T0 x—x0 T — Xo

(= x0) + f(20)| =

= f"(x0) lim (z —x0) + f (w0) = f (w0) .

Tr—IQ

(f" (zo) egzistuoja, remiantis teoremos prielaida).

Teorema 19 . Tegu funkcijog ir g turi iSvestines taske,.
Tada

)(f:l:g)( 0) = [ (x0) £ ¢' (w0);
)(f)( o)=a- f'(xg), Visiems a€R,
) (f-9) (xo) = (f"- g+f 9') (o)

d) — (Ll

g :( ), jeigu  g(o) 0.

[rodymas:

a) Skatiuojame:

(f £9)' (x) = lim =

T—T0 T — o
— lim f (@) = f (@) 4 g9(z) — g (xo0) — Lm f(z) - f(xo)ihm g(x) —g(zo) _
T—xT0 r — g r — 2o T—T0 r — Xy T—x0 r — 2o

= ["(w0) £ g (w0) -

Kadangi, remiantis teoremos prielaida, dedygybes pug egzistuoja, ka& pue
taip pat turi prasme ir tapatgta) yra teisinga.

b) Pagal apibezima

(af)' (SC(]) — lim (af) (CL’) — (af) (‘TO) _

T—g T — To

=a- lim
T—T0 xr — xo
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c) Skatiuojame:

(o) (z0) = lim 9@ = (F9)(z0) _

_ IIHBO { [f (v) —mf_(ﬂio)] - g () N lg () —;](_x;)] f (xo)} _
= lim g(z) lim m;:—i:;%) + [ (o) lim Wii—ifm -

=" g9+ 19 (x).

RasSant pastarasias lygybes, buvo naudojamas ir funkgctiplgydumas taske,.

d) Kadang% =f- % pasinaudoje savybe c) pastebime, kad

(G- - G)er ()
0)--4

(Zr. sekagia teorema) ir teoremai jrodyti lieka atlikti elementarius veiksmus.

Bet

Teorema 20 (Sucktines funkcijos iSvesti®). Tegu funkcijag turi iSvesting taske
o, 0 funkcijaf turi iSvestine taske(z,) . Tada sudétineé funkcijef o g) (z) :=
f (g (x)) turi iSvestine taSke ir

(fo 9)/ (7o) = f (g (z0)) -9 (x0) -

[rodymas:

(fog) (w) = lim LoD @ =(fog)(@0) _

i L9 @)~ fl9(20) _
fg (@) = f(g(x0))  g(x) =g (x0)

= hm . =
a=a0 g (x) =g (z0) T — T
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i @)= fle(0) g (@) —g (o) _
g(@)—g(zo) g (x) — g (x0) zozm0 T — X
= f"(g(x0)) - ¢ (20).

Teorema 21 (Atvirkstines funkcijos iSvesti@). Jeigu:
a) funkcijay = f(x) turi atvirkStine funkcija tasSka;, aplinkoje;
b) funkcijaf turi iSvestine taskey ir f’ (xy) # 0,
tai atvirkstine funkcijaf —! turi iSvestine taskg, = f(x) ir

1
f' (o)

(ffl)/ (o) =

[rodymas:

Y—yo Y — Yo
I T — X0 1 1
111 = m =
v—vo f(z) — f(xg) =m0 <f($)—f(960)) 1" (o)
T—T0

4.5 Diferencialo savoka

Pagal apibezima

T—T0 T — X
[vede pazymjima

Ax := 1 — 1y,

vadinama daargumento pokycCitaskezx,, iSvestine galime perrasSyti taip:

[ (zo) = lim f (o + Ax) = [ (w0) _ lim Af (wo; Ax)

Az—0 Az Az—0 Ax

b

kur dydisA f (zo; Az) Zymi funkcijos f pokytj taSkex.
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Tokiu b udu, funkcijog iSvestire taSker, yra lygi funkcijos pokgio ir argu-
mento pokgio santykio ribinei reikSmei. Tazdl daZnai vartojamas kitas iSvesm
zymejimas: ;

7o) = T ().
Geometriskai dydiglx suvokiamas kaip be galo mazas argumento pokyti§, o
— be galo mazas funkcijos pokytigx yra vadinamagsrgumento diferencialuo
df — funkcijos diferencialuaskex,.

Norsdf ir dz nera skatiali, jie turi kai kurias skdiiy savybes. Pavyzdziui, ka
tik pamiretoje lygyleje leidziama atsikratyti "trupmenos”, padauginus abi lygy-
bes puses igx:

1.df = f' (zo)dx

Siai lygybei galima suteikti griezta matemating prasme, kuri aigkéstiy
kintamujy funkcijos teorijoje, bet mes to nedarysime. Taigi,

af

=g < df = gdux.
dx

Diferencialy kalba perrasysime funkcijos iSvestiniy savybes:
o dftg) _ df 4+ d9.

dx dx’
3. —d(];:g) df + di d(§$f) =a- jJ; jei a€R.
4. W9 — 4 gy f.d8 Ciagaliojal - g=g- L,
df . ¢dg
5' d(ga/:g) — dx gng dz;
6. (Sucktines funkcijos savyd)
df —df dg
dr dg dz’

(tokiu b udu diferencialas; "suprastinamas" );

7. (Atvirkstines funkcijos savyb)
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Pastabos.

1. Jei funkcijaf turi iSvesting taske, tai daznai sakoma, kad funkcija yra
diferencijuocjamaaskexr. Zym'ejima% jvede G. Leibnicas.

2. ISvardintos diferencialy savels yra naudojamos, skailojantintegralus ir
sprendziantiferencialines lygtis

3. Diferencialai naudojami ir kitiems skdavimams. Tam naudojama apy-
tiksle lygybe
f (o + Az) — f (z0) = [’ (20) - A,

duodanti nedidele paklaida maziems argumento piakgs. Jos pagalba galima
uzraSyti apytikslio sk&iavimo formule

f (o + Az) = f(x0) + [ (x0) - Ax.

Pavyzdziai.

1. Rasime apytiksleos 31° reikSme:

T T T T oom
c0s31° = cos <—+—> AR COS— — — -sin— =
6 180 6 180 6
3 1
_V3_ LT s
2 2 180
2.
V33 =32+ 1~ V32+ (Vo) |omge - 1 =

1 1
=2+ —— =2 .
T s

Darbo su diferencialais iliustravimui rasime kai kuriy funkcijy iSvestines.

3. y = lnz, =z > 0. Sios funkcijos iSvestine jau ska@avome ank&iau.
Dabar siulomas b udas remiasi lyggiie' = e”.
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Turime, kadr = ¢Y. Taigi

y,:%:l:l:
dvr 4 ey
y
— eV 6—lnac — 61113;71 — l
x
4.y = arcsinz. Tadar = siny, kai — 5 <y<7g,ir
, dy 1.1
=—==—= =
dx o cosy
1 1

1—sin2y V1-—2%
Atkreipsime @&mesj, kad Saknys raSomos su pliuso Zenklu, kadangi

™

cosy >0, kai 5

< <7T
y 2'

4.6 Funkcijos iSvestires skaciavimas
Paprastiausiy elementariyjy funkcijy iSvestiniy lentele
1. (2%) = - 2271

Taigi, (1) = — %, (Vo) = 572=.

2. (log,z) = Llog,e(z>0,0<a#1).

Tz

1

Taigi, (Inz) = 1.
3.(a*) =a®*-Ina(0<a#1).
Atskiru atveju,(e®)’ = e®.

4 (sinx)" = cos .

77
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5. (cosz) = —sinz.

6. (tgx)/:#w(x#gjLﬁn,neZ).

cos?

7.(ctgz) = ———(x £ mn,n€Z).
8. (arcsin ) = 11332 (—l<z<1).
9. (arccos x) = _¢1£7 (—l<z<1).
10. (arctgz)’ = 1.

11. (arcctgr)' = — 7.

12. (shz) = cha.

13.(chz) = shuz.
14. (tha) = x5z
15. (cthz) = —gps- (¢ #0).
Pastaba:
Kadangi kiekviena elementarioji funkcija yra papiiasisiy elementariyjuy funk-
cijy baigtire kombinacija, gaunama aritmetiniy veikmuy ir kompozicijos pagalba,

tai remdamiesi Sia lentele bei iSvegtisavybmis, matome, kadlementariosios
funkcijos iSvestine yra elementarioji funkcija

4.7 Funkcijos aukStesniyjy eiliy iSvestires

Sakoma, kad funkcijg diferencijuojama (turi iSvestine) intervale, b), jei ji turi
iSvesting kiekviename taskg € (a,b).

Tegu f — diferencijuojama funkcija intervalé:, b). Tada tame pdame in-
tervale apibezta funkcijaf’. Bendru atvejuf’ nera tolydziojii funkcija.

Apibr ezimas 21. Tuo atveju , kaif’ yra diferencijuojama taske, < (a,b),
sakoma, kad tame taske funkcifaturi antraja iSvesting. Zymimg” (z,) :=

(f") (o)
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Pastaba:

Antrosios iSvestias apibezimui b utina, kad funkcij turety pirmaja iSvesti-
ne tasSkar, aplinkoje t.y. intervaléz, — ¢, xy + ¢) mazame > 0. Vien pirmosios
iSvestires egzistavimo taske, nepakanka.

Indukcijos pagalba apibZiama irn-tosios eies iSvestig:

F) = (f(n—l))' '
Pavyzdziai:

1. (z2m)™ =n. (x"_l)(n_l) =n-(n—1)-...-1=nl

2. (@)™ = (@)" VIna=..=a (Ina)".

4. (cos )™ = cos (z4+n-3).

5. Jei funkcijosu, v — n-karty diferencijuojamos taske, ar intervale(a, b),
tai

(u+ U)(n) =y £ ™

taSker,(atitinkamai, intervalda, b)).

Leibnico formul e.

Tegu funkcijosu, v tenkina 5-tojo pavyzdZzio salygas.
Tada
(w-0)™ =u™ . v+ Clu D + C2uD " 0™,
[rodymas:

Kain = 1, formule

(u-v) =u -v+u-v

jau zinoma.
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Tarkime, kad Leibnico form@l teisinga, kai = k.
Pasinaudodami ankstesniuoju Zingsniu, parodysime, kad tada fotemsihga
irkain =k + 1.

IS tiesuy,
(u- v)(kH) = [(u . v)(k)], =
=yt g 4 [u(k) v 4 Cru® -v’] +
+ [C’,iu(k_l) " + C«}gu(k—l) . ’U”] 4+ 4u- U(k+1)7
nes
Cy' + O =Gy,

kaim < k.

Taikymo pavyzdys:

Teguf (z) = 23 - ¢®. Reikia rastin-taja iSvesting.

Ciau (z) = 23, v(x):e.

Tadav' (z) = 322, o’ (v) =6z, u"(r)=6, u™(r)=0,
jein > 4ir U()—e””visiemSnzl.

Todel pagal Leibnico formule
=3 (x) -0 (@) + O () - v () +
+Cn ! () 0"V (@) +u () o™ (2) =
=6-Cr %" +Cp 2 (6a) - e" +Cp ' (32%) - e 4 a’e” =

=¢e"[n(n—1)(n—2)+3n(n—1)z+ 3nz® + z°].
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10sinx
y=——
X

/\V/\ /\V/\ -

Pav.4.5: Si funkcija turi be galo daug lokaliojo ekstremumo tasky.

4.8 Pagrindines diferencialinio skatiavimo teoremos

Apibr ezimas 22. Sakoma, kad funkcijg : (a,b) — R turi lokalyjj maksi-
muma taske;, € (a,b), jei atsiras tokia taska:, aplinka (xy — ¢,z + ¢), kad
f(xo) > f(x) visiemsz, € (g — €, x0 + ). AnalogiSkai apibréziama lokaliojo
minimumo savoka. Lokalusis ekstremumas, — tai lokalusis maksimumas, arba
lokalusis minimumas.

Pavyzdys:Teguf (z) = 2522,

Si funkcija turi be galo daug lokaliyjy ekstremumy, tiek maksimumy, tiek
minimumuy.

Teorema 22 (Ferma).
Jei f : (a,b) — R turi lokalyjj ekstremuma taske, € (a,b) ir tame taske
egzistuoja iSvesting’ (z), tai

I (xo) = 0.

[rodymas:
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Pagal apibeZima
[ (x0) = fi (z0) = f3(20) -

Tarkime, kadry — funkcijos f lokaliojo maksimumo taskas. Tada

fi (wo) = lim %ﬁ;mo) >0,

kadangi nei trupmenos skaitiklis, nei vardikliera teigiami, o

. f () — f (o)

!/

= L L

fd <x0) m—l}ag)l+0 T — Xg - O’

nes vardiklis yra teigiamas, o skaitiklis yra mazesnis arba lygus nuliui.
Todel turime, kad

0 < fi (wo) = f' (w0) = fi (o) <0,

arba

f/ (I‘Q) = 0
Geometrine interpretacija. Teorema iSreiSkia ta paprasta fakta, kad, jei lokaliojo
ekstremumo taskuose egzistuoja liestgrafikui, tai ji lygiagreti x’o aSiai (Zr.
pav.4.6).

Teorema 23 (Rolis). Tegu funkcijaf:
a) tolydi segmentéu, bl;
b) turi iSvestine interval€a, b);
c) f (a) = [ (b).
Tada egzistuoja toks taskas i (a, b), kad ' (x) = 0.

[rodymas: (zr. pav.2a)

Funkcija f — tolydi segmentéa, b], todel funkcija f jgyja jame maksimuma
ir minimuma.

Gali b uti, kad:

a) bent vienas iS Siy ekstremumo taskuy yra interval®) tasSkase;
b) abu Sie taSkai yra segmerito b] galai.

a) atvejuzx, bus ir lokaliojo ekstremumo taSkas, #¢agal Ferma teorema

f' (zg) = 0.
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Pav.4.6: Liestine ekstremumo taSke yra lygiagreti x asiai.

f(@)

Pav.4.7: Rolio teoremos demonstravimas.

83
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fe)=1x

Pav.4.8: Ekstremumo taSke funkcija gali neéiriSvestires.

b) atveju, viename iS tasky b funkcija jgyja maksimalia, o kitame — mi-
nimalia reikSme segmente. Bet pagal teoremos salyda) = f(b); taigi,
f(x) = f(b) visiemsz € [a,b] ir f'(x) =0 visiemsz € (a,b).

Pastabos:

1. Be lokaliojo yra irglobaliojo funkcijos ekstremumo savoka. PavyzdZiui,
parabobsy = 22 virS'u® yra kartu ir jos globalusis minimumas.

2. Ekstremumo taSke funkcija gali neédriSvestires ir netgi neb uti tolydi.

Pavyzdziai:

1. Funkcija
f (@) = |z|
taske0 pasiekia minimuma, taau iSvestie f’ (0) neegzistuoja.
2. Funkcija

|1, kai z#x
flz):= 2, kai z=ux
(Zr. pav.E9) savo maksimumo taske yra tr uki.

Teorema 24 (Lagranzas)Tegu funkcijaf:
a) tolydi segmenté, bl;
b) diferencijuojama intervaléa, b).
Tada atsiras tasSkas, € (a, b) toks, kad

f(b) = f(a) = f'(x0) (b—a).
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y
2T ©@
-
1
;
0
X0 X

Pav.4.9: Tr ukis ekstremumo taske

[rodymas:

Jeif (a) = f (b), tai jrodymas seka i$ Rolio teoremos, nes tada egzistuoja toks
xo € (a,b), kad f' (x¢) = 0.

Bendru atveju jveskime funkcija

f(b) = f(a)

Fla)=f (@) - f(a)- 22—

(r—a).

FunkcijaF’ — tolydi segmentea, b], diferencijuojama intervaléu, b) ir F' (a) =
F (b) = 0. Todel pagal Rolio teorema atsiras toks € (a,b), kad F” (x¢) = 0,
kas reiskia, kad

f(b) = f(a)

filwo) = = —
IS Sios lygyles ir iSplaukia teoremos teiginys.

Pavyzdys. Parodysime, kad nelyggdsin x — siny| < |z — y| yra teisinga
visiemsz, y i$ aibesR.
IS tiesy, segmenter, y| funkcija f () = sinx tenkina LagranZo teoremos
salygas, todl
f@)=f )= f(x) (z —y),

[ (@) = F W) =1f (o)l |z =yl

arba
sinz — siny| = |cosxo| |z —y| < |z —y]|.
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Teorema 25 (Kosi). Tegu funkcijos, g:
a) tolydZios segmente, b|;
b) diferencijuojamos intervalé, b);
c) ¢ (z) # 0 visiemse € (a,b).
Tada atsirasr, € (a, b) toks, kad

[rodymas:
Visy pirma,g (b) # g (a) . PrieSingu atveju, pagal Rolio teorema atsirasty toks

taSkasr, iS (a,b), kad buty’ (z) = 0, o tai prieStarauty teoremos c) salygai.
Isiveskime funkcija

———=g(x) —g(a)].

TadaF' (a) = F (b) = 0, funkcija F' — tolydi segmentéa, b| ir diferencijuojama
intervale(a, b). Pagal Rolio teorema atsiras taSkasc (a, b) toks, kad

F/ (.Z'U) =0.
Suskatiave funkcijosF' iSvesting, gauname Kosi teoremos jrodyma.

Pastaba. Jeigu KoSi teoremos formulavime jstatysimér) = z, gausime
Lagranzo teorema. Savo ruoZtu nesunku pa&stekad Rolio teorema yra Lag-
ranzo teoremos iSvada.

4.9 Lopitalio taisykle
Teorema 26 (Lopitalio taisykk). Tegu funkcijosf ir g:

a) apibreztos ir diferencijuojamos intervale, b), kuris gali b uti ir begalinis;

b) lim f(x)=0= lim g (x);

x—a—+0 r—a+0

c) ¢ (z) # 0 visiemse € (a,b);
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d) egzistuoja baigtine arba begaline riba

/' (x)
a=a+0 g (x)
race [ @
. x . X
S0 g (@) e g ()
[rodymas:

Pirmas atvejis: —oo < a.
Pazynekime
[ f(x), jei z€(a,b),
F(z) '_{ 0, jei x=a,

_ [ 9(@), jei z€(ab),
G (z) '_{ 0, jei z=a.
FunkcijosF ir G — tolydZios pusiau atvirame intervale b) ir diferencijuojamos
atvirame intervaléa, b).
Teguzx € (a,b). Tada funkcijosF’ ir G tenkina visas KoSi teoremos salygas
segmentéa, x|. Todel atsiras toks taskas € (a, z), kad

F(x) — F(a) _ F' (cp)
G(x) =Gla)  G'(c)

arba, kadangf' (a) = G (a) =0,

F I) o F/ (Q’c)
G(x)  G'(c)
Kaiz — a+0,
. F(x) . Fl(e)
A G ) T AR G (e
R o
= g e) = Jim e ()

Antras atvejis: a = —oo.
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Pazynekime
1
t=——.
T

Tada, kair arteja | —oo, t artes |0 + 0 ir, remiantis pirmuoju atveju,

Teorema 27 (Lopitalio taisykk, esant pakeistai b) salygaiegu funkcijosf ir ¢
tenkina Lopitalio taisykles a), b), ¢), d) salygas ir salyga

b) f(a+0)=g(a+0)=+o0.

Tada

Sios teoremos jrodyma praleisime. Jj galima rasti, pavyzdziui, V. Kabailos
vadowelyje "Matemati® analiz. | dalis", 117-tame puslapyje.

Pavyzdziai ir pastabos.

1. Gali b uti taip, kad ribdim % egzistuoja, o tuo pat metu ridan g((;’j; —
ne. r—a r—a

Pavyzdziui,
. a?sin i _ x ) 1
lim — :hm(_ >hm rsin— | =1-0=0,
z—0 SInx z—0 \sinx/ =z—0 x
kai tuo tarpu iSvestiniy santykio riba
. / .
) (:v2 sin %) ~ 2xsint —cos i . 1
lim ——=~ = lim = L =0 — lim cos —
z—0 (sinz) z—0 CoS & 20

neegzistuoja, taigi ir Lopitalio taisy&lnegali b uti taikoma.
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2. Kartais naudinga Lopitalio taisykle taikyti kelis kartus.

. o ! . _
a) lim x—sil))nx — lim (z s;n/a:) — lim 1 002522 —
z—0 T z—0 (2%) 7—0 OF
, (1 —cosx) sinz 1
= lim = —
a—0  (3z2) z—0 6z 6
. I4 BT 4$3 o
b) glcll% x24+2cosz—2 glgll)% 2r—2sinz
1222 24x
=lim ——— = lim =12.

z—02 —2cosx 2—02sinx

3. Jeigu iSvestias f' (a), ¢’ (a) egzistuojag’ (a) # 0ir f (a) = g(a) =0,
tai

IS tiesy, tokiu atveju,

i L@)—F(a)
a0
lim 29 g (a)

4.0-00, 2 pavidalo neapit®Ztumy pavyzdziai.

a) lim zlnz = lim 22 =
)xﬂo+0\/_ >

z—04+0 2z~ 2

1
= lim 5 = 2 lim vz =0
rz—04+0 (__1 -3 z—0+0
( 2)x 2
. n . n—1 |
b) lim £ = lim 22— = .. = lim Z =0
e
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5.1%,0°, oo’ pavidalo neapit@Ztumai.
Riboslim f (z)°) ieskome, logaritmuodami reiskinj, esantj po ribos Zenklu.

Visy pirma, suskdiiuojame ribad := lim g () In f (), tadalim f ()" = e,

Pavyzdys.Rasime riba

lim (1+22) 7= |

z—0

Tam skatiuojame riba

1 1 2 2T
g B2 [ T )
z—0e? — 1 —2x z—0 \ e — 1

1
= 2lim = 2.
=0 e” (1 +a2) + (e — 1) - 2z

Todel )
lim (1 + 9(:2) Fole — o2,

z—0

4.10 Teiloro formule

Pagal Lagranzo teorema

fx)=[f(a)+ [ () (z —a),

jei tiktai funkcija f — tolydi ir diferencijuojama intervaléa — ¢, a + ¢) (Ciae >
0 — neb utinai mazas skais), o yra tarpz ir a.
Ka tik pamiretos lygykes apibendrinimas yra

Teorema 28 (Teiloras). Jeigu funkcijaf yra (n + 1)-karta diferencijuojama in-
tervale (a — ¢,a + ¢), kuriam priklauso irz, x # a, tada egzistuoja tasSkas
esantis tarpr ir a, toks, kad

f@) =f@+f@e—a+ D e eyt

2!
o) SO e

* (n+1)!

(x—a)" +
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Paskutinis deSigs pugs cemuo yra vadinamas Teiloro fornagliekamuoju na-

ru: (nt1)
f (6) (ZL‘ o a)nJrl )

Fnler) = (n+1)!

Pastaba.

Tokiu b udu, tasSka aplinkoje funkcijaf galima uzraSyth-tos eikes polinomo
ir liekamojo nario sumos pagalba.

[rodymas:
Tegu, apibeztumo @lei,z > a. Segmentéu, x| apibezkime funkcijap:

PO gy

n!

p(t):=f@)=fO)—fO)@—1)—..

Kadangi funkcijaf — (n + 1)-a karta diferencijuojama, funkcijos f/, ..., ™, o
tuo p&iu ir funkcijap, yra tolydzios segmente, z| ir diferencijuojamos intervale

(a, ).
Funkcijosy iSvestire

3)
o) =—F -1 O -0 - F -5 @ 0|

_ M n

= (x —1)".
Teguy — tolydZioji segmentéa, | funkcija, diferencijuojama intervale:, x) ir
W' (t) # 0 visiemst iS (a,x). Tada pagal KoSi teorema atsiras toks task#s
(a,x), kad

pr)—pla) ¢ ()
Dle) v () 0 (E)
Bet
@) =0, o(a)= R, (x)
ir
(n+1)
do=-L" g
Tocel )
Rao) =2 o) - v @]
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|steCius e vietoje
V()= (z—t)"",

gauname teoremos jrodyma.
Apibr ezimas 23. RaSoma (z) = o ((z — a)"), jeigu

L P(2)
N P

= 0.

Teoremos iSvadaliekamajj narj galima uzrasyti ir taip:
Ry (z) =o((x —a)"),

[rodymas: IS tiesy,

lim R (@) _ lim £ (¢) (z — a) = f*V (a) (a — a) = 0.

T—a (,1' — a)n Tr—a

Terminai: Liekamasis narys
o f(n+1) (5) (n+1)
Fn (2) = (n+D!@ @)

yra vadinamasagranzo formos liekamuoju nariu
Liekamasis narys
Ry (z) = o((x —a)")

yra vadinama®eano formos liekamuoju naritGalima parasyti

/" (a)
2!

f(@)=f(a)+ f'(a) (x —a)+ (x —a)®+ ...

Apibr ezimas 24. Yra sakoma, kad funkcija : (a,b) — R priklauso funkcijy
klaseiC™ (a,b), jei £ — tolydzioji intervalg(a, b) funkcija. Dar sakoma, kagl
yra n-karty tolydziai diferencijuojama funkcija.
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Pastabos.

1. Paskutieje formukje reikalavimus funkcijaj galima kiek sumazinti (Zr.,
pavyzdZiui, V. lljino, E. Pozniako knygos "Matemagim analizs pagrindai" 1-ajj
toma).

2. ISvedant Teiloro formule, neb utina formuluoti salygas visoje taskain-
koje: pakanka apsiriboti segmerijtu x|, kai x > a, ir segmentuz, a|, kaiz < a
(Zr., pavyzdziui, E. Miseviaus "Matematias analies" 1-aja dalj).

4.11 Teiloro formules taikymas

1. Elementariasias funkcijas galima uzraSyti Teiloro foresybagalba:

. 7 x"
e :1+x+§+...+m+Rn(x).
. PG B L gl
2 gt o
cosx =1— o + TR + (1) o) + Ropi1 ().
o a(a—1 ala—1)...(a—n+1) ,
(1+2) :1+am+%x2+...+ ( ) n$ >ac + R, ().
In(1+ ) Ty Y R, )
n =r——=+ = — ..+ (- — .
r)=r-7 5 - n (T
PG g2l
arctg:c:x—§+€—...+(—1)”12n_1+R2n(x)

Siy formuliy pagalba galima rasti apytiksles funkcijy reikmes norimu tikslumu.

Pastaba. Tuo atveju, kaia = 0, Teiloro formuk yra vadinamaJakloreno
formule:

1 (n)
f(x)=f0)+ f(0)z+ f2—<!0)x2 + ot / n!(())

"+ R, (x).
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2. Teiloro formuks liekamasis narys gali b uti uzraSomas ir taip:

B fOY (a + 6 (v — a))
B (n+1)!

R, (z)

(ZE _ a)n+1 ’

kur0 < 6 < 1 (@ priklauso nuar).
IS tiesy, Teiloro formwdje miretas nezinomas dydisyra tarpz ir a. Jj galima
uzraSyti naujo nezinomo dydz#y esaio tarp0 ir 1, pagalba:

E=a+0-(r—a).
NeiSvediredami dar pamiesime liekamojo nario KoSi pavidala

(L=0)"f"* (a+ 0 (z —a))

n!

R, (x) = (z—a)"*".

lliustracijai jvertinsime logaritmo liekamajj narj Makloreno skleidinyje:

z?2 28 o X"
m(l+z)=o—"+"— . +(-1)""=

5 3 n—i—Rn(a:).

Kai x € [0, 1], vertinimui naudosime liekamojo nario Lagranzo pavidala

-1 n _n+l
R, (:L“) = ( ) - n+1°
nm+1)(146-x)

Siuo atveju

1 1

R ()] < T = — 0,
n+1)(1+0-x) n+1

kain — oo.

Kaiz € [—¢,0], 0 < e <1, (e =1— neleistina situacija, ar ne?), lieka-
mojo nario vertinimui naudosime KosSi pavidala:

1—0)" 1—0 \" ot
=(=1)" ""’1(—: —1" .

Pastebsime, kad kat > —¢ > —1, yra teisinga nelygy®

1—6
1+60-x

< 1.
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Todel

g
1—¢
kain — ooir e < 1. Kadangilim R, (z) = 0, turimaln (1 + z) skleidinj galima
naudoti apytiksliam funkcijo??éikémiu sk@avimui, kai—1 < — < =z < 1.
PavyzdZiui, norint suskéiuoti ln% 0, 05 tikslumu, pakaks Makloreno formeje
n nariy, kur

| R ()] <

— 0,

< 0,05,
n+1
ty. jein > 19.
3. Jau mirgjome, kad liekamajj narj galima uZraSyti ir Peano pavidalu:
R,(x)=0((z—a)").

Tai reiSkia, kad

lim fn (x)n
n—oo (r — a)

=0.

Viena i§ Peano pavidalo panaudojimo sfery yra riby@kaimas.
Tarkime, kad reikia suskéiuoti riba

im M
i—>a g (ZE)

)

kai f (a) = g(a) = 0 ir funkcijos f, g turi reikalinga iSvestiniy skaiy taSko
x = a aplinkoje. Tada, naudojant Teiloro formule, funkcijas ¢ galima uzrasyti
pavidalu

fl@) = (= a)" p (@) +o((x—a)™),
9@) = (2 =) v (@) +o((@-a)),

kurm,k > 0ir p(a) # 0 # 1 (a), nesf(a) = g(a) = 0.
Tada
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priklausomai nuon ir £ reikSmiy.

Pavyzdys.
22
| cosr —e 2z :hm1—§+§_1+%2_%‘+0(x4) _
x—0 I4 x—0 x4
—Z +o(z? 1 4 1
— lim —12 (z*) Ly o(x*) s
z—0 xt 12 2—0 2t 12

Pastaba. Teiloro formuks tiesioginis taikymas apytiksliam funkcijos reiks-
mes radimui ne visoms funkcijoms duoda gerus rezultatus. Pavyzdziui, m usy
nagriretame pavyzdyje s (1 + =) vienos dvideSimtosios tikslumui pasiekti pri-
reike dvideSimties Teiloro formek nariy. Tuo tarpu galima pasi ulyti kita b uda,
kai pasiekiamas tiksluma$)~'°, naudojant tik Sestos et polinoma (zr., pavyz-
dziui, V. lljino, E. Pozniako knygos "Matemats analizs pagrindai” 1-ajj toma).

Racionaliy algoritmy paieSka tokiems ir panaSiems uzdaviniams spresti yra
vienas pagrindiniy matemaés analies tiksly.

4.12 Apie lokaliuosius ekstremumus

Yra kelios funkcijosf : [a, b] — R ekstremumo savoko&lobaliojo ekstremumo
atveju funkcijaf jgyja didZiausia (maZziausia) reikSme visame segmeénte ir
akivaizdu, kad globalusis minimumas negali virSyti globaliojo maksimumo. Ve-
jerstraso teorema teigia, kad tolydZzioji funkcija segmente jgyja savo didZiausia ir
maziausia reikSmes.

Tuo tarpulokaliojo ekstremumo atveju taske), funkcija f jgyja savo ekst-
remalias reikSmes, kaip taisgkltik pakankamai mazoje taskg aplinkoje; tuo
atveju, kaixg = a, arxy = b, Snekama apigienpusjekstremuma (Zr. pa@_T10
ir pav.ET1). Jau jrodyta Ferma teorema teigia, kad jeigu taskas (a,b) yra
funkcijos f lokaliojo ekstremumo taskas ir jame egzistuoja funkcijos iSvestin
1 (xp), tai

I (o) = 0.
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Pav.4.10: Taskox, aplinka

I_\ | >

Vi |
a=x b

0

Pav.4.11: Pus taskar, aplinkos

Paskuti® salyga yra vadinama funkcijgslokaliojo ekstremumd utina salyga

GeometriSkai ji reiSkia, kad funkcijos liestriaSker, turi b uti lygiagretic aSiai.
Tokiu b'udu, tolydziosios intervale, b) funkcijos lokaliojo ekstremumo tas-

kuose jmanomos tik dvi situacijos:

a) arba funkcijos iSvestmf’ (x) virsta nuliu (pavZ12);
b) arbaf’ (z¢) neegzistuoja (pa¥T3).

Jeigu tolydZiajai funkcijaif kuri nors i$ Siy dviejy salygu iSsipildo, taSkas
yra vadinamagritiniu funkcijos f tasku.

F(x,)=0

Pav.4.12: Funkcijos iSvestia f’ (z) virsta nuliu.
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f'(xO) neegzistuoja

Pav.4.13: f' (xo) neegzistuoja.

y

y
/S X

Pav. 4.14:taSkasr, = 0 — kritinis, bet ne ekstremumo taskas

Kritinis taSkas gali neb uti ekstremumo tasku. Standartinis pavyzdys — funk-
cija f(x) = 3, turi kritinj taSkaz, = 0, kuriame funkcijos ekstremumas nepasie-
kiamas (pavA.14). Kada galima tvirtinti, kad funkcij& kritiniame taske pasiekia
ekstremuma ?

Teorema 29 (Pakankamos lokaliojo ekstremumo salygos, 1-ma taaykleigu
diferencijuojama funkcijg:

a) turi kritinj tasSka x, t.y. f’ (xz¢) = 0;
b) iSvestingf’, einant per taska;, teigiama kryptimi, kei€ia Zenkla.

Tada kritinis taskas:, bus funkcijosf lokaliojo ekstremumo tasku, kuriame
pasiekiamas:
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a) maksimumas, jei iSvestingszenklas keiciasi i$ pliuso | minusa;

b) minimumas, jei iSvesting® Zenklas kei€iasi iS minuso | pliusa.

[rodymas:

a) dalis. Tegu
[ (o) =0

f (o) > 0,kai 29— e <z < x,
[ (x0) < 0,kai xg <z <z0+6,

kur e > 0 — pakankamai mazas skais.
Funkcijaf monotoniSkai diédja segmentg:, — ¢, x¢], kadangi, pagal Lagran-
Z0 teorema, bet kuriems , x5 € [xg — €, x¢] , 11 < xo, atsiras taskas € [z, x2]
toks, kad
f (@) = f (21) = £ (€) (w2 — 1) > 0.

Analogiskai, funkcijaf monotoniSkai ma&ja segmentér, xo + ¢|.
Todel
f(xo) > f(z),kai x> x,

f(xo) > f(x),kat x < x,

taigi, f (xo) — funkcijos f lokalusis maksimumas.
Panasus ib) dalies jrodymas.
Pavyzdys.Rasime funkcijos
f(x) =262 +92+5
lokaliuosius ekstremumus.

ISvestire
fl(x)=32"-122+9=3(z— 1) (z — 3),

todel
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Pav.4.15: leSkome funkcijos lokaliyju ekstremumuy.

yra tiriamos funkcijos kritiniai taskai.
Teguz = 1. Pakankamai mazients> 0 teisingos nelygybs

ff(1=h)>0, f(1+h)<O.
Taigi taSkex = 1 funkcija f jgyja maksimuma irf (1) = 9. AnalogiSkai siti-
kiname, kad taske = 3 funkcija f jgyja minimuma irf (3) = 5 (pav.E15).
Teorema 30 (Pakankamos lokaliojo ekstremumo salygos, 2-a tagsykl Tegu
diferencijuojama funkcijg':
a) turi kritinj taska zo, t.y. f’ (z¢) = 0;
b) egzistuojaf” (zo) # 0.

Tada kritinis taSkasc, bus funkcijosf lokaliojo ekstremumo tasku, kuriame
pasiekiamas:

a) maksimumas, jef” (zy) < 0;

b) minimumas, jeif” (zo) > 0.
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1-x

Pav.4.16:leSkomas didZiausio ploto siakampis.

[rodymas:

Jeiguf’ (zo) = 01ir f” (z) > 0, tai

v g o+ h) = f(xo) . f(mo+h)
N
IS Sios nelygybs seka, kad
f! (xt;;r h) -0

pakankamai maziems
Todel
f'(xog+h)>0, kai h>0

f'(xo+h) <0, kai h<0,

t.y. iSvestires f’ Zenklas, einant per tasSkg, keiCiasi iS minuso j pliusa. Remiantis
Teorema 1y, yra funkcijosf lokaliojo minimumo taskas.
Antroji teoremos dalis jrodoma analogiskai.

Pavyzdys. Tarp st&iakampiuy, kuriy perimetras yra lygus dviems ilgio viene-
tams, rasime turintj didZiausia plota (p&\I6).

Pazynekime vienos i$ krastiniy ilgj raide. Tada gretimos kraStes ilgis bus
1 — x, o st&iakampio plotas

S(x)=z-(1—x).

Kokiam z funkcija S(x) jgyja maksimuma?
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Pav.4.17:18kila Zemyn funkcija.

Skatiuojame:
S'(z)=1-2z, S"(z)=-2.

Taigi,
1
S'(z) =0 = 3
S"(x) <0

visiemsz, tame tarpe it = %
Pagal Teorema 2 tasSkas= % yra funkcijos.S maksimumo taskas. Ted
maksimalaus ploto stéakampis, kurio perimetras yra lygsbus kvadratas.

4.13 Funkcijos grafiko iSkilumas

Apibr eZimas 25. Sakoma, kad (diferencijuojama) funkcifayra iSkila Zzemyn
intervale(a, b), jei kiekvienanx, € (a, b) funkcijos grafiko liestine yra po funkci-
jos grafiku minetame intervale (pdcLT).

Apibr eZimas 26. Jeigu kiekviename atkarpds, b) tasSke liestine yra virs funk-
cijos grafiko, sakoma, kad funkcijayra iSkila aukStyn (pa-18).

Pastaba.lSkilumo savoka yra naudojama ir tada, kai funkgijaera diferencijuo-
jama. ISkilosios funkcijos yra taip vadinamid&ilosios analizesyrimo objektas.
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Pav. 4.18:ISkila auksStyn funkcija.

f(x)

Pav.4.19: Teoremos iliustracija

Teorema 31 . Jeigu funkcijaif intervale(a, b) teisinga nelygybée
f" (@) =0,

tai tame intervale funkcija yra iSkila Zemyn.

[rodymas:

Teguz, € (a,b) — bet kuris taSkas. Kampa, kurj sudaro funkcijos grafiko
liestine tasSker, sux aSies teigiama kryptimi, pazygkime raider. Tada tga =
I’ (xo) ir (Zr. pav.E19) liestines lygtis bus

Yy —U
L= f'(w0),
r — X
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arba
y=1yo+ f (20) (x — z0).
Tuo tarpu, remiantis Teiloro formule, galima parasyti lygybe

F@) = fao) + F (o) (= a0) + T (@ = a2,
kur taskag yra tarpzxg ir .
Atimkime pirmaja lygybe iS antrosios:
F@) == F o) o+ T (@ =) =

TaCiau pagal teoremos salyga paskutinioji lyggtdalis yra visada neneigiama; to
ir reikejo teoremos jrodymui.

ISvada: Jeigu intervalga, b) funkcijos f antroji iSvesti® tenkina nelygybe
f" (z) <0, funkcija f yra iSkila aukstyn.

[rodymas:

|siveskime pagalbine funkcija(x) = —f(z). Tadag” (x) > 0 ir, remiantis
teorema, funkcija yra iSkila Zemyn. Tuo pau funkcija f bus iSkila aukStyn.

Pastaba.Funkcijos, kurios antra iSvesgrintervale(a, b) yra lygi nuliui, gra-
fikas — tie®.

IS tiesuy,

f" (&)
2
= [ (wo) + f" (20) (x — x0) .

Kaip matyti, funkcijaf priklauso tik nuox pirmojo laipsnio, o tai jmanoma tik
tada, kai funkcijos grafikas — ties

(z — $0)2 =

f () = f (o) + f (w0) (v — x0) +

Apibr eZimas 27. TaSkasr, yra vadinamas tolydziosios Sio tasko aplinkoje funk-
cijos f perlinkio tasku, jeigu vienoje tasko puseje funkcija yra iSkila aukstyn, o
kitoje — zemyn.
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Pav.4.20:

Pav.4.21:
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y=X

Pav.4.22: Ne tik perlinkio taSke antra iSvesgrgali b uti nulis.

Pavyzdys. TaSkasr, = 0 yra funkcijy f(z) = 23 ir f(z) = z3 perlinkio
taSkas: pirmuoju atveju, funkcijos antra iSvestinulio tasSke yra lygi nuliui, o
antruoju — neegzistuoja (zr. pd20ir pav.&21).

Teorema 32 Tegu funkcijaf turi antraja iSvestine tasko, aplinkoje ir f” (xy) =
0.

Jeigu f” skirtingose taSka, pusese turi skirtinga Zenkla, Sis taskas yra funk-
cijos f perlinkio taskas.

[rodymas:

Pakanka pasinaudoti pries tai jrodyta teorema bei jos iSvada ir prisiminti per-
linkio tasSko apibezima.

Pavyzdys(pav.&22). Teguf (z) = z*.
Tadaf” (0) = 0, teiau taSkas: = 0 nebus funkcijosf perlinkio tasku, ka-
dangif” yra neneigiama funkcija; taigi nek@a savo Zenklo.

4.14 Funkcijos grafiko asimptoes

Apibr eZimas 28. Tieser = a yra vadinama funkcijog = f (x) grafiko vertika-
ligja asimptote, jeigu bent viena is ribILim+ f(z), lim f(x)yrabegaline.
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Pav.4.23: Hiperbok turi dvi asimptotes

Apibr ezimas 29. Tiesey = kx + b yra vadinama funkcijog = f (x) grafiko
pasviraja asimptote kai — oo, jeigu

lim [f (z) — (kx +b)] = 0.

T— 00

Analogiskai yra apibreziama funkcijos grafiko asimptote, kai- —oo. Kai
k = 0, asimptote vadinama horizontaligja.
Pavyzdziai.

1. Hiperbok, apraSoma funkcijf (x) = % turi horizontaliaja asimptote —
asS| — ir vertikaliaja asimptote — aSj (pavZ423).

2. Funkcijosf (z) = 20—14 5
ir pasvirgjay = 2x — 1 asimptotes.

grafikas (pavA23a) turi vertikaliajar = —1

Teorema 33 (pasvirosios asimptés radimas.)Funkcijosy = f (=) grafikas turi
pasviraja asimptote, kat — oo, tada ir tik tada, jei

a) lim @ =k, kur|k| < oo;

T—00

b) lim (f (x) — kx) = b, kur |k| < oc.

Tr—00

[rodymas:
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y
7
g
1
y=2x-1+ — X
X+1

ar

Pav.4.24:Dar vienas grafikas su asimpgatis

B utinumas.Tegu funkcijosf (x) grafikas turi asimptotg = kx + b, kaiz — oc.
Tada

lim 1 () = lim f (@) = (kx +b) + lim k$+b:

r—oo I T—00 T T—00 €T

0+k=Fk;

lim (f () — kz) = lim b =b.

T—00 T—00

Pakankamumas.Tarkime, kad a) ir b) lygybs yra teisingos. IS b) seka, kad
lim [f (z) — (kx 4+ b)] =0,

r—00

o tai pagal apizima reiskia, kad tiesy = kx + b yra funkcijosf grafiko pasvi-
roji asimptoe.

Pastaba.Toks pats teiginys teisingas ir tada, kai> —oc.

Pavyzdys.Rasime funkcijos
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asimptotes. Tam pertvarkome reiskinj:

T+ 9 n
= T —
r+1 r+1
Kaip matyti,
lim f(z)=+o0, lim (z) =2
r——1+ [P €x

lim (f (z) —22) = lim <—1+L) =1

z—~+00 r—=+00 z+1

Tokiu b udu, tiesz = —1 bus vertikalioji, o tieg y = 22 — 1 — pasviroji nagri-
nejamos funkcijos grafiko asimp®{pav.a24).
4.15 Funkcijos tyrimas ir grafikas

Pries braizant funkcijos grafika, atliekamas funkcijos tyrimas.
Tuo tikslu:

1. Nustatoma funkcijos apibzimo sritis.

2. leSkomos vertikaliosios ir pasvirosios asimptat

3. Randami funkcijos monotoniskumo intervalai bei ekstremumo taskai.

4. Randami funkcijos iSkilumo intervalai bei perlinkio taskai.

5. Grafiko patikslinimui ieSkomi taskai, kuriuose funkcijos grafikas kerta ko-
ordin&iy asis.

Darba labai palengvina laiku pasttbs elementarios funkcijos sawdh—
lyginumas, periodiSkumas, funkcijos reikSmiy@slokalizavimas ir pan.

Kaip pavyzdi istirsime funkcija

223 — 5a? 4+ 142 — 6
42 ’

f(x) =

Prisilaikysime pasi ulytos schemos.
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Pav.4.25: MonotoniSkumo intervalai

1. Funkcija f yra dviejy polinomuy santykis, t.y. racionalioji funkcija, td
funkcijos apibezimo sritis

D(f) =R\ {x | 42* = 0} = R\ {0}

2. a)Kadangi lir(I)lif (x) = —o0, tiez = 0 yra vertikali asimpta;

b) leSkome pasviryjy asimpta).

_f@ .. (1 5 14 6 1

1 — R S I R

s . oo \ 2 4z + 422 423 2’
) 1 223 —hx? 4+ 14x — 6 — 228 5
A (f @)= 5-%) = 2 =7

ty. tie®y = 22 — 2 yra pasviroji asimptd, ir kaiz — oo, ir kai z — —oc.

3. leSkome funkcijog’ monotoniSkumo intervaly. Skauojame:

f ()= (1:1: _2 + Za:_l — §aj_2> =

2 4 2 2
1T 5 2 =Tr+6  (r—-1)(z—2)(x+3)
—2 2" = 223 B 223 '

Norint rasti funkcijos diéjimo intervalus, reikia spresti nelygylyé(z) > 0:

(x—1)(x —2)(x+3)

> 0.

Atidedame funkcijos didjimo-mazjimo intervalusr aSyje (pavd-25%) ir nubrai-
zome atitinkama lentele (pa&25).
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x | <3 |-3((-3,0)0|(0,1) |1]| 1,2 |2 |>2
. a9 5 9

0 " |5 >S9 5 >~ g
@
N

fx)| + |0 g+ |0 0] +
()
c

Pav.4.26: Pirmoji lentek

IS lentebs matyti, kad taSkuose= —3;z = 3 funkcija f pasiekia maksimu-
ma, o taske: = 2 — minimuma.

4. leSkome funkcijos iSkilumo intervaly:

! ]' 7 -2 -3 ' -3 —4 7‘7) - 9
f’(x):(§—§x + 3x ):7:1: —9x™% = .
Funkcijaf iSkila | ap&ia, kai f” (z) > 0, t.y.
Txr —9
por >0,

arbar > 2.
Prisimindami, kad taske = 0 funkcijos f antroji iSvesti® neegzistuoja, pil-
dome lentele (paZT).

Taskasr = 2 yra funkcijos f perlinkio taskas irf (2) = 23.

5. Grafikas kerta a3j, kaif (z) = 0, t.y.
22% — 5 + 142 — 6 = 0,

arba

(x—%) (22 =22 +6) =0,
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9 9 9
X <0 o] 020 || > .
w | 7N\ ||/ \] |\
') | A 0 +

Pav.4.27: Antroji lentele

kas jmanoma tik tada, kai= 1.
Akivaizdu, kad grafikag aSies nekerta.

Liko nubrezti grafika, atsizvelgiant | turima informacija (p@&z28).
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Ay

I

4
! — i =
-3 0 1.9 2 X

7
_A9
12

Pav.4.28: Funkcijos tyrimas ir grafikas
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Skyrius 5

Neapibreztinis integralas

5.1 Integralo apibrezimas
Diferencialiniame skd@iavime nagriejama funkcijosf iSvestire /.
Integraliniame sk&iavime — atvirkgiai: duota funkcijaf, ieSkoma kita funk-
cija F' tokia, kad b uty teisinga lyggb
F' = f.
Pastaraja lygybe galima perraSyti kitaip:

dF
@) =f ),

arba
dF (z) = f (z)dz. (1)

Apibr eZzimas 30. FunkcijaF’ yra vadinama funkcijog pirmykste funkcija, arba
neapibreZtiniu integralu.

Atsizvelgiant j lygybe (1), yra vartojamas zgjmas

F(z) = / f () d. 2)

Integralas vadinamas neapgfitiniu, nes funkcijat’ nera nusakoma vienareiks-
miskai: juk ne tikF" = f, bet ir (F + const)’ = f, kiekvienai konstantai (t.y.

115
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skatiui). Taigi, neapibeztinis integralag f () dz yra nusakomas tik konstantos
tikslumu.
Pavyzdziai
1. Apskatiuosime integrald 2°dx.
Siuo atveju,f (z) = = ir reikia atsakyti | klausima: kokiai funkcijaF yra
teisinga lygyle
F' = 237

Tokia funkcija, aiSku, bus

Taigi,
1
/x3dx =1 zt + const.

Nat uraliai kyla klausimas: gal yra ir daugiau funkcijy, kuriy iSvesygi 23?
Sekanti teorema atsako vienareikSmisk&iren

Teorema 34 . TeguFi, F;, yra dvi pirmykstes funkcijos funkcijgi kokiame nors
intervale. TadaF, — F, = const tame intervale.

[rodymas:
Pagal pirmyk&s funkcijos apik#zima,

Fl=F=/

o tai reiskia, jog
F|—Fy=(F - F) =0,

Bet, kaip jau Zinoma i$ ankg&u (Zr. vidurires reikSnes teoremas), funkcija, ku-
rios iSvesti® intervale yra lygi nuliui, sutampa su pastovia funkcija.

5.2 Neapibreztinio integralo savyles
1. Teguf yra diferencijuojama intervalg:, b) funkcija. Tada
/f' (x)dx = f(x) + const (3)

intervale(a, b).
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[rodymas:

Pagal apibezima, integralag f’ (z) dx yra pirmykse funkcija funkcijai /.
Tai nusakoma lygybe
([r@i) -rw
arba ekvivalebia lygybe
[rwa-rw)| -0

galiojartia intervale(a,b). Bet tada lauZtiniuose skliaustuose esantis reiskinys
turi b uti konstanta, kas ekvivalentu lygybei (3) (Zr. paskutine teorema).

Pastaba.Lygybes (3) interpretavimas.
Prisiminkime iSvestias uzraSyma diferencialy pagalba:

F@=Tw.

|statydami Sia iSraiSka | lygyds (3) kairigja puse, gausime:

/f/(m)dx—/%(w)daz—/df(x)—f(x)—i—const.

Patogu interpretuoti, kad diferenciatai - tiek integralo, tiek péios funkcijos
f, "anuliuoja" vienas kita.

/af(a:)dxza/f(x)dx, (4)
kaia # 0.
[rodymas:

(4)-ta lygyke pagal apileZima reiskia, kad

foswae] <o [ swrar]
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Bet .
[or@a| =@,

{a/f(x)dx},:a- [/f(x)dx}/:a-f(x).

Matome, kad (4)-tos lygyds kairiosios bei deSiniosios pusiy iSvessrnis tiesy
sutampa.

3. Teguf, g — integruojamos intervaléz, b) funkcijos. Tada

/[f(l’)ig(x)]dx:/f(x)dxi/g(x)dx.

[rodymas labai panasSus | pries tai buvusio teiginio jrodyma.
Norima jrodyti lygyle ekvivalenti tokiai:

[/[f(x)ig(x)]d:c}/: {/f(x)dxi/g(x)d:c}/.

Todel pakanka pasteti, kad

i@ +swia] =@+

[/f(x)dxi/gm)da:}/:f(x)ig(x»

4. (1-mos savybs apibendrinimas)

[ e = [ 1o @ s

Tam pakanka pasteh, kad

Skaktiuojant integralus, daznai naudojami pagrassi Sios diferencialy lygyds
atvejai:

5.d(x+a) =dx.

6. d (ax) = adz.



5.3. INTEGRALY LENTEE

5.3 Integraly lentele

In+1
n+1

1. [2"dx = + const, (n # —1).

2. [ 4 = In|z|+ const, (z # 0).

3. [a%dz = £ + const, (a > 0,a # 1).
Atskiru atveju,

[ e*dx = e” + const.

4. [ cosxzdr = sinz + const.

5. [sinzdr = — cosx + const.
6. Coch = tg x + const.
7./ Siﬁgm = —ctgx + const.

de :
8. [ = = arcsinz + const,

arba

f \/1‘1157 = —arccos x + const.

9. [ 1122 = arctgz + const,

arba

- fjcz, — —arcctgz + const.

10. [ 7%, == Lln || + const.

11. f \/1‘1_‘37 = ln‘m+\/1+x2‘ + const.

12. [ shzdx = chax + const.

13. [ chadx = shax + const.

119
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Pavyzdziai.

1. f cos 2xdxr =
naudojanas5-ta diferencialo savybe i$ atitinkamo skyrelio)

= /%cos 2xd (2z) = %/cos 2xd (2z) =
(darome keiting = 2x)

= 3 sin 2x + const.

Z-Id_m:fd(x+a) _

r+a r+a
(darome keiting = x + a)
dt

=/ 5= In |t| 4+ const = In |z + a| + const.

3. [eTsinadr =

/
= —/em” (cosz) dx = —/e“’”dcosx =

darome keiting = cos )

= — / eldt = —e' + const = —e“* + const.

100
4. B -

= / (arctgz)'™ (arctgz) dx =
(darome keiting = arctgx)

1 1
= /tloodt = ﬁtml + const = ﬁarctg””x + const.

5. [ (Tx —9)*dx =

= %/(795 — 9 d(7x —9) = — (T2 — 9)* + const.
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5.4 Integravimas dalimis
Jeiu, v — diferencijuojamos funkcijos, tai, kaip gerai Zzinoma,
(u-v) =u-v+u-v,
Diferencialire Sios lygyles iSraiSka:
d(u-v)=v-du+u-dv.

Jei funkcijosu’ - v, u - v’ yra integruojamos (t.y. joms egzistuoja pirmydstunk-

cijos), tai
u-v:/d(u-v):/v‘du—i-/u‘dv.

Pertvarkius pilnas uzrasas bus:

/u(a:)-dv(a:) =u(x) v(z)= —/v(x) du () .
Tai yraintegravimo dalimis formul e.
Taikymo pavyzdziai:
1. [2znzds = [Inzda®.

Pazynekimeu = Inz, v = 22 ir pritaikykime dalinio integravimo formule:
1
/lnxdasz = 12 -lnx—/:ﬁzdlnaz = xQ-lnx—/xd:p =2%lnz— §:E2+const.

2. [2? - coswdr =

= fx2dsina7 =22 sinx — fsinxdx2 =
=2?-sine — 2 [asinadr =2 -sinz + 2 [ zdcosz =
=22 -sinx + 2z cos x — sinx + const.

Jei skatiuosime kitaip:

fo‘cosxdxzéfcosxdx?’:

1.3 17503 1.3 1 (.3 _
= %xgcosx 31f4x .dcosxl— 3x4cosx—|— 3fa: sin xdr =
= zrdcosz + smx—ﬁfx cosxdr = ...

tai nieko gero negausime, tik padidinsime po integratulaipsnj.
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5.5 Integralas ir rekurentiSkumas

Yra integraly, kurie sk&iuojamirekurentiniub udu.
Diferencialiniy lygiy kurse reikalingas integralas

]:/eaxcosbxda:,(a%o#b).

Suraskime jj.
I = /e‘” cos brdx =
b

1
/e‘”d sin bx = Ee“m - sin bx — a / e™ sin brdr =

1 2
= ge“x -sin bx + %eax cos bx — (Z_Q /e“’” cos bxdx.

Gauname lygtj ieSkomo integralo atzvilgiu:

1 2
1= ge‘w-sinlm—kge”cosbx— a—-].

b2 b2
SprendZiame Sia lygf] atzvilgiu:

I = /e‘”” cosbrdr =

2\ —1
1
= (1 + 2_2) (Ee” -sin bx + l%e‘”’ CoS bas) =

we Dsinbx + acos bx
=e - + const.
a? + b?

Kitas svarbus pavyzdys:



5.5. INTEGRALAS IR REKURENTISKUMAS 123

dx
I — _— .
n /(332—0—1)7“”€N

Kai n = 1, Sis integralas yra integraly lendg.
Tegun > 2. Pertvarkome integrala:

]n:/d—xn:
(2 4+1)

B / = (trjl_l)f] " - / (a2 fi)”—l - / (xﬁi%"'

PrieSpaskutinysis Sios iSraiSkos integralas yra lygus, o paskutinijjj skai-

ciuojame toliau:
/ r2dx _l/xd(mQ—i-l) B
(241" 2 (22+1)"
1 2 1-n
= — 1 g
2(1_n)/xd(:1: +1)

B 1 T " 1 I
S o2m—1 @2+ )" 2(m—1) "

Todel,

1 T 1
[n = Inf : - : Inf =
YD @y 2w

_2n—3 I 1 T
= o — 2 n—1 2(n—1) ($2+1)n71.

Taigi, integralal,, rasime, jei pries tai surasime integrdja ;.

Tokio pavidalo lygtys yra vadinamaskurentinemis

Kaip paprasiausia pavyzdj suskéiuosime integrald, (naudojares integraly
lentele):
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1 T
L=+ ——"  —
R Y rEE)

1 T
= —arct — t.
5 gx+2<x2+1>—|—cons

5.6 Racionaliosios funkcijos integralas

Integraly lentetje iSvardinti paprasausi integralai, kurie skéiuojami baigtires
elementariyjy funkcijy kombinacijos pagalba.
TaCiau, tai teisinga toli graZzu ne visiems integralams. Kaip pavyzdj pateiksime

integralus
/e”Cde,/sinxde.

Todel kyla nat uralus klausimas: kokiy funkcijuy integralai yra iSreiSkiami bagtin
elementariyjy funkciju kombinacijos pagalba?

Svarbi tokiy funkciju klag yraracionaliosiosfunkcijos, kurios uzraSomos
dviejy polinomy santykio pagalba:

R = Gy

¢ia P,, Q,, — polinomai, R — racionalioji funkcija. Priminsime, kad-tosios
eiles polinomas — tai funkcija, kurios pavidalas

(1)

P, () = apz™ + a1 2™ ' 4 ... + ap_17 + ay,

Ciaa; € R,7 =1, ...,n. Tokiu b udu, pastovi funkcija yra nuéa eies polinomas.

Kas zinotina apie polinomus?

1. Jei du polinomai jgyja tas [géas reikSmes visiems, ju koeficientai b utinai
sutampa.

2. Kiekvienas polinomas gali b uti iSreikStas tiesiniy daugikliy, Gigimpavi-
dalaaz + b, ir kvadratiniy neskaidziy trinarigz? + bz + ¢ sandaugos pagalba.
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Sugrjzkime prie racionaliosios funkcijos. AiSku, pats polinomas yra raciona-
lioji funkcija.

Apie racionaligja funkcija yra Snekama kaip afaesyklinga racionaligja tru-
pmena jei jos apibezime skaitiklyje esaiio polinomo laipsnis yra mazesnis uz
vardiklio polinomo laipsnj, t.ym < n.

Lygiai taip, kaip racionalyjj sk&iy galima uZraSyti sveikojo sk&aus ir tai-
syklingos trupmenos pagalba, taip racionaligja funkcija galima uzraSyti polinomo
ir taisyklingos racionaliosios trupmenos pagalba.

Pavyzdziai.

1. 2 gt 2

r3—1 31"

6

1
m:ﬁ—x‘?—kx—l—i——

r2+4x+1°

2. R(z)==

Pastarajj skaidinj galima gauti, pavyzdziui, dalinant skaitiklj iS vardiklio stul-
peliu.

Yra zinoma, kad taisyklinga racionaliaja trupmena galima iSskaidyti papras-
tesniy taisyklingy racionaliyjy trupmeny sumos pagalba. Pastaryjy vardiklio pa-
vidalas yra(az + b)", arba(az? + bz + ¢)*, kurk € N.

ISskirsime keturis atvejus:

1. Tiesinis narysax + b pradires trupmenos vardiklyje pasirodo pirmuoju

laipsniu.
Tada skaidinyje jj atitiks trupmena
A
ar +b’

kur konstantad reikia surasti.

2. Narysax+b pradires trupmenos vardiklyje pasirodo laips#itaukstesniu,
nei vienetas.

Skaidinyje jj atitiks trupmena

A Ap Ay
+ b —
ar+b  (ax+b) (ax +b)

kur konstantosi;, As, ..., A, turi b uti surastos.
3. Pradires trupmenos vardiklyje yra neskaidus kvadratinis trinarts+ b +
¢, kurio auk&iausias laipsnig = 1.
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Jj atitinka trupmena
Ax+ B

ar? +bxr +c’
kur konstantas! ir B reikia surasti.

4. Trinario az® + bz + ¢ aukEiausias laipsnis > 1.
Jj atitinka trupmena

AIZC + Bl Agx + BQ i i Akﬂi + Bk
ar? +br+c  (ax2+br+c)® (ax?+ba+ )"

kur A;, B;,i = 1, ..., kK — nezinomos konstantos.

PavyzdZiai. Reikia iSskaidyti racionaliaja trupmena | papi@sisiyjy trupme-
ny suma.

1.
T T A B

x2—3x+2:(x—1)(x—2) x—1+x—2:
A(x—2)+B(z—1) (A+B).9:—(2A+B)‘

(x—1)(z—2) N (x—1)(x—2)
Sulyginame kairiaja lygyls puse su deSiniaja. Tam turi b uti teisingos lggyb

A+ B=1,

2A+ B =0,

IS kuriy seka, kadl = —1, B = 2.
Taigi,
x B 1 2
2 —3r+2  rx—-1 x-2

2. Siame pavyzdyje pradintrupmena yra netaisyklinga. Teldatliekame
pradinj skaidyma:
et a2
By —r—1

(zt 423 —2?—2)+ (2 +2+2)

|
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224z +2 .
(x + 1)2 (x —1)
Skaidome gautaja taisyklinga trupmena:

2 4+r+2 A B C

Gt (@—1) z+1 (@117 z-1

A(@>—1)+Bx—-1)+C(z+1)°
(z+1)" (- 1) '
Sulyginame koeficientus prie atitinkamip laipsniuy:

x? A+C=1 A=0,
2! B+20=1 = B=-1,
2 —A-B+C=2 C =1

Todel
xr a4+ 2 1 1

v4+arz—r—1 ¢ (g;+1)2+:n—1'

Racionaliosios funkcijos integravimas

Kaip jau mirejome, racionaligja funkcija galima iSskaidyti | suma, kuriesne-

nys yra polinomas ir specialaus pavidalo racionaliosios taisyklingos trupmenos.
Todel, norint suskaiiuoti racionaliosios funkcijos integrala, pakanka ratlelg-

tis su tokiais integralais:

1. [ P, (z) dz, kur P, — polinomas;

Zf(xi—:;)k’ k€N7 CLE]R,
3. [ 2B ody, keN, A B,abeR.

(22 +az+b2)"

1. TeguP, () = ag + a1z + ... + a,z™.

Tada
/Pn(a:)da::ao/d:c+a1/xdm+...+an/m”dx:

a an
=y 7+ —2® + ..+ —2 2" 4 const.
2 n+1
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2. Visy pirma,

dz
/( ):1n|x—a|—|—const
r—a

(Zr. integraluy lentele).

Teguk > 1. SkaCiuojame integrala:

3. Skaidome:

Az + B
= de:n:
2 4+ ax + b?)

:le/ (e +a) kda:—l—(B—lA.a)/ d -
2 (22 + az + b?) 2 (22 + az + b?)

Suskatiuosime pirmajj sumos integrala:

/ (22 + a) d:zc:/ (x2+am+b2)/d$:

(22 4 az + b?)F (22 + az + b2)F
= / (x2+ax+b2)7kd($2+ax+62) =

In (22 + azx + b*) + const, kai k=1,

= 1'2 axr 2 1=k .
{ % + const, kali k> 1.

Po logaritmu nera@me modulio Zenklo, nes kvadratinis trinatis+ ax + b?
yra visada teigiamas (kedi?).



5.6. RACIONALIOSIOS FUNKCIJOS INTEGRALAS 129

Skatiuojame likusj integrala:

/ dz :/ d(x—i—%) -
(x2—|—ax+b2>k [(x-l—%)Q"' (bQ - (%)QHk

S
~—
no
~

(pazymimet := z + §, a2 .= b2—(
_ d 1 ity
/ma/m

(pazymimer := %)
B l/ dr
a [7—2 + 1]k

O tokj integrala jau sk&iavome prie$ tai buvusiame skyrelyje).
Todel, kaip iSvada, suformuluosime teorema.

Teorema 35. Racionaliosios funkcijos integralas konstantos tikslumu yra ele-

mentarioji funkcija.
Pavyzdziai:

1 [ omde =

dx dz
= — 2 =—1 —1)+21 —2 .
/x—1+ /x—Q n(z—1)+2In(x — 2) + const

2. [-Erl oy =

3422 —x—1
(x+1) r—1
1 1

__2
R

(po integralu esanti funkcija buvo iSskaidyta pirmoje Sio skyrelio dalyje).

+1In(x — 1) + const.
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5.7 Kity funkcijy integravimas

1. [ R (sinz,cos ) d,

kur R (x,y) — dviejy kintamyjyz ir y racionalioji funkcija.

Pagal apibezimaR (x, y) yra polinomuyP (z,y) ir @ (x,y) santykis. Dviejy kin-
tamuyjuy polinomas turi pavidala

P(z,y) = ap + a1 + asy + anz’+

+a19y + agey® + a1112° + a1122%Y + a1227Y* + age0y® + ...

ir sumoje yra baigtinis @meny skaiius. Jeigu pakeistiz’ais, tai gautojo vieno
kintamojo polinomo laipsnis bus vadinantsejy kintamyjy polinomo laipsniu

Pavyzdys. P (z,y) = ag + a1 + asy + a112% + a1owy + asy?® yra bendras
antros eiés polinomo pavidalas.

Sugrjzkime prie integralo. Pastesime, kad sugetine funkcija
P (sinz, cosx) = ap+aq sin z+ay cos x+aq; sin? x+aqs Sin oS T+ags cos> T+...,
bei funkcijosQ (sin z, cos x) ir R (sin z, cos x) priklausys tik nuaz’o.

Teorema 36 . Integralas | R (sin z, cos z) dz konstantos tikslumu yra elementa-
rioji funkcija.

[rodymas:

Tegut = tg 7. Tada

. . T x tg 5 1
sinz = 2sin—cos = = 2 = ,
2 2 1+1tg25 1412
1—¢ 5 T 1
COST = ——, COS" — = ——,
1+1¢2 2 1412

/R(sinm,cosx) dx = /0052 gR(sinx,Cosz) dtgg =

1 2t 1—¢?
=2 R dt =1I(t).
/1+t2 (1+t2’1+t2) (t)
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Pointegrire funkcija, kaip matyti, yra racionaliojiatzvilgiu, taigi (Zr. ankstes-
niojo skyrelio teorema) integraldskonstantos tikslumu yra elementarioji funkci-
ja. Vietojet jstate tg3, gauname, kad integralas

/R (sinz,cosx)dr =1 (tg g)

taip pat konstantos tikslumu yra elementarioji funkcija.

/ dx B
1+2cosx

Pavyzdys.

(keiCiame:t :=tg 7)

_/ 2 dt _2/ dt
B R A

1+t2

_ 2|3t

21
V3 [VB-t

2 \/§+tg§
V3

V3193

+ const = + const.

Pastaba.Nors nagrijamoje funkcijy klasje keitinyst = tg 5 yra universa-
lus, ne visada yra tikslinga juo naudotis. Priklausomai nuo situacijos, naudojami
keitiniait = sinx,t = cosx,t = tg x ir Kiti.

Pavyzdys 1.

sin xdx dcosz 1
= — = + const.

cos? x cos? x COS T

Pavyzdys 2.

/ sin z cos x _/tgxdtgx_
sinfz +costz ) tglz+1
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1/ Mo 1ot (tg*z) 4 const
= = —_—— = = Xz const.
2 ) tglz+1 209

szQLngymxwmaqdeR

Jeiguad — be = 0, po integralu esanti funkcija priklausys tik nuo pirmojo
savo argumento (antrasis — pastovus &ki), toael bus racionaliojic’o atzvilgiu
funkcija.

Teguad — be # 0. Darome keitinj

P ar +0b
" Nex+d

po kurio R tampa racionaliaja atzvilgiu funkcija, kadangi bus

Cdt" b

ct" —a’

xr =

Pavyzdys.Suskatiuosime integrala
/ 1+2 dx
Vi—-2 1—2a
1+
t:= .
11—z

1+x 2 —1 Atdt
= , T = , dx:—Q.
t2+1 (t2+1)

/ 1+x dzx B
l—z1—2

t2dt dt
ZQ/mzz/dt_Q/ﬁ—i—l:2t_2arCtgt+con8t:

Darome keitinj

Tada

Todel
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1 /1
=2 T 2arctg -t + const.
1—2z 1—2z

Mes aptaeme tik dvi funkcijy klases, kuriy integralas keitini@kh tampa
racionaliosios funkcijos integralu.
Dabar pateiksime dar viena pavyzd,.

Pavyzdys.I (z) = [ —4—.
KeiCiame
t =+ vVa2+z+1.
Tada
(t—z)=a?4+z+1,
0 iS to seka

2 -1 P+t+1
=——, de=2———
1+ 2t (142t)

|statome | prading iSraiSka:

t?+t+1
1:2/+—+2dt:
t(1+2t)

(skaidome gauta racionaliaja trupmena neagatyju koeficienty metodo pagalba)

_/{A+ b, _¢ ]dt
Lt 142t (14 2t)

Pastebime, kad = 2, B = C' = —3, todel

X

3 3
IzZln]ﬂ—§ln]1+2t|+2—+00nst:

(1+2t)
3 3
=2Inlz+ Va2 +x+ 1‘——ln‘1—{—2x+2\/352+:17—|— 1‘—1— +const.
2 2(1+2z+2vVa? +xz+1)

Pastaba.Siame pavyzdyje buvo naudotas taip vadina@asrio keitinys.Su
dar vienu keitiniu susidursime kieleliau, skatiuodami plotus bei t urius.
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5.8 Apie elipsinius integralus

Tik maza elementariyjy funkcijy integraly dalis konstantos tikslumu yra elemen-
tariosios funkcijos. Pavyzdziui, galima jrodyti, kad integralai

2 sinx
/e_z dx,/ dx
X
nera "elementar us".

"Neelementar us" ir toliau iSvardinti integralai, dar vadinalipisiniais

/ dx
V(I —a2?)(1— k:2x2)7

/ x2dx

V(I =2?) (1= k2%?)

/ dx

(1+ ha?) /(1 —22) (1 — k222)’

kurO < k£ < 1.
Realiuose uzdaviniuose pasitaikantys integralai, tarp jy ir elipsiniai, kaip tai-
sykle, — "neintegruojami ". Bet tai nereiSkia, kad juos gaubia nezinia. Tiesiog

reikia jsisavinti kitus integravimo metodus; tai ir bus daroma toliau.

Taip pat dar neatsakyta | klausima, kokioms funkcijoms integralas, t.y. pir-
mykSe funkcija, egzistuoja. Udgdami uz akiy, pasakysime, kad atskiru atveju,
jeigu f — tolydZioji intervale(a, b) funkcija, tai integralasf f (z) dx turi pras-
me.
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