VEKTORINE ALGEBRA

1. Vektoriaus sgvoka

Dydziai, su kuriais tenka susidurti matematikoje, mechanikoje ir kituose moksluose,
yraadviejy rasiy: vienusis ju, kaip kampa, temperatiira, masg ir t.t., apibidina vien skaicius;
kiti, kaip jéga, greitis, pagreitisir t.t., yravisiskai apibrézti, jei duotas netik juy dydis,
isreikstas skai¢iumi, bet ir jy kryptis erdvéje. Pirmosios rasies dydzius vadiname skaliariniais
dydziais, antrosios — vektoriniais. Geometriskai vektorini dydi galima isreiksti duotos krypties
atkarpa

Nurodytos krypties atkarpa vadinama vektoriumi ir zymima dviem didziosiomis

raidémis ( AB, CD ), arbavienamazajaraide( &, b ).

B D 8
i / \
Atstumas tarp vektoriaus pradzios ir galo — vektoriaus ilgis, arba modulis — zymimas
8| 65| v .
Vienoje ties¢je arba lygiagreciose tiesése esantys vektoriai vadinami kolineariaisiais.
Kolinearts vektoriai zymimi a| | b.

Vektorial, esantys vienoje plokstumoje arba lygiagreciose plokstumose, vadinami
komplanariaisiais.
Vienodo ilgio ir tos pacios krypties vektoriai vadinami lygiais. Zymlma a=b.
Vienodo ilgio, bet priesingos krypties vektoriai, vadinami priesingais. Zymima
r 1
a=-b.
Vektorius, kurio ilgis (modulis) lygus 1, vadinamas vienetiniu vektoriumi, arba ortu.
Vektorius, kurio pradzios taskas sutampa su galu, vadinamas nuliniu vektoriumi.

A

Vektoriy sudétis

1. Trikampiotaisyklé Sudedant du vektorius air i:) prie vektoriaus a galo
pridedama vektoriaus b pradzia. Vektorius, junglantls pirmojo vektoriaus pradzia su antrojo
vektoriaus galu, ir vadinamas vektoriy a ir b suma.

2 N

C=b+b —4+b+¢C
2. Lygiagretainio taisykle. Vektoriy a|r b suma laikoma istrizainé lygiagretainio,
kurio krastinés yra du duotieji vektoriai.

(@)
I
D=
+
o-
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. . . oo .
3. Gretasienio taisyklé. Triju nekomplanariy vektoriy a, bir ¢, atidéty is vieno tasko,
suma laikoma gretasienio istrizaing, isvestais to paties tasko.

/ d

a

o-
1
D=
+
o-
+
([@kat

Vektoriy sumos savybésr .
1) Komutatyvumas, .t.y. a+tb=b+a.

. r ! r r ! r
2) Asociatyvumas, t.y. (a + b)+ c=at+ (b + c).

Vektoriy atimtis
Norint rasti vektoriy air bskirtuma, reikia prie vektoriaus a pridéti vektoriy,
.o oo r ! r !
priesinga vektoriui b, ty. a- b:a+(- b).

Vektoriaus daugyba i§ skai¢iaus .
Vektoriaus a ir skai¢iaus m sandauga vadinamas vektorius, turintis vektoriaus a

krypti, jei m>0, arba priesinaa krypti, jel m<0, to vektoriaus ilgis lygus |<'3| ir m sandaugai.

Vektoriaus daugybosis skali ¢iaus sa\{ybés
1) Asociatyvumas, ty. m(na)=(mn)a.

2) Distributyvumas, ty. (c +d)a =ca+dair c(art +b): ca+ch.

Pratimai

a b
1. Duoti vektoriai: / > C

Nubrézkite vektorius 1) A+b; 2)b- & 3 a+b+C 4)a- b+C 5) 24+

6)05a- b; 7)2{a- b)+osb; 8)2fa+b- ¢

—_ RN 1 _
2. Staiakampio gretasienio ABCDA,B,C,D, AB=4 AD=b ir AA,=¢
Raskite: )AC,; 2)BD; 3)AC;, 4)CC,; 5AC, 6)A,B; 7)BC, 8BD; 9AC
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2. Vektoriaus koordinates

z
Cc

Q-

X

Nustatysime koordinates vektoriaus a, kurio pradzia sutampa su staciakampes
Dekarto koordinaciy sistemos pradzia. Pirmiausia randame vektoriaus a projekcijas
koordinaciy asyse. Ta| bus atkarpos OA OB ir OC. Koordinaciy asyse atidedame vienetinius

vektorius (ortus) i, j ir k (vektoriai '| jir k vadinami erdvés staciakampe baze) ir per juos
|sre|sk|amevektor|us OA, OB ir OC. Jeigu OA5x, OB5y ir OC5z, ta
OA XI OB = yj ir OC zk Pagal vektoriy sudéties gretasienio taisyklg turésime:

a OA +OB+0C = XI +yj +zk Skaic¢iai X, y ir z vadinami vektoriaus koordinatemis. Tai
galima uzrasyti ir taip a 5(x;y;2). Taigi,

a5 (xy;z) = Xi +yj +7k

Vektoriaus modul; rasime du kartus pasinaudoje Pitagoro teorema arba prisiming
staciakampio gretasienio istrizainés savybg, kad staciakampio gretasienio istrizainés kvadratas
lygus trijy jo matmeny kvadraty sumai: |<5|2 =x’+y*+2z° arba

al y

Veksmai su vektoriais, isrei kstals koordlnatemls
Sakykime, duoti du vektoriai &= x,i +y, j +zk = (x.;y,;z,) ir

b=x,i +y,]+2,k =(x,1y,i2,), ta
axb=(x, £,)i +{y, £y,)i +(z, £2,)k = (x, £x,1y, £y,12, £2,);

ma =mx,i +my,j+mz.k = (mx_;my,;mz, )|
Sudedant du vektorius, juy koordinatés sudedamos, o atimant — atimamos. Dauginant
vektoriy i$ skaiciaus, jo koordinatés dauginamos is to paties skaiciaus.

Vektoriaus AB koordinatés
Z

Sakykime, duoti taskai A(X1;y1;21) Ir

B B(x2;y2;Z2). Reikiarasti vektoriaus AB

A koordinates. Bréziame vektorius OA ir
(0] y OB. Tada OA +AB=0B ir AB =OB-

X OA =(X, - X}y, - ¥1;Z, - 2, ). Taigi,
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AB = (X, - X,3¥, - Y1iZ, - Z,)

Turédami vektoriaus AB koordinates galime rasti vektoriaus moduli (atkarposilgi):

‘E‘ZAB:J(Xz - X1)2 +( 2~ Y1)2 +(Zz - 21)2-

Dvigy vektoriy kolinearumo salyga .
Duoti du kolinearis vektoriai &= (x,;y,;z,)ir b=(x,;y,;z,). Jeigu sie vektoria
kolinearts (lygiagretus), tai visada galima surasti toki skai¢iy m, kad galioty lygybé &=mb :

X1
X, =mX, :::Xz |
(csi¥iiza) =Mz 2i2) P (xsiyii2,) = (mimy,me, )b iy, =my, b (2t =m,p
Iz, =mz,; 172
| 20 iz,
Ll
I Z2

Dviejy kolineariy vektoriy atitinkamos koordinatés proporcingos.

Atkarposdalijimas duotuoju santykiu

A c B

Duoti atkarpos galai A(x1;y1;21) ir B(X2;y2;22). Reikiarasti koordinates tokio tasko
C(x;y;2), kuris dalija atkarpa AB santykiu ’é_CB: =| . Jvedame vektorius ACir CB. Siy

vektoriy koordinatés bus AC = (x- x;y-y,;z- z,)ir CB = (x,- xy,- y;z, - z). Jeigu

é—g =1 ,ta AC=1CBir AC=1 CB. [Sate koordinates gausime

iX-Xx, =1x,-1x,

|
(- xgiy- yiiz- 2) =[x, - 11y, - 1yil 2, - 12)P fy-y, =1y, - 1y,
1z-z,=1z,- 1z

ISsprendg, Sias lygtis gausime tasko C koordinates:

X:X1+}\X2 :y1+}\y2 2:21+}\22.
1+A 1+A 1+A
Jeigu atkarpa reikia padalinti pusiau, tai | =1 ir formulés atrodys taip:
X:Xl;XZ 1y:y1 +y2 irZ:Zl+22
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Pavyzdziai . L .

1. Duoti vektoriai &= (2- 1,0), b= (1;0;- 2)ir €= - 2] +k. Raskite )a+b;
2)5- i:)+(r:; 3)5+3(r:; 4)|5|; 5)|(r:|; 6)|£1+i:)|; 7)|35+ ZH.

aorenplimas

Da+b=(2+1-1+00+(- 2)) = (3- - 2);

2)8- b+C=(2- 1+1-1- 0+(- 2}0- (- 2)+1)=(2-33);

3a+3C=(2+3%;- 1+3X- 2),0+3%) = (5- 7;3);

D=2 +( I +0" =Ja+1+0=15

5|8 = 17 + (- 27 +12 = \/6;

6)|5+ Itr)| =3 +(- 17 +(- 2)* =Jo+1+4 =14;

73+ 2b=(8-3-4) [she2b= 8 + ( 3 + (- 4F =64+9+16 =89,

2. Duoti taskai A(2;-1,0), B(2;-1;1) ir C(0;-2;2). Raskite: JAB; 2)BC; 3)AC;
4)AB+BC; 5)BC- 2CA; 6)‘/@"; 7)@’3- A_q.

Sorendimas

1)AB = (2- 2-1- (- 1)1- 0)=(0;0:1);

2)BC=(0- 2-2- (- 1);2- 1)= (- 2- 1:1),

3AC=(0- 2-2- (- 1);2- 0)= (- 2-1,2)

4)AB+BC = (0+(- 200+ (- 1+1)=(- 2-1.2)

5)BC- 2CA =BC+2AC = (- 2+2X- 2)- 1+2X- 1)1+2x) = (- 6;- 35)

6)‘/33" =07 +02+12 =1

7AB- AC=(0- (- 2)0- (- )1- 2)= (22 }|AB- AC|= {22 +27+ (- 1)} =

2

3. Patikrinkite, ar kolinears sie vektoriai: 1)a = (2- 31)ir b= (- 4,6;- 2);

6=i-2j+2kird=2i- 4j- 4k?

Sorendimas

r
1)£_j_ip - E:-l:_ip g_llb
4 6 -2 2 2 2
2)l -22-2 p 1.1, 1 P vektoriai nekolinearas.
2 -4 -4 2 2

4. Kokios turi bati nir p reiksmes, kad vektoriai a= (- 3n;4)ir b= (- 2:4;p) baty

kolinearas?
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Sorendimas
3_n_4_ T2 4 10 T T
appp 2=0=2p 12 2oy 20
t2 p 1 3 3 3
5. Taskas C dalijaatkarpa AB santykiu | SAC:CB51:5; A(7;2;-3), B(-5;0;4).
Raskite tasko C koordinates.
Sorendimas
1 1 1
xrlx, _TtEUY) g 2090 5 -3epd g
) S T S A R U B
1+] 1+= 2 1+ 1+
5 5
Ats.: Ca% § - 29
6o
6. Taskas M dalija atkarpa AB pusiau. Raskite tasko M koordinates, jei A(-2;4,6) ir
B(0;4;-2).
Sorendimas
SNtK -240 o Ava o 6402y no mera)
2 2 2 ’ 2 Y
Pratimai

1. Duotos vektoriy koordinatés: 5: (-2,4,3), i): (3-16), (r:: (2,4;- 1). Raskite:
Da+b; 2a+b+C 3)2a- b 4)a- b+2C 5)2h- 05b+C, 6)a+15b- 05C.
Ats:1) (1,3,9); 2) (3;7;8); 3) 3) (-7;9,0); 4) (-1,13;-5); 5) (-3,5;12,5;2);
6) (1,5;0,5;12,5).

2. ApSkaICIUOkItevektOI’IaUS||gl, kai: 1) a=(-6;0;8); 2) b =(3;-4,0);
3) t=2i +2j- k;4) d=8i- 6k. Ats: 1) 10;2)5; 3) 3: 4) 10.

3. Apskaiciuokite vektoriaus a- bilgi, kai: 4= (2- 35) ir b= (- 2,4);
2)a=(2:L1)irb=(0- 12); 3a=4i +j- 2kirb=i+5]- 2k.
Ats:1)9;2) 3;3) 5.

4. Apskaiciuokite vektoriaus 3a+ 2b ilgi, kai &= (L0;0)ir b=(2:- 2:2).
Ats.:9.

5. Duoti taskai A(1;-2;3), B(4;7;-2) ir C(-1;5;3). Raskite vektoriy
AB, AC ir BC koordinates.
Ats.: (3;9;-5), (-2;7;0), (-5;-2;5).
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6. Duoti taskai: A(-2;4;1), B(3;-1;5) ir C(2;3;5). Raskite:

1)AB+BC, 2)2AB- AC+BC; 3)AC- 2BC. Ats: 1) (4:-14); 2) (5;-5;4);
3) (6:-9:4).

7. Raskite tasko B koordinates, jei zinoma, kad vektorius AB lygus vektoriui
=(3-16), 0 A(-2;1;7). Ats.: B(1;0;13).

8. Raskite tasko A koordinates, jei 7inoma, kad AB =34 ir: 1) B(2:-4:3),
a5(-2,1,6); 2) B(-3;8,7), a5(4-1,7); 3) B(-6;3;-4), a 5(1;3;-7).
Ats.: 1) A(8;-7;-15); 2) A(-15;11;-14); 3) A(-9;-6;17).

9. Apskaiciuokite vektoriaus AB ilgi, kai: 1) A(-1;2;-2) ir B(3;2;1); 2) A(L;-1;1) ir
B(-1;0;3); 3) A(-5;8:-7) ir B(2;4;-3).
Ats.: 1) 5;2) 3; 3) 9.

10. Raskite trikampio perimetra, kai jo virsinés yrataskuose A(0;0;0), B(0;-4;0) ir

C(3;0;0). ,
Ats.: 12.

11. Patikrinkite, kurie s siy vektoriy yrakolinearis: Da= (251 ir b=(410:2);

2)5_85-559 ir d—@;-l;gg; 3)r¥1:a%;-£;39 ir F]—Q-ZE-EQ
&5 3’5y é5 2 5g é 3 g & 9 3g
Ats.: 1) ir 2).

12. Kokios turi bati mir n reiksmés, kad vektoriai gir i:) buty kolinearis, kai:

r r r
Da=(-3md)irb=(-24n); 2a=(23m)irb=(n48); Ia= % m;42 i b:gn1§9
e

4 2¢g
Ats.: 1) m=6, n= 23; 2) m=6, n= 23; 3) m:E, n:i.
3 3 3 16

13. Trodykite, kad keturkampis ABCD yratrapecija, kai A(3;-1;2), B(1;2;-1), C(-1;1;-
3) ir D(3;-5;3).

14. Duoti atkarpos AB galai. Taskas M atkarpa AB dalija pusiau. Apskaic¢iuokite
tasko M koordinates, jei: 1) A(1;-3;2) ir B(3;5;-4); 2) A(-3;4;2) ir B(-1;-2;4); 3) A(3;4;0,5) ir
B(-2,1;1,5).

Ats.: 1) M(2;1;-1); 2) M(-2;1;3); 3) M(0,5;2,5;1).

3. Dviejy vektoriy skaliariné sandauga

Dviejy vektoriy skaliarine sandauga vadinamas skaic¢ius, lygus vektoriy moduliy
sandaugai, padaugintai is kampo tarp ju kosinuso. Ji zymima

= |ar1| ﬁtla| xCosj .
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Vektoriy skaliarinés sandaugos savybes

1) Komutatyvumas, t.y. a b b a

2) Distributyvumast.y. a><(b+c) ><l')+arl>é.
3) Asociatyvumast.y. }\a>b ax}\b

Skaliarinés sandaugos israiska koordlnatemls
Jeigu vektorlal duoti koordlnatemls 4= X, i +ylj +z, kir b= x i +y21 +z k tai ju

skallarlne %ndauga a><b (x [ +ylj +z k)x(x [ +y21 +z k) XX, i ><| +xly2| ><j
+X,Z |><k+yl 2j><| +yly2]><j+yl 2j><k+zx k xi +zly2k><j+zz k% . Pagal vektoriy
skaliarinés sandaugos apibrézima | ><| | H |>«:osO 144 =1 | ><j | H |>«:0390°

=1:1>0= Oanaloglska|j><j Kk = lII’I><k—j><I—j><k kxi = k><j 0. Tagi,

ax = XX, +Y,Y, +2,Z,.

Gavome, kad dviejy vektoriy skaliariné sandauga lygi ju atitinkamy koordinaciy
sandaugy sumai.

Dvigy velftoriq statmenum9 Szllyga
Jeigu a® bb j =90° b axh=[g{b|>cos90" = 0P

XX, +Y,Y, +2,2, =0.

Du vektoriai statmeni tadair tiktal tada, kai jy atitinkamu koordinaciy sandaugy
suma lygi nuliui.

Kampastarp vektoriy

ks
:

15 skaliarinés sandaugos apibrézimo B = |£| %| XCOS] gaunamecosj =

-
X

X1X2 + yly2 + ZlZZ

2 2 2 2 2 2
\/Xl ty: +z; \/Xz ty; +7;

cosj =

PavyzdZiai .
1. Vektoriai air b sudaro kampa ] = 60°. Zinant, kad |4 = 2, |b| = 3, apskaigiuokite:
r r r r r r
Dhb; 287 3b% - bf: 5hE+20)a- b} 6)2h- bf.

Sorendimas

rr g . 0 1
1)a><bz|a|>1b|cosl = 2>X3xc0s60 :2>G><§:3;

a = 4% = |a|>1a|>«:o s0° = |a| X =2 =4
3)b2—|b| =3 =9

r

a)la- bf =k - ><b+b2—4 2:3+9=7;
5)a+20b)a- b)=a%- axb+2bxa- 20% =4- 3+2:3- 2:9=-11,
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r r r
6)(25- b)f =457 - 4hxb+b? = 4x4- 4:3+9=13.

2. Duoti vektoriai a=i - 2k ir b=(- 12,0). Apskaiciuokite:
r r r r r r
Dhb; 287 b7 4yfa+bf: - 20fa+b) 6)RE+bf.
aorerl1dirr1as
1)£1><b=x1x2 +y.y, +z,z, :1><(- 1)+O>Q+(- 2)>0: -1
28" =|d" = x; +yi +zf =1 +0° + (- 2 =5
Yb? = (- 1)? +22+02 =5
r r r
Hh+bf =8 +2hb+b? =5+2x- 1)+5=8
5)@- 2b)a+b)=a% +axh- 2bxa- 20° =5- 1+2-10=-4;
r 'y r rrr
6)(2h+b) = 4h2 + 4hxb+b? = 456+ 4x(- 1) +5= 21,
3. Patikrinkite, ar statmeni vienas kitam sie vektoriai: 1)a = (3,0;- 6)r
b=(472) 2)C=-3i +2]+5kird=6i - 3j +k.
Patikrinimas .
DX,X, + Yy, +2,2, =34+0x7+(- 6)x2=12-12=0b a’ b;
2)- 36+2X- 3)+54=-18- 6+5=-19* 0b vektoriai nestatmeni.
4. Prie kokiy x reiksmiy vektoriai a=(0;x;2)ir b = (- 5- 1,3) statmeni?
Sorendimas

XX, +Y1Y, 2,7, :O,OX(- 5)+X>‘(' 1)+2>G=0|3 -X+6=0P x=6.

5. Apskaiciuokite kampa tarp vektoriy &= (3:4;0)ir b = (0,6;8).

Sorendimas

cosj = XXy Y1y, +247, - 3X0+4x6+0>8 _ 24 - 048
\/xf +y2 +22 \/xg +yi +272 V32 +42 +024/02 +62+82 540

j »61.

Pratimai

1. Vektoriai air bsudaro kampa j = %p. Zinant, kad |8 =3 |E>| = 4, apskaiciuokite:

r r r r r r r
Dht; 28 b ayfa+bf: 5)Eh- 20)fh+ 20} - bf: 7)(h+20f.
Ats.: 1) -6; 2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) -61; 6) 37; 7) 73.
2. Apskaiciuokite iy vektoriy skaliarine sandauga: Da = (3- 21) ir b= (4- 7:- 3):
T - r r r r r r
£=8.2.10, 480840 o h o l+okirh=i+2j-k
6 4g é2 5 3g
Ats.: 1) 23; 2) %; 3) 2.
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3. Duoti vektoriai &= +3]- k,b=-2i - 4j+3kir C=4i - 2] - 3k. Raskite pirmujy
dviejy vektoriy sumos ir treciojo vektoriaus skaliaring sandauga.
Ats.: -8.
4. Duoti vektoriai a=(2-13)ir b=1i - 2j +k. Apskaiciuokite:
' ' r r r r r
Dhb; 8% Ib% Arb): 5(E- b)E- 20} e+ 20f; 7hAp- 2h)
Ats.: 1) 7; 2) 14, 3) 6; 4) 34; 5) 5; 6) 66; 7) —21.
5. Duoti trystaskai: A(-1;3;-7), B(2;-1;5) ir C(0;1;-5). Apskaiciuokite:

1(2AB- BC)2BC+BA) 2VAB: 3VAC.
Ats.: 1) -1224; 2) 13; 3) 3.

6. Patlkrlnklte Siy vektorlq statmenumq
1)a (3,0;- 6)|rb (47;2); 2)c (- 325)|rd (6;- 30).

7. Duotas trikampis su virsinémis: A(2;4;5), B(-3;2;2) ir C(-1,0;3). Irodykite, kad
CA ~ BC.

8. Duotos keturkampio virsinés: A(1;-2;2), B(1:4;0), C(-4;1;1) ir D(-5;-5;3).
[rodykite, kad ACir BD - statmeni.

9. Kokiaturi biti x reiksmeé, kad vektoriai air b biity statmeni:

Da=xi-3j+2kirb=i+2j- xk; 2)a=2i-xjirb=i+j-k a=i-2kirb=xi- 2j+k.

Ats.: 1)-6; 2) 2; 3) 2.

10. Apskaiciuokite kampa tarp vektoriu: 1)a= (v3:10) ir b = (5:0,0);
2)a=(2-44)irb=(-32:6); 3a=2iirb=3i +3j; 4)a=2iirb=3j.
Ats.: 1) 30°; 2)76°; 3)45°; 4)90°.
11. Trikampio virsinés yrataskuose A(-1;-2;4), B(-4;-2;0) ir C(3;-2;1). Raskite jo
vidinius kampus. Ats.: 90°;45°;45".

12. Vektorius ¢ statmenas vektoriams 5: (23-Dir i): (L-2,3) ir tenkinasalyga
(r:>(2i - j +k) =- 6. Raskite vektoriaus ¢ koordinates,
Ats.: (-3;3;3).

13. Duoti vektoriai a=2i - j+3k,b=i - 3j+2kir C=3i +2]- 4k. Raskite

vektoriaus (Iii koordinates, jei jis tenkina salygas: gmlj =-5 Emlj =-11ir (r:><'j =20.
Ats.: (2;3;-2).
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4. Dviejy vektoriy vektoriné sandauga

Vektoriy gir i:) vektorine sandauga vadinamas vektorius ¢, kurio modulis lygus
|ar1| ﬁt'3| >sinj ;¢ia- | - kampas tarp vektoriy &ir b. Vektorius ¢ statmenas plokstumai,
kurioje yra vektoriai air i:) ir nukreiptas taip, kad ziarint i§ vektoriaus ¢ galo vektoriy a
reikia pasukEi pries laikrodzio rodykle maziausiu kampu iki jo krypties sutapimo su
vektoriumi b. Vektoriné sandauga zymima

Vektorinés sandaugos savybes Cor
1) Antikomutatyvumas, t.y. & b=- (b’ a).
2) Asociatyvumas skaliarinio daugiklio atzvilgiu, t.y. }\(5’ b):}\art’ b=a’ Ab.
L r "\, r r,r >, r
3) Distributyvumas, t.y (a+b) c=a c+b’c.
1 1 1 1
4) Jei vektoriai air bkolineards,tai a” b=0, nes|a’ bf =|ab|>sin 0" = 0.
5) Jei vektoriai air bstatmeni, tai [a” bj =[&4b/sin 90" =|a] fb].
6) Vektoriy &ir bvektorines sandaugos modulis lygus lygiagretainio ABCD plotui

o,
ir dvigubam trikampio ABD plotui, t.y. |Sasco = 2Sasp :|a b| .

Vektorlnes sandaugos |sra|ska koordlnatemls . o o
a b= (x i +ylj+z k) (X, |+y21+z k) x X5 i i +X,Y,0 0 J+Hxz,i " k+
YOI YL Y] k+zx K i+zyk 22,k k;

Rasime baziniy vektoriy i j ir k vektorines sandaugas. Cia pasinaudosime

vektorinés sandaugos apibrézimu ir 4) bei 5) vektorinés sandaugos savybémis.
V4

X

Istate baziniy vektoriy vektorines sandaugas, gausime:
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r, : ! : ! !
a bleyzk_ X125 - Y1X2k+Y1zzl +Z,X,] - 7,Y,l :(Y1zz - ZlYZ)' -

r roly, z)\v |x;, z|\r X, yr
_ _ + _ k: 1 1 _ 1 1 + 1 lk al’ba
(XlZZ ZlXZ)J (leZ leZ) ) ZZ I XZ Zz J Xz yz
For i ] kK
a"b=|x, y, z]}
X2 y2 22
Pavyzdziai . L
1. Raskite vektoriy a=(2;- 1,0)ir b =3i + 2k vektoring sandauga.
aorendirlnasI .
i j k
rr -1.0r |2 or |2 -1r ror
a b=2 -1 0= i- j+ k=-2i- j+3k (- 2-43)
0 3 3 0
3 0 2

2. Raskite vektoriais 5: Zi + Ij + 2I'< ir i:) = 3'i + 2'j + 2I'< nustatyto lygiagretainio

plota.
aorendimasI .
i ]k
r r 1 2 2 2r |2 4r rr
b=2 1 2= j+ k--2|+2]+k
2 2 3 2" 3 2
3 2 2

|a b b =y(- 27 +22+1> =9 =3,

3. Duotos trikampio virsiiniy koordinatés: A(-2;0;1), B(-3;5;-4) ir C(-1;1;-2). Raskite
trikampio plota.
Sorendimas
AB=(-3- (- 2)5- 0-4-1)=(- 1,5-5); AC=(- 1- (- 2)1- 0;- 2- 1) = (11:- 3);
1 1 1
i ] k

—, — 5 -5 |-1 -5r |-1 §r r-rr
AB " AC=|-1 5 -5= i - j+ k =-10i - 8j - 6k;
11 1 1 - 1

s:%‘A_B" A_ci( :% (- 10)? +(- 8)? +(- 6)? =%\/100+64+3 :%\/200 =5/2.

Pratimai o
1. Raskltevektorlq alr b vektorlnq sandaugq 1)a 2i - 3j+tkirb=i+2j- 2k;

2)a= 2|+3]+5k|rb—|+2]+k 3)a G- 24)|rb (L-5-2); Ha=(251irb=(€:2-3).
Ats.: 1)4|+5]+7k, 2)-7|+3]+k, 3)(2410;- 13); 4)(- 17;7;- 1).
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2. Vektoriai Air bsudaro kampa | :%. Zinodami, kad |8 =6, |b| =5, apskaitiuokite
]
& b}
Ats: 15.
r ! . .- . r, !
3. Duota |g =10, |b| =2ir axp =12. Apskaiciuokite |a’ b|
Ats.: 16.
4. Duoti vektoriai &= (3- L- 2)ir b= (L:2- 1). Apskaiciuokite:
D(2h+b)" b; 2)(2h- b)" (2h+D).
Ats.: 1) (10;2;14); 2) (20;4,28).

5. Apskalcluokltelyglagretalnlo pIotaU jEI jO krastlnes yravektorlal alr b
1)a 6| +3]- 2k ir b 3| 2]+6k 2)a 2 +j+2k|l’b 3| +2]+2k
3)a— (23-4)ir b= &- 13).
Ats: )49, 2)3, 3)5V6.

6. Duotos trikampio virsanés: A(2;-3;4), B(1;2;-1) ir C(3;-2;1). Raskite trikampio

Ats.: 5\/5.

plota.

5. Misrioji trijq vektoriq sandauga
Triju vektoriy a b ir CmISI’IOjI sandauga yra skaicius, Iygusvektorlnes sandaugos
a b ir vektoriaus ¢ skaliarinei sandaugai ir zymimas (a b)

Misriosios vektoriy sandaugos savybés

1) Triju vektoriy misriosios sandaugos modulis lygus gretasienio, kurio briaunas
sudaro Sie vektorial, tariui.

2) Trijy vektoriy batina ir pakankama komplanarumo sqlyga yra ju misriosios
sandaugos lygybe nuliui.

3) Vektorinésir skaliarinés sandaugos operacijas galimakeisti vietomis:

[ bt =hp &),

Misriosios sandaugos israiska koordinatéemis

N |l X, z|l X r
Jeigu a b=t “fi. i+t ylk ocC= X|+y31+zk
y2 ZZ XZ ZZ XZ y2
o rorer ly, z z y
ta (@ b)y>xc="" Pxg-|t xy,+[t Tt xz, aba
y2 ZZ 2 ZZ XZ y2
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r . r Xl yl Zl
@ byxc=x, y, z,.
X3 y3 Z3
Jeigu trys vektorial yra komplanaris, tai (5 E))X(r: =0 arba
Xl yl Zl
X, Y, Z,/=0]
X3 y3 Z3
Ciair yratrijy vektoriy komplanarumo salyga.
Pavyzdsiai i . o
1. Apskaiciuokite vektoriy a= (0;- 1), b = (0;2;- 1)ir ¢ = 2i - | +k migriaja
sandauga.
Sorendimas
1 0 - 1 0 -
r, n.r -
(a b)>«::O 2 -1=0 2 -1= =6-1=5.
5 -1 3

-1 1) 0 -1 3

2. [rodykite, kad taskai A(1;2;3), B(2;4;1), C(1;-3;6) ir D(4;-2;3) priklauso vienai
plokstumai.

[rodymas
Taskai priklausys vienai plokstumai, jei vektoriai AB = (1,2-2), AC = (0-53) ir
AD = (3;- 4;0) komplanaris, t.y. misrioji sandauga lygi nuliui:
1 2 -2 1 2 -2
(A8 AC)aD=0 -5 3|=j0 -5 3 :"5 j=-30+3o=o.
3 -4 0l o -10 6 "%

3. Raskite tiirj gretasienio, kurio tris briaunas, turincias bendra virsiine, sudaro
vektoriai a=(L-2;2), b= (- 1,22)ir ¢ = (0,23).

Sorendimas
1 -2 1 -2 2

r,"n\r 0

(a b)><c:-1 2 1l=0 O :‘2 j:-G;
o 2 0O 2

v=[a bhd=|-g=6

4. Trikampés piramidés virsinés yra taskuose A(1;0;2), B(0;-1;3), C(2;1,0) ir
D(2;2;1). Apskaic¢iuokite jos tirj.
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Sorendimas
Trikampés piramidés tiiris sudaro % gretasienio tario, taigi,
-1 -1 1 -1 -1 1
v:%‘(ﬁ'ﬁc’)xﬁ‘:% 1 1 -2=
1 2 -1 0O 1 O

| =
o

1

1
-_—
=
s
1
ol

Pratimai
1. Apskaiciuokite vektoriy &b ir ¢ misriaja sandauga, kai -
1) &= (- 0).b = (10;2) ir £ =(202); 2) &= (1:22), b= (01:2)ir ¢=(- 23- 1)
Ats.: 1) -3; 2) -13.
2. Patikrinkite vektoriy &, b ir ¢ komplanaruma, kai: 1) & = (1;2;- 1), b = (30;- 4) ir
t=(- 2-42);2) a=(1-1,2), b= (204)ir €= (- 110}
3) a=(12:2), b=(340)ir ¢ = (- 3-40).
Ats.: 1) komplanariis; 2) nekomplanaris; 3) komplanaris.

3. Irodykite, kad taskai A(1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1) ir D(2;1;3) priklauso vienai
plokstumai.

4. Trikampés piramidés virsiinés yra taskuose A(2;-1;1), B(5;5;4), C(3;2;-1) ir
D(4;1;3). Raskite jos tiir. Ats.: 3.

5. Trikampés piramidés virsinés yra taskuose A(2;3;1), B(4;1;-2), C(6;3;7) ir
D(-5;-4;8). Raskite auksting, nuleista i$ virsinés D. Ats.: 11.

6. Trikampés piramidés taris V=5. Trysjo virsinés yrataskuose A(2;1;-1), B(3;0;1)
ir C(2;-1;3). Raskite virsinés D koordinates, jei zinoma, kad ji yra QY asyje.
Ats.: (0;-7;0).
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