TIESINISPROGRAMAVIMAS
1. Tiesinés nelygybés

Tiesines nelygybes su n nezinomyju galima uzrasyti taip:

ax tax, +..+ax, £Db,

ax tax, +..+a x, <b,

ax tax, +..+a x, b,

ax ta,x, +..+ax, >b.

Tiesinés nelygybés sprendiniu vadinamas toks skaiciy rinkinys x = (;q; X2} Xn ) kuris
tenkina vieng i$ duoty nelygybiy. Visy tiesinés nelygybés sprendiniy aibg zymésime X.

Tiesinés nelygybés su vienu nezinomuoju sprendinius galima vaizduoti skai¢iy tiesés taskais.
Pavyzdziui, nelygybés su vienu nezinomuoju x, £ 2 sprendiniy aibé geometriskai gali bati pavaizduota
tap: 2

X1

Nelygybés su dviem nezinomaisiais sprendiniai uz pildo kuria nors pusplokstume. Norint
pavaizduoti geometriskai tiesinés nelygybés su dviem nezinomaisiais sprendinius, reikia uztusuoti ta
plokstumos pusg, kurios tasku koordinatés tenkina duotaja nelygybe. Pavyzdziui, sprendziant
geometriskai nelygybe X, + X, £ 3, pirmiausiai bréziamatiese x, +x, =3, atidedant du jostaskus, t.y.
tokius taskus, kuriy koordinatés tenkina tieses lygti, pvz., (0;3) ir (3;0). Po to nustatome, kurios
pusplokstumes tasky koordinatés tenkina duotaja nelygybe (istacius gauname teisinga skaiting
nelygybe), ir uztusuojame ta pusplokstume:

X2

X1

Pratimai
Pavaizduokite grafiskai tiesiniy nelygybiy sprendiniy aibes:

1) x,3 0; 2) x, £2 3) x,% -1,

4) x, 30 5) x, +X, £5 6) X, £ 4

7) X -X,3%3 8) x, +2%, £8; 9) 2x, +3X, 3 6
10) x, +2x, £0; 11) x, - x, 3 G; 12) 4x, +3x, £12,
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13) 3x+5y 3 15 14) 3x- 5y £15, 15) 5x- 3y 3 15
16) 4x+7y3 O 17) 6x- 5y £0; 18) x +5y 3 10;
19) 3x- 2y £0; 20) 2x - 7y 3 14 21) 3x- y£ 2.

2. Tiesiniy nelygybiy sistemos

Tiesiniy nelygybiy su n nezinomyjy sistema gali buti uzrasytataip (nelygybiu zenklai gali biti
ir kitokie):

_\I_ a11X1+a12X2+"'+a1an £bl’
i ay X, +a,Xx, +..+a, X £Db,,
[

2n“*n

S
fa x +a.,x +..+a, X £hb,.

Jeigu sistemos nelygybiu sprendiniu aibes pazymésime atitinkamai Xi, Xa,...,Xm, tai aibe
X5 Xi€C XoC...CXmvadinsime tiesiniy nelygybiy sistemos sprendiniy aibe. Taigi, tiesiniy nelygybiy
sistemos sprendinys yra toks skai¢iy rinkinys (;q; X2} Xn ) kuris tenkina kiekviena sistemos
nelygybe. Sprendziant nelygybiu sistema geometriskai, reikia surasti ta plokstumos sritj, kurios tasky
koordinatés tenkina kiekviena is duotyju nelygybiy.

Apsiribosime nelygybiy sistemomis su dviem nezinomaisiais.

PavyzdZiai
Pavaizduoti grafiskai siy tiesiniy nelygybiy sistemy sprendiniy aibes:

1%+, £4,
1) %xl- X, 3 0,
1 x,3-2

Bréziametieses x, +x, =4(L,), %, - x, =0(L,) ir x, =-2(L,). Rodyklémis nurodome
kiekvienos nelygybés sprendiniu pusplokstumes ir uztusuojame bendra ju dali:

X1
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i X - X, £2
2) | x +x, £2,
{Xl-X23-2. X2

X1

ix+y3
3) x- YE3,
L ye-1.

0D | ]

Sios trys pusplokstumes neturi nei vieno bendro tasko. Todél sistemos sprendiniy aibe tuséia:
X54£&

Pratimai
1. Pavaizduokite grafiskai Siy tiesiniy nelygybiy sistemu sprendiniy aibes:

i4x, +3x, 2 0, I X-X%X£3

: 61 2£6 i X, +5x, £10, : xl+2>§ £6

I ex - x , ! | ,
)t 2) | 4%, - X, £4, 3yt T

i X +tXx, £4, i 2% T X, 3 -2,

. - X +3X, £6 .

t x30 t x-X%x233
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N 1 X +% 30, i
i 4, +5x, £ 20, i 1% +2%, 2 0
e 2 'i'2x +X,30 i ’
4) i 6x, +x, £12, 5, . i %£2
10X T X, 3% +x, 30 °
I o +%,£2 T T ES
I %% tax, +x,3 0 l
. \|2X1' Xz _61
12%, - 3, £6, i e i 2x- 3y £6,
| . X, E£4, i
Igy +2x £8, | 8x+2y £8,
7 %31 2£3 8) i x, +2x, £8, %3 y£3
i 3% - %, £3 i - 2% £4 [ YRS
! % - eX B4
b x*2 3 toxz
T XZ _21
13x+2y£6 o e
) !
:::4 + y£4’ 12x- 3y? -6, §X+y-3E0,
100 Y= 11) { x+3y3 6, 12) ix+3y+12 0,
I X3 O M e y
i : {3x- 2y £6; I xso,
t oy } y* 0
N 3 iX-y+230, 12x- 3y £6,
i y3l I I
1 [X-y-2£0, P 0
13) [x+y£3 Wi g B e
Ix-ys1; L, [ eo
| Fooy3o t YEQ
\ i3x+7y £ 21, 1 x+y30,
_:_x+5y£10, t3x+7y2 0, 1x+2y3 0,
16) | 2x+3y 2 0, 17) | 3.4 18) 1 +3y3 0
Fox- yes Py S
f x-y£3 fx+4y® 0.

2. Pavaizduokite grafiskal siy tiesiniy nelygybiy sistemy sprendiniy aibes ir apskaiciuokite ju
kontdiry virsiniy koordinates:

Ix-7y3 -3l i x- y£5
1) : X+y3 1 Ats.:(-3;4), (4,5), (2-1). 2) %3x+5y£23, Ats.: (1;4), (6;1).
1 3x-y£7, Lo x+y£3
16x- 7y3 -30, i2x- 3y3 -12,
L x+ay£26,  As:(-50),(26 L ax+y£46
g b XTHES (- 50). (26) a b PTYET Ats: (68), (10:6), (11:2).
i BX+2y £ 40, (6:5), (8,0). i X+2y£22,
AN { 2x- 3y £16;

3. Tiesinis programavimas. Optimalaus planavimo uzdaviniy grafinis
sprendimas

Y ra daug ekonomikos uzdaviniy, kuriuose reikiarasti tokias parametry relksmes, su kuriomis
pasirinktas faktorius igyja didziausia arba maziausia reiksme. Juos sprendziant, yra sudaromi
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matematiniai modeliai, o paga ju sprendinius planuojama ekonominé veikla. Geriausiy varianty
paieskos uzdaviniai vadinami optimizavimo uzdaviniais. Cia nagrinésime tiesinio programavimo
uzdavinius. Tai tokie optimizavimo uzdaviniai, kuriy kriterijus isreikstas tiesine funkcija, o
nezinomyjy parametry sarysiai (apribojimai) — tiesinémis nelygybémis. Apsiribosime uzdaviniais su
dviem nezinomaisiais.

Sakysime, kad reikia apskaiciuoti min(c,x, +¢,x, ), kai

_\|_ ay X +aX; £ bl’

1 anX +a,%, £b,,

ta x +a x, £b_.

Cia F = ¢ x, +C,x, yratikdo funkcija, o leistingji aibe X —tiesiniy nelygybiy sistemos
sprendiniy aibé. Leistinoji aibé, jeigu ji netuscia, gali bati baigtinio arba begalinio ploto. Pasirinkime
bet kuri leistinosios srities taska. Tikslo funkcijos reiksme tame taske pazymeékime z,. Sudarykime
lygti c,x, +¢,X, = z, ir ja pavadinkime lygio lygtimi. Sios lygties geometrinis vaizdas yra tiesé, kuria
vadinsime tikslo funkcijos lygio tiese. Kaip ir bet kuri kitatiese, lygio tiesé dalija plokstuma i dvi
pusplokstumes. Vienoje yratiesinés nelygybés ¢ x, +¢,X, > z, sprendiniai, o kita uzpildo priesingos
nelygybés c,x, +¢,X, < z, sprendiniai. Kadangi mus domina min(c,x, +c,X, ), tai ¢,x, +C,x, < Z,.
Traukiant lygio tiesg lygiagreciai zemyn, tikslo funkcijos c,x; + c,X, reiksmeés mazes kol pasieksime
ribin taska (dazniausiai daugiakampio virsiing), kurio koordinates Lstatq 1 tikslo funkcija ir gausime
optimalia (3iuo atveju minimalia) tikslo funkcijos reiksme z = C, X1+ C, X2 . Grafiskal tai atrodyty
mazdaug taip:

X2

Lygio tiesé

AN
* >\ N

2= Lygio tiesés ribine padétis
\/

Pastebésime, kad optimali reiksmé pasiekiama daugiakampio virsanéje. Todél, ieskant
optimalios reiksmés, pakanka rasti gauto daugiakampio virstiniy koordinates ir apskaiciuoti tikslo
funkcijos reiksmes tuose taskuose. Jeigu mus domina maksimali relksmeé, tai pasirenkama didziausia
tikslo funkcijos reiksme, o jeigu minimali — maziausia.

X1

PavyzdZiai

1. Apskaiciuoti:
1) max(xl-xz), kai
i4x, +3x, £12,
[ %30,

¥ X, 3 0.
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Grafiskail issprendziame nelygybiy sistema ir nustatome leistiny sprendiniy srities
daugiakampio virsiiniy koordinates:

Apskaiciuojame tikslo funkcijos reiksmes

X2 trikampio virsunése:
F5X1-X2

(0;4) (0;0) F50-050
(0;4) F50-45-4
(3,0) F53-053

%.

o1 \,(30 X1
\ Ats.: Frax53, kal X153, x.50.

2)max(2x+y), kai
i13x+y£15,

i X+y£7,

: x3 0,

t yso.

Grafiskai issprendziame nelygybiy sistema ir nustatome leistiny sprendiniy srities

daugiakampio virsiiniy koordinates: . .
Tiesiy 3x+yS15ir x+y57

susikirtimo tasko koordinates
surandame spresdami lygéiy sistema:
13x+y =15,
|

T X+y=7,

y

x54, yS3.

Skai¢iuojame tikslo funkcijos
reiksmes daugiakampio virsanése:

F52x+y
0O(0;0) F50+050
A0;7) F50+757
B(4;3) F512+3515
(7:0) X C(50) F510+0510

0(0,0)

C(5;O)\ \

2. [moné planuoja gaminti prekes Py ir P2, naudodama dviejy pavadinimy zaliavas 7 ir Z,. Ju

Ats.: Frax5 15, kai xX54, y53.

sanaudos prekés kiekio vienetui pagaminti ir turimos zaliavy atsargos surasytos lenteléje:

. Prekes Zaliavy
Zaliavos =) =) Alargos
71 2 5 270
7o 2 3 210
Prekés _\/leneto 30 Lt 70Lt
kaina
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Sudarykite optimaly gamybos plana, kad, pardavus produkcija, buty gautas didziausias
pelnas.
Sorendimas

Sakykime, kad prekiy Py reikia paga[ni nti x vienety, o prekiy P, -y vienety. Tada zaliavy 71
bus sunaudota 2x+ 5y, o zaiavy Z, — 2x+ 3y. Zinodami, kad zaliavy atsargos ribotos (2x + 5y £ 270ir

2x+3y £ 210), o x ir y neneigiami, sudarome nelygybiy sistema:

| 2x+5y £ 270,

| 2x+3y £ 210,

: X 3 O,

t  yso.

Pardavus x vienety prekiy Py ir y vienety prekiy P, bus gauta 30x+ 70y Lt pajamy. Kadangi

imonés tikslas yra gauti kuo didziausias pajamas, tal reikia isspresti optimalaus planavimo (tiesinio
programavimo) uzdavini:

apskaiciuoti max(30x+ 70y), kai
i2x+5y £ 270,

L2x+3y £ 210,

: X3 0,

t  yso.

Uzdavini issprendziame grafiskai:

y F530x+ 70y

O(C;0 F50+050

A(0;54) | F50+70%453780
B(60;30) | F530%60+ 708053900
C(105;0) | F530405+053150

B(60;30)

X

0(0,0) caos;N (135:6)—

Matome, kad didziausias pajamas (3900 Lt) imoné gaus, jeigu gamins 60 prekiy Py ir 30
prekiu P..
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Pratimai

1. Isspreskite grafiskai siuos tiesinio programavimo uzdavinius:

1) max(2x, + x,), kai
I 3 +%, £9,

i 2, +4x, £16,

i X, 20,
b %30

3) max (2, +3x, ), kai
% +2x, £10,

i 2%, +X, £8,
: Xl 3 O’
i %20

5) min(3x, +4x, ), kai
DX+ 5

i 2%, +5x, 3 10,

: Xl 3 O’

o x30

7) max (2x, +5x, ), kai
2%, +X, £10,

|
: X +X, £6,
i X, +2x, £14,
: x, 30,
fox30

9) min(2x + 3y), kai
i2x+y£6,

'i'3x- y £ 4,

: X3 _:I_l
fys-2

11) min(x- 2y), kai
ix+2y£4,

: X3 O,

AR

13) min(3x + 2y), kai

Ats.:7.

Ats.:16.

Ats.:15.

Ats.:30.

Ats.:-8.

Ats.:-4.

2) max (4x, +3x, ), kai
13 +X%, £9,

i X, +2x, £8,

: x, 30,

i oxeo0

4) max (4x, +3x, ), kai
13, +5X%, £ 32,

i 2%, +x, £12,

: x 30,

i %00

6) min (2x, - x,), kai
i X% +X, £10,
i X %5
: x, 3 0,
box%24
8) min(2x, +4x, ), kai
13x, +2x, £15,
X +2X, 3 4,
X - 2%, £0,

X 30,

X, 3 0;

!
!
|
:
!
)

10) max (2x + y), kai

i 4x+y£EA4,
%2x- y3 -4,
1 x+y3 -2

12) max (3x +2y), kai
i x+6y£ 30,

' 2x- y£8,
i3x+2y2 6,

::: x3 0,

f y30

14) min (3x + 4y) kai
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i x+6y£ 30, R
: I X+y35
v 2X- YES§, i
1 . [ 2x+5y 3 10, .
i3x+2y3 6, Ats.:6. | Ats.:15.
: i X320
i x3 0, i 3 0
f y*o0 o
15) min (4x + 3y), kai 16) min(2x+y), kai
i3x+5y £ 32,
: 2X ) y£12 12x- y3 -4,
[ oy 1
% 30 ’ Ats.:0. : X+y3 -2, Ats.:-4.
P lax+y£ 4
t o y30
17) max (x - 2y), kai 18) max (x + y), kai
iX+2y£4, i X+4y£8,
: :
+y3 13x+2y £12,
L X 3’ ! Ats.:8. X 3y Ats.4,4.
i x30, i X320,
foy3-1 f oy
19) max(x+y), kai 20) min(x-2y), Kai
i x+2y£10, i 2x+5y £ 43,
{3x- 8y £16, Ats.: 9. f2x- 7y £-17, Ats:-10.
1 xzo0 1 o2x-y2 ]
21) max(4x+7y), kai 22) min(2x-2y), kai
i3x- 2y3 -8, i13x+2y £33
: :
o, - £ 7 o, - 3 _4’
Lo X yE s Ats: /E L Xy Ats.: -8.
i X-3y£3, j2X- 9y £-9,
fx30vy30; f x30

2. Cecho keturiuose baruose gaminami dvigjy riisiy gaminial. Reikia sudaryti toki gamybos
plana, kad atidavus gaminius, biuty gautas didziausias pelnas. Pirmame bare dirbama ne daugiau 16 h,
antrame — 30 h, treciame — 16 h ir ketvirtame — 12 h.

Lenteléje nurodyta, kiek laiko (valandomis) reikia kiekvienos riisies gaminiui pagaminti
atitinkamame bare. Nulis rodo, kad gaminys atitinkamame bare negaminameas.

Gaminiai Bara
1 2 3 4
| 4 3 0 2
I 2 6 4 0
Bare galimadirbti (valandy) 16 30 16 12

Cechas gauna toki pelna: atidaves viena | risies gamini — 3 Lt, Il risies—4 Lt.

Ats.: Didziausias pelnas, atidavus dviejy risiy gaminius, yra 22 Lt. Cechas ji gauty,
pagamings 2 | risies gaminius ir 4 antros riisies gaminius.
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3. Baty ateljé siuvadvieju modeliy A ir B avalyng ir jiems pagaminti naudoja trijuy rasiy
zaliavas, kuriy atsargos ribotos. Be to, modeliy A ir B vienai porai pagaminti sunaudojamy zaliavy
kiekiai (dm?) pateikti lentel¢je. Sioje lenteléje taip pat nurodyta zaliavy atsargy kiekiai ir pagamintos
baty poros salyginé kaina (Lt).

Gaminial Zaliavy
ModelisA | ModelisB | atsargos
71 5 0 100
Z> 4 4 120
73 4 8 160
Gammlc_) vieneto 60 30
kaina

Sudarykite modeliy A ir B optimaly gamybos plana, kad pajamos, gautos pardavus
produkcija, buty didziausios.

Ats.: Modelio A reikia pagaminti 20 vnt., modelio B reikia pagaminti 10 vnt., didziausias
pelnas 1500 Lt.

4. Kiekvieng dieng autotkiui reikia maziausiai 650 litry dizelinio kuro, 324 litry benzino ir 48
litry alyvos tam, kad autotikis normaliai dirbty. Degaliné A gali pristatyti 130 litry dizelinio kuro, 36
litrus benzino ir 4 litrus alyvos, visatai uz 240 Lt. Panasias prekes sitilo ir degaliné B, kuri uz 65 litrus
dizelinio kuro, 54 litrus benzino ir 12 litry alyvos praso 300 Lt. Kiek uzsakymuy kasdien reikia sudaryti
autotkiui su kiekviena degaline, norint patenkinti dienos poreikius degalams ir tepalams maziausiomis
kainomis?

Ats.: A -3, B —4; Fyin 51920 Lt.

5. Cecho bare gaminami dvieju rasiy gaminiai. Vienam | rasies gaminiui suvartojama 5 kg
vario ir 1 kg aliuminio, o vienam |1 rasies gaminiui — 3 kg vario ir 2 kg aiuminio. Realizaves viena |
rasies gaminj, baras gauna 2 Lt pelno, o realizaves viena Il rasies gamini — 3 Lt. Bare yra 45 kg vario
ir 16 kg aliuminio. Kiek kiekvienos rasies gaminiy reikia pagaminti, norint gauti didziausia pelna?

Ats.: | =6, Il =5; Fnx527 Lt.
6. Firma gamina 2 riisiy prekes Py ir Py, naudodama trijy pavadinimy zaliavas: Z1, Zo, ir Zs. Ju

sanaudos prekés kiekio vienetui pagaminti, turimos zaliavy atsargos ir pelnas uz kiekviena parduota
prekés vieneta pateiki lenteléje:

Prekes
=) =) Atsargos
71 2 12 720
Z» 2 3 270
73 9 3 900
Pelnas 250 250

Sudarykite optimaly gamybos plana, kad pelnas bty didziausias. Koks tas pelnas?

Ats.: P1 —90, P, — 30, Fma530000 Lt.
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7. Dvigjy pavadinimy siuviniams S; ir S, naudojami trijy artikuly audiniai Aq, Az ir As.
Audiniy sanaudu normos (metrais) kiekvienam siuviniui, turimos atsargos (metrais) ir pelnas (litais) uz
kiekviena parduota siuvinj pateikti lenteléje:

S Siuviniai 5 Atsargos
A1 2 6 420
Ao 3 3 270
As 9 6 720
Pelnas 20 30

Sudarykite didziausia pelna duosianti siuvimo plana. Kokstas pelnas?
Ats.: S, —30, S; — 60, Fnax52400 Lt.

8. Imoné planuoja pirkti daugiausia 10 autobusy, kurie galéty pervezti maziausiai 360
keleiviy. Pasirinkti 2 autobusy modeliai A ir B. Modelio A autobusas gali pervezti 40 keleiviy ir
kainuoja 20000 Lt, o modelio B autobusas gali pervezti 30 keleiviy ir kainuoja 15000 Lt. Kiek ir kokio
modelio autobusy turi nupirkti imoné, kad baty patenkinti pervezimo reikalavimai, o islaidos
pirkiniams bty maziausios? Kokia minimali pirkinio kaina?

Ats.: A -6, B —4 arbaA-9; Fin'S180000.

9. Baldy imoné dviejuose cechuose gamina lovas ir kusetes. Vienai loval pagaminti
sugaistama 12 valandy pirmame ceche ir 8 valandos antrame ceche. Vienai kusetel pagaminti
sugaistama 8 valandos pirmame ceche ir 12 valandy antrame ceche. Pardavus lova, imoné gauna 400
Lt pelna, o pardavus kusete — 300 Lt. Maksimalus ménesio valandy skai¢ius pirmame ceche yra 840
valandy, o antrame ceche — 600 valandy. Kiek lovy ir kuseciy turi pagaminti imoné per ménes;, kad
pardavus produkcija, pelnas bity didziausias? Koks maksimalus pelnas?

Ats.: 66; 6; 28200 Lt.

10. 1 ha ploto zemés sklype reikia pasodinti maziausiai 2000 sodinuky. Numatoma sodinti
obelis ir serbenty krimus. Viena obelis uzima 10 m? zemes plota, o serbenty krimas— 2 m?.
Realizavus derliy, numatoma gauti 30 Lt pajamu i$ obelsir 5 Lt is serbenty kramo. Kiek obely ir kiek
serbenty kriimy reikia pasodinti, kad pelnas bty didziausias? Koks maksimalus pelnas?

Ats.: 750; 1250; 28750 Lt.
11. Dvi kepyklos, K1 ir Kz, kepa duong pagal triju prekybos centry, Cy, Co, ir Cs, uzsakyma.

Pirmoji kepykla iskepé 18 tony, antroji — 22 tonas duonos. Sia duona reikia nuvezti | prekybos centrus:
12 tony 1 C4, 8tonas i C; ir 20 tony | Cs. Vidutinés transporto islaidos (Lt) vienal tonai pervezti yra

tokios:
C C, Cs
K1 50 20 7
Ko 10 40 35

Sudarykite pervezimo plana, kad transporto islaidos biity maziausios.
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& 0 18p

%12 8 25
12. Numatoma gaminti penkiy pavadinimy D, D2, D3, D4 ir D5 detales naudojant zaliavas Ry,
Rz ir Rs. Siy zaliavy sanaudos vienai detalel bel turimos ju atsargos yra tokios:

Ats.: x =

D1 D, Ds Ds4 Ds Atsargos
Ry 2 0 3 11 1 710
R 4 2 3 1 7 790
Rs3 5 1 4 7 11 1160

Pardavus biity galima gauti 20 Lt pelna uz kiekviena D, detalg, 25 Lt uz Do, 12Lt uz D3, 5Lt
uz D4 ir 44 Lt uz Ds. Detaliy gamyba reikia suplanuoti taip, kad visos turimos zaliavos bity
sunaudotos, o gautas pelnas — didziausias.

Ats.: x = (0;190;0;60;50).

13. Statybos bendrové trims objektams O;, O, ir O3 statyti perka cementa is gamykly Gy ir Gp.
Uzsakymal yra atitinkamai 100 tony, 150 tony ir 120 tony. IS pirmos gamyklos nupirkta 180 tony
cemento, o i§ antrosios — 190 tony. Cementa is gamyklu reikia nugabenti i statyby objektus, paskirstant
jitaip, kad bendrosios transporto islaidos bty kuo mazesnés. Sudarykite optimaly pervezimo plana,
kai vidutinés vienos tonos pervezimo kainos (litais) yratokios:

O, O, Os )
G, 7 11 3 Ats gaéOO 80 O%
G, 13 14 5 0 70 1204
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