FUNKCIJOS. RIBOS. ISVESTINES

1 Funkcijos. Ribos. Tolydumas

1 Skaitiné funkcija. Funkcijos apibrézimo ir kitimo sritys

Atitiktistarp aibiy X ir Y vadinama funkcija, jeigu kiekviena aibés X elementa atitinka tik
vienas aibés 'Y elementas. Aibiy X ir Y elementais gali biti skaic¢iali, geometrinés figaros ir kiti jvairas
objektai. Jeigu aibés X ir Y skaitinés, tai funkcija vadinama skaitine. Skaiting funkcija zymésime
y5f(x), xI X (funkcine priklausomybe gali bati zymimair kitomis raidemis). Elementas x vadinamas
nepriklausomu kintamuoju arba argumentu, o y laikomas priklausomu kintamuoju. Funkcijos y5f(x)
reiksme, atitinkanti relksme x5a, vadinama funkcijos reiksme taske a ir zymimaf(a). Aibé X
vadinama funkcijos apibrézimo sritimi, 0 aibé Y vadinama tos funkcijos kitimo sritimi. Funkcijos
y5f(x) apibrézimo (definicijos) sritis simboliskai zymima D(f) arba D(y), o kitimo (egzistencijos)
sritis - E(f) arba E(y). Norint nustatyti funkcijos apibrézimo sritj, reikiarasti visas argumento x
reiksmes, prie kuriy funkcijaturi prasme.

Pavyzdziai
Raskite funkcijy apibrézimo sritis:
1 y=_X
Yo oxca
Sprendimas
Si funkcijaturi prasmg prie visy X reik§miy, isskyrustas, prie kuriy vardiklis lygus nuliui.
Vadinasi, 2x-41 0, 2xt 4, x 2. Taigi, D(y)5 (- ¥;2)E (2+¥).

2x-3
X?-3x+2°
Sorendimas
x2-3x+210, xt1lirxt2 D(y)=(-¥1)E [L2)E (2+¥).

3. y=4Jx-4.
Sorendimas
Kvadrating saknis apibrézta, jei jos posaknis neneigiamas: x - 43 0, x 3 4arba D(y)=[4;¥).

4,y =+/x*-5x+6.
x2 - 5x+63 0, (x- 2)(x- 3)2 0, s -~ ) x £2,x3 3 arba

D(y) = (- ¥;2]E [3+¥). ’ °

2.y=

5. y=+4- x+|g(X+2).

X

Sorendimas
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Sioje funkcijoje posaknis negali biti neigiamas, reiskinys po logaritmu gali biti tik teigiamas, o
vardiklis negali bati lygus nuliui. Vadinasi apibrézimo sritis bus tos x reiksmeés, kurios tenkins
i4-x30, 1x£4

nelygybiu sistema: {x +2>0,b [x>-2,b xI (- 20)E (0:4].

1 x10 {xto
6.y = 1 + 2X
lg(x- 2)  4/ax - x2
Sorendimas
i x-2>0, i X > 2, I X>2
ilglx- 2)1 0P flg(x- 21 1gLP | x*3 P xT (23)E(34).
Lax-x*>0, 1 x*-4x<0, {0<x<4
Pratimai
Nustatykite funkcijos apibreézimo srit;:
1. y:Ig(x+3); Ats.: x> - 3. 2. y=+4/5-2x; Ats.:x£25.
3.y= 21 o Ats.:x1 1. 4. y= 31 ;o Ats:Ix1 O x?t +l1.
x“ -1 X7 - X
5.y:L; Ats.:x1 1 x?t 2 6.y:;; Ats.: x<0; x> 4.
Xz- 3x+2 1[)(2_ 4X
7. y=4Xx*-4x+3; Ats:x£1 x3 3. 8. y:arcsin(x-2); Ats.:1£ x £ 3.

e

aBx- x>0 _
9. y=arccos(l- 2x); Ats:0£ x£1. 10. y = Igg o5 ASIEXE4

11.y:;+\/x+2;Ats.:-2£ x<00<x<1.
Ig(l- x)
3- 2X

12.y =+/3- x +arcsn 5 ;. Ats:-1£XE£3

13.y:\/;+31/ 12-Ig(2x-3); Als.:15<x< 2, x> 2.
X_

14. y=

Q

+Ig(x3- x) AtS.:-1<x<0;1<x<2 x>2.

4- x*

15. y=4/sinx ++416- x*; Ats:-4£XE£-p;0£XxEp.

X-5
16. y=lg——= - 3/x+5; Ats:4<x<5 x>6.
y gx2-10x+24

17. y=+/X? - 3x+2+;' Ats:-1<XE£L2£ x<3.
y

J3+2x- X2
18. y:Ig(l- Ig(x2 - 5x+16)); Ats.:2<x<3.
19. y=log, (5- x); Ats:0<x<1L1<x<5. 20. y:Iogx(16- xz);Ats:O<x<J;1<x<4.

\V9- X

i AISI-3EX<-2,- 2<X<2,2<X<3.
X - 4

21 y=
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/ 2
22.y:|g%; Ats.i-2<x<-10<x<2 23.y:Ig(x2-7x+12) Ats.: X< 3, x>4.
X+ X
1
24. y=+/5x>+x- 4; Ats:x£-1x3 08. 25 y=——; Als:-3<x<2
V6- x- x?
2_
26.y:IgLX1+12; AtS.:1< X< 3 x>4.
X_
27.y= I9(6- X)- J5- X; Ats.:x<00<x£D5.
X
28. y=./3- 3x-2+lg(7-x); Ats:-2<x<33<x<7.
X+2 X-3
29. y =Ig3- X 9+'3_X; Ats:-1<x<2;2<x£3,
e X+lg x-2
_ _ 2
30.yzlg%; Ats:-3<x<2,3<x<4
X< - TX
2_
3l y= LX+6; AlS.: X< 2, 2<XE 3 x>4.
| x% - 6x+8
2_
32.y = %; Ats: X<l 1<x<4 x>6.
X - TX
33.y= L + ! ;o AS.:3<x<4,4<x<8.
lg(x- 3) 8- x
7- X
4. y= ;o ASI1<Xx<2 2<XET.
lg(x- 1)
35.y=$; Ats:1<x<2,2<x<55<x£10.
(x- 5)ig(x- 1)
36. y= ! + L i A1S:4<Xx<55<x<7;7<x<12.

12- x  (x- 7)lg(x- 4)’

L X2-6x+3 L x2-9x+12
(0] (0]
37. y:\/aﬁ* .08 Ats:x£1 x3 5. 38.y:\/ae‘/§* -8:—1%;Ats:2£x£7.

2 55
39. y=Ig(24- 5* +5°1}  Ats:x<1. 40. y =Ig(6- 22+ - 22} Ats:x<1.
X 3- 2x 3X+1
41, y =4 +27%*-6; As:x£05 x3 1. 42. y = _[log, 2; Ats.:X£-15 x> 2.
X_

2 Funkcijos reiskimo baddai. Pagrindinés skaitiniy funkcijy
charakteristikos

Funkcijy reiskimo badai

Dazniausiai funkcijos reiskiamos tam tikra formule. Ta analizinis reiskimo bidas.

Funkcija gali bati pateikta lentele, kurioje surasomos jos reiksmes, atitinkancios ivairias
argumento reiksmes.

Funkcijagali bati aprasytair zodziais. Pavyzdziui, “skai¢iaus x sveikoji dalis’. Analiziskai si
funkcijauzrasoma ySi[x].
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Praktikoje jvairios funkcijos daznai reiskiamos grafiskai. Funkcijos grafiku vadiname
plokstumos tasky aibg, kuriy abscisés yra argumento x reiksmés, o ordinatés — funkcijos f(x)
atitinkamos reiksmes.

Monotoninés funkcijos

Funkcija y5Sf(x) vadiname didéjancia intervale (a;b), jeigu bet kuriems x, < X, yrateisinga
nelygybe f(x,)<f(x,), ir mazéjancia, jeigu f(x,)>f(x,). Paprassiau tariant, funkcija yra didéjanti,
jeigu didéjancias argumento reiksmes atitinka ir funkcijos didéjancios reiksmes, ir funkcija mazéjanti,
jeigu didéjancias argumento reiksmes atitinka funkcijos mazéjancios reiksmes. Tik didéjancia arbatik
mazéjancia duotame intervale funkcija vadiname monotonine funkcija tame intervale, o patj intervala —
funkcijos monotoniskumo intervalu. Didéjancios funkcijos grafikas didéjant argumentui kyla i virsy, o
mazéjancios — leidziasi zemyn.

I

Of----mmeee o=

Kairéje puseje pavaizduota didéjancios intervale (a;b) funkcijos grafikas, desinéje —
mazéjancios.

Apreéztosir neapréztos funkcijos

Funkcija ySf(x) vadinama aprézta is virsaus intervale]a;b], kai jos reiksmés nedidesnés uz
kur{ nors skaiciu M, t.y. f(x) £ M, kai x1 [a;b]. Skaicius M vadinamas funkcijos y5f(x) virsutiniu
réziu intervale [ah).

Funkcija ySf(x) vadiname aprézta is apacios intervale [ab], kai jos relksmés nemazesnés uz
kur{ nors skaiciy m, t.y. f(x)3 m, kai x1 [a;b]. Skaicius m vadinamas funkcijos y5f(x) apatiniu
réziu intervale [ah).

Jei funkcija ySf(x) kuriame nors intervale yra apréztair is virsaus, ir is apacios, ta ji tame
intervale yraaprézta, ty. m£f(x)£M.

y y y y
2 E
\/ " J X \ X /
Aprézta Apréztais apacios Apréztais virsaus Neaprézta

Lyginésir nelyginés funkcijos
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Funkcija ySf(x) vadinama lygine, jeigu kiekvienai x reiksmei is apibrézimo srities priklausys
ir —x reiksmé ir galios lygybé [f(-x)Sf(x)]. Analogiskai, jei galios lygybe [f(-x) S-f(X)], tai funkcija
vadinsis nelygine. Funkcijos nepriklausancios nel vienail is Siy grupiy lalkomos nel lyginéemis, nei
nelyginémis.

Lyginés funkcijos grafikas simetriskas ordinaciy asies atzvilgiu, o nelyginés — koordinaciy
pradzios tasko azvilgiu.

/\ /\ /\

\J

Lyginé Nelyginé Nei lyging, nei nelyginé

Pavyzdziai

Istirkite funkcijy lyginumg:

1. f(x)=2x2- x*.

Sorendimas

f(- x)=2(- x)?- (- x)* =2x2 - x* =f(x); kadangi f(-x)5f(x), tai funkcija lygine.

3

'

2. f(x)= Nvh

Sorendimas

I R N SO S .

f(- x)= (x) 1o e f(x)p nelygine.

3. f(x)=x?+x.

Sorendimas

- x)=(- xP+(x)=x2-x1£(x) (- x)=-( x2+x)1 -F(x)b nei lygine, nei
nelyginé.

Pratimai

Istirkite siy funkcijy lyginumg:

1. f(x)=x® +2x; Ats.: nelygine.

2. f(x) =1+ 2x?; Ats.: lygine.

3. f(x)=2x% +1; Ats.: nei lygine, nei nelyginé.

4. f(x)=x+1; Ats.: nei lygine, nei nelyginé.

5. F(x) =|x|; Ats.: lygine.

6. f(x)=x2-|x| Ats.: lygine.

7. f(x)=|x +1; Ats.: nei lygine, nei nelyginé.
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8. f(x)=——"—; Ats.: nelygine.
X2 + X

9. f(x) = (x- x*); Ats.: lygine.

10. f(x) = (x +1)°; Ats.: nei lyging, nei nelygine.
11. f(x) = cosx - sinx; Ats.: nei lygine, nei nelyginé.
12. f(x) = xtgx; Ats.: lygine.

13. f(x) =1+ x*; Ats.: lygine.

14. f(x) = Inx; Ats.: nei lygine, nei nelyginé.
15. f(x) = 4x? - gx/+2, Ats.: lygine.

Atvirkstinés funkcijos

Funkcijay5f(x) vadinama apverciama, jeigu atitiktis j , atvirkstiné duotajal, taip pat yra
funkcija, t.y. jeigu kiekviena y reiksme atitinkatik viena x reiksmé. Tuo atveju f ir j vadinsime
atvirkstinemis funkcijomis, 0 j - funkcijos f atvirkstine funkcija ir zymeésime f .

Funkcijos f ** apibrézimo sritis sutampa su funkcijos f kitimo sritimi, o f * kitimo sritis
sutampa su funkcijos f apibrézimo sritimi. Atvirkstiniy funkciju grafikai simetriski tiesés y5Sx
atzvilgiu.

Tarkime, kad duota apverciama funkcija y5Sf(x). Norint parasyti jai atvirksting funkcija,
uztenka:

1) s lygybés y5f(x) isreiksti x per y;

2) sukeisti x su'y vietomis.

Pavyzdys

Parasykite funkcijai y = 2x+3 atvirkstine funkcijq.

Sorendimas
y= x+3, 4y =2x+3b 2x =4y- 3b xzélyT_3 y:4X2_ 3
Pratimai
Parasykite atvirkstines funkcijas duotosioms:
1.y =3x+5 Ats:: y:X_TS.
2x-5 4X +5
2.y = ; Ats: y= :
y 4- X y X+2
2x+1 3x-1
3.y= ; Ats: y= :
y 3 y 2
_1- 2, Ats.:yzl_x.
1+x 2+X
5.y=x° Ats: y =3/x.
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3 Funkcijos riba. Pagrindinés riby teoremos
Funkcijos ribos apibrézimas gana sudétingas, todél pailiustruosime ji tik tokiu pavyzdziu.

2 -
Istirkime, kokias reiksmes jgyja funkcija f (x) = X—24 , kai x igyjareikimes i x52 aplinkos:

X 1,9 1,99 1,999 2 2,001 2,01 2,1

f(x) 3,9 3,99 3,999 | neapibrézta| 4,001 4,01 41
I$ lentelés matyti, kad funkcijos f(x) reiksmeés, kai x reiksmés artimos 2, mazai skmasu nuo

skaiciaus 4. Tokiu atveju sakoma, kad funkcijosf(x) riba, kai x artéja prie 2, yra lyai 4. Kitaip tariant,

2

kaix ® 2,taif(x)® 4. Tai uzrasoma Iig;x _24:4 arba bendruoju atveju [Mf(x) = A jim -
X X_

lotynisko zodzio limes, reiskiancio riba, santrumpa.
Pagrindinésriby teoremos:

1. Pastovaus skaiciaus riba yra pastovus skaicius; [limc=c.

X® a

N

. Funkcijy algebrinés sumos riba lygi siu funkciju riby algebrinei sumai

lim(f (x) £ g(x)) = limf (x) £ lim g(x)|. iair toliau laikysime, kad funkcijos ySf(x) ir
y5g(x) turi ribas, kaix ® a.

Funkcijy sandaugos riba lygi dauginamyju riby sandaugai:

lim(f (x)>g(x)) = limf (x) 4im g(x).
4. Pastovy daugikli galimaiskelti pries ribos zenkla:
lim(c> (x)) = cdimf (x)

w

5. Funkcijy dalmens riba lygi dalinio ir daliklio riby dalmeniui, jei daliklio riba nelygi nuliui:

f(x) _limf(x)

X® a

gl limg(x)’

Pavyzdziai
2
1 lim S5X“ +3
x01 2X +2
Sorendimas
sx2+3 _lImBx*+3) lim(5x?)+lim3
Pritaike pagrindines riby teoremas, randame: lim = X8l =P X0l _ =
X1 2X +2 |IQ}(2X+2) lim(2x)+1im 2

5limx? +3 _ 5+ +3

— X® 1

T 2limx+2 24+

X®1

Cia buty pakake apskaiciuoti funkcijos reiksme siame taske.

= 2. Sios funkcijos riba taske x5 1 sutampa su jos reikime siame taske, todél

Sorendimas
Skaitiklio ir vardiklio ribos, kai x ® 3, lygios nuliui. Gavome taip vadinama neapibréztuma

% , kuri reikia panaikinti suprastinant trupmena i$ nulinio daugiklio:
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2
lim X9 :IimW:lim(x+3)=3+3:6.

x®3 X - 3 x® 3 X-3 x® 3

3. lim X2 +2x- 8
X®22x -B5x+2
Sorendimas

Turime neapibréztuma % , todél surandame skaitiklio ir vardiklio trinariy saknisir, juos

- - + + +
isskaide, suprastiname: lim > t2x-8 =lim (X 2)(X 4) = lim > 4_2%4 _
x©2 Q%% - 5x+2 x@2 _go 1 ®22x-1 2x2-1
2(;,x-—:x-2)
e 2
4. lim
x®0/3- -\/3+x
Sorendimas

V¢l turime neapibréztuma % . Skaitikli ir vardikli dauginame i$ vardikliui jungtinio daugiklio
N3- X - A/3+X:

lim = lim 3~ x +3+x) i X3 X 3% x)
X®°\/3—x+\/3+—x X®°(\/3 X - 34X JV3- X +/3+x) (/3= x) - (Vx|

oo x(VB X B x) _ . x[VB- x +4/B+x)_+/3- 044340 _
=lim =lim = =-./3.
x®0  3- X- 3- X x® 0 - 2X -2
2
5. ||mx—+2
x®¥ 3% +2x +1
Sorendimas
Turime neapibréztuma ; todel $ios trupmenos skaitiklj ir vardikli dalinsime i x* (x-0
x> 2 2
R S 1+ —
. X% +2 . x2  x2 . %2 T
auksciausio laipsnio): Ilm— =lim =lim . Nesunku isitikinti (tai
x0¥ 3% +2x+1 x©¥3x*> 2x 1 xe¥,_, 2 1
—t ot 3+—+
X X° X x x?
galima padaryti ir grafiskai), kad I|mi =lim 2. I|m—2 = I|m— =0, nesvardikliui neapréztai
¥ X X®¥ ¥ X®¥ ¥ X® ¥ X
didéjant, o skaitikliui nesikeiciant, trupmena neaprézta mazéjair artéja prie nulio ribos. Taigi,
1+ 2
. x2 _ 1+0 _1
ng?e 2 1 3+0+0 §
3+—+—
X X

6. Iim( - VX2 - 4x).

X® ¥
Sorendimas
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Turime neapibréztuma ¥ - ¥ | todél Sia funkcija dauginame ir daliname is jungtinio reiskinio

. . -4/ 2-4xXx+\/x2-4x) X% - X2 +4x
X+4/x% - 4% : Ilm(x- VX2 - 4x):I|m (X X =lim>2—2 = =
X® ¥ X® ¥ X + IXZ_ 4X x®¥X+ /XZ_ 4X

27. I

VX% +5x - x} Ats.: 2,5.

28.

4x
v 4
—Iim X =lim = =2
X® ¥ X + /X _ X® ¥ X N IXZ _ 4X X® ¥ 1+ 4X 1+ 1_ O
X X x? X2
Pratimai
2o x+ _ +
1. Iimx—)(l; Ats.: - 3. 2. Ilmﬁ 1; Ats.: 3.
®2  x- 3 x4 [y .1
2
- + . -
3. Iim%xe); Ats.:i. 4. lim XZ 3; Ats.:i.
x®3  3x° - OX 9 x®3 x°- 9 6
2 _ + _ 3_
5. Iimw; Ats.: 0,2. 6. lim X 1; Ats.: 3.
x® 5 - 25 x®1 x-1
2 + 2 _ +
7. Iimw; Ats.:g. 8. lim LX10; Ats.: 3.
@2 5x° - 14x+8 3 x®5 x? - 9x + 20
. 2x*+x-15
9. lim=—"—>""=": Ats:1 10. lim © Ats.: - /5.
x®-33x° +7x- 6 x®0 /5. x - 1/5+x
11 im—X% . a6 12 im X211 ag0s
x® 6 /X+3_ 3 x®0 X
J1+ -
13 im—X - As: 2 14, im L aeo
x® 0 /1+3X_ 1 3 x® 0 X
5 lim—3 0. pe2 6. imEL - 12 9 nsios,
x99 4. \[2x- 2 3 x®-28x+2 X +8g
17 imE> . 18 asi 18. lim2*3, as:04
-1 8x° +1 X+1g x®@¥ Gy +1
19, lim—X: As:3 20, im X~ 8. As:05.
x®¥ ¥ - D x®¥ 2% - 1
3_ 2+ ) 3+ 2
21. lim 2)§ 3)2 1; Ats.: 2. 22. I|m5X3—X; Ats.: 5.
x®¥ X7 - 2X° +X x®¥ x° - 3X
4 2
- - 2X+
23. Iimx—4x; AlS.: ¥, 24, IimX3—2X1; Ats.: 0.
x©¥ x° +2x* +5 x®¥ X7 - 3X
25. lim|x- vx? - 4x} Ats.: 2. 26. Iim(\/x2 - X- x} Ats.:-0,5.

X® ¥

lim x( X2 +1- x) Ats.:0,5.;

X® ¥

29. Ii®rg(\/ X% +2X - x} Ats.:1.; 30. I|®rg( - X3 +5x} Ats.: - 25.
31. Il@rg(x VX2 +x) Ats.: - 0,5. 32. Ii(gg(\/xz - 4x - x} Ats:- 2.
33. Il@rg(\/x +2x - /X2 +3x) Ats.: - 0,5. 34. Iim(\/x2+3x- \/x2+4x) Ats.: - 0,5.

X® ¥
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. . A 1+4x-
35. Ilm;; Ats.:g. 36. |Imﬂ; Ats.: 2.
x® 0 /1+ 3x-1 3 x® 0 X

4 Skaicius e

. 16
Matematikoje svarbia reiksme turi riba nggﬁ ;;: €] (sios formulés jrodyma galima rasti

matematines analizés vadovéliuose). Zinoma, kad skaigius e yra iracionalusis, o jo reiksme apytiksliai
lygi 2,718282....

Daznai vartojama rodikling funkcija, kurios pagrindas yrae, t.y. |y = €"|, taip pat logaritmine

funkcija, kurios pagrindas yra lygus e, t.y. |y = log,, x|. Si funkcija vadinama natiraliuoju logaritmu ir

zymima .
1

Taip pat irodoma, kad |lim(1+x)x =e|

X® 0

Pavyzdziai
o & - C)z
) *e 92 (;;é% _27
1 im&+29 =jimer+ 1+ _||mg(;1+—— L =lkai X ® ¥, taiir = ® ¥|=
X®¥& X g x®¥§ 5: X® ¥ X+ - 2
29 é 25 +
g o
_ 2 ET aﬁ ic‘f . ) .
2. legg(1+3x)x —legg(1+3x)sx —leggg +3x) o 2 =|kai x® O, tai ir 3x ® 0 =€°.
X & +18% e 1Y 160 & @ 180
3 imEX 9 i@ F10 i@ 100 (L 108 i@ 102 S
X®¥el+Xg X®¥e X g X®¥eX Xg X® ¥ e Xg a X®¥e Xg a
X x+1-1 x+1
5 . + + 5 . o
4||mg 2_ =lim axX +1+ 19 =lim w(_l-}-ig =lim +_9 )%‘a[.}. 1 O =
¥Ex +1g x®¥& X+1 g X®¥eX+1 X+1lg x®¥ x+lg & x+lg = p
=|lim +—+ =g 0lim +—+ 1+O ed=e
X®¥§ X+ 1] X®¥§ X+1g ) ]‘
Pratimai
1. Iimg’i+§9 : Ats.: €. 2. Iim{:’i+£9 . Ats:3e?.
X®¥e Xg X®¥e SXQ
. 58 2 . 5
3. Ilmgi- 3 Ats:e’. 4. lim(1+2x)x; Ats:e®.
X®¥e 4Xg x® 0
1
2 ..;
5. lim(1+4x)x; Ats.:e®. 6. Iimgi- X0 Ats:é.
x® 0 X®Oe 2@ e
. S . . 1 1
7.lim(1+0,2x)x; Ats:e. 8. lim(1- sinx)snx; Ats:=.
x® 0 x® 0 €
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3 ©
9. lim(1+4x)sx; Ats.:e®. 10. I|m$+—— : Ats.: L.
x® 0 X®¥e Xg e
11 1imEX 9. Al 12 1imE2X Q. as:L,
@¥al+ X g e x®¥a2x +1g Je
1
X+= x- 4
LA 14
13. “mge?x 39 2; Ats.: e 14. "mgeflx 19 : Ats:ﬁ.
x®¥eZX+1g x®¥adx + 3 g e
1 x-0,2
15. | géix = As:e®. 16. | 8@( 3¢ . Ats:¥e.
x®¥e5x+3g X®¥e5X+2g
. 2418
17. “maexz 11 - Ats:e . 18. Im(j,aEfSX 19 , Ats.: 3e?.
X®¥§X -}-5g X®¥eGX 3@
. 5 . o
19. Ilmgeig : Ats:%. 20. Ilmae( 1+ ) Ats:iz.
x®¥aX +6 g e xo¥gx? - 15 e

sinx

5 Funkcijos riba, kai x 0
doma (irod aleidziame), kad [1m 22 =1) Toda fim X =i =
[rodoma (jrodyma praleidziame), L : axlggsinx =lim =
X
:ﬁ—:—i— [rodysime, kad I|m acsnx =1. Tegu arcsnx5y, tadax5siny; kai x ® 0, tai ir
lim=>"— X
xX®0 ¥
y® 0. Vadinasi, lim &M% = jim—Y_ =1 Nesunkiai irodoma, kad lim 19X _qir lim FAX _ 1
X® 0 X y®03ny X® X X® 0 X
Pavyzdziai
1. Iimanx:“manX |ka|x®0ta||r2x®0| ><g E
x®0 3x x®0 22X 3 3
_ sin 3x Bx lim sm3x><3
2 fimSNX _jim 3 _e0 x 183
x®0 9N 4X x®osm4xx4x "msm4x>(4 14 4
4x x®0  4x
gn® = sn2 X 8%n59 1 8‘3 sn~? 1 1 1
3. lim =lim——3 =limG—3+ x— =Clim— 3+ x~ =12x— = —
x®0 2y 2 x®0 ¥ 2 x®0¢ X + 18 ¢®0 X + 18 18 18
9 é 3 2 é 3 2
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1- cos3x 23in23— sinzg—x 8‘3 S B—Xg 9 9
4. lim = lim =lim—2 =¢lim—2+ x> =12 x> = 2,25,
x®0 Dy ?2 x®0  2x? x®0 Ox? 4 x®0 3X = 4 4
X — £
4 9 é 2 @
arctg3px
7@)(
5. lim C9PX _ i 30X X _3_g6
x®0 gnBpx  x®0 SINHPX Ix&px 5
7)@)(
S )4
Pratimai
1 lim 3N a3 2 lim17 95X, a1
x®0 4% 4 x® 0 X 2
3. lim sm3x; Ats.:l. 4. lim s_|n4x’ Ats. E
x®0  BX 2 x®0 gn 10x 5
5. Iim@, Ats:i. 6 Iim@; Ats. §
x®0 16X 16 x®0 tg '/ X 7
7. lim t_g4x ; Ats:ﬂ. 8. lim arcsmx, Ats.:1
x®0 gn 5x 5 x®0 X
9. lim arcsm2x’ Ats:g. 10. lim 00;55)(, Ats. 25
x® 0 3x 3 x® 0 6X
11, im &4 As o1, 12, 1im &9, pg - 3
x®0 X x®0 gnd4x
13, im 22X, Ats ;0. 14. im 27 %%5%. pts:0,
X® ¥ X X® ¥ X
sin2 >
15. lim—2; Ats:t. 16. lim 17 9. Asg
x®0 ¥ 4 x® 0 X
sin? >
) 2
17.im— . as:l 18 lim—4: As: -
x®0]- COS2X 2 x®0 X 16
2 2
19. IimCOSX—ZCOSX; Ats. E 20. lim—; — Ats:L
X® 0 X x®0 cOS” X - COS” X
21, lim2NPX . Ats: . 22. Iimﬂ; Ats: T
x®0 gn 5pX 5 x®0]- COS2X 4
2
23. Iimx—, Ats. 1. 24. lim arcthx; Ats.: 2.
x©0 cos® X - €os” X ®0 X
. 1- cos2x 4 . XsSnx . .
25. lim———=; Ats.:—. 26. lim . Ats: 2.
x®07] - cos3X 9 x®0]- COSX

6 Funkcijos tolydumas

Nubraizykime funkcijuy yS2x+1ir y = il grafikus:
X -
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Pirmosios funkcijos grafikas yra nenutrikstanti linija, todél sakoma, kad si funkcija yratolydi.
Antrosios funkcijos grafikas nutriksta taske x5 1, todél siame taske si funkcija yra netolydi. Jeigu
funkcijay5f(x) nératolydi taske x,, tai sakoma, kad ji triki tame taske, o taskasx, vadinamas
funkcijos y5f(x) trizkio tasku.

Funkcija y5Sf(x), kurios riba taske egzistuoja ir lygi funkcijos reiksmei tame taske, vadinama

tolycia taske x,: [ 1im f(x) = f (X, )]. Funkcija, tolydi kiekviename intervalo(a;b) taske, vadinama

X® Xq

tolydzia tame intervale.
Kad funkcija y5f(x) bity tolydi taske X, turi bati jvykdytos sios salygos:
1) funkcijaturi bati apibréztataske Xo;
2) funkcijaturi turéti riba taske Xo;
3) funkcijos ribataske X, turi bati lygi sios funkcijos reiksmei taske Xo.
Tolydziy funkcijy savybés:
1. Baigtinio skai¢iaustolydziy funkciju algebriné sumayratolydi funkcija.
2. Baigtinio skaiciaus tolydziy funkciju sandauga yratolydi funkcija
3. Dvigju tolydziy taske x, funkcijy dalmuo yratolydi tame taske funkcija, jei vardiklistame
taske nelygus nuliui.
| §vados:
1. Funkcija f(x) =x"(nT N) yratolydi visoje skai¢iy tieséje.
2. Daugianaris f (x) =a,x" +ax"* +..+a,,x +a_ yratolydi funkcija visoje skaiciy tiesije.

3. Funkcija f(x) = % (Q(X)* 0, P(x) ir Q(x) — daugianariai) yratolydi funkcija jos
X
apibrézimo srityje.
4. Jeigu funkcijay5Sf(x) yratolydi intervale [a;b] ir sio intervalo galuose turi skirtingus
zenklus, tai sio intervalo viduje yra bent viena x reiksme, kur funkcijalygi nuliui.

2 Funkcijos iSvestiné

1 ISvestinés sgvoka, jos geometriné ir mechaniné prasme
ISvestinés apibrézimas
Funkcijos ySf(x) isvestine taske x , vadinama tos funkcijos pokycio ir ji atitinkancio
argumento pokycio santykio riba, kai argumento pokytis artéja prie nulio:
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+ -
yo=fdx,)= lim ¥ DY _ g (%0 + D) 1(xo)
®0Dx Dx®0 Dx
Jeigu funkcija f(x) turi isvesting visuose kurio nors intervalo taskuose, tai sakoma, kad ji
diferencijuojama tame intervale. O isvestinés radimo veiksmas vadinamas diferencijavimu.

Pavyzdys

Raskite funkcijos y = x* - 3x isvedtine taske x = 2.

Sorendimas

ye= fim f(x +Dx)- f(x) _ fim (x +Dx)* - 3(x +Dx)- (x*- 3x) _ fim 2xDx + (Dx)” - 3Dx _
Dx® 0 Dx Dx®0 Dx Dx® 0 Dx

= lim (2x+ Dx - 3)=2x +3; y(2) =22 +3=7.

|Svestinés geometriné prasmé
y

Tarkime, kad duota funkcija
y5f(x). Jos grafike laisvai
pasirinkime 2 taskus A(x;f (X, ))
ir B(x, +Dx;f(x, +Dx)).
Nubrézkime kirsting AB ir liesting
AC. Kirstinés krypties koeficientas

k,=tgb = Dy

f(Xg+DX)---mmmmmm o e

f(Xg)prmmmmm G Kai Dx® 0, taskas B kreive
artéjaprie tasko A, o kirstiné BA
artéjaprie liestines CA ir kampas

7 )’(0 waLDx X b artéjapriekampo a :
fdx,)= % lim tgb =tga =k;

f((xo):tga =k|.

Vadinasi, funkcijos isvestiné duotame taske yra lygi liestinés, isvestos per duotq taskg, krypties
koeficientui.

Isvesime funkcijos y5f(x) grafiko liestinés, nubréztos per taska A(xo;f (x, ), lygti. Tereikia
parasyti lygti tiesss, einancios per duotaji taska duotajakryptimi: y - y, = k(x- x,). Istate kir y,,

gausime:
y- f(Xo) =f ((Xo)(x - Xo) :
Pavyzdys
Kreivei f(x)=x?- 3x nubréztaliesting taske x, = 2. Parasykite jos lygti.
Sorendimas

Apskaiciuojame: f(x,)=f(2)=22-3=-2, f(x)=2x- 3, f(x,)=f(2)=2x2- 3=1;
Istatome i formule: y-(-2) S1(x-2) arbax-y-450.
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M echaniné isvestinés prasme

Panagrinékime materialaus tasko judéjima. Judéjima laikysime visiskal apibréztu, jei zinosime
judéjimo lygti SS1(t), is kurios galésime nustatyti nueita kelia bet kuriuo latko momentu t.
Pasirinkime laiko momenta t5t, ir apskaiciuokime nueita kelia S, = f (to). Per laiko tarpa Dt nueitas

kelias DS = (t, +D1)- f(t,). Santykis DES o+ [;2' f(t) i bus materialaus tasko vicutinis

greitis per laiko tarpa Dt .
Judancio tasko momentiniu greiciu V, arba greiciu laikko momentu t,, vadinamariba, prie

kurios artéja DES ka Dt artéjaprie nulio. Taigi,

. DS
V= g{@noﬁ :S((to) .

Greicio pokycio ir laiko pokycio santykio riba, kai laiko pokytis artéja prie nulio, vadinama
pagreiciu. Tagi,

. bv
a= g{@noﬁ :VQto) .

2 Pagrindinés diferencijavimo taisyklés ir formulés

1 (u+v) =ut+ve; 2. (un) = ul +ve;
5 _ud- vt
3. (o (x)) = o dx) o 20 UV VR
&V g v
5. ¢(=0; 6. x(=1;
( ( 1
7. (x") =nxx""*; 8. =—;
o= =t
9 (ex)(:ex, 10. (ax) =a‘Ing
¢_1. 6. 1
11. (Inx)*= =~ 12. (log, x) T
13. (sinx)' = cosx; 14. (cosx) =- sinx;
¢ 1 ¢_
15. (tgx)" = ot 16. (ctgx)" = e
17. (arcsinx)®= . 18. (arccosx)¥=- .
1- x? 1- x?
c. 1 . ¢ 1
19. (arctgx) aEFwE 20. (arcctgx)” = v
Sudétiniy funkcijy isvestinés
( ( uc
1. u") =nxu"txu 2. Wu) =——;
() ¢ W) =
3. (e“)( =e" ¢ 4. (a“)( =a'lnaxu¢
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¢_uc ¢ uc
5. (Inu)*= x 6. (log, u) o
7. (sinu) =cosuxu¢ 8. (cosu)’ = - sinuxug
¢ u( ¢ u(
: = 10. =- ;
9. (tgu)"= 0. (etgu)"=- —
11. (arcsinu)®= ue . 12. (arccosu)®= - v
u’ 1- u?
¢_ uC ¢ u
13. (arctgu)” = T 14. (arcctgu)” = T
Pavyzdziai
.
1. y¢:8%x3 vl o3 m3a v laox- 244 0= 0% Hx- 2
e 2 %} 2
eax+1 0 _ (3x+1)%ax? - 5)- (ax? - 5) (ax+1) _ 3fax? - 5)- sx(ax+1) _
2. yt= ¢ 2 - 2 -
&4x> - 5g (4x2 - 5) (4X2 - 5)
_12x*-15- 24x - 8x _12x*- 32x- 15
(ax? - 5f (ax2-5f

3. yt= ((x2 +1)3)( =
4. yt= (\/myt:‘(\/a)q:: ue| _ (XZ ;

5. y¢= (x e ) :‘(uv) —u¢/+v¢|‘

) x(1- 3x)In3’

E('j( 1 L
7. yo= (6Yx - 4J_ §6x3 X4 =66x7 -
2

N

1

4X3'

w
X
N}

(u”)¢= nxu™t xu¢= 3(x2 +1)3fl ><(x2 +1)¢: 6x(x2 +1)2.

X-2
- 4x+6

(
4x+6) _
S AX+6 X2

2Jul 2%

(
e +(e )x3 =3x%e" +e*x° :ex(x3 +3x2)

e § 3Ix-1-38 .3
¢_ u¢|_ 83x lg _  (x-1°  _3x-1_
(Iogau) - -
ulna I 3 3xIn3 ~3xIn3
3x 3x-1
1 1 2 3
' 4xlxz-l:2x-5- X'Z:%_%:
4 23
x3 x4
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y¢—§/ 2x +1)? —af2x+1§

9
]

g ox +1)5 2x +1)

¢_§(2x+1)§><2:

4
3R/2x +1

9. ye= (3sin(2x? - 3)) =3c0g(2x? - 3)x{2x2 - 3)' = 3c0s(2x? - 3)xax =12x cog2x? - 3)

10. y¢= (\/1+ CoS x)¢ §(1+ cos® x)%g = ;(1+cos x) ><(1+cos x)¢—%(1+ CoS x)
a

)¢_ - cos® xsinx

i 3L+ cos’ x)’ |
Pratimai

Raskite funkcijy isvestines:

x3cos? x cosx

2
3 X

1. y:%x3+5x2- 3x+4; Ats:x?+10x- 3. 2. y=1- 3x+2x* Ats.:4x- 3.
3. y—Z-B-ﬂ; Ats:-S,S-i. 4. y:\/;- X, Ats.: —-1
2 4 8Vx 2./x
5. y=(3- x)’; Ats.:2x- 6. 6. y=(2x-1)°; Ats:24x?- 24x+6.
7. y=(2x+3)(3x+1);, Ats:12x+11. 8. y—x3( - \/;) Ats.: 4x° - 35x%/x.
2_ _ 2
9. y—X 4; Ats:LXZ. 10. y—:L Xs, Ats: 6x2.
X2 +4 (x2+4) +X (x3+1)
11.y:2+g; Ats:-%. 12.y:3x-i-i2 Ats: 3+i+£
X X X X x
1-x 1 5 3
13. y = © Ats. 14. y = —— +x/x; Ats.:- \/_
1- /x 2./ Jx 2x&
2 4/.,3
15.y:§i/§-2i+£2+3; Ats.:i-7 X ia
477 4x x &/x X
16. y = 28/x + X 4 22+3, As:— 2+ is.
5 4x X 253/ x4 X
7.5 2Jx 5 7 7 3 5 14
17 y=232+ 22424 L oA L2 2 2
Y=g X2 x X 128/x  x%JIx X2 X
3 2 1 1 1 1 1
18. y=2Jx+——— - S - Z+4 AlSI——- -+
’ 2 X X X e kX X
.3
.20
19. y:ai/;—x?; Ats:-i.
g x5 2
3 3
20. y= X\/X_; Ats.: > .
X 63/x
3
TRV L 'e S SV S

) Si-—- .
\& 6x§/§ 2x\/§
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3
+\/—9 Ats. 1 1
§/ 2 6x\/_

Apskai ciuokite funkcijos isvesting taske Xo:
23. f(x)=2x*+5x,x, =1 Ats:9.

22, y——(}x3 X
Xg

24. f(x) = (2x- 4)t- x) -4 Ats:-126.
25. f(x):a:S‘HT; X, X, =4, Ats.:3. 26. f(x):\/ﬂ(x2 +1), X, =2 Ats:105.
X &
3x-1 17 x> -1
. = =1 — ] — =1 A
27. £(x) fg oL Asi 28. f(x)= 2 o TL Al
3

29. f(x)= sz oo % =L Ats:-3 30. f(x):%,xoz-x Ats.:13.
31. f(x)= X3 L. =2 Ats:- 4213 32. f(x):iigz,xozo; Ats:- 1

X
33, g(x)= 2 33 x, =1 Ats:-175. 34. f(x):i+§:,x0:x Ats.:7.

_f T4 A L XX 5
35. f(x)= o T AsI 36. u(x) = g %=L Ao
Raskite funkcijy isvestines:
37. y=(1- 3x)’; Ats:-9(1- 3x)°. 38. y=(x2- 3, Ats:6x(x?- 3.
39. y:(4x2 - 3)3; Ats:24x(4x2 - 3)2. 40. y:(l- 2\/;)3; Ats.: jl\/_il
X

41, y=(2x+1)"°; Ats:20(2x+1)°. 42. y=(5- 3x)*; Ats:12(3x- 5)°.
43. f(x)=3x2+3, fq)- 2 AtS.:%. 44, f(x):%‘/(xz- 1)3, f¢0)- 2 Ats:O0.

45, y = (3x2-1)3; Ats:i- 46.y:3,l(x3+1)2; Ats.: 2x°

5(3X2-1)2 e +1
/ PV 2x+3
47. y= X2 +3Xx+6; Al —mM8M——. 48. y= /4 X2 NS
2\/X2+3X+6 /4 X2
49. f(X):\/3x2+4, f((Z)- ? Ats:15. 50. f(t): - t+1, f((Z)- 2 AtSZ%.

51. f(x)=+5x2+16, f¢§2)- 2, Ats:l%. 52. f(x)=xv1+x?, f((\/f%) Ats.: 35.

3 2 _
53.y:(x2+6 x*-3; Ats: x 54.S:(t2+1 t? - 1 Ats.:t(—l).
Vx*-3 t?-1
55. y = 1+2x . As: 3-2x 56. y = s -3
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S7.

59.

61.

62. y

63.

65.
67.
69.
71.
73.

75.

77

79.

80.
81.

83.

85.
86.

87.

89.

91.

93.

19

9+x° -9

AtS ———.
x24/9+ x2

; AtS - ———

t 2/t3(- 1)
1 - X
y=———; Als.:
VxZ+1

(x2+1 X2 +1
_eel+x 92_ 20+ x)(l- 2x- xz)
e ; :

b - %
y =2X5" +3e”;

E

y:

x

1-t

=

f(t)=

Ats.

ex’ -
Ats.: 2>5*In5+ 3e*.

y=3"¢; Ats:3e*(1+In3)

2102
el

y=xx"; Ats.: (x3 +3x2)ex.

y=2"% Ats:

e +2
f = f¢-1)- 2 Ats:-
(x) et (( ) : ts.

y= XZ:l; Ats:(2x- X2 - 1)e'x.

(1- 2¢f°

y = xR¥ % Ats ((2x2 + 3x)|n 2+ 1)23”*2.

y= (x2 +4)e' < Ats:- 2(x2 +3x)e' <,
Vx Vx

- & . . €
y= Ats.: 2(\/;+1)2 :

Ix+1’
y=e>"¥  Ats:(10x- 3)e™
y=x2e"%; Ats: (2x3 +3x% + 2x)ex2*3x.

Ats:§- 2X.

X
y= Ig(2x2 +4); Ats:(xz—fzxm.
y= Ig(3x2 - 2); Ats.: (3)(2—6)2()%

Als.: - 1 )
2+ X

y=3Inx- x%

y=1In

2+ X

58.

60.

66.
68. y

70.

72.

74.

76.

78.

82.

88.

90.

92.

94.

y=x%€e; Ats.:xe*(x+2).
y:e—x; Ats:—ex(l_ In2).
2" 2"
_5-¢.
e +2

- Te"
Ats.: —(ex " 2)2 .

y=e*: Ats:-2xe ¥,

y=3%; Ats:4x3*In3.
y= e -e
e +e

. 4
Ats.: (ex +e‘x)2'

f(x)=e>"1 £61)- 2 Ats:2e

y=(x+1e*; Ats:(x+2)e".

g(x)=3*(x* - 2x) g€0)- 2 Ats:-2

y= (e3X + 1)2; Ats.: 6> (e3x + 1).

f(x)=4lnx+x, 1€2)- 2 Ats:14.
1 1
=Jx+log, x, Ats:——+ .
y 92 o/x . xIn2
Xx+1 2
=ln—=; Ats.: .
y x-1 1- x?
y=Iny2x-1, Ats.: L .
2x-1
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95. y:(x2 - 1)In x%; Ats:6x|nx+3(L_l). 96.

X2 2xIn x- x
97. y= : s ——= 98. y=x%Inx; Ats.:x(2Inx+1).
y 3In x 3In? x y ( )
3x 1 x?+1 4x
99. y=log, —; fs.: —— . 100. y =lo . Ats.: .
Y= x(1- 3x)In3 y=l08ae (- x*)in4
101. y=(1- Inx)x; Ats.:-Inx 102. f(t)=t?- 3Int, f€3)- 2 Ats:5.
103. y = Inx © A ;2 1O4.y:In2X;1; Ats:M.
1- Inx x(1- Inx) X x(2x - 1)
_ . . InXx+2 4
105. y = x?In?(3x);, Ats.: 2xIn(3x)(In(3x)+1).  106. f(x)= i ff() A
3 2|n(x+l)|n2
107. y =log,(3- x)°; Ats.:———. 108, y = 2", A S 2
y=l0g,(3- X (x- 3)In4 Y X +1
Inx- 2 2 4x
109. y = - Ats: . 110. y=In{2x%- 3} Ats:————.
y In x xIn? x y ( ) 2x%- 3
1 1- x 1
111. y=In4/2x; Ats:—. 112. y=In,|—; Ats.:
y=In2x 2X y 1+ X x?-1
2
113. y = In?(2x +1); Ats.:m. 114. y =In3(3x); Ats:?’ln—(?’x).
2x+1 X
115. y =€ In(x+5); Ats: ex*la'?n(x+5)+ig
e X+5g
116. y:|0g3(1- 2x2)4; Ats.: 16x
(2x2 - 1jln3
5
117 y=In®x  Ats: oM X 118, y=3Yx+e; As: T
X Ux+e
119. y =3cosx+2snx; Ats:2cosx- 3snx. 120. y=cosx:sinx, AtSs.:CoS2x.
121. y = ctgx-i; Ats:- — ? . 122. f(x):sm_x-l fE-2- 2 Ats:/2.
ctgx sin‘ 2x sinx e4ra
123. y = 2+tgx; Ats.: - 22 . 124. y:smzx; Ats.: xcosx-32smx.
tgx SN x X X
COSX COSX .
125. y = - Ats - . 126. y =sin{x* +5} Ats.: 2xcos\x* +5)
y sin 2x 2sin? x y ( ) S( )
127. y =3c0s3x; Ats.:-9sn3x. 128. y:@; Ats.: 1 .
3 cos* 3x
129. y =3tg(2x+1); Ats: & 130. y=coslax’ - 1} Ats: - 6xsin(3x’ - 1).
cos?(2x +1)
131 y=tg¥/x’; Atsi— 2 . 132. y=3sin?(2x- 1); Ats:6sin(4x- 2).
3%/x cos? ¥/ x?
133. f(x)=3sn’x, F@L 2 a3 134. f(x)=sin?xigx, 22 2 Ats:2
ebg 2 edg
135. y=5s8n®x; Ats.:15sn? XCOSX.

X

y=——; Ats:

In x=

Inx 1 -1 0
v
e X a

x-1 (x 1)°
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136. y =3sin(2x? - 3f’; Ats:36x(2x- 3)? cos(2x? - 3.

. . sin 2x _ . . 1
137 y: 4 1+ COSZ X; Als.: - 5 138 y— Ctg\/;, Ats.: - ﬁ
4“\/(1+cos2 x) 24/ xsin” v/ x
) 2
139. y =tgxsin®x; Ats.:tg’x+2sin®x. 140. y =tg*xsin x; Ats.: 20 X(ZECOS X).
cos® x
. ) .
41 y=_ T+ . psc 2090AX 142 y=_5 X . g SN2X
(1+ cos4x) (1+ cos4x) 1+cos” x (1+ cos? x)
. . COSX
143. y = 2008’ 3x; Als.: - 6sSin6Xx. 144. y =+/snx; Ats.: :
Y 24/sin x
12 cim v : ; 1o . 1g°x
145. y=In?sinx; Ats: 2In(sin x)>ctgx. 146. y =—tg'x  Ats.:———.
4 cos” X
147. y =cos2xcosx+s8n2xsnx;, Ats:-snx. 148. y:23in§; Ats.:cosg.
149. yz%cosSx; Ats.: - Sin3x 150. y = SnoX . 20052; Ats:cos5x+sin§.
2 -
151 y=x{/x+3[Vx- 3} Ats:2x-9. 152 y=X*3 s T
X“-3 (x2 - 3)
2 3 1 1 5 4
153 y=—- —+4;, Ats.——- —. 154. y=(3x? +4); Ats:30x(3x* +4] .
N iRy y= (¢ +4) (ox* +4)
155. y = Int- 2; Ats.: 22 . 156. y:cos(3x2 - 1); Ats:-6xsin(3x2 - 1).
Int tin“t
157. f(x):e—_l,rasti f€1) Ats: 2 ~. 158. y=Inycosx; Ats:- 1tgx.
e’ +1 (e+2) 2

3 Aukstesniy eiliy iSvestinés

Jeigu y¢ yrafunkcijos ySf(x) isvesting, tai (yd' vadinama funkcijos y5Sf(x) antraja isvestine
(arba antros eilés isvesting). Antroji isvesting zymima yCarba f €(x). Antrosios isvestinés isvesting

vadinama trecigja isvestine, t.y. y®= (y®'ir t.t.

Pavyzdys
y¢= (2x2 + 3x)( =4x +3,
ye=(y9 =(4x+3) =4

y®=(y@ = 4¢=0.
Pratimai
Raskite funkcijy antrgsiasisvestines:
3
1. y=x* Ats:2 2.y:%;; ALS.: X.
3. y:(2x- 1)(3x2 - 2) Ats.: 36x - 6. 4. y=x?% As:6x".
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2 2
5 y=3x2: Ats:- . 6. y=3/x-x Ats:- .
Y 9x4/x Yo 9&/x?
7.y= (x2 +)3; Ats.: 6(3x2 +1). 8. y=sin2x; Ats.:-4sin2x.
9. S(x)=(1- Inx)x, rasti S€2); Ats.:- % 10. g(x)= '”szx’ rasti g®0),  Ats - %

4 Funkcijos diferencialas
Funkcijos y5f(x) diferencialu dy vadinama sandauga f (x)>Dx , t.y.
dy =f (x)Dx.
Diferencialo formuléje vietoje Dx galimarasyti dx, nes pagal apibrézima funkcijos ySx
diferencialas dx = x©Ox =1>Dx = Dx. Taigi,

dy =f (x)dx.

15 ciaisplaukia % =f¢x), t.y. funkcijosisvestiné yra lygi funkcijos diferencialo ir argumento
X

diferencialo santykiui.

Funkcijos diferencialas daznai naudojamas matematikoje skaic¢iuojant funkciju reiksmes, taip
pat vertinant paklaidy diduma. Tai daroma remiantis tuo, kad funkcijos pokytis yra apytiksliai lygus
funkcijos diferencialui, kai argumento pokytis mazas, t.y Dy » dy. Si lygyb¢ isplaukiais isvestinés

G _ .. Dy _dy
apibrézimo f €x) = m =

Funkcijos y5Sf(x) diferencialo diferencialas vadinamas antruoju diferencialu (arba antrosios
eilés diferencialu) ir zymimasd®y arba  d*f (x). Taigi, d?y = d(dy). Analogiskai d®y =d(d?y) ir t..
Rasime antros eilés diferenciala: d2y = d(dy) = d(f ¢x)dx) = d(f €x))dx = (f ®x )x )dx = f &x)dx?.
Taigi,

d2y = f &x)dx?|.

Pavyzdziai
1. Raskite funkcijos y = sin® x pirmosios eilés diferenciala.
Sorendimas

dy = f ¢x)dx = (sin? x)(dx = 2sin x cosxdx = sin 2xdx.

2. Apskaiciuokite /66 .

Sorendimas

Skaicius §/66 yrafunkcijos y =&/x reiksme taske x566. Sios funkcijos reiksme taske
X, =64 zinoma: §/64 = 2. Kadangi dy » Dy = f(x, + Dx)- f(x,), tai f(x, + Dx)» f(x,)+dy.

Fxo)=(64)=2 dy=f¢x)Dx=(¥x)Dx=—- Dx=_1

&/x° 664

X2 » 0,0104.

Taigi, §/66 » 2+0,0104 = 2,0104.
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Pratimai
Raskite funkcijy pirmosios eilés diferencialus:
1. y=Insin?2x, Ats.: dy = 4tg2xdx. 2. y=(x-1)e*; Ats:dy = xe*dx.
3x%dx
VXP- 2, Ats:idy=—0n0—. 4. y=Incos’x; Ats.:dy = - 2tgxdx.

e 2 2 ’ ye

5. y:(xz- 2x+3)ex' Ats:dy=(x2+1)exdx. 6. y:ﬂ' Ats.:dy = 2dx :
’ sn4x cos? 2x

Apsk aiciuokite apytiksles funkcijy reiksmes taske x:
Cf(x)=x*- x? +x- 3, x=303 Ats:1866.

. f(x)=3x*- x? +5x- 1, x=3,02; Ats.: 87,6.
(x):2x2-x+Lx 11 Ats:23.

. f(x)=5x*- 2x+3,x=201 Ats.:3958

3 ISvestiniy taikymas

1 Funkcijos didéjimas ir mazéjimas

Jeigu funkcija y5Sf(x) turi teigiama isvesting kiekviename intervalo (a;b) taske, tai funkcija
didéja tame intervale, o jeigu funkcijaturi neigiama isvesting kiekviename intervalo (a;b) taske, tai ji
mazeja tame intervale. Funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalai vadinami monotoniskumo
intervalais.

Funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalai nustatomi tokia tvarka:

1. Randami funkcijos kritiniai taskai. Kritiniais taskais laikomi tokie taskai, kuriuose isvesting
lygi nuliui arba neapibrézta

2. Skaiciy ties¢je atidedami kritiniai taskai, dalinantys apibrézimo sritj i intervalus, kuriuose
funkcijos isvestiné turi pastovy zenkla.

3. Nustatomas isvestines zenklas kiekviename is gautujy intervaly. Jei f (x)>0- funkcija
didéja, o jei f(x)<0 - funkcija mazéja

Pavyzdys

Raskite funkcijos y = %X"‘ - gxz - 4x +5 did¢jimo ir mazéjimo intervalus.

Sorendimas
Funkcijos apibrézimo sritis: (- ¥;+¥). y¢=x2- 3x- 4=0; x, =- 1, x, = 4. Skai¢iy ties¢je
atidedame taskus, kuriuose isvestiné lygi nuliui ir nustatome isvestinés zenkla kiekviename is
intervaly:
y(>0 y(<0 y(>0

-1 4

Taigi, funkcijadidéja, kai x1 (- ¥;-1)ir x1 (4,+¥), o mazeja, kai x1 (- 14).
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Pratimai
Raskite funkcijy didéjimo ir mazéjimo intervalus:

1. y=3x*- 12x+5; Ats.: didéja, kai xe(2;+ = ); mazéja, kai xe(- = ;2).
2. y53-4x-X; Ats.: didéja, kai xe(- = ;-2);mazéja, kai xe(-2;+ ).
3. f(X) 52x%-8x+5; Ats.: didéja, kai xe(2;+ =); mazéja, kai xe(- = ;2).
4. g(X) 55-6x-x% Ats.: didéja, kai xe(- = ;-3); mazéja, kai xe(-3;+ Z).
5. yS%x3 - gxz +6x- 10; Ats.: didé¢ja, kai xe(- = ;2) ir xe(3;+ = ); mazéja, kai xe(2;3).
6. f(X) 51+ 6x+%x2 - %X"‘; Ats.: didé¢ja, kai xe(-2;3); mazéja, kai xe(- = ;-2) ir
xe(3;+ o).

1 5 5 3 - o - . . - \.

7. S(t)5gt - 5t + 4t Ats.: didéja, kai te(- = ;-2), te(-1;1) ir te(2;+ =);

mazéja, kai te(-2;1) ir te(1;2).
8.y5 - %x“ +x°- x*- 5 Ats.: didéja, kai xe(- = ;0) ir xe(L;2);

mazéja, kai xe(0;1) ir xe(2;+ ).

Q. yS%x4 - X+ X - 6 Ats.: didéja, kai xe(0;1) ir xe(2;+ = );
mazéja, kai xe(- = ;0) ir xe(1;2).
10. f(X) 5(1-Inx)x; Ats.: didéja, kai xe(0;1); mazéja, kai xe(1;+ =).
11. f(x) Sxinx; Ats.: didéja, kai I 8§;+¥ Q mazéja, kai xe 8%29
ee g e eg
12. y5Ind; Ats.: didéja, kai xe(0;+ = ); mazéja, kai xe(- = ;0).
13. y= In%; Ats.: mazéja, kai xe(0;+ ).
14.y5 e’ Ats.: didéja, kai xe(0;+ = ); mazéja, kai xe(- = ;0).
15. f(x)= 3+ +5 Ats.: didéja, kai xe(- = ;-1) ir xe(1;+ 2 );
’ mazéja, kai xe(-1;0) ir xe(0;1).
16. f(x)= x+§ +2; Ats.: didéja, kai xe(- = ;-1) ir xe(1;+ 2 );
mazéja, kai xe(-1;0) ir xe(0;1).
17. yzz—lx; Ats.: mazéja, kai xe(- = ;0) ir xe(0;+ Z).
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18. y52—; Ats.: didéja, kai xe(- = ;2) ir xe(2;+ ).
- X

3 L.

19. f(t)= v Ats.: did¢ja, kai te(-:;O),te(O;l)irte8§;+¥c+);

1-t e2 g
mazéja, kai te8§;+¥2
e2 g

20. y=+1- x%; Ats.: didéja, kai xe(-1;0); mazéja, kai xe(0;1).

2 Funkcijos ekstremumai

Jei funkcijos isvesting, pereidama (is kairés | desing) kritinj taska x, keicia zenkla i$ pliuso {
minusa, tai X, - maksimumo taskas, o jei is minuso i pliusa, tai X, - minimumo taskas. Jei isvesting,
pereidama kritinj taska, zenklo nekeicia, tai tame taske ekstremumo néra.

Funkcijos minimumo ir maksimumo taskai vadinami jos ekstremumy taskais, o funkcijos
reiksmés tuose taskuose — jos maksimumu ir minimumu arba ekstremumu.

Funkcijos ekstremumai nustatomi tokia tvarka:

1. Randami funkcijos kritiniai taskal.

2. Skaiciy ties¢je atidedami kritiniai taskai, dalinantys apibrézimo sritj i intervalus, kuriuose
funkcijos isvestiné turi pastovy zenkla.

3.Nustatomas funkcijos isvestinés zenklas kiekviename i§ gauty intervaly. Jei funkcijos
isvesting, pereidama kritinj taska, keiciazenkla is “+” 1 “-* tal maksimumo taskas, jei keiciazenkla is
“-U 1%+ —minimumo taskas, o jei zenklo nekeicia — ekstremumo néra

4. Apskaiciuojame funkcijos reiksmes ekstremumy taskuose.

Pavyzdys

Raskite funkcijos y = x? - %x“ ekstremumus.
Sorendimas

Randame funkcijos kritinius taskus: D(y)5 (- ¥;+¥);

.
y¢:8§<2 - %x“g =2x- 2x° = 2x(1- xz): 2x(1- x)A+x)=0; x,=-1x,=0,x; =1,
e a

Skaiciy ties¢je atidedame kritinius taskus ir nustatome isvestinés zenklus kiekviename is gauty

intervaly:
y(>0 max y(<0 in y(>0 max y(<0

-1 0 1

et B

N
1
N

ymin :y(O):OZ_ %>04 =VU.
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Pratimai
Raskite funkcijy ekstremumus:
1 y=x°- %x“; Ats:.: y,mx5y(61)5% ; YminDY(0) S0.
X 1, 1 1
2. y=—- =X"- 2Xx+3 AtS: VrexBY(-1)54=; vminBY(2)5 - =.
3 2 6 3
3. y5x*-23-2¢; Ats.: Vi 5Y(0)50; yinin5Y(-0,5)5 - 1—::’3; Vnin5Y(2) 5-8.
4. ySx*-2C+1; Ats.: Vi 5Y(0)51; ynin5Y(61)50.
5. f(X) 50,5%%-3x; Ats.: frin5f(3)5-4,5.
6. f(x) 523+ 6x*-18x+ 120; Ats.: frax5f(-3)5174; frin5f(1) 5110.
7. () 53x*-4x; Ats.: frin5f(1)5-1.
3 2
8.f()5 % + % - 2t+ 2 : Ats.: fre5f(-2)56; frin5f(1)51,5.
3 2
9. f(x)=- X? + X? + %; Ats: fmax5f(1)5§ : £rin51(0)50,5.
10. f(x)=x*- 2x* +6; Ats.: fren5(0)56; frin 5f(61) 55.
11. f(x)=-x*+8x*- 1, Ats.: fre5f(62)515; frin5f(0)5-1.
12. f(x)=3/x*(x- 3); Ats.: fren5F(0)50; frinSF(1,2) »-2.
13. f(x)=R/x? - x; Ats.: fre51(8) 54; frrin5f(0) 50.
14. f(x)=%/x; Ats.: Ekstremumy néra.
15. f(x)= g + §; Ats.: fre5f(-3)5-2; frin5f(3) 52.
X
16. f(x) = x%e; Ats. fmaxsf(z)seiz £ 5H(0)50.
1,1
17. f(x)=xInx; Ats: frinSf()5-—.
18. f(x)=e*+e™; Ats.: frin5(0)52.
19. f(x)=sinx+ cosx; Ats.: fraSH(E +2kp )54/2, keZ;
frinS f (2 +2kp ) =-v/2, kT Z.
20. f(x)=sin2x- x Ats: fraxSH(2 )52 - & frin5f(- )58 - 3,

3 Didziausia ir maziausia funkcijos reik§mé duotame
intervale
Norint surasti tolydzios funkcijos duotame intervale didziausia ir maziausia reiksmes, reikia:
1. Rasti kritinius taskus priklausancius tam intervalui.
2. Apskaiciuoti funkcijos reiksmes tuose taskuose.
3. Apskaic¢iuoti funkcijos reiksmes intervalo galuose.
4. Palyginti gautasias reilksmes. Maziausioji ir didziausioji i$ ju ir bus funkcijos maziausioji ir
didziausioji reiksmés tame intervale.
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Pavyzdziai

1. Raskite funkcijos f (x) = 3x - x° didziausia ir maziausia reiksmes intervale [0;2].

Sorendimas

Surandame kritinius taskus: f €x)=3- 3x? =31- x?)=0; x, =-1 x, =1. [ duota intervala
patenkatik vienas kritinis taskas x, =1. Skaiciuojame funkcijos reiksmes taske x, =1 ir intervalo
galuose: f(0)=3x0- 0°=0; f(1)=3x-1°=2, f(2)=3x- 2°=-2

Gavome, kad maxf(x)=f(1)=2 ir minf(x)=f(2)=-2.

[0:2] [0;2]

2. Dvigjy neneigiamy skaic¢iy suma lygi 4. Kokie turi bati tie skaic¢ial, kad jy kvadraty suma
buty maziausia?

Sorendimas

Tarkime, kad vienas is ty skaiciy yra x, tada antrasis lygus 4-x. Ju kvadraty suma pazymésime
y: y =x2+(4- x)°. Lieka nustatyti sios funkcijos maziausia reikime, kai x1 [04].

yo=(2x7 - 8x+16) =4x- 8=0;x =2 y(0)=16, y(2) =8, y(4) = 16. Maviausia reiksme funkcija
igyjataske x52. Vadinasi, tie skaiciai turi bati 2 ir 2.

Pratimai
Raskite didziausiq ir maziausiq funkcijos reiksmes duotame intervale:
1 f(x)=x3- 2x° - 4x+2; Ats.:max f(x)= F& 39_31_3; min f(x)= f(1)=-3.
[-11] e 3g 27 [-11]
xe[-1;1];

2. f(x)=-x* +4x- 3,[03]; Ats:maxt(x)=f()=0; minf(x)=f(3)=-72.

3. f(x)=x?- 6x+5,[- 1:4] Ats.:max f(x)= (- 1) =12 min f(x)= f(3)=-4.

(x)=-
(%) (%)
4. f(x)=-2x? +8x- 7,[03]; Ats.:max f(x)=f(2)=1 minf(x)=f(0)=-7.
(%) (%)
(%) (%)

5. f(x)=x?- 8x+7,[- 17] Ats.:ma[x f] x)=f(- 1) =16; mi? f](x): f(4)=-9.
1,7 1,7
6. f(x)=x*-3x[- 12| Ats.:ma[x f] x)=f(-1)=f(2)=2 ml[n f](x): f1)=-2
-12 -1,2
7. (x)=4x- 3, [- 2,2]; Ats.: max f (x)= a@_sg:%;
[-2:2] 35 9
min f(x)= & 2\@%: 163
[-2:2] § 3 5 9
8. f(x)=x°- 4x[- 2.3 Ats.: max f]( x)= f(3)=15;
2;3
m|nf fa@\/ég -16\/5.
[23] § 3 5
9. f(x)=x- x°,[- 23} Ats.maExf]( x)=f(- 2):6;
- 2,1
minf (x) a?ﬁc.)_._ 2\/:_)’
T S
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10. f(x)=¢, [ 11} Ats. max f](x)— f(x1)=¢ mi? f](x): (0)=1.
11 -11
11. f(x)=Inx, [L€] Ats. max l;(X)— fle)=1 mir[l f](x): (1)=o.
1e 1e
12. f(x)——+— [1:4] Ats.: max f (x)= f(1)= f(4)=25 minf(x)=f(2)=2
2 [1:4] [14]
.U . .
. ¥ = feE 2= ___-1
13. f(x)=sin2x, &6 4l Ats mf_ﬁ(sﬁg) fg, =1 m'”;g) g, o
g6' 4 4 &' 44

14. 15 staciakampio skardos laksto, kurio krastines 80 cmir 50 cm, reikia pagaminti dézute be
dangcio, ispjaunant kampuose kvadratusir uzlenkiant laksto krastus. Kokia turi bzti ispjaunamy
kvadraty krastine, kad dezutes taris bity didziausias?

Ats.:10 cm.

15. Prie namo sienos reikia aptverti 120 milgio vielostinklu staciakamp; zemeés sklypg. kokie

turi biti staciakampio matmenys, kad jo plotas bity didziausias?

Ats.:30 m; 60m.
16. Skaiciy 10 isskaidykite j 2 demenistaip, kad jy sandauga bity didziausia.
Ats.:5ir5.
17. Dvigjy teigiamy skaiciy suma lygi 6. kokie turi bti tie skaiciai, kad jy kuby suma bty
maziausia?
Ats.:3ir3.
18. 1s 10 dmilgio vielos gabalo reikia islankstyti didziausio ploto staciakamp;. Apskaiciuokite jo
krastines.

Ats.:2,5dmir 2,5 dm.
19. [ atvirq bakg, kurio pagrindas kvadratas, turi tilpti256 litrai benzino. Kokiy matmeny bakui
pagaminti bus sunaudota maziausia medziagy?
Ats.:8 dm, 8dmir 4 dm.
20. [ rodykite, kad is visy staciyjy trikampiy, kuriy jzambiné duota, lygiasonio trikampio plotas
yra didZiausias.
21. Skaiciy 6 isskaidykite j 2 demenistaip, kad prie vieno skaiciaus pridejus kito kvadratq,
gautoji suma bty maziausia.
Ats.:5,51r0,5.
22. kokia turi bitti a reikime, kad lygties x*-(a-2)x-a-350 sakny kvadraty suma birty maziausia?
Ats.: 1.
23. Langas yra staciakampio, virsuje sujungto su pusskrituliu, formos. Lango perimetras 8 m.
Koks turi bati pusskritulio spindulys, kad langas praleisty daugiausia sviesos?

Ats. 8 :
p+4
24. ] apskritimy jbréztas maziausio perimetro staciakampis. Jo plotas lygus 16 cn.
Apskai ciuokite apskritimo spindul;.
Ats.: 24/2 cm.

25. Lygiasonés trapecijos soniné krastine ir trumpesnysi s pagrindas lygus 40 cm. Koks turi biti
ilgesnysis pagrindas, kad trapecijos plotas bity didziausias?
Ats.:80 cm.
26. Kigio sudaromoji lygi 20+/3cm. Kokia turi biti kiigio aukstine, kad jo tiris bity
didziausias?
Ats.:20 cm.
27. Apierutulg, kurio spindulysr, apibréztas kiigis. Raskite jo auksting.
Ats.:4r.
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28. [ rutulf, kurio spindulys lygus 3 cm, jbréztas kizgis. Kokia turi biti kizgio aukstine, kad jo
taris buty didziausias?
Ats.:4 cm.
29. [ rutulf, kurio spindulys lygus V3 cm, jbréstas didziausio tario riti nys. Raskite jo tir;.
Ats.:4 cm.

4 Funkcijytyrimas ir grafiky braizymas

Funkcijos grafika galima braizyti atidedant plokstumoje atskirus taskus. Tas metodas netobulas,
nes funkcijos kitimo vaizda ne visada galima susidaryti, net ir apskaic¢iavus daugelio tasky koordinates.
Pasinaudoje funkcijos isvestine, galima gauti tikslesneg funkcijos kitimo eiga, nustatyti badingus
grafiko taskus. Pries braizant grafika reikéty istirti funkcija. tyrima galima atlikti pagal tokia schema:

1. Nustatoma funkcijos apibrézimo sritis.

2. Istiriamas funkcijos lyginumas ir periodiskumas.

3. Surandami taskai, kuriuose grafikas kerta koordinaciu asis.

4. Randami monotoniskumo intervalai ir ekstremumai.

5. Braizomas grafikas.

Tiriant konkrecia funkcija, kai kuriuos klausimus galima praleisti, papildyti. Grafikui patikslinti
galima papildomai parinkti keleta tasky.

Pavyzdys

Istirkite funkcija y = x* - 5x* + 4 ir nubraizykite jos grafika.

Sorendimas

1. Funkcijos apibrézimo sritis: D(y) = (- ¥;+¥).

2. Funkcijalygine, nes y(- x)=(- x)* - 5(- x)? +4=x*- 5x2 + 4= y(x). Reiskia funkcijos
grafikas simetriskas ordinaciy asies atzvilgiu.

3. Randame taskus, kuriuose funkcijos grafikas kerta koordinaciy asis:

kai x50, y =0*- 5x0° +4=4;

kai y50, x*- 5x*> +4=0,x =+1ir x =+2.

Susikirtimo taskai: (0;4), (-2;0), (-1,0), (1,0), (2;0).

4. y¢=4x>- 10x = 4x(x2 - 2,5): 4x(x +\/EXX - \/2_5): 0;x =0, X = +,/25.

y(<0 min y(>0 max y(<0 min y(>0
mazja  _ [>p  didja 0 mazéja o5 dida

Yoo = y(O) =4 Y. = y(i ,/2,5) =-2,25.

5. Braizome funkcijos grafika. Pradzioje atidedame grafikui budingus taskus, t.y. taskus,

kuriuose grafikas kerta koordinaciy asis, funkcijos ekstremumus. Véliau taskus sujungiame
atsizvelgdami i tyrimo rezultatus:
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T2
Pratimai
Istirkite funkcijas ir nubraizikite jy grafikus:
1. y=x*-10x>+09. 2. y=3x>- 2x* +4. 3. y=4x*- x*
4. y=x>+x 5 y=x%-3x 6. y =-3x* +5x- 4.
7. y=-3x*+12x. 8. y=-x*+8x*+9. 9. y=x*-3x*+2
2
-4
10. y=x*- 6x2+9x- 3. 1l y=—" . 12, y=2"2,
y y X% +1 y X
13. y=xInx. 14. y=¢*. 15. y=2%",
x* g+ X0 )
16. y=——. 17. y=¢c—=. 18. y=x“Inx.
Y2 x) ST Y
X (x +12)?
19. y= : 20. y=In{x*- 2x+2) 21 y=
’ (x- 2 v=inl ) T2
1 X
22. y= 23. y=
RPN Yo a
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