ANALIZINE GEOMETRIJA
1 Tiesé plokstumoje

Bendroji tiesés lygtis
Tiesé plokstumoje gali biti duota kelilais blﬁdais. Vienasis ju: tiesé t eina per duota taska
Alx,;y,) ir statmena vektoriui = ai +bj . Bet kuris vektorius, statmenas tiessi, vadinamas

jos normaliniu vektoriumi.
Sakyklme M(x y) — bet kUI’IStIESeSt taskas Tada

AM = (x- %, )i +(y- y,)j . Kadangi N~ AM , tai pagal
dviejy vektoriy statmenumo salyga gausime:
alx - x,)+bly - y,)=0
Ciayralygtistiesss, einancios per duotaji taska ir statmenos duotam
vektoriui. Pertvarkykime gautaja lygti

ax +by - ax, - by, =0.Pazymejg - ax, - by, =c, gausme

bendrgjq tieses lygt;

Pavyzdys .
Tiess eina per taska A(1;-2) ir statmena vektoriui n = (- 1,2). Parasykite jos lygti.
Sorendimas

a(x- x0)+b(y- y0)=OD -1>(x-1)+2><(y- ( 2)):OID - X+1+2y+4=0pP
P -x+2y+5=0pP x-2y-5=0.

Pratimai
1. Patikrinkite ar taskai A(3;14), B(4;13), C(-3;0) ir D(0;7) priklauso tiesei 7x-3y+21=0.

2. Tiest eina per taska M ir yra statmena vektoriui n. Parasykite jos lygti, kai:
DM(3-5),n=(42); 2)M(-2-3),n=(4-5); 3IM(L-1),n=(-34).
Ats.: 1) 2x+y-1=0; 2) 4x-5y-7=0; 3) 3x-4y-7=0.

3. Tiesé einaper taska M ir yra statmena vektoriui AB. Parasykite jos lygti, kai:
D) M(-2-3), A(-5:2), B(-1;4); 2) M(2;2), A(1;-3), B(6;-5); 3) M(-2-3), A(2,1), B(L;5).
Ats.: 1) 2x+y+7=0; 2) 5x-2y-6=0; 3) x-4y-10=0.

Kryptiné tieseés lygtis

Parasysime lygti tiesés, kuri eina per duotaji taska
A(x,;y, )ir sux-u asimi sudaro kampa a . Tieséje laisvai
pasirenkame taska M(x;y). IS staciojo trikampio AMB
yn turés me% =tga =k - tieses pasvirimo kampo tangentas

vadinamas krypties koeficientu. 1§ kitos puses
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Y-Y, :k(X- Xl) .
Ciayralygtistiesss, einancios per duotajj taska su duotu krypties koeficientu. Pertvarkykime
gautaja lygti y = kx - kx, +y,, pazymeje b =- kx, +y,, gausime kryptine tiesés lygt;

Jeigu istatysime x50, tai gausime y5b. Reiskiatiest ySkx+b y-u asi kertataske (O;b)
Jeigu tiesé eina per koordinaciy pradziostaskg, tai b=-k:0+0=0 ir

5kx|
Pavyzdziai
1. Tiest eina per taska A(-1;2) ir su x-y asimi sudaro 45° kampa. Parasykite jos lygti.
Sorendimas

k=tg45° =liry- 2=1{x- (-1))p y- 2=x+1P x- y+3=0.

2. Raskite tieses 2x+3y-550 krypties koeficienta.

Sorendimas

Parasykime tiesés lygti pavidalu ySkx+b: 3y5S-2x+5ir y = - gx +§. Tada k = - g
Pratimai

1. Tiest eina per taska A(2;1) ir su x-y asimi sudaro kampa 45° kampa. Parasykite jos lygti.
Ats.: x-y-150.

2. Parasykite tiesés lygti, jei duotas krypties koeficientas ir taskas ant y-y asies. 1) k5-3,

A0); 2 k5 - 2, A(0;-7);3) k5 - <, A- 120,
2 2 e 3g

Ats.: 1) 3x+y-550; 2) 3x+2y+1450; 3) 3x+6y+1050.

3.Tiest eina per koordinaciy pradzia ir taska A. Parasykite jos lygti, kai: 1) A(-1;2); 2) A(-3;1);
3) A(4;-2).

Ats.: 1) 2x+y=0; 2) x+3y=0; 3) x+2y=0.

4.Raskite tiesiy krypties koeficientus: 1) 3x+2y+6=0; 2) 5x-y=0; 3) x+3y-3=0.

Ats. 1) -15; 2) 5; 3) %

Per du taskus einandéios tiesés lygtis
Parasysime lygti tiesés, einancios per taskus A(x,;y,) ir B(x,;y,). Lygtistiesés, einancios per
taska A(x,;y,) yray-y, =k(x- x,). Jeigu & tiesé einair per taska B(x,;y,), ta to tasko
koordinatés turi tenkinti Siostiesss lygti, ty. y, - y, =k(x, - x,). 1§ Giarandame k = Y2" Y1 1gate i

X, - Xq

pirmesniaja lygti, gausime y - y, = Y2~ Ya (x- x,) arba

2- Xy
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X=X _ Y- Y

X=Xy Yoo Yu
Pavyzdys
Parasykite tieses, einancios per taskus A(-1;2) ir B(-2;1), lygti.
Sorendimas
X ( ) y-2 X+1=y_ 2ID X+1l=y-2pb x-y+3=0.
-2-(-1) 1- 27 1T
Pratimai

1. Parasykite lygti tiesés, einancios per du taskus:
1) A(-1;-1) ir B(-2;-2); 2) A(3;0) ir B(0;4); 3) A(-2;1) ir B(3;-1); 4) A(1;-2) ir B(0;2).
Ats.: 1) x-y=0; 2) 4x+3y-12=0; 3) 2x+5y-1=0; 4) 4x+y-2=0.

2. Trikampio virsinés yrataskai A(-3;-2), B(1;5) ir C(8;-4). Parasykite krastiniy lygtis.
Ats.: 7x-4y+1350; 9x+7y-4450; 2x+11y+2850.

Kampas tarp tiesiy
Rasime kampa tarp tiesiy a,x +b,y+c, =0 ir

N = (ay:b,) a,x +b,y +c, = 0. Kampas tarp 3iy tiesiy lygus kampui tarp ju
j nomaliniy vektoriy h, = (a,;b,)ir n, =(a,;b,), o sia formule jau
zinome
ala2 + blb2
— cosj =
n, =(a,b,) Ja2 +b? \Ja2 +b?
Jeigu tieses duotos lygtimis y =k, x +b, ir y=k,x+b,,
tal kampas tarp ju apskaiciuojamas pagal formule
tgj =2k
1+k,k,
Pavyzdys
Raskite smailyji kampa tarp tiesiy 5x-12y-1650 ir 3x+4y-1250.
Sorendimas
. _\ 53+ (- 12)x4 \_| 3|_ . 33
cos = = ] =arccos— » 59°.
V5% +(- 127 V32 + 42 [1356) 65
Pratimas

Raskite smailyji kampa tarp tiesiy: 1) 5x-y=0 ir 2x-y=0; 2) 3x-y=0 ir x+y=0;
3) 2x-3y+6=0 ir 3x-y-3=0.
Ats.: 1) 15°; 2) 63°; 3) 38°.

Tiesiy lygiagretumo ir statmenumo salygos

Jeigu tieses a,x + b,y +c, =0 ir
a,Xx+b,y+c, =0 lygiagrecios, tai ir ju normaliniai
=(a,ib,)  vektoriai h, =(a,;b,)ir h, = (a,;b,) lygiagretas.
Taikome dviejy vektoriy lygiagretumo salyga:
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L _( 'b) Jeigu tieses a,x +b,y+c, =0 ir a,x+b,y+c, =0
1780 gatmenos, tai ir ju normaliniai vektoriai
n, = (a;;b,)ir n, =(a,;b,) statmeni. Taikome dviejy
vektoriy statmenumo salyga:
(a;:b,)
a,a, +b,b, =0
Pavyzdziai
1. Patikrinkite tiesiy lygiagretuma: 1) x+2y-350 ir 2x+4y+350; 2) 2x+y+150 ir
X-2y-250.
Sorendimas
1 2 _1_1 . . 2. 1 . .
1) ==—pb = ==Pb lygagretios;,2) —1 — b nelygiagrecios.
) 5=4P 575 P o )1 ygiag

2. Parasykite lygti tiesés, einancios per taska A(-3;2) ir lygiagrecios tiesel 5x-3y+2150.

Sorendimas

Rasome lygti tiesés, einancios per duotaji taska ir statmenos duotam vektoriui:
a(x - x,)+b(y- y,)=0;ciax, ir y, duotojo tasko koordinatés, air b normaliojo (statmenojo)
vektoriaus koordinatés. Bet, kadangi tiesés lygiagrecios, tai normalusis vektorius gali biti tas pats, t.y.
n=(5- 3). Istate i lygti, gausime 5(x - (- 3))- 3(y- 2)=0p 5x- 3y +21=0.

3. Kokiaturi biiti parametro m reiksmé, kad tieses x+2y-350 ir mx-y+650 biity sSatmenos?
Sorendimas
1xm+2x-1)=0pP m-2=0pP m=2

Pratimai

1. Kuriosis siy tiesiy yralygiagrecios: 1) 2x-3y+4=0 ir 10x-15y-7=0; 2) 25x+20y-8=0 ir
5x+4y+4=0; 3) 2x+y-8=0 ir 2x+y+1=0; 4) 3x-y+4=0 ir 3x+y+2=0?

Ats.: 1), 2)ir 3).

2. Parasykite lygtj tiesés, einancios per taska M ir lygiagrecios duotgjai tiesei:
1) M(-2;4), 2x-3y-6=0; 2) M(-3;2), 5x-3y+21=0; 3) M(-1;-4), 3x+4y-12=0.
Ats.: 1) 2x-3y+16=0; 2) 5x-3y+21=0; 3) 3x+4y+19=0.

3. Kuriosis iy tiesiy yra statmenos: 1) 3x-4y+12=0 ir 4x+3y-6=0; 2) 4x+5y-8=0 ir
3x-2y+4=0; 3) 4x+3y+2=0 ir 3x-4y+14=0; 4) x-y-7=0 ir x-y+3=0; 5) 3x-10y+37=0 ir 9x+2y-17=07?
Ats.: 1) ir 3).

4. Kokiaturi bati parametro k reiksmeé, kad tiesés bty statmenos: 1) 5x-y-4=0 ir kx-y-2=0;
2) 3x-ky+28=0 ir 5x+4y+26=0; 3) kx+2y-21=0 ir 8x-3y+7=0; 4) 3x+ky+21=0 ir 2x-y+5=07?

1 3 3
Ats:1)-=; 2)3—; 3)—:; 4)6.
)-5 235 9 4
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5. Parasykite lygtj tiesés, kuri eina per taska M ir yra statmena duotajai tiesei:
1) M(4;-3), 5x-2y+10=0; 2) M(-4;1), 6x-5y-30=0; 3) M(0;0), 2x+3y-12=0.
Ats.: 1) 2x+5y+7=0; 2) 5x+6y+14=0; 3) 3x-2y=0.

Tasko atstumas iki tiesés
Atstumas nuo tasko M(x,;y,) iki tiesés ax+by+c5S0 skaiciuojamas pagal formule:

d =|-——"(ax, +by, *+c)
a“+b
Pavyzdziai
1. Raskite tasko M(6;8) atstuma iki tieses 4x+3y+250.
Sorendimas
1 1 1

d=|——(4>6+38+2) ==(24+24+2)==>60=10.

VA% +3° S S
2. Raskite atstuma tarp lygiagreciy tiesiy 4x+3y-850 ir 4x+3y-3350.
Sorendimas
Tieséje 4x+3y-850 pasirenkame taska M(-1;4) ir randame jo atstuma iki tieses 4x+3y-3350.

d= ;(- 154+ 43- 33 =‘E>(_ 25)‘ =|- §=5.
VA% +3° S

Pratimai

1. Raskite atstuma nuo tasko M iki duotosios tieses: 1) M(6;8), 4x+3y+2=0; 2) M(-2;4),
4x-3y-5=0; 3) M(4;6), 3x+4y+14=0; 4) M(2;-1), 4x+3y+10=0; 5) M(0;-3), 5x-12y-23=0.
Ats.: 1) 10; 2) 5; 3) 10; 4) 3; 5) 1.

2. Raskite atstuma tarp lygiagreciy tiesiy: 1) 3x-4y-10=0 ir 6x-8y+5=0; 2) 5x-12y+26=0 ir
5x-12y-13=0; 3) 4x-3y+15=0 ir 8x-6y+25=0; 4) 24x-10y+39=0 ir 12x-5y-26=0.
Ats.: 1) 2,5; 2) 3; 3) 0,5; 4) 3,5.

2 Antros eilés kreives

Apskritimas

Apskritimu vadinama aibé plokstumos tasky, vienodai
nutolusiy nuo vieno tos plokstumos tasko, kuris vadinamas centrul.
Bet kurio apskritimo tasko atstumas iki centro vadinamas

. apskritimo spinduliu ir zymimas r. Jeigu apskritimo centras C(ab),
//N (xy) 0 M(x;y) — laisvai pasirinktas apskritimo taskas, tai
r=y(x-aff +(y- b) ir

[
C(ab
U b el b op=r
Cia yra apskritimo lygtis.
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Jeigu apskritimo centras yra koordinaciy pradzios taske, tai @50 ir b50. [state, gausime
apskritimo, kurio centras koordinaciy pradzios taske, lygti:

X2 +y2 - r2

Pavyzdziai

1. Apskritimo centras yrataskas C(5;-7) ir apskritimas eina per taska A(2;-3). Parasykite jo
lygti.

Sorendimas

Randame apskritimo spinduli; r =/(2- 5)° +(- 3- (- 7))? =+/9+16 = 5. | apskritimo lygti

istatome centro koordinates ir spindulio reiksme: (x - 5) + (y +7)* = 25.

2. Apskritimo skersmens galy koordinatés yra: A(0;3) ir B(6;-7). Parasykite jo lygti.

Sorendimas
Apskritimo centro koordinates rasime padaling atkarpa AB pusiau:
X = OLZG =3y= 3—27 =-2. Apskritimo spindulys lygus pusei atkarpos AB:
= —AB = —\/ -3 = %\/36 +(- 10 = %«/136 . Belieka parasyti apskritimo

Iygtl.(x-S) +(y+ 2) —34arbax2-6x+9+y2+4y+4:34,x2-6x+y2+4y-21:O.

Pratimai
1. Parasykite apskritimo lygti, kai:
1) apskritimo centras yra koordinaciy pradzioje, o spindulys R53;
2) apskritimo centras yra taske C(2;-3), o spindulys R57;
3) apskritimas eina per koordinaciu pradzia, o centras yrataske C(6;8);
4) apskritimas eina per taska A(2;6), o jo centras yrataske C(-1;2)
5) taskai A(3;2) ir B(-1;6) yra skersmens galai;
6) apskritimo centras yra koordinaciu pradzios taske, o ties¢ 3x-4y+2050
liecia apskritima;
7) apskritimo centras yra taske C(1;-1), o ties¢ 5x-12y+950 liecia
apskritima;
8) apskritimas eina per taskus A(3;1) ir B(-1;3), 0 jo centras yratieséje 3x-
y-250;
9) apskritimas eina per taskus A(1;1), B(1;-1) ir C(2;0);

10) apskritimas eina per taskus A(-1;5), B(-2;-2) ir C(5;5).
Ats:: 1) X*+y?59; 2) (x-2)%+(y+3)°549; 3) (x-6)*+(y+8)°5100; 4) (x+1)*+(y-2)*525;
5) (x-1)%+(y-4)’58; 6) X+y?516; 7) (x-1)*+(y+1)’54; 8) (x-2)*+(y-4)°510; 9) (x-1)*+y*51;
10) (x-2)*+(y-1)?525.

2. Raskite apskritimo centro koordinates ir spinduli, kai duota apskritimo lygtis:
1) (x-5)*+(y+2)?55; 2) (x+2)*+y*564; 3) X*+y*-2x+4y-2050; 4) X*+y*+4x-2y+550.
Ats.: 1) C(5;-2), R54/5; 2) C(-2,0), R58; 3) C(1;-2), R55; 4) C(-2;1), RS0.

3. Raskite atstuma nuo tasko iki apskritimo, kai: 1) A(6;-8), x*+y*59; 2) A(3;9),

X2+y?-26x+30y+31350; 3) A(-7;2), x*+y?*-10x-14y-15150.
Ats: 1) 7;2) 17; 3) 2.
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4. Nustatykite tiesés ir apskritimo tarpusavio padéti, kai: 1) 7x-y+1250 ir (x-2)*+(y-1)*525;
2) y50,5x-0,5 ir x*+y*-8x+2y+1250; 3) x-y+1050 ir x*+y*-150.
Ats.: 1) kertasi; 2) lieciasi; 3) neturi bendry tasku.

5. Parasykite lygti tiesés, kuri einaper apskritimy x?+y?+3x-y50 ir 3x°+3y*+2x+y50

susikirtimo taskus.
Ats.: 7x-4yS0.

Elipsé

Elipse vadinama aibé plokstumos tasky, kuriy
atstumy nuo dvieju duotyjy tasky, vadinamy zidiniais,

awﬁ suma yra pastovus dydis (2a). Pagal apibrézima
), F.(¢.0) EM +MF, =2ab |/(x+c)? +(y- 0) +
c;,0
: G T o = 2an

P J(x+cf +(y- Of =2a(x- cf +(y- 0] p

b x?+2xc+c?+y? =4a®- da/(x- )’ +y? +x?- 2xc+c?+y? b a(x- ) +y*=a*- xcb
b a’((x- cf +y?)=a'- 2a’c+x7c’ b a’x?- 2a’xc+a’c? +a’y? =a’ - 2a’xc+x°c? b

p (a2 - cz)x2 +a’y’ = 2(a2 - cz). Pazyméje , gauname elipses lygti

b*x* +a’y* = a’b® arba

Ciaa—didysis pusasis, b — mazasis pusasis, o0 e = a0 elipsés ekscentricitetas.

Pavyzdziai
1. Elipsés zidiniai yra asyje Ox, 0 jos asys 12 ir 8. Parasykite jos lygti.
Sorendimas
Norint parasyti elipsés lygti, reikia zinoti parametrus air b. 1S salygos randame, kad 2a512,
2 2
a56 ir 2b58, b54. [state rastasias reiksmes i elipsés lygti, gauname % + ?L/_G =1.
2. Atsumastarp elipsés zidiniy lygus 6, o didzioji asis lygi 10. Parasykite elipsés lygti.
Sorendimas
15 salygos randame, kad ¢53, a55, o b’ randame is formulés b? =a? - ¢® =25- 9=16. [rase
2 2
gautas reiksmes i elipsés formulg, gausime )2(—5 + ?L/_G =1.
3. Elipses zidiniai yrataskai F(+ 4,0), o jos ekscentricitetas e = 0,8. Parasykite jos lygti.
Sorendimas
2 2
c=4CS=08p 2=08p a=5b?=a?- ?=25-16=9, -+ =1.
a a 25 9

4. Elips: eina per taskus A(\/§;\/5)ir B(3;\/§). Parasykite jos lygti.
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Sorendimas
I elipsés lygti irase duotyju tasky koordinates, gauname lygciu sistema

Pratimai

1. Parasykite elipsés lygti, jei zinoma, kad jos zidinys yra OX asyje, kai : 1) jos pusasiai lygis 2
ir 5; 2) didzioji asis 10, o atstumas tarp zidiniu 8; 3) mazoji asis 24, o atstumas tarp zidiniy 10;
4) atstumas tarp zidiniy 6, o ekscentricitetas 0,6; 5) didzioji asis 20, o ekscentricitetas 0,6.

Ats.:
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
DX Y cp X Y sy g X Y Ly XY g g XY
25 4 25 9 169 144 25 16 100 64

2. Raskite duoty elipsiy asis, atstumus tarp zidiniy ir ekscentricitetus: 1) 9x*+16y°5144;
2) X*+4y*54; 3) x*+25y° 525,

Ats:1) 86, Zﬁ;g; 242, 2&;@;3) 10; 2 m;Z_f.

3. Apskaiciuokite keturkampio plota, jei dvi jo virsinés yra elipses x*+5y*5 20 zidinio
taskuose, o kitos dvi sutampa su mazosios asies galais.
Ats.: 16.

2 2
4. Ant elipsés ;—5 + yT =1, raskite taskus, kuriy abscise lygi —3.
Ats.: (-3;£1,6).

5. Raskite elipsés 7x?+16y°5 112 taskus, kuriy atstumas iki kairiojo Zidinio lygus 2,5.
J_:L 9

Ats.. G- 2+
e
6. Parasykite elipsés, kurios zidinial yra Ox asyje, lygti, kai: 1) elipsé eina per taska
M (- 25;2), 0 maxoji pusasis lygi 3; 2) elipss eina per taska M(2;-2), o didioji pusais lygi 4;
3) elips eina per taskus A (4;- \/:_%) ir B (2\/5;3); 4) elipst eina per taska M (\/fi 1), 0 atstumas tarp

zidiniy 8; 5) elipsé eina per taska M 8‘32 29 0 ekscentricitetas e :g :
a
2 2 2 2 2 2 2 2
Ats: 1) 4+ =1 )X 3y” _ )_ + Y XY oy 5 XY o
36 9 16 16 20 15 20 4 9 5

7. Raskite elipses ir tieses susikirtimo taskus: 1) 9x*+16y*5144, 3x+4y512;
2) 4x°+9y*536, x+y55; 3) 3x+2y-2050, X*+4y*540.
Ats: 1) (0;3), (4,0); 2) £ 3) (6,1).
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Hiperbolé
y Hiperbole vadinama aibé plokstumos tasky,
kuriy atstumy nuo dviejy duotyjy tasky, vadinamy
zidiniais, skirtumo modulis yra pastovus dydis (2a).
Pagal apibrézima

EM - MF, =2ab +/(x+c)? +(y- 0) -
- \/(x c)’+(y- 0f =2ab
o J(crof +(y- Of =2ar (- of +(y- of
b x?+2xc+c? +y? =4a® +4ay/(x - )’ +y? +

+x%-2xc+c*+y’ b

a(x-cf +y?=xc-a’b

b a’((x- ¢ +y?)=x2c?- 2a’xc+a‘ b
b a’x?- 2a’xc+a’c? +a’y? = x2c? - 2a’xc+a* b (a2 - ¢?Jx* +a’y? =a’(a? - ¢?) arba
(c2 - az)x2 - a’y? =a? (c2 - az). Pazyméje |c* - @ = b?|, gauname hiperbolés lygti

b*x* - a’y® =a’b* arba

2 2
a®> b’
Ciaa realusis pusasis, b- menamasis pusasis. Hiperbolés ekscentricitetu vadinamas santykis

. o . b
e= g . Hiperbolé turi dvi asimptotés, kuriy lygtys|y = igx :

Pavyzdziai

1. Hiperbolés virsiinés yrataskuose (+ 3,0), o zidiniai taskuose (+ 5,0). Parasykite jos lygti.
Sorendimas

15 salygos turime, kad a5 3, 0 ¢55. Pritaikome formule b® =c¢® - a®> = 25- 9=16.[rase i lygti

2 2

a® ir b® reiksmes, gauname XY o
9 16

2 2

2. Duota hiperbolé % i f’ﬂ =1. Raskite jos virsainiy ir zidiniy koordinates

Sorendimas
a®> =81b a=9;b* =144;c®> =a” +b* =225b ¢ =15.Vadinasi, hiperbolés virsinés yra
taskuose (+ 9;0), o zidiniai - (+15,0).

3. Hiperbolés realiosios asies ilgis 12, 0 ekscentricitetas e :g . Parasykite jos lygti.

Sorendimas
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2a=12b a=6,-= gb =8, b*=c*- a®>=64- 36=28. [rase i lygti

QO

a® ir b® reiksmes, gauname — - 2— =1.
36 28

4. Hiperbolé eina per taska A(6;-4), 0 jos asimptotés duotos lygtimis y = igx . Prasykite jos

lygti.

Sorendimas
b_6 . . . - o g y

IS salygos 33 . I hiperbolés lygti istatome duotojo tasko koordinates ir sprendziame lygciu
.\I. 62 (_ 4)2 =1,
iz b2 ia® =12 x? y?

sist a P i ' [state, gauname — - 2—=1.

emQI E:ﬁ ’:‘b2:81 Qg 12 8

t a 3°
Pratimai

1. Parasykite lygti hiperbolés, kurios zidiniai yra Ox asyje, grafikas simetriskas koordinaciy
pradzios tasko atzvilgiu, ir: 1) asys yralygios 10 ir 8; 2) atstumas tarp zidiniy 10, 0 menamoji asis lygi
8; 3) atstumas tarp zidiniy 6, o ekscentricitetas e =1,5; 4) realioji asis lygi 16, o ekscentricitetas
e 51,25.

2 2 2 2 2 2 2 2

AtS.:l)X—-y—:' 2)X__y__ 3)X__y_:l 4)X__y_: .

25 16 9 16 4 5 64 36

2. Raskite duoty hiperboliy pusasius, zidiniy koordinates, ekscentriciteta ir asimptociy lygtis:
1) 4x%-9y*536; 2) x*-16y°516; 3) x*-4y*516; 4) xX2-y’'51.

Ats: 1) 3,2, F[t V13,0) e = */_3 V17

N2 y= +5 . 2) 4,1, F(i\/ﬁ;O),ezT?,yzi
J5 1

34,2, F(i 2\/5;0),e:7, y=£2x 411, Fltv2,0)e =2, y=%x

1
4

3. Patikrinkite ar taskas M(-5;2,25) priklauso hiperbolei 9x*-16y°5144.
Ats.: priklauso.

4. Parasykite hiperboles, kurios zidiniai yra Ox asyje, lygti, kai: 1) taskai A(6;-1) ir B 8:22)
priklauso hiperbolei; 2) hiperbolé eina per taska M(-5;3), 0 ekscentricitetas e =+/2;
3) hiperbolé eina per taska M(4,5;-1), 0 asimptotés duotos lygtimis y = i% X.

2 2 2 2 2 2
AtS.:l)X—-y—:' )__ y 3)X__Y_:
32 8 16 16 18 8

5. Raskite hiperbolés ir tieses susikirtimo tasky koordinates: 1) x*-4y*5 20, 2x-y-1050;
2) 16x>-25y*5400, 4x-3y-1650; 3) 4x*-9y*536, 2x-y+150.

Ats. 1)(62)3%4-39; )3@30 3 £
9
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6. Nustatykite tiesés ir hiperbolés tarpusavio padéti: 1) x-y-350 ir x*-4y*512;
2) x-2y+150 ir 9x*-16y*5144; 3) 7x-5y’50 ir 16x*-25y*5400.
Ats.: 1) liecia; 2) kerta; 3) neturi bendry tasky.

Parabolé

y Parabole vadinama aibé plokstumos tasky, vienodai
: ) nutolusiy nuo duotojo tasko, vadinamo zidiniu, ir nuo duotosios
M(x;y) tiesés, vadinamos direktrise. Jeigu parabolés simetrijos asis — Ox,
x=-2 sakos nukreiptos i desing, zidinio ir direktrises atstumai iki
koordinaciy pradzios tasko lygus 3 , tai, pagal apibrézima,
F‘( O) X turésime

& MA =MFb [x+2f +(y- y)? =yx- 2f +(y- o) b
b o+ f =be-2f +y7p

2

y? =2px

Pakeitus parabolés saky krypti, simetrijos asi ar virstnés koordinates, pasikeis ir parabolés
lygtis. Visos galimos parabolés padétys ir jos lygtys pateiktos lenteléje (air b — virsinés koordinatés):

i £ d

2

y? =2px y* =-2px x* = 2py x* =-2py

8 - 8 ~ i g

C \_V

~ /

(y-b)f=2p(x-a) | (y-b)f*=-2p(x-a) | (x-a)*=2p(y-b) | (x-a)°=-2p(y-b)

Pavyzdziai

1. Parabolés virsiné yra koordinaciy pradzios taske, o direktrises lygtis x5-4. Parasykite jos
lygti.

Sorendimas

Siuo atveju parabolés sakos nukreiptos i desing, nes direktrises lygtis x = - 2x, o zidinio
koordinatés F(g ;O). Vadinasi, =4, p=8. [ras¢ p relksmg | pirmaja paraboles lygtj, gauname
y? =16X.

2. Parabolés virsuné yrataskas A(1;2), o simetrijos asis lygiagreti Ox aSiai. Parasykite
parabolés lygti, jei ji einaper taska M(4;8).
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Sorendimas

IS salygos matyti, kad parabolés lygtis yra 5-0 pavidalo, nes taskas M yra desiniau jos virsanés.
1 lygti iraome virsings A ir tasko M koordinates: (8- 2)° =2p(4- 1)p p=6.1 54 lygti rasomep
reikime ir virsines A koordinates ir gauname (y - 2)° =12(x - 1).

3. Parabolés virsiné yrataske A(2;2), o zidinys taske F(2;0). Parasykite jos lygti.

Sorendimas

Parabolés simetrijos asis lygiagreti Oy asiai, nes virsanés ir zidinio abscisés yra vienodos.
Parabolés sakos nukreiptos zemyn, nes zidinys yra zemiau virsanés. Vadinasi, tai 8-o pavidalo lygtis.
£=2-0=2,p=4.182alygti irasome p reiksme ir virsanés A koordinates ir gauname

(x- 2 =-8ly- 2).

4. Duota parabolés lygtis x* - 8x - 4y + 28 = 0. Raskite virsiinés koordinates.
Sorendimas
Duotaja lygti pertvarkome taip, kad ji atitikty kuri norsis 8-iy pavidaly:

X2 - 2x4x+4%> =4y - 28+4% b (x- 2 =4(y- 3)p a=2,b=3;A(23).

Pratimai
1. Parasykite parabolés, kurios virsané yra koordinaciy pradzios taske, lygti zinant, kad:
1) parabolé simetriska Ox asies atzvilgiu, yra desinéje pusplokstuméje ir parametras p5S3;
2) parabolé simetriska Ox asies atzvilgiu, yrakairéje pusplokstuméje ir p5S0,5;
3) parabolé simetriska Oy asies atzvilgiu, yravirsutinéje pusplokstumeje ir p50,25;
4) parabolé simetriska Oy asies atzvilgiu, yra apatinéje pusplokstumgéje ir p5S3.
Ats:: 1) Y’56x; 2) y*5-x; 3) x*50,5y; 4) x*5-6y.

2. Parasykite parabolés, kurios virsiné yra koordinaciy pradzios taske, lygti zinant, kad:
1) simetriska Ox asies atzvilgiu ir eina per taska A(9;6);
2) simetriska Ox asies atzvilgiu ir eina per taska A(-1;3);
3) simetriska Oy asies atzvilgiu ir eina per taska A(1;1);
4) simetriska Oy asies atzvilgiu ir eina per taska A(4;-8).
Ats: 1) y>=4x; 2)y*=9x; 3)x’=y, 4)x>=-2y.

3. Raskite zidinio koordinates ir parasykite direktrisés lygti, kai parabolé duota lygtimi:
1) y*54x; 2) y*5-6x; 3) X*58y; 4) X*5-4y.
Ats.: 1) F(1,0), x5-1; 2) K(-1,5,0), x51,5; 3) F(0;2), y5-2; 4) F0;-1), y51.

4. Parasykite lygti parabolés, kurios virstné yra koordinaciy pradziostaske, o zidinys yrataske:
1) F(5,0); 2) F(-4;0); 3) F(0;2); 4) F(0;-3).
Ats: 1) y*520x; 2) y*5-16x; 3) X’58y; 4) X*5-12y.

5. Parasykite lygti parabolés, kurios virsané yra koordinaciy pradzios taske, o direktrisé duota
lygtimi: 1) x+250; 2) x-350; 3) y+450; 4) y-150.
Ats: 1) y*58x; 2) y*5-12x; 3) X*516y; 4) X*5-4y.

6. Parabolés simetrijos asis lygiagreti Ox asiai. Parasykite parabolés lygti, kai:
1) parabolé eina per taska M(1;3), o josvirsiné yrataske A(-4;-2);
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2) parabolé einaper koordinaciy pradzia, o jos virsiné yrataske A(-2;-4);
3) parabolé einaper taska M(-3;-3), 0 jos virsiiné yrataske A(3;-1).
Ats.: 1) (y+2)°55(x+2); 2)(y+4)°58(x+2); 3) 3(y+1)*5-2(x-3).

7. Parabolés simetrijos asis lygiagreti Oy asiai. Parasykite parabolés lygti, kai:
1) parabolé eina per taska M(-6;8), 0 jos virsiiné yrataske A(2;4);
2) parabolé eina per koordinaciy pradzia, o jos virsuné yrataske A(5;-5);
3) parabolé einaper koordinaciy pradzia, o jos virsiné yrataske A(3;5).
Ats.: 1) (x-2)°516(y-4); 2) (x-5)*55(y+5); 3) 5(x-3)°5-9(y-5).

8. Parasykite parabolés lygti, kai duotajosvirsiiné A ir zidinys F: 1) A(4;6), F(-2;6);
2) A(3-2), F(3,0); 3) A(-1;1), K(-1;-4).
Ats.: 1) (y-6)°5-24(x-4); 2) (x-3)°58(y+2); 3) (x+1)*5-20(y-1).

9. Parasykite parabolés lygti, kai duotajosvirsiné ir direktrisés lygtis:
1) A(L;-3), X-550; 2) A(-2;4), y+250; 3) A(-3;5), y-750.
Ats.: 1) (y+3)°5-16(x-1); 2) (x+2)°524(y-4); 3) (x+3)°5-8(y-5).

10. Raskite parabolés virsunés ir zidinio koordinates, parasykite direktrises lygti, kai:
1) y?+4y-24x+7650; 2) x*+10x+8y+4150; 3) x*-4x-16y+6850; 4) y*-6y-8x-750;

Ats.:1) A(3;-2), F(9;-2), x5-3; 2) A(-5;-2), F(-5;-4), y50; 3) A(2;4), F(2;8), y50;
4) A(-2;3), F(0;3), x5-4.

3 Plokstuma

Plokstumos, einan€ios per taska ir statmenos vektoriui, lygtis.
Bendroji plokstumos lygtis

Sakykime erdvéje duota plokstuma a |, jai
| = (arbic) priklausantis taskas M, (X,;Y,;Z,) ir jai statmenas
vektorius h = (a;b;c). Parasysime sios plokstumos
lygti. Plokstumoje pasirenkame bet kurj taska

M(x;y;z) N .
M(x;y;2) ir bréziame vektoriy M M . Vektorius n
bus statmenas vektoriui M M =

(Xo:¥0i 2 =(x- Xo;¥- Yo;2- Z,), todél ju skaliariné sandauga
bus lygi nuliui: h>M M = Oarba

a(x- X0)+b(Y' y0)+c(z- Zo):O

Gavome lygti plokstumos, einancios per duotaji taska M, ir statmenos vektoriui n, kuris

vadinamas plokstumos normaliniu vektoriumi. Sia lygti galima uzrasyti ir kitaip:
ax+by+cz- ax, - by, - cz, =0. Pazyméj¢ - ax, - by, - cz, =d, gausme:

ax+by+cz+d=0

Cia bendroji plokstumos lygtis.

Pavyzdys .
Parasykite lygti plokstumos, einancios per taska A(-1;2;0) ir statmenos vektoriui n = (21;- 3).
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Sorendimas
Siuo atveju 852, bS1ir ¢5-3. | lygti irase koeficienty a,b ir ¢ reikimesiir tasko A koordinates,
gausime 2Xx - (- 1))+1xy- 2)- 34z- 0)=0arba2x+y- 3z=0.

Pratimai

1. Parasykite lygtj plokstumos, einancios per taska M ir statmenos vektoriui Nn:
1) M(2;1;-1) ir n5(1;-2;3); 2) M(-1;4;2) ir n 5(-1;2;4); 3) M(0;-3;1) ir n5(-2:4,0).

Ats.: 1) x-2y+3z+350; 2) x-2y-4z+1750; 3) x-2y-650.

2. Duoti taskai A ir B. Parasykite lygti plokstumos, einancios per taska A ir statmenos vektoriui
AB: 1) A(3;-1;2) ir B(4;-2;-1); 2) A(-2;0;3) ir B(1;4;-2); 3) A(0;3;-1) ir B(4;-2;0).
Ats.: 1) x-y-3z+250; 2) 3x+4y-5z+2150; 3) 4x-5y+z+1650.

Plokstumos, einanéios per tris taskus, lygtis

Parasysime lygti plokstumos,
einancios per taskus A(x,;y,;z,),

M(x;y;2) B(x,;Y,;2,) it C(X,;Y4;2,). Plokstumoje
laisval pasirenkame taska M(x;y;z) ir
B(X,:Y,:2,) bréziame vektorius AM, ABir AC;

C(X yz) m:(X-Xl;y' Vi Z- Zl)’
31 Y3143 ﬁ:(xz-xl;yz-ylizz'zl)’

Alx,;y;:2,)
yravienoje plokstumoje, todé! jie komplanaris. Vadinasi, (m ‘ E)XATC’ =0 arba

ATC’ = (X3 - X Y3- Y25 - Zl)' Sievektoriai

X - X, VAR Z-27,
X=Xy Yo-VY, Z,-2,/=0
X3-Xy Y3-Y:1 Z3-24

Pavyzdys
Parasykite lygti plokstumos, einacios per taskus A(-1;0;2), B(0;2;1) ir C(-2;1,0).
Sorendimas
Xx+1 y-0 z-2 |x+1 y z- 5
I lygti raome tasky koordinates: | 0+1 2-0 1-2[=| 1 2 -1|=(x +1)1
-2+1 1-0 O- -1 1 -2

bt

_V‘l -j+(z-2)‘11 i‘:-s(x+1)+3y+3(z-2)=-3x+3v+32-9=°afbax'y'z+35°'

Pratimas

Parasykite lygti plokstumos, einancios per taskus A, B ir C: 1) A(3;-1,2), B(4;-1;-1) ir
C(2;0;2); 2) A(1;2,0), B(4;0;1) ir C(-2;1;0); 3) A(0;2;4), B(-1;-3;0) ir C(2;-1,0).

Ats.: 3x+3y+z-850; 2) x-3y-9z+550; 3) 8x-12y+13z-2850.
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Plokstumos, einané€ios per taska ir lygiagre€ios dviems vektoriams,
lygtis

L= (Xai y.: Za) Sakykime, plokstuma a eina per taska A(Xl;yl; Zl)
: ir lygiagreti vektoriams a=(x_;y,;z,) ir b=(X,;y,:2,)-
b:(Xb;yb;Zb)

Parasysime jos lygti. Plokstumoje a laisvai pasirenkame

a M(X:y:2) taska M(x;y;z) ir bréziame vektoriy

_ - ]
/ AM =(x- Xy~ y,;z- 2,). Vektoria AM, &ir b yra
Alx;y,:z,) komplanariis. Pritaike trijy vektoriy komplanarumo salyga,

gauname;

X-X, Y-V, Z2-2,
Xa ya Za = O
Xb yb Zb
Pavyzdys

Plokstuma eina per taska A(2;-1;3) ir lygiagreti vektoriams & = (2:2:0) bei b= (- 1;02).
Parasykite jos lygti.

Sorendimas
X-2 y+1 z-
2 1 0 :(X.z*L O‘.(y+q2 O‘+(z-3%2 j:x-z-z(y+1)+z-3:o;
01 -1 1 -1
-1 0 1
X-2y+z-750.
Pratimas

Parasykite lygti plokstumos, einancios per taska A ir lygiagrecios vektoriams gir i:) :
1) A(3:4;-5), a5(3;1;-1), b5(1-2;1); 2) A(1;0;2), a 5(1;2;-1), b5(0;1;2);

3) A(0;3;5), a5(2;-1;3), b 5(4:0:1).
Ats.: 1) x+4y+7z+1650; 2) 5x-2y+z-750; 3) x-10y-4z+5050.

Plokstumos, einané€ios per du taskus ir lygiagre€ios vektoriui, lygtis
Sakykime, plokstuma a eina per taskus

a=(x.1yaiz,) A(X;Y12,) ir B(x,:y,:z,) ir lygiagreti vektoriui
a=(x,;y,;z,) . Parasysime jos lygti. Plokstumoje a
a M(x;y;2) laisvai pasirenkame taska M(x;y;2) ir bréziame
o vektorius AM =(x- x;y-vy,;z-2)ir
B(XZ’yZ’ZZ vl . . -
Aly.z) AB=(x,- X;;¥,- Y.;Z, - Z,). Vektoriai AM,

— . r - . .
AB ir a yrakomplanaras. Pritaike trijy vektoriy
komplanarumo salyga, gauname:
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X- X Y-y Z-27,
Xo= Xy Yo-VY: Z,-24/=0

Xa ya Za
Pavyzdys .
Plokstuma eina per taskus A(-1;0;2) bei B(0;1;-2) ir lygiagreti vektoriui a=(2,0,1). Parasykite
jos lygti.

Sorendimas

+1 - 2] |x+1 -

X y z X y z L. 1. 11

0+1 1 -2-2=1 1 -4|=(x+1) -y, +(z- 2 =

0 1 2 1 2
2 0 1 2 0 1

=x+1- 9y- 2(z- 2)=0abax- 9y- 2z+5=0.

Pratimas

Parasykite lygti plokstumos, einancios per taskus A ir B ir lygiagretios vektoriui C:
1) A(2;-1;3) ir B(3;1;2), ¢5(3;-1;4); 2) A(-1;3;0) ir B(4;2;-1), ¢ 5(2,1;-3);
3) A(0:-3;1) ir B(1;0;1), ¢5(1;2;3).

Ats.: 1) x-y-z50; 2) 4x+13y+7z-3550; 3) 9x-3y-z-850.

Kampas tarp plokstumy
Kampas tarp plokstumy a,x +b,y+c,z+d, =0 ir
a,Xx+b,y+c,z+d, =0 lygus kampui tarp ju normaliniy
a, vektoriy n, =(a,;b,;c,)ir n, =(a,;b,;c,). Taigi,

|a1a2 + blbz + C1C2|

2 2 2 2 2 2
JaZ +b? +c?fa2 +b2 +c?

cosj =

Norint apskai¢iuoti smailyji kampa tarp plokstumy,
desinéje puseje imamas modulis.

Pavyzdys

Apskaiciuokite smailyji kampa tarp plokstumy
2x-3y+4z-150 ir 3x-4y-z+350.

Sorendimas

cosj = 258+ (- 3)- 4)+4x- 1) _ 14
e

» 0,5098;] » 59°.
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Pratimas

7. Raskite kampa tarp plokstumy : 1) 2x-y+2z+350 ir 2x-2y+550;
2) 2x-y+5z+350 ir x+3y-z-750; 3) 2x-9y+6z-2250 ir 6x-2y+3z+750.

Ats.: 1) 45°% 2) »71°% 3) »51°.

Plokstumy lygiagretumo ir statmenumo salygos
Kad dvi plokstumos a,x +b,y+c,z+d, =0 ir a,x+b,y+c,z+d, =0 baty lygiagrecios, ju
normaliniai vektoriai 0, =(a,;b,;c,)ir n, =(a,;b,;c,) turi biti lygiagretis. Pasinaudoje dviejy
vektoriy lygiagretumo salyga, gausime:

Kad dvi plokstumos a,x +b,y+c,z+d, =0 ir a,x+b,y +c,z+d, =0 buty sSatmenos, ju
normaliniai vektoriai n, = (a,;b,;c,)ir n, = (a,;b,;c,) turi biti statmeni. Pasinaudojg dviejy vektoriy
statmenumo salyga, gausime:

a‘laZ + ble + ClCZ = O

Pavyzdziai
1. Kokiosturi bati parametry mir n reiksmés, kad plokstumos mx+2y-z+450 ir
2x+y-nz-350 bty lygiagrecios?

Sorendimas
im
s —=2 im=4
- | ] ]
Mo2-22p Mop=tpi2 p !n—l
2 1 -n 2 n ;:-2:? i"T o

2. Plokstuma eina per taska A(-2;3;4) ir lygiagreti plokstumai x+2y-3z+450. Parasykite jos
lygti.

Sorendimas

Kadangi plokstuma, kurios lygti rasysime, yra lygiagreti plokstumai x+2y-3z+450, ta jos
normaliniu vektoriumi galima laikyti duotosios plokstumos normalinj vektoriy n = (1;2;- 3). Rasome
lygti plokstumos, einancios per taska ir statmenos vektoriui:
a(x- xo)+b(y- y,)+c(z- z,)=0pP 1x{x +2)+2Xy- 3)- 3¥z- 4)=0abax+2y- 3z+8=0.

3. Kokiaturi biiti parametro m reiksmé, kad plokstumos 3x-5y-mz50 ir x+3y+2z-1550 bty
statmenos?

Sorendimas

34+(- 5)8+(- m)>x=0b 2m=-12b m=-6.

4. Plokstuma eina per taskus A(-2;-3;1) ir B(1;4;-2) ir yra statmena plokstumal 2x+3y-z+450.
Parasykite jos lygti.

Sorendimas

Nagrin¢jamos plokstumos normaliniu vektoriumi galima laikyti vektoriy AB = (37;-3) ir
n, = (23 1) vektoring sandauga;
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71 r r r
3‘:2i-3j-5k.

- r
13 ok 3
2 - 2
Belieka parasyti lygti plokstumos, einancios per taska A(-2;-3;1) ir statmenos vektoriui
n, =(2-3-5): 2(x +2)- 3y +3)- 5(z- 1) = 0arba 2x - 3y- 52=0.

Pratimai

1. Kurios is $iy plokstumy yra lygiagrecios: 1) 2x-3y-5z-750 ir 2x-3y+5z+350;
2) Ax+2y-4z+550 ir 2x+y+2z-150; 3) x-3z+250 ir 2x-6z-7507?

Ats.: 3).

2. Kokios turi bati mir nreiksmés, kad plokstumos bty lygiagretés: 1) 2x+my+3z-550 ir
nx-6y-6z+250; 2) 3x-y+mz-950 ir 2x+ny+2z-350; 3) mx+3y-2z-150 ir 2x-5y-nz507?

Ats.:: 1)3; -4; 2) 3; - E; 3) - E 1—0

3 5 3

3. Parasyti lygti plokstumos, einancios per taska A ir lygiagrecios kitai plokstumai:
1) A(3;-2;-7) ir 2x-3z+550; 2) A(1;-1;0) ir x+y+z+150; 3) A(-2;-1;0) ir 3x-2y+5z-650.
Ats.: 1)2x-3z-2750; 2) x+y+z50; 3) 3x-2y+5z+450.

4. Kuriosis siy plokstumy yra statmenos: 1) 3x-y-2z-550 ir x+9y-3z+250;
2) 2x+3y-z-350 ir x-y-z+550; 3) 2x-5y+z50 ir x+2z-3507?
Ats.: 1) ir 2).

5. Kokios turi buti parametro m reiksmés, kad plokstumos baty statmenos: 1) 3x-5y+mz5S0 ir
x+3y+2z+550; 2) 5x+y-3z50 ir 2x+my-3z+150; 3) 7x-2y-z50 ir mx+y-3z-1507?

Ats.: 1) 6; 2) -19; 3) - %

6. Parasykite lygti plokstumos, einancios per taska A ir statmenos dviem duotom plokstumom:
1) A(0;0;0), 2x-y+3z-150 ir x+2y+z50; 2) A(2;-1,1), 2x-z+150 ir y50; 3) A(-1;0;3),
X+y+z-150 ir 2x-y-z+350.

Ats.: 1) 7x-y-5250; 2) x+2z-450; 3) y-z+350.

Tasko atstumas iki plok§tumos
A(x .y 2 ) Rasime tasko A(xo;yo;zo) atstuma iki

ororo plokstumos ax+by+cz+d50. 15 tasko A nuleidziame
3\ statmeni i plokstuma a AB. Atstuma iki plokstumos
] | h= (a; b: c) a pazymékime dSAB. Plokstumoje a laisvai

’ pasirenkame taska M(X;y;z) ir i§ jo bréziame

vektorius MA ir rrl Randame $iy vektoriy skaliaring
B M(x}y;2) sandauga: MA xh :‘m‘ >1rr1| OS] |

[MA = = MA| 4| cos] |; bet [MA| fcosj | = AB.
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‘MA m‘ (xo- x)a+(yo- y)o+(z,- 2)d _|ax, +by, +cz, - ax - by - cZ|

|”| JaZ +b% +c? B JaZ+b? +¢?

Pastebésime, kad is lygties ax+by+cz+d50 d5-ax-by-cz. Vadinas,

Vadinasi, AB =

AB=|—— 1 (&, +by, +cz, +d)
va’ +b* +c?

Pavyzdziai
1. Raskite tasko A(1;-2;5) atstumga iki plokstumos x-2y-2z+350.
Sorendimas

a-| L (- 24 2)- 26+3 :‘E»(- 2)‘_3.

‘ Ji2+( 22+ (- 3 3
2. Raskite atstuma tarp lygiagreciy plokstumy 2x-2y+z-850 ir 2x-2y+z+750.
Sorendimas
Pirmojoje plokstumoje pasirenkame bet kuri taska, pavyzdziui, A(0;0;8), ir randame jo atstuma

iki kitos plokstumos: d = ‘ ! (0+0+8+7 =1a5=s.
22 + (- 2p +12 3

Pratimai

1. Raskite atstuma nuo tasko iki plokstumos: 1) M(-2;-4;3) iki 2x-y+2z+350;
2) M(2;-1;-1) iki 16x-12y+15z-450; 3) M(1,;2;-3) iki 4x-3z+250.

Ats: 1)3; 2) 1; 3) 3.

2. Raskite atstuma tarp lygiagreciy plokstumy: 1) x-2y-2z-1250 ir x-2y-2z-650;
2) 2x-3y+6z-1450 ir 4x-6y+12z+2150; 3) 16x+12y-15z+5050 ir 16x+12y-15z+2550.
Ats.: 1) 2;2) 3)5; 3) 1.

4 Tieséerdvéje

Tiesés parametrinés ir kanoninés lygtys
L= (m; n: IE) _ '_I'iesés padétis (_ard_véj e yra_nugatyta j.ei gu iino_majos
kryptisir taskas, esantistieséje. Tiesés krypti nusakykime

lygiagresiu vektoriumi a = (m;n; p). Sis vektorius vadinamas
tiesés krypties vektoriumi. Parasysime lygtis tiesés, kuri eina per

Mo(XeiY0iZo) M(x;y;z)  taska My (xo;y,:2,) i kurios krypties vektorius a= (m;n; p).

Ties¢je laisval pasirenkame taska M(X;y;z) ir bréziame vektoriy

MM . Vektoriai MM = (X - Xo:y- Yo:Z- 2,) it a=(m;n;p) kolinears, tai:

X'ony'yozz'zo
m n p
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Gavome tiesés kanonines lygtis. Jeigu vienas ar du i§ skaiciy m, nar p lygus nuliui, tai
suprasime, kad atitinkami skaitikliai lygas nuliui.

Jeigu kanoninése lygtyse pazymésime > _mXO = Y'nyo = z-pzo =t, tal gausime:

m ‘|x-x0:mt, .\l.X:X0+mt’
. i

b fy-y,=nt b 1Yy=Y,+nt,

Z_

Lz-z,=pt; |1 2=2+pt

—l ] ] ———] — —

Sios lygtys vadinamos parametrinemis tiesés lygtimis.

Pavyzdziai

1. Tiest eina per taska A(2;1;3) ir yralygiagreti vektoriui a= (4;- 5;- 6). Parasykite jos lygti.
Sorendimas

-2_y-1_2z-3

Tasko ir vektoriaus koordinates jstatome i lygtis: X c 5

Xx-3_y-2_1z+1

2. Tiest eina per taska A(-1;2;0) ir lygiagreti tiesel 3

. Paragykite jos lygti.
Sorendimas
Kadangi nagrinéjamoji ties¢ yra lygiagreti duotajal, tai jos krypties vektoriumi galime laikyti
duotosios tiesss krypties vektoriy a = (2,3,4). 1statome: X—;l = XTZ = % :

3. Tiese lygiagreti Ox asiai ir eina per taska A(1;2;3). Parasykite jos lygti.
Sorendimas .
Asies Ox krypties vektorius yra a = (1,0;0), todél ieskomosios tiesés lygtis yra
- - - iy-2=0,
x-1_y 2 _z 3 arba : y
1 0 o0 t2-3=0

Pratimai
1. Parasykite kanonines lygtis tieses, einancios per taska M(2;0;-3) ir lygiagrecios:
1) vektoriti 45 (2;-35); 2) tiessi X~ 1=Y*2_2*1

2 -1
Ats.: 1)x- 2:i:z+3; )x- Z:X:Z+3.
2 -3 5 5 2 -1
2. Parasykite parametrines lygtis tiesés, einancios per taska M(1;-1;-3) ir lygiagrecios:
i x=3t-1,
1) vektoriti 45(2-3:4): 2) tiessi X 2=Y* 221 g Ty =_ot43
4 0 { z=5t+2.
1 x=1+2t, I x=1+2t, i x=1+3t,
Ats:D)fy=-1-3t, 2)fy=-1+4t, 3ly=-1- 2,
%z:-3+4t; { z=-3 ¥z:-3+5t.
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3. Parasykite kanonines lygtis tiesés, einancios per taska A(-1;2;-4) ir lygiagrecios Oz asial.
- i X+1=0,

Ats.:X+1:y 2=Z+4ar %X

0 0 1 iy-2=0.

Tiesés, einanéios per du taskus, lygtys

Parasysime lygti tiesés, einancios per du taskus
A(x,;y,;z,)ir B(x,;y,;z,). Siostieses krypties vektorius gali
biti vektorius AB = (X, - X,;Y, - Y:Z, - 2,). Kadangi ties eina per taska A ir zinomas jos krypties
vektorius, tai galima parasyti jos kanonines lygtis:
X- Xy — Y- Ya — -7
Xo= Xy Yo ¥1 Zp- 24
Gavome lygtis tieses, einancios per du taskus.

Aliyiz)  Bxay,iz,)

Pavyzdys

Parasykite lygtis tiesés, einancios per taskus A(-1;3;2) ir B(0;1;2).
Sorendimas

y-3

X+1 _ y-3_z-
o+1 1-3 2-

zarbaXﬂ: y-3_2-2 arba!X”L:L ' Gautoji tiese yra lygiagreti

1 -2 0 226

—
N

plokstumai xOy.

Pratimai

1. Parasykite kanonines lygtis tiesés, einancios per du taskus: 1) A(1;-2;1) ir B(3;1;-1);
2) A(3;-1,0) ir B(1;0;-3); 3) A(0;-2;3) ir B(3;-2;1).

AtS.Zl)X-1=y+2=Z-1' x-3:y+1:E_ X_y+2_z-3

; 2) ; Y=
2 3 -2 2 -1 3 3 0 -2

2. Parasykite parametrines lygtis tiesés, einancios per du taskus: 1) A(3;-1;2) ir B(2;1;1):
2) A(1;1;-2) ir B(3;-1;0); 3) A(0;0;1) ir B(0;1;-2).

I x=3-t, I x=1+2t, i x=0,
Ats:D)fy=-1+2t, 2)F y=1-2t, 3} y=t,
} z=2-t; lz=-2+2t; {z=1-3t

Lygtys tiesés, duotos dviejy plokStumy susikirtimu
Dvi plokstumos, jeigu jos néra lygiagrecios, kertas tiese. Parasysime plokstumy
aXx+by+c,z+d, =0 ir a,x+b,y+c,z+d, =0 susikirtimo tieses kanonines lygtis.
Kadangi tiesé priklauso abiem plokstumom, tai jos krypties vektorius statmenas vektoriams
n, = (a;;b,;c,) ir n, =(a,;b,;c,). Vadinasi, plokstumy susikirtimo tiesss krypties vektorius yra
1

1
i) k
rb. cl| r c,| r b
a=n,’ h,=la, b o/ =il ! Cl-j21 Cl+k21 l
az b2 Cz 2 2 2 2 2 2
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Liko surasti vieno i$ tiesés tasky koordinates. Jas randame is sistemos
iax+by+cz+d =0, . = . . . . . .
i WXT DY TGZTE laisvai pasirinke vieno kintamojo reiksme. Jeigu to tasko koordinatés
ja,x+b,y+c,z+d, =0;

(Xo:Y0:2,), tai kanonines lygtys bus:

X=Xy — Y-Yo — Z- 2,
bl Cl _ al Cl al bl
bZ CZ aZ CZ aZ bZ
Pavyzdys
1 X-3y-2z-4=0, . )
Parasykite tieses : 3 kanonines lygtis.
13X +2y-2z-1=0
Sorendimas
. o 1X-3y-4=0, o .
Pasirenkame zS0 ir i§ sistemos surandame x51, y5-1 ir rasome lygtis:
13X +2y-1=0
x-1 _ y+1 _ z-0 arbax_1:y+1:£.
-3 -1 1 -1 |1 - 8 -1 11
2 - 3 - 3 2

Tieses kanonines lygtis galima parasyti ir pasirinkus du taskus.

Pratimai
1. Parasykite tiesiy lygtis kanoniniu pavidalu:
i2x+y-z-3=0, 2‘[3x-2y+z-3:O, 14X +y+2z-14=0,

Di N | 9 _
T X+y+z-1=0; P X-2y-2z+3=0 12Xx-y+2z- 4=0.
Atsl)i_y_z_z_-i-l, 2)5:!:2-3, 3)X-3:y+2:i
- 1 3 3 -3 2 2 -3

2. Tiesiy lygtis parasykite parametrine forma: 1)\!2X+3y' z- 4=0,
. u lygus parasykite p %3x_5y+22+120;

iXxX+2y-z-6=0,
o 1XF2Y

}ZX- y+z+1=0;

S5X +y+z2=0,

i
i _
12x+3y- 22+5=0.

—)

Iox=1-1, 1 x=t, i x=5t,
Ats: )i y=7t, 2 ty=5-3 3fy=-1-12t

%z:-2+19t; lz=4-5; | z=1-13t

Kampas tarp tiesiy

"X Y Yi 204 g XX Yo ¥, 272 laikysime kampa tarp
m]_ nl pl m2 nZ pZ

ju krypeiy vektoriy &, = (m,;n,;p,) ir &, =(m,;n,;p,). Vadinasi,

.. X
Kampu tarp tiesiuy

Imm, +n,n, +p,p,|

cosj =
Jm2 +n? +pZ,/m2 +nZ +p?
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Pavyzdys
X-3_y-1_2z+4 ir x+1:y+3:z- 2

1 2 12 3 4

Apskaiciuokite smailyji kampa tarp tiesiy

Sorendimas

2X2+13+2
| - qu =3 » 0,8974; | » 26°.

V2P + 2+ 22127 43 + 47 343

cosj =

Pratimas
e . - +2 . - +
Apskaiciuokite kampa tarp tiesiy: 1) X—?’:y—:ilr X+2_Yy 3: z 5;
1 -1 2 1 1 2
) 4 Ix=2t+3 ix=12t- 1,
) ) + . !
2)X_1:L:Z+3ir Xx-2_y+4_z+1 Yt y=t+1 irfy=3t-3
1 -4 1 2 -2 -1 0 i
lz=2t+4;, {z=4at+2
Ats.: 1) 60°% 2) 45°% 3) »26°.
Tiesiy lygiagretumo ir statmenumo salygos
Tiesss - X2 =Y Y1272 5 X X2 Y™ V2 _ 27 22y ingrexios, jei ju krypties
ml nl pl m2 n2 p2
vektoriai a, = (m,;n;;p,) ir &, =(m,;n,;p,) lygiagretis, t.y.

XX Y V278 5 X0 X Y Y2 27 % gamenos, jei ju krypties
ml nl pl m2 nZ pZ

vektoriai a, = (m,;n;;p,) ir &, =(m,;n,;p,) statmeni, t.y.
m,m, +n,n, +p,p, =0

Tieses

Pavyzdziai
1. Ties eina per taska A(-L;2:1) ir lygiagreti tiessi X >=Y " 2=2*2

3 . Parasykite jos lygti.

Sorendimas
Kadangi nagrinéjamoji ties¢ yra lygiagreti duotajal, tai jos krypties vektoriumi galima laikyti
X+1_y- 2 _z-1

2 3 1

duotosios tiesss krypties vektoriy a = (2;31). Istate, gauname:

x-3_y+2_z-5irx+1_y-5_z-2
3 -2 1 -2 -1

2. Patikrinkite tiesiy statmenuma.

Sorendimas
4+3X- 2)+(- 2){-1)=4- 6+2=0 P stamenos.
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Pratimai
3_Vy- 5_z+1irx- 7_y+5_z+1
6 3 8 12 6

1. Kuriosis 3iy tiesiy yra lygiagregios: 1) X;l

) 1 i v+z20 iX=2t+5 43474220
- i X z=0, i X z+2=0,
Z)X; :yzzfir% y5z 8=0 3)%y:'t+2"r%x y3z 2=0
- - X - - - =0, v X - - - = 0.
1 Y Lz=t-7, ! y
Ats.: 1) ir 3).
2. Parasykite kanonines lygtis tiesés, einancios per duota taska ir lygiagrecios duotai tiesei:
HM(2-3-0), A=Y IR 28 g o), X P22V 220 L
3 2 3 4 2
3) M(L-1;2), X - 1:y+1:z+2.
-4 -1 3
A,[S.:l)x-2:y+3:z+1; 2)x+1:X:z-3; 3)x-1:y+1:z-2.
3 2 3 4 2 4 1 -3
- i 3X+y-52+1=0,
3. Kuriosis $iy tiesiy statmenos. 1)i = y-1 =Z ir : y
1 -2 3 13x+3y-82+3=0;
I X=2t+3 | N
T 12x+y-4z+2=0, | X+y-32-1=0,  |i2x+y+2z2+5=0,
Ary=3t-2 Irj'4x 52+4=0; 312x 9z 2—O'Ir12x 2y-z+2=0
{z=-6t+1 1 y o y R y B
Ats.: 2) ir 3).

5 Plokstumair tiesé erdvéje

Tiesés ir plokstumos tarpusavio padétis erdvéje
Tiesés ir plokstumos tarpusavio padéti galima nustatyti sprendziant ju lygcéiy sistema: jei
sistema turi vieninteli sprendinj, tai tiesé kerta plokstuma; jei sistematuri be galo daug sprendiniy, tai
tiesé priklauso plokstumai; jei sistema sprendiniy neturi, tai tiesé lygiagreti plokstumai.

Pavyzdys
L ix+y-2z=1 y . "
Nustatykite tiesés | ir plokstumos 2x+2y-4z5 3 tarpusavio padéti.
12X-y+z=2

Sorendimas

Sprendziame lygéiy sistema:
i x+y-2z=1, 11 -2 1 1 -2 11 -2 1 1 -2
t 2x-y+z=2, D=2 -1 1|=[0 -3 5|=0Dx=2 -1 1|=[0 -3 5|=-1.5i
12x+2y- 4z=3 2 2 -4 10 0 O 3 2 -4 00 -1 2

sistema sprendiniy neturi. Vadinasi, tiesé lygiagreti plokstumai.
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Pratimas
1.Nustatykite tiesés ir plokstumos tarpusavio padéti:
iX-2y-3z-5=0, . iIX+y+z+2=0,,
1) : y ir x+y+z-150; 2) : y irx+2y-1=0;
12X-y-2z-6=0, 1X-y+z+2=0;
3) x+3:y- 2:Z+1irx- 2y+z-15=0.
3 -1 -5

Ats.: 1) tiesé priklauso plokstumai; 2) kertasi; 3) neturi bendry tasky.

Kampas tarp tiesés ir plokStumos

. X- X - z-12
Kampu tarp tiesés o =Y Yo - 9
m n P

ir plokstumos ax+by+cz+d50 laikysime kampa |
5 3 a tarp tostiesés ir jos projekcijos plok§ltumoje. Jeigu
y kampas tarp vektoriy h = (a;b;c) ir a=(m;n;p) yra
J y,taj =90°-y . Tada
snj = sin(90° -y ): cosy . Gavome
. lam +bn +cp
snj =
\/a2+b2+cz\/m2+n2+p2
Pavyzdys
Apskaiciuokite kampa tarp tieses 2 y:l ~2- 3y plokstumos x+2y-3z+450.
Sorendimas
153+ 24+ (- 3)%2 5

»0,2482;, | »14°.

snj = =
J 2422+ (- 3PF+42+2°  V14%9

Pratimas
- + - .
Apskaiciuokite kampa tarp tiesés ir plokstumos: 1) X 3 2 = y4 1.z 5 3 ir
i2x- 2y- 24=0

X+2y-3z+450; 2) | 'ir 6x +15y - 10z +31=0; 3) x+4_y-1_2z-3.
T 3X-z+4=0; 3 2 4

2x-3y-2z+550.
Ats.: 1) »14°% 2) »8°% 3) »21°.

Tiesés ir plok§tumos lygiagretumo ir statmenumo salygos
Jeigu tiess 2= X0 =¥~ Yo = 27 2o i piokstuma ax-+by+cz+d50 lygiagretios, tai ju vektoriai

m n p
n=(ab;c) ir a=(m;n;p) yrastatmeni, t.y.

ma+nb+pc=0
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X- X Y-Yo _2- 2

Jeigu tiesé = ra— o ir plokstuma ax+by+cz+d50 statmenos, tai ju vektorial
m
n=(ab;c) ir a=(m;n;p) yralygiagretis, t.y.
a_b_¢
m n p

Pavyzdziai
+2_y-1_2z+3
4 3

1. Plokstuma eina per taska A(-1;2;-3) ir statmenatiesei X . Parasykite jos

lygti.

Sorendimas

Akivaizdu, kad nagrinéjamos plokstumos normaliniu vektoriumi galima laikyti duotostiesés
krypties vektoriy a= (4;3; 2) , Nes jis statmenas i plokstuma. Liko parasyti lygti plokstumos, einancios
per taska A ir statmenos vektoriui a: 4(x+1)+3(y-2)+2(z+3) 50 arba 4x+3y+2z+450.

2. Su kokia parametro k reiksme tiese Xé ! :% =2 +13 lygiagreti plokstumai x-2y+4z-3507?
Sorendimas

24+kq- 2)+(-1)4=0p 2- 2k- 4=0b 2k=-2b k=-1.

I X=2+rt,
3. Su kokiomis parametry r ir sreikSmémistiesé %y =-2- 4, yrastaimena plokstumai
L z=1+2t
2x+4y+z-5507?
Sorendimas
Tieses krypties vektoriaus koordinates (r;-s,2) ir plokstumos normalinio vektoriaus koordinates

r:2’

i
-s_2_ 15 1 r=4,
(2;4;1) istatome i lygiagretumo salyga: ———:—b . P i
4 1 2S_, {s=-8
T4 ’
Pratimai
1. Patikrinkite ties¢s ir plokstumos lygiagretuma: 1) X-2 y+3-4 2_21 ir
5x-2y+72+350; 2) 1y 42413 5y 3. 4=0, 3)X S_y-1l.z+2,,
2 -3 3 2 3

2x-y-2z-950.

2. Parasykite kanonines lygtis tiesés, einancios per taska M ir statmenos duotai plokstumai:
1) M(2;-3;-5) ir 6x-3y-5z+250; 2) M(-3;4;7) ir x-2y+3z-850; 3) M(1;-1;1) ir x-y+z-1050.
X-2_y+3_z+5, X+3_y-4_z-7 x-1_y+1 _z-1

Ats.: 1) = ; 2) = ) =
6 -3 -5 1 -2 3 1 -1 1
3. Parasykite lygti plokstumos, einancios per duota taska ir statmenos duotai tiesei:
2y +z- 3=0, -
1) M(-22) i XA T ) M(L-1-1)ir XF3-y-1_2z+2
TX+y-2z+2=0 2 -3 4

Ats.: 1) x+2y+3z50; 2) 2x-3y+4z-150.
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X+1_y-2_z+3
m -2

X-5_y+1l_z- 4ir2x+3y+z-1:O; 3)x-1:y+3:z+6 i
m 3 -4 m 5

4. Su kokia parametro m reiksme tiesé lygiagreti plokstumai: 1) ir

x-3y+6z+750; 2)
X+2y-2z+650.
Ats: 1)-3;2) - 4%; 3)7.

5. Kokiaturi bati parametro aretksme, kad tiesé buty lygiagreti plokstumai:

1X=3+4t, iX=-3+t,
Diy=1-4t, ir ax+2y- 4z2+23=0, 2){y=2+3t, ir ax+5y- z+6=0;
Lz=-3+¢, T7=1- 4
IX=-2+3t,
3t y=1+5, ir ax- 6y+z- 7=0?
¥z:-2+6t;

Ats.: 1) 3; 2) -19; 3) 8.

6. Su kokiomis parametry m ir n reikSmémis tiesé yra statmena plokstumai:

i X=mt- 6,
)X 2_y*1_ 25,4 2y+nz+1=0, 2)ly=-2t+5irx+y+nz+6=0
m 4 -3 1
I Z=t- 8§
g2 Y8 2 S vz 48207

m 8 -4
Ats.: 1) —6; 1,5; 2) 2; -0,5; 3) —16; 0,5.
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