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ATSITIKTINIAI VYKSMAI

Ivadas

Atsitiktinumas vienokiu ar kitokiu laipsniu yra biidingas daugeliui
gamtoje vykstanCiy reiSkiniy. Jis pirmiausia pasireiskia ten, kur reiskinio
vyksmui didelés itakos turi daug ivairiy poveikiy, ypa¢ tada, kai
nagrinéjamoji sistema yra nepastovi. Atsitiktinumo ir biitinumo santykis
tirtas jau antikoje. Ankstyvieji materialistai (Demokritas, B.Spinoza,
P.Holbachas, L.Biucheris) teigé, kad atsitiktinumo kategorija neturi
objektyvaus pagrindo tikrovéje, nes joje viskas determinuota ir todél
butina. Kiti filosofai (Epikiiras, K.Helvecijus) neigdami biitinumo
absoliutinima ir i$ jo iSplaukianti fatalizma, pripazino atsitiktinuma greta
butinumo arba tik atsitiktinuma. Atsitiktinumas yra konkreti biitinumo
reiSkimosi forma. Atsitiktinumo prieSpastatymas biitinumui arba atvirksc¢iai
galimas tik konkreCiame tyrime, bet ne apskritai. Kiekviena atskira reiskini
lemia daugybé kintanc¢iy aplinkybiy ir poveikiy. Tam tikras jvykis vienomis
salygomis yra atsitiktinis, o kitomis — biitinas. Pvz., désningi vienos ar kitos
biologinés ruiSies pozymiai i§ pradziy esti atsitiktiniai nuokrypiai nuo
ankstesnés ruiSies pozymiu. Tie atsitiktiniai nuokrypiai islieka, kaupiasi, ir
ju pagrindu susiformuoja buitinos gyvo organizmo savybés. Analizuodamas
ivairius atsitiktinius, atskirus faktus, mokslas siekia atskleisti tai, kas slypi
ju esméje, — tam tikra butinuma. Zvelgiant 1§ Salies, atsitiktinumas
pasireiSkia kaip nepakankamas masiniy reiSkiniy reguliarumas, kuris
neleidzia tiksliai nusakyti atitinkamy ivykiy pasirodymo, t.y. neleidzia juos
aprasyti deterministiniais modeliais. Taciau nagrin¢jant Siuos reiskinius
iSrysSkéja tam tikri désningumai. Budingas atsitiktiniams vyksmams
nereguliarumas, kaip taisyklé, kompensuojamas statistiniais désningumais,
ivykiy pasikartojimo dazniais daug karty atlickant ta pati eksperimenta.
Tais atvejais kalbama, kad ivykis turi tam tikra pasirodymo tikimybg.

Yra désniy, kurie biitinuma atspindi tarsi apvalyta nuo
atsitiktinumo; pvz., Niutono mechanikos désniai. Siekdama numatyti
Ménulio ar Saulés uztemima, astronomija atsiriboja nuo atsitiktinumo ir
ima tik buitinuma. Taciau yra tokiy désniy, kurie biitinuma ir atsitiktinuma
atspindi vienybéje. D¢l to ir patys atsitiktiniai reiSkiniai yra tyrimo
objektas. Juos tiria ne tik matematika ir fizika, bet sociologija, biologija,
chemija ir kt. mokslai.



Tikimybiy teorijos savokos pradéjo formuotis XVI amziuje,
méginant matematiS$kai analizuoti azartiniy loSimy klausimus (italy
matematikai L.Pacolis (1445-1514), N.Tartalja (1500-1557), Dz.Kardanas
(1501-1557)). XVII Simtmecio pradzioje G.Galiléjus (italy mokslininkas,
1564-1642) mégino nagrinéti matavimo paklaidas, traktuodamas jas kaip
atsitiktines ir jvertindamas ju tikimybes. Tuo laiku méginta kurti draudimo
teorija, pagrista mirtingumo, nelaimingy atsitikimy, ligy ir panasiy masiniy
reiSkiniy matematine analize. Tacdiau tikimybiu teorijos pradzia laikomi
K.Hiuigenso (1629-1695, olandy matematikas ir fizikas), B.Paskalio (1623-
1662, pranciizy matematikas ir fizikas) ir P.Ferma (1601-1662, pranciizy
matematikas) darbai, atlikti XVII a. viduryje, susij¢ su azartiniais loSimais.
Tuose darbuose iSryskéjo svarbios tikimybiy teorijos savokos, tarp ju —
tikimybés savoka. Didelis zingsnis | prieki buvo J.Bernulio (1654-1705,
$veicary matematikas) darbai, taip pat susij¢ su lo§imais. Jis pirmasis jrodé
viena i§ svarbiausiy tikimybiy teorijos désniy — vadinamaji didziyju skai¢iy
désni. Sis désnis jvertina tikimybe, kad, atlikus didelj skai¢iuy eksperimentuy,
stebimo jvykio statistinis daznis mazai skirsis nuo to ivykio tikimybés.

Kaip jau buvo minéta, tikimybiy teorijos gimimas susijes su
azartiniy logimy teorija. Cia atsitiktiniy reiskiniuy désningumai yra gana
paprasti. Vystantis mokslams paaisSkéjo, kad tikimybiy teorija gali biti
taikoma daug svarbesnése srityse, negu lo§imai. Tai — matavimo paklaidy
teorija, balistikos, statistikos klausimai, kurie skatino tikimybiy teorijos
vystymasi. Ypa¢ svarby vaidmenj, kurdami tikimybiy teorijos matematini
aparatg, suvaidino A.Muavras (1667-1754, prancizy kilmés angly
matematikas), P.Laplasas (1749-1827, pranciizy matematikas), K.F.Gausas
(1777-1855, vokie¢iyu matematikas), S.Puasonas (1781-1840, pranciizy
matematikas). XVIII ir XIX a. tikimybiuy teorija sparciai vystési, pradéta ja
taikyti {vairiausiose srityse.

XIX a. antroje puséje ir XX a. pradzioje daug nusipelné tikimybiy
teorijai rusy mokslininkai, 1§ kuriy pirmiausia minétini P.Cebyéevas (1821-
1894), A.Markovas (1856-1922), A.Liapunovas (1857-1918).

XX a. tikimybiy teorija virto griezta matematine disciplina. Buvo
sukurta jos aksiomatika. Pirmasias aksiomuy sistemas pasiiile 1901 m.
L.Bolcmanas (1844-1906, austry fizikas) ir 1917 m. S.BernSteinas (rusy
matematikas). Siandien labiau paplitusi kita aksiomu sistema, kuria 1933
m. suformulavo A.Kolmogorovas (rusy matematikas).

Siais laikais jvairsis mokslai sparéiai matematizuojami. Ypa¢ platus
yra tikimybiy teorijos taikymy diapazonas. Be to, ivairls mokslai kelia
tikimybiy teorijai naujy svarbiy problemuy.
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Apdorojant daugeli fizikos eksperimenty, reikia gerai isivaizduoti
ne tik tiriamus reiskinius, bet ir Zinoti pagrindinius tikimybiy teorijos bei
matematinés statistikos désningumus. Kiekvienas reiskinys yra susijes su
daugybe kity reiskiniy ijvairaus didumo sasajomis. Kaip jau minéta,
atsitiktinius reiSkinius nagrinéja daug mokslo Saky, taciau kiekviena
mokslo Saka dazniausiai nagringja tik nedideli ty rysiy skaiciy, nustato
nagrinéjamy reiSkiniy pagrindinius désningumus, kurie atspindi jos
pasirinktus rySius. Kadangi stebimi reiSkiniai daznai priklauso nuo tiek
daug rysiy, kad praktiskai nejmanoma juy visy i$analizuoti, norint nusakyti,
kaip vyks tiriamasis reiskinys, todél tenka nagrinéti idealizuotus modelius,
atsisakant daugelio antraeiliy priezas¢iy. Taip nustatyti désningumai veikia
ne absoliuciai tiksliai, reiSkiniai Siek tiek nukrypsta nuo jy. Nuokrypius,
atsiradusius todél, kad neatsizvelgiama { daugeli rySiy, daugelis laiko
atsitiktiniais reiskiniais. Taciau biina atvejy, ypac fizikoje, kai toks
atsitiktiniy reiSkiniy supratimas (interpretavimas) yra klaidingas. Pvz.
neapibréztumo principas fizikoje teigia, kad tam tikrus fizikinius dydZzius
sieja toks rysys, jog, pasiekus didesni vieno dydzio matavimo tiksluma,
kito dydZzio matavimo tikslumas sumazéja. Cia atsitiktinumas, kaip
matome, — ne ziniy stokos iSdava, o principinis dalykas, atspindis reiskinio
esmg. Pastaruosius 15 mety intensyviai vystoma dinaminio chaoso teorija,
kurios esmeg sudaro tai, jei reiSkinys aprasomas keliomis susietomis
netiesinémis diferencialinémis lygtimis, tai Sios lyg¢iy sistemos sprendiniai
tam tikrame kintamuyjy intervale gali buiti atsitiktiniai dydziai. Dinaminio
chaoso teorijos pavyzdziais gali buti turbulentinis (chaotinis) skys¢iu
tekéjimas, klimato (oro srauty) kitimas, plazmos kaitinimas magnetiniame
lauke ir pan. Akivaizdu, kad ir kiek sukaupsime ziniy, niekados
neapraSysime tiksliai dujy molekuliy judéjimo, laisvyju elektrony judéjimo
laidininke ir t.t. Todél tvirtinimai, kad duju molekuliy judéjima galétume
apraSyti diferencialinémis lygtimis, traktuodami kiekviena molekule kaip
labai maza kiina, t.y. jei molekuliy skaicius yra n, reikéty sudaryti 3n antros
eilés diferencialiniy lygCiu sistema ir ja iSspresti, — neturi jokio realaus
pagrindo. Problemos esmé ne ta, kad praktiskai nesugebétume iSspresti
Sitokios milziniskos lygéiu sistemos, o ta, kad duju molekuliy judesi i$
esmés neimanoma tiksliai aprasyti, — ¢ia galvoje turime kiekvienos atskiros
molekulés judesi. Daugelis vyksmuy, kuriy paaiskinimui, atrodé, pilnai
uzteko matematinés fizikos klasikiniy metody, tiriant juos nuodugniau,
pareikalavo tikimybinio interpretavimo, t.y. atsisakymo nuo tikslaus
fizikinés sistemos aprasymo. Siuolaikinis pazinimo progresas nejmanomas
be tikimybiniy idéjy ir metody panaudojimo. Dabartiniu metu tenka jveikti
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vieng i§ svarbiausiy pazinimo Suoliy — pereiti prie tikimybinio mastymo
stiliaus.

Labiausiai iStirtos fizikiniy dydziy fliuktuacijos. Jas lemia
medziagos nevientisumas ir daleliy Siluminis judesys. Pvz., radioaktyviojo
skilimo kai kurios charakteristikos fliuktuoja dél to, kad kiekvieno
branduolio skilimas yra atsitiktinis; dujy tankis fliuktuoja dél to, kad
viename tiirio elemente yra atsitiktinis molekuliy perteklius, o tuo paciu
metu kitame turio elemente juy tritksta. Fizikiniy dydziy fliuktuacijy teorijos
pagrindus 1905-06 m. suktiré M.Smoliukovskis ir A.EinSteinas. Labiausiai
yra tiriamos elektrinés fliuktuacijos arba triukSmai, kurie véliau bus
nagrinéjami kurse Fliuktuacijos elektroninése sistemose.

Tikimybiy teorija Lietuvoje turi senas tradicijas. Jau XVIII a.
Vilniaus universitete buvo déstomi tikimybiy teorijos elementai. 1830 m.
jame buvo isteigta tikimybiy teorijos katedra. Tuo metu Vilniaus
universitetas buvo vienas i§ svarbiausiy Ryty Europos universitety. Taciau
tikimybiy teorijos katedros veikla greitai nutriiko, nes 1832 m. universitetas
buvo uzdarytas. Ypac sparéiai tikimybiy teorija vystési Lietuvoje per
pastaruosius 40 mety. Lietuvos tikimybininkai nemaZzai nusipelné tikimybiy
teorijos mokslui. Ne tik Lietuvoje, bet ir pasaulyje gerai zinomi
tikimybininky J.Kubiliaus, V.Statuleviciaus, B.Grigelionio ir kt. darbai.
Vilniuje nuo 1973 m. kas 4 metai vyksta Tikimybiy teorijos tarptautinés
konferencijos.

Fizikai Lietuvoje fliuktuaciju (triukSmu) tyrimus pradéjo apie 1963
m. — Vilniaus universitete ir Puslaidininkiy fizikos institute. Lietuvoje nuo
1976 m. vyko sgjunginés, o nuo 1991 m. ivyko kelios tarptautinés
Fliuktuaciniy reiskiniy fizikinése sistemose konferencijos.



1. ATSITIKTINIAI [VYKIAI IR JU TIKIMYBES

1.1. Atsitiktiniai jvykiai

Tikimybiy teorija matematikos metodais tiria atsitiktinius
reiSkinius. Viena i$ pagrindiniy tos teorijos savoku yra atsitiktinio jvykio
sgvoka.

Ivykiu vadinsime kiekvieng fakta, kuris gali jvykti arba
nejvykti, atlikus eksperimenta.

Eksperimentu (bandymu) suprasime kokiy nors salygu realizavima.
Ivykius skirstome i bitinuosius, negalimuosius ir atsitiktinius. Aptarsime
Sias savokas.

Imkime loging schema: realizavus sqlygy kompleksq K, jvyksta
ivykis A.

Pyvz. Panagrinékime granding, kuri parodyta 1.1 pav. Sujungus
akumuliatoriaus grandinés gnybtus jungikliu (salygu komplekso K
realizavimas), uzsidega apSvietimo lemputé (ivykis A).

Jungiklis

Lemputé ®

+

1.

Akumuliatorius

1.1 pav. Lvykio iliustracijos grandiné.

Tokie ijvykiai vadinami bitinaisiais (salygu komplekso K
atzvilgiu). Kalbant apie kokio nors jvykio bitinuma, visada reikia turéti
galvoje ty salygu kompleksa, kurio atzvilgiu ivykis nagrinéjamas. Pakeitus
salygu kompleksa, ivykis gali ta savybe prarasti.

Galima ir Sitokia schema (pvz., esant perdegusiai apSvietimo
lemputei): realizavus sqlygy kompleksq K, jvykis A nejvyksta. Tada jvykis
A vadinamas negalimuoju (salygy komplekso K atzvilgiu). Teiginys, kad
koks nors jvykis yra negalimasis tam tikry salygy komplekso atzvilgiu,
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logiskai yra tolygus teiginiui, kad jam prieSingas jvykis yra biitinasis to
komplekso atzvilgiu.

Taciau ne visi ivykiai yra bitinieji arba negalimieji. Yra ir kitokiy
ivykiu, kuriy loginé schema S§itokia: realizavus sqlygy kompleksq K, jvykis
A gali jvykti, gali ir nejvykti.

Pvz. a) ISmetus moneta (salygu komplekso K realizavimas), herbas
gali atsiversti (jvykis 4), gali ir neatsiversti.

b) ISmetus loSimo kauliuka (salygu komplekso K realizavimas),
keturios akutés gali atsiversti (jvykis 4), gali ir neatsiversti.

Tokius jvykius, kurie, realizavus tam tikra salyguy kompleksa, gali
ivykti, bet gali ir nejvykti, vadiname atsitiktiniais (to salygu komplekso
atzvilgiu). Bitina pabrézti, kad, kalbant apie jvykio atsitiktinuma, visada
reikia turéti galvoje eksperimento salygas K. Papildzius ju kompleksa
naujomis salygomis, atsitiktiniai {vykiai gali virsti butinaisiais arba
negalimaisiais.

1.2. Elementarieji atsitiktiniai jvykiai

Pasirinkime koki nors atsitiktini bandyma (arba stebéjima) ir
panagrinékime visy su juo susijusiy galimy ivykiy aibg. Kai kuriuos i§ ty
ivykiy galésime laikyti sudarytais i§ kity — atskiry atveju. Tarp ivykiy bus
tokiy, kurie toliau neskaidytini ir negali jvykti kartu. Juos vadinsime
elementariaisiais atsitiktiniais jvykiais. Si savoka yra pirminé, todél jos
neapibrésime, bet tik aptarsime pavyzdziais.

Aibé visy elementariyjy jvykiy, susijusiu su kuriuo nors
atsitiktiniu bandymu, vadinama elementariyjy jvykiy erdve.

Elementariuosius ivykius zymésime raide « su indeksais arba be
ju, o elementariyjy ivykiy erdve — raide Q.

1 pvz. Losimo kauliukas yra kubas. Jo sienelés pazymétos akutémis
— mazomis duobutémis. Vienoje sieneléje yra viena akuté, kitoje — dvi ir t.t.
iki SeSiy akuCiy. Meskime kauliuka. Laikysime, kad jis negali atsistoti
briauna arba virStine, atsirémgs | pavir$iy, ant kurio nukrito, todél gali
atsiversti tik viena i§ $esiy sieneliy, paZzyméta atitinkamu akuciy skaic¢iumi.
Siuo atveju elementariyjy jvykiy erdvé Q sudaryta i§ Sediy ivykiy {0, 0y,
03, 04, 05, Ogf, Cia o, reiSkia k akuciy pasirodyma. Kitus jvykius
galésime sudaryti i§ Siy SeSiy ivykiu. Sakysime, ivykis "atsiverté lyginis




akuciy skaicius" bus sudarytas i$ trijy elementariyjy ivykiy {w,, w4, 0g}.
Lvykis "atsiverté sveikas akuciy skaicius" yra bitinasis — jis sudarytas i$
visy SeSiy elementariyjy ivykiy {oy, ..., 0g}=Q. [vykis "atsiverté septynios
akutés" yra negalimasis — ji atitinka tuséia elementariyjy ivykiy aibé &.

2 pvz. Turime du loSimo kauliukus: balta ir juoda. Atsitiktinai
metame juos. Siuo atveju elementariyjy jvykiy erdvé Q bus sudaryta i§ 36
ivykiy (c)lj, oy (Ciaj=1, ..., 6 ir k=1, ..., 6). Cia oy reiskia ivyki "baltojo
kauliuko j akuciy pasirodymas", oy, — "juodojo kauliuko k akuciy
pasirodymas". Ivykis "abiejy kauliuky atsivertusiy akuciy suma yra 8"
sudarytas i§ 5 elementariyjy ivykiu {(®15, 0y¢), (@13, ®15), (®14, Dr4),

(015, 023), (016, ©2)}-

Imdami matematiSkai nagrinéti kuri nors atsitiktini bandyma,
turime sudaryti jo matematini modeli. Tam pirmiausia reikia sudaryti jo
elementariyjy vykiy erdve Q. Atsitiktiniai jvykiai, susij¢ su Siuo bandymu,
bus sudaryti i$ erdvés Q elementariyju jvykiy, t.y. bus aibés Q poaibiai.

Koks nors jvykis 4 ivyksta tada ir tik tada, kai jvyksta
kuris nors i§ elementariyjy ivykiy, i§ kuriy sudaryta aibé A4.

Ivykis, kuris visada ivyksta, kai jvyksta bet kuris i§ erdvés
elementariyjy {vykiy, yra bitinasis. Bitinasis ivykis zymimas Q.

Negalimaji ivyki atitinka tus¢ioji elementariyjy ivykiy aibé, jis Zymimas &.
Erdvés Q elementai kartais vadinami taskais.

1.3. Veiksmai su jvykiais

Tarkime, kad yra fiksuota elementariyju ivykiy erdvé € ir jos
poaibiy, laikytiny ivykiais, sistema. Panagrinésime kai kuriuos rysius tarp
ivykiu.

1) Laikykime, kad ivykis 4 yra ivykio B dalis (atskirasis atvejis),
jei ivykus ivykiui 4, kartu jvyksta ir jvykis B. Tai reiskia, kad kiekvienas
elementarusis ivykis, ieinantis i ivyki 4, ieina ir { ivyki B, t.y. elementariyju
ivykiy aibé 4 yra elementariyju ivykiy aibés B poaibis (dalis). Zymésime:

AcB arba BoA.

Si ry§i tarp dvieju jvykiy, o véliau ir aibiy veiksmus,
pailiustruosime geometriSkai vadinamosiomis Veno diagramomis (1.2
pav.).




Q

1.2 pav. lvykis 4 yra jvykio B dalis (poaibis) ACB.

Imkime, kad atsitiktinai parenkame bet kuri staciakampio taska.
Elementariyjy ivykiy aibg Q atitiks visy staCiakampio tasky aibé. Toliau
imkime, kad ivykis 4 yra taSko parinkimas i§ srities, pazymétos raide 4, o
ivykis B — i§ srities B. Jei {vykis 4 yra jvykio B dalis, tai sritis 4 telpa
srityje B (1.2 pav.).

Atkreipsime démesi, kad bet kuriam ivykiui 4 yra teisingos Sios
iSraiskos:

DcAcQ, AcA.

Jei A, B, C — ivykiai ir AcB, BcC, tai AcC (zenklo —
tranzityvumo savybé).

Ivykiu lygybe zymésime zenklu "=". Du jvykiai yra lygis, jei juos
sudarancios elementariyjy ivykiuy aibés yra lygios — tos pacios. Teisingas
teiginys: jei, ivykus ivykiui 4, ivyksta ir jvykis B, o ivykus jvykiui B,
ivyksta ir jvykis 4, tai tie jvykiai yra lygiis. Simboliais tai uzraSome $itaip:

jei ACB ir BcA, tai A=B.

Ivykiu lygybés savybés:
A=A — refleksyvumas;
jei A=B, tai B=A4 — simetriskumas;
jei A=B ir B=C, tai A=C — tranzityvumas.

2) Dviejy ivykiu 4 ir B sqjunga (anksCiau kartais dar buvo
vadinama suma) vadinsime ivyki, kai pasirodo bent vienas i$ ivykiy 4 ir B,
t.y. ivykiuy 4 ir B sajunga yra jvykis, sudarytas i§ visy elementariyjy ivykiy,
priklausanciy bent vienam i$ jvykiu A4 ir B, kitaip tariant, t.y. elementariyjy
ivykiy aibiy 4 ir B sajunga. Geometriné iliustracija pateikta 1.3 pav.
Sajunga zZymésime taip:
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Q
1.3. pav. [vykiy 4 ir B sajunga A\UB.

PanaSiai apibréziama ir didesnio jvykiy skaiCiaus sajunga. Bet
kurios baigtinés arba suskaic¢iuojamosios jvykiy sistemos {4;} sajunga
vadinsime jvyki, kai jvyksta bent vienas i§ tos sistemos jvykiy. Tai vél yra
atitinkamy elementariyjy ivykiy aibiy sajunga. Zymésime:

U4

AEA
Baigtinés jvykiy sistemos {4, ... , 4,} sajunga Zymésime:

n
AU ...ud, arba A4, .
k=1
Suskai¢iuojamos ivykiy sistemos {4, 45, ...} sajunga Zymésime:
AIUAzu arba UAk .
k=1

Pats veiksmas yra vadinamas jvykiy jungimu.
Jungimo savybés:

AUB=BUA — komutatyvumas;

(AUB)UC=4U(BUC) — asociatyvumas;

jei AcB, tai AUB=B,;

atskirieji atvejai: JUA=A4, AUQ=Q, AJA=A.

3) Dvieju ivykiu 4 ir B sankirta vadinsime jvyki, kai kartu jvyksta
abu jvykiai 4 ir B. Kitaip tariant, jvykiu 4 ir B sankirta yra jvykis,
sudarytas i§ visu elementariyju ivykiy, priklausanéiy ir A4, ir B, t.y.
elementariyjy ivykiy aibiy 4 ir B sankirta. Ja Zymésime:

ANMB.
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Sankirtos geometriné iliustracija pateikta 1.4 pav.
Bet kurios baigtinés arba suskaiCiuojamosios jvykiy sistemos {4, }

sankirta vadinsime ivykj, kai kartu {vyksta visi tos sistemos jvykiai. Ji yra
atitinkamy elementariyju ivykiy aibiy sistemos sankirta. Zymésime:

N4, .
AeA
Baigtinés jvykiy sistemos {4, ... , 4,,} sankirta Zymésime:
n
AiN...nd4, arba ()4,
k=1

o suskai¢iuojamosios jvykiy sistemos {4, 4,, ...} sankirta:

AiNAdyN ... arba ()4, .
k=1

&

Q

1.4 pav. lvykiy 4 ir B sankirta ANB.

Kirtimosi savybés:
ANB=BMA — komutatyvumas;
(ANBYNC=AN(BNC) — asociatyvumas;
jei ACB, tai ANB=A4;
atskirieji atvejai: @NA=, ANQ=A4, ANA=A.

Jungimo ir kirtimosi veiksmai susieti lygybémis:

(AUBYNC=(ANC)I(BNC) ir

(vAmB)uC=(AuC)m(BuC) — distributyvumas.

Sios lygybés yra teisingos ir bendresniais atvejais. Jei {4,} yra
kokia nors (baigtiné arba suskai¢iuojamoji) ivykiuy sistema, B — bet kuris
ivykis, tai teisingos lygybés:
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(UAXJmBz U(4, nB), {ﬂAkJuBz N(4, vB).

reA AeEA reA reA

4) Nesutaikomieji jvykiai. Yra jvykiu, kurie negali jvykti vienu
metu. Pvz., metant moneta negali vienu metu atsiversti ir herbas, ir
skaicius.

Ivykiai 4 ir B vadinami nesutaikomaisiais, jeigu jie negali
ivykti kartu, t.y. ju sankirta yra negalimasis jvykis ANB=.

Kitaip tariant, du jvykiai vadinami nesutaikomaisiais, jei abiems
ivykiams néra palankaus elementariojo ivykio, tuo paciu ty ivykiy sankirta
yra tuséioji aibé: ANB=(J. Jei n jvykiy yra nesutaikomi, tai bet kuriy dvieju

$iy jvykiy sankirta yra tus¢ioji aibé (1.5 pav.).

© OO

Q Q

1.5 pav. Nesutaikomieji jvykiai.

Jei jvykiai 4y, Ay, ... , 4,, yra nesutaikomieji ir jy sajunga sutampa

su visy elementariyju jvykiy aibe €, tai tie n jvykiy sudaro aibés Q) skaidini
1 n poaibiy (1.6 pav.).
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1.6 pav. Aibés Q skaidinys i Sesis poaibius.
Q:AIUA2UA3UA4UA5UA6

5) Dviejy ivykiuy 4 ir B skirtumu vadiname jvyki, kai ivykis 4
ivyksta, o ivykis B nejvyksta. Kitaip tariant, 4 ir B skirtumas yra jvykis,
sudarytas i§ visy elementariyju ivykiu, priklausanéiu 4, bet nepriklausanciy
B, ty. ivykiy 4 ir B skirtumas yra elementariyjy ivykiy aibiy 4 ir B
skirtumas. Ji Zymésime A\B. Pati §i veiksma vadinsime atimtimi.
Geometriné jvykiy 4 ir B skirtumo iliustracija pateikta 1.7 pav.

%

)

Q

1.7 pav. [vykiy A4 ir B skirtumas 4\B.

Atimties savybés:
A\B=A\(ANB);
jeigu ACB, tai A\B=,
atskirieji atvejai: Q\A=0, A\Q=0, A\A=,
(AABYNC=(ANCO)\(BNC) — distributyvumas;
dvieju ivykiy sankirta galima iSreiksti skirtumu: ANB=A\(4\B).

6) Ivykis O\4 yra vadinamas ivykiu, prieSinguoju ivykiui A. Ji
zymésime A . [vykis A yra elementariyjy ivykiy aibés 4 papildinys iki Q.
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Pastaba: Lietuvos standarte LST ISO 31-11: 1996 “Matematikos
zenklai ir simboliai, vartojami fizikos moksluose ir technikoje” aibés 4

papildinj iki Q sitiloma zyméti Cq4; kai aibé Q aiski i§ konteksto, simbolis
Q daznai yra praleidziamas: C4; tadiau, kai aibiy yra daugiau, toks
zZyméjimas néra patogus, todél Cia ir toliau vartosime simboli su braksniu
Vvirs jo: A arba z

Geometriné priesingojo jvykio A iliustracija pateikta 1.8 pav.

1.8. pav. Aibés A4 papildinys A4 iki Q.

Aisku, kad (A=)= A, ty. ivykis, prieSingasis A , yra tas pats ivykis
A. Ivykiams A4 ir A galioja lygybés:

AuA =Q, AN A =0 (A4ir A4 - nesutaikomieji).

Teisingos ir Sios lygybés:

iAuBizZmE; AnB)=A UB .

Jas galima apibendrinti: jei {4,} yra bet kokia (baigtiné arba
suskai¢iuojamoji) {vykiy sistema, tai:

Sie sary$iai vadinami Morgano lygybémis.

Dviejy ivykiy skirtuma galima iSreiksti ir Sitaip:
A\B=ANB .
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Matome, kad Cia galima vartoti dvejopus terminus — tikimybiy
teorijos ir aibiy teorijos. Dalis ju parodyta 1.1 lenteléje.

1.1 lentelé. Veiksmai su ivykiais ir jy zyméjimas.

Eil. Ivykis Aibé Zyméjimas
Nr.
1. | Batinasis Visy elementariyju Q
ivykiy aibé
2. | Lvykis Visy elementariyjy A, B, ...
ivykiy aibés poaibis
3. | Negalimasis Tuscioji elementariyjy %)
ivykiy aibé
4. | A yra atskirasis ivykio B | A yra B poaibis AcB
atvejis
5. | 4 arba B (bent vienas i§ | A4 ir B sajunga AUB
jw
6. | A4 ir B (abu kartu) A ir B sankirta ANB
7. | Nesutaikomieji jvykiai A ir B neturi bendry ANB=C
elementy
8. | A ivyksta, o B nejvyksta | 4 ir B skirtumas A\B
9. | Priesingasis jvykiui 4 A papildinys iki Q A

1.4. Tikimybés savoka

1. Klasikiné tikimybés apibréztis.

Remiantis kasdienine patirtimi, nesunku suvokti, kad ivairius
ivykius galima palyginti pagal ju ivykimo galimumo laipsnj. Pavyzdziui,
kai mes metame moneta, mes nezinome, kas biitent iSkris — skaiéius ar
herbas. Ta¢iau mes apie $iuos jvykius jau kai ka Zinome. Zinome, kad $ie
ivykiai yra vienodai galimi. Taip pat zinome, kad, metant lo§imo kauliuka,
jo visy sieneliy atsivertimo galimybés yra vienodos. Pataikyti i taikinj i$
mazesnio atstumo yra daugiau galimybiy, negu i§ didesnio. Kiekvienam
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tvykiui galime priskirti skai¢iy, kuris apibiidinty jo galimybés laipsni. Kai
kuriais nesudétingais atvejais atsitiktinio jvykio A tikimybe galime rasti
naudojantis klasikine tikimybés apibréztimi:

Jei bandymo metu gali jvykti vienas i$ n vienodai galimy
elementariyjy ivykiuy, i§ kuriy m yra palankas jvykiui 4
(kiekvienas i§ m realizuoja ivyki 4), tai ivykio 4 tikimybé lygi:

P(A)z%.

Cia tikimybé apibréZta, remiantis klasikine ivykio vienodo
galimumo arba vienodo tikétinumo savoka. Ja buvo remiamasi nuo
tikimybiy teorijos atsiradimo iki XX a. pradzios. Vienodo galimumo
savoka taip pat laikoma pirmine.

Aptarsime ja pavyzdziais.

1 pvz. Tarkime, kad kokio nors bandymo elementariyjy ivykiy aibé
Q) yra sudaryta i§ n vienodai galimuy elementariyju ivykiy. Akivaizdu
tikétis, kad kiekvieno konkretaus elementariojo ivykio tikimybe galime
laikyti skai¢iy 1/n. Vadinasi, jei, atliekant bandyma, gali ivykti n
elementariyjy ivykiy, tai ekvivalentlis teiginiai: a) tie jvykiai vienodai
galimi; b) kiekvieno ju tikimybé yra 1/n.

2 pvz. LoSimo kauliukas yra simetriSkas vienalytés medziagos
kubas su sienelése pazymétomis akutémis 1, 2, 3, 4, 5, 6. Atsitiktinai
metant kauliuka sienelés atsivertimo galimybés yra visiSkai vienodos.
Todél galime laikyti, kad 1, 2, 3, 4, 5, 6 akuciu pasirodymai yra vienodai
galimi jvykiai, kuriy kiekvieno tikimybé lygi P=1/6. Atitinkamai ivykio
"iskris lyginis akuciy skaicius" tikimybé yra P=3x(1/6)=1/2.

3 pvz. Tarkime, kad dézéje yra n=15 visiskai vienody rutuliy, kurie
skiriasi tik spalva: 7 balti, 2 Zali ir 6 raudoni. Rutuliai sumaiSyti.
Nezitirédami traukiame viena rutuli. Kokia tikimybé, kad i§ dézés
iStrauksime balta (ivykis A), zalig (ivykis B) ar raudona (ijvykis C) rutuli?
Ivykiui 4 palankiy elementariyjy jvykiy skai¢ius m =7, {vykiui B: mg=2 ir
tvykiui C: m=6. Naudodamiesi klasikine tikimybés apibréZtimi, gausime:

Pla)="4 =L p(B)="E 2 p(c)="C -0
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IS klasikinés tikimybés apibrézties iSplaukia Sitokios tikimybés
savybés:

1) kiekvieno ivykio 4 tikimybé¢ tenkina nelygybes 0<P(4)<1;

2) bitinojo jvykio tikimybé P(Q)=1;

3) negalimojo jvykio tikimybé P()=0;

4) jei ivykis A4 yra ivykio B atskiras atvejis AcB, tai P(4)<P(B).

Norint jrodyti §ia nelygybe, pakanka nurodyti, kad skaicius
elementariyjy ivykiu, palankiy jvykiui 4, yra ne didesnis uz skaiciy jvykiuy,
palankiy ivykiui B.

5) Jei ivykis A yra dviejy nesutaikomyjy jvykiy A, ir 4, sajunga:

— tikimybiy sudéties teorema. Tai taip pat lengvai jrodoma, nes skaicius
elementariyjy jvykiy, palankiy 4, yra elementariyju jvykiu, palankiy 4; ir

A,, skai€iy suma.
Sis teiginys yra teisingas ir keliems nesutaikomiesiems jvykiams:
n n
P4 u...od,)=P A4 |=P(4)+..+P(4,)= 3 P(4;).
k=1 k=1
Jei poaibiai 4, ... , 4, sudaro elementariyju ivykiy aibés Q
skaidinj, tai:
P(4)+..+ P(4,)=P(4U..u4,)=PQ)=1.

6) Teisinga lygybé: P(Z )=1-P(4). Ivykiai A4 ir A yra
nesutaikomieji, be to, AU 4 =Q. Todél P( A )+P(4)=P(Q)=1.
7) Bendruoju atveju jvykiams A4 ir B teisinga lygybé:

P(AUB)=P(A)+P(B)~P(ANB).

Ivykiy 4 ir B sajungos tikimybé lygi sumai tikimybiy ty
elementariyjy ivykiy, kurie priklauso jvykiui A\UB. Suma P(4)+P(B) yra
lygi sumai tikimybiy elementariyjy ivykiu, sudaranciy aibg¢ 4 ir aibg B,
todél sumoje P(4)+P(B) tikimybés ty elementariujy ivykiu, kurie priklauso
ir aibei A, ir aibei B (jvykis ANB), sudétos po du kartus, t.y. elementariyjy
ivykiy, priklausan¢iy ivykiui AMB, tikimybés iSraiSkoje P(A)+P(B)
susumuotos po du kartus. Todél i§ sumos P(4)+P(B) atémg P(ANB),
gausime jvykio AUB tikimybg P(A\UB).
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2. Dazniné tikimybés apibréZtis.

Pagal klasiking tikimybés apibrézti turime, kad, metant atsitiktinai
losimo kauliuka, ivykio “atsivers 4 akutés (ketvertukas)” tikimybé lygi
P=1/6. Akivaizdu, S§is tvirtinimas visiSkai nereiS$kia, kad, metant loSimo
kauliuka Sesis kartus, biitinai vieng karta atsivers ketvertukas. Kiekvienoje
SeSiy metimy serijoje ketvertukas gali atsiversti viena karta, du kartus, gal
bt, ir daugiau karty, taciau gali neatsiversti ir né vieno karto.

Tarkime, kad turime salygu kompleksa K, kurj galime realizuoti
daug karty. Kiekviena karta, ji realizavus, gali jvykti arba nejvykti
atsitiktinis {vykis A. Pazymékime m,(4) ivykiu A skaiCiy, atlikus n
bandymuy.

Jei, atlikus tq patj bandyma tomis paciomis salygomis
n karty, ivykis 4 ivyksta m,(4) karty, tai santykis
A
()=o)
n
vadinamas jvykio A statistiniu dazniu.

Statistinj daznj galime apskaiCiuoti tik remiantis atlikto bandymo
duomenimis. Tais atvejais, kai zinoma jvykio A4 tikimybé, ja galima
palyginti su to paties jvykio statistiniu dazniu.

Vigo(®)
0.24

0.22
0.20
0.18
0.16
0.14
0.12

0‘10 N N N Y e o v
I 5 10 15 20 25 k

1.9 pav. [vykio 4 — atsivers losimo kauliuko ketvertukas —
statistinio daznio kitimas nuo metimy eilés numerio k.
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Grizkime prie loSimo kauliuko métymo. Meskime loSimo kauliuka
n=100 karty (arba i$§ karto meskime 100 losimo kauliuky) ir suskai¢iuokime
atvejus m,(A4), kai atsiverté¢ ketvertukas. Tada apskai¢iuokime jvykio A4
("atsiverté ketvertukas") statistini daZni vjgo(4)=m,(4)/100. Atlikime
bandymy serija ir pasekime, kaip keisis statistinis daznis v;(4) nuo tokiy
bandymuy serijos eilés numerio £ (1.9 pav.). Kaip matyti i§ 1.9 pav.,
statistinis daznis atsitiktinai kinta apie Sio jvykio tikimybg P=1/6. Jei
bandymus pratgstume, tai Sis vaizdas i§ esmés nepasikeisty: gautume kitus
statistinius daznius, taciau nestebétume jokios statistinio daznio nuokrypiu
nuo 1/6 didéjimo ar mazéjimo tendencijos.

il A)
0.22 |

0.21
0.20 }
0.19 }
0.18 }

0.17 } 1/6.

016 b
100 500 1000 1500 2000 2500 n

1.10 pav. Ivykio statistinio daznio
priklausomybé nuo bandymy skaiciaus 7.

Dabar iStirkime, kaip keisis jvykio A statistinis daznis v, (4),
didinant loSimo kauliuko metimy skaiciy #, t.y. didinant bandymu skaiciu.
Tam tikros bandymy serijos duomenys pateikti 1.10 pav. I$ Sio paveikslo
akivaizdziai matyti, kad, didinant bandymuy skai¢iy »n, ivykio statistinis
daznis v,(4) artéja prie to jvykio tikimybés P=1/6. Todél Si statistinio
daznio savybé daznai naudojama nezinomai ivykio tikimybei apibrézti:
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Skaicius, prie kurio artéja jvykio statistinis daznis, didinant
bandymy skaiciy, vadinamas jvykio tikimybe arba statistine
tikimybe:
. . m/(A4
P(4)=limv,(4)= 11mL .

n—>®0 n—>®0 n

Tikimybiy teorija nagrinéja tik atsitiktiniy ivykiy su pastoviaisiais
statistiniais dazniais v,_,(4)=const désnius.

Ne tik statistinis daZnis v,_,(4), bet ir kitos atsitiktiniy reiSkiniy
charakteristikos daznai biina pastovios. Tai galime pailiustruoti pavyzdziu
i§ molekulinés fizikos. Dujos sudarytos i§ be galo daug visa laika judanciuy
mazyc¢iy daleliy — molekuliy, kuriy judéjimas yra chaotiskas. Molekulés
susidiiringja vienos su kitomis, atSoka, kinta ju judéjimo kryptis, greitis ir
t.t. Tarkime, kad dujos yra uzdarame inde. Dujy slégis i indo sieneles yra
molekuliy smiigiy rezultatas. Atrodo, slégis, bidamas atsitiktinis reiskinys,
turéty svyruoti. Taciau ir tiksliausi matavimai tokio svyravimo -
fliuktuaciju — neparodo. Praeityje kinetinés duju teorijos prieSininkai §i
fakta net mégino panaudoti kaip savo argumenta. I$ tikryjy dél milzinisko
molekuliy skai¢iaus smiigiy i indo sieneles rezultatas iSsilygina, ir slégis
btina gana pastovus. Tiktai iStobuléjus eksperimento technikai, kai galima
buvo izoliuoti nedideli molekuliy skai¢iy, buvo pastebéti tokiy labai
praretinty dujy slégio svyravimai.

1.2 lentelé. Lietuvisky raidziy pasikartojimo statistinis daznis.

Raide Stativsti.nis Raide Stativsti.nis Raide Stativsti.nis
daznis daznis daznis
i 0.13613 p 0.03079 7z 0.00977
a 0.11900 1 0.03069 a 0.00607
S 0.08185 d 0.02647 1 0.00600
0 0.05976 \4 0.02368 o] 0.00397
r 0.05513 ] 0.01976 ¢ 0.00371
n 0.05503 é 0.01971 z 0.00251
t 0.05459 g 0.01925 c 0.00237
e 0.04968 y 0.01326 e 0.00219
u 0.04819 $ 0.01248 f 0.00181
k 0.04468 b 0.01070 ch 0.00105
m 0.03527 u 0.01029 h 0.00038
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1.3 lentelé. AngliSky raidziy pasikartojimo statistinis daznis.

Raide Stativsti.nis Raide Stativsti.nis Raide Stativsti'nis
daznis daznis daznis
tarpas 0.200 h 0.047 w 0.012
e 0.105 d 0.035 g 0.011
t 0.072 1 0.029 b 0.0105
0 0.0654 c 0.023 v 0.008
a 0.063 f 0.0225 k 0.003
n 0.059 u 0.0225 X 0.002
i 0.055 m 0.021 ] 0.001
r 0.054 p 0.0175 q 0.001
s 0.052 y 0.012 z 0.001
1.4 lentelé. Rusisky raidziy pasikartojimo statistinis daznis.
Raidé Stativsti-nis Raidé Stativstilnis Raide Stativsti.nis
daZnis daZnis daZnis
0 0.090 M 0.026 i 0.010
e 0.072 hi§ 0.025 X 0.009
a 0.062 I 0.023 K 0.007
u 0.062 y 0.021 10 0.006
T 0.053 s 0.018 i} 0.006
H 0.053 bI 0.016 I 0.004
c 0.045 3 0.016 I 0.003
p 0.040 b, b 0.014 3 0.002
B 0.038 0 0.014 (0] 0.002
hi§ 0.035 r 0.013 tarpas 0.175
K 0.028 q 0.012
Dazning tikimybés apibrézti dar pailiustruosime lietuvisky,

anglisky ir rusisky raidziy pasikartojimo grozingje literatliroje statistiniais
dazniais (Zr. 1.2—-1.4 lenteles). Pastarieji duomenys turi didel¢ reikSme
formuojant spaustuvése raidziy rinkinius (kasas). Jie taip pat gali buti
panaudoti telegrafijoje, siunciant koduotus pranesimus ir t.t.
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3. Geometriné tikimybés apibréZtis.

Iki Siol aptaréme baigtines elementariyjuy ivykiuy aibes ir ivedéme
tikimybés savoka, kai tiko vienodo galimumo principas. Apibendrindami §i
principa, lengvai galime jvesti tikimybés savoka ir kai kurioms begalinéms
elementariyjy ivykiy aibéms.

Pyz. Tarkime, kad du zmonés susitaré susitikti tam tikroje vietoje
tarp devintos ir deSimtos valandos. Be to, jie susitaré, kad kiekvienas ju
lauks ne ilgiau kaip ketvirti valandos ir po to nueis. Kokia tikimybe, kad Sie
zmonés susitiks? Tarkime, kad pirmas Zmogus atéjo laiku ¢, o antras — ¢,.

Vadinasi, plok§tumos taSkas (¢, t,) bus vienas i§ galimy susitikimo jvykiu.
Visi galimi jvykiai yra kvadrato plokStumoje, kurio krastiné lygi vienai
valandai (1.11 pav.). [vykis bus palankus (susitikimas jvyks), jei taSkai (¢,
t,) bus tokie, kad |t—#,|<1/4 h. Sie taskai yra uZ§trichuotoje kvadrato
dalyje, t.y. kuria riboja tiesés t,=t;—1/4 ir t,=t;+1/4 bei kvadrato krastineés.
Kadangi visi jvykiai (¢, ¢,) yra vienodai galimi, tai susitikimo tikimybé bus
lygi uzstrichuoto kvadrato ploto santykiui su visu kvadrato plotu:

2
P:1—(3/4) _7
1 16
ty , h
10[ AT
1h
14@h
o
@1/‘”] ;
1 ~ih
9 10 t;,h

1.11 pav. Geometrinés tikimybés apibrézties pavyzdys.
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Cia panagrinétas pavyzdys iliustruoja geometring tikimybés
apibrézti

Atsitiktinio ivykio tikimybé lygi palankaus {vykiui jvykti
ploto santykiui su visu nagrinéjamuoju plotu.

Dar pateiksime bendresng geometring tikimybés apibrézti.
Nagrinésime s-matés (Euklido) erdvés RS sritis, turincias s-mati turj (ties€je
— ilgi, plok§tumoje — plota ir t.t.). Tarkime, kad €2 yra erdvés R® baigtinio
tirio sritis. Elementariuoju jvykiu laikysime atsitiktinj bet kurio jos tasko
parinkima, o atsitiktiniais jvykiais — taSko parinkima i§ Q srities daliy
(turiniy tiir}) . Laikysime, kad galioja vienodo galimumo principas: turint
dvi sritis 41 Q ir A, Q, kuriy tiriai yra vienodi, o forma ir padétis
srityje Q gali skirtis, néra pagrindo teigti, kad parinkti taska i§ vienos ty
sri¢iy yra daugiau galimybiuy, negu i$ kitos. Jei §i salyga tenkinama, tai
ivykio — atsitiktinai parinkti taska i§ srities 4 — tikimybe laikome santyki
V4/Vq; Ciaraideé V reiSkia s-matj turj.

Taip apibrézta tikimybé turi tas pacias savybes kaip ir klasikiné
tikimybé:

1) 0<P(4)<1;

2) P(Q)=1;

3) P(D)=0;

4) jei AcB, tai P(A)<P(B);

5) jei ANB=, tai P(AUB)=P(A)+P(B);

6) P(A )=1-P(A).

4. Aksiominé tikimybés apibréZtis.

Remdamiesi vien tik klasikine tikimybés apibréztimi ir jos
geometriniu iSplétimu, negalime kurti grieztos matematinés tikimybiy
teorijos; be to, klasikiné tikimybés apibréztis pritaikoma tik gana siaurai
atsitiktiniy reiskiniy klasei. Norédami paversti tikimybiy teorija griezta
disciplina, turime ja aksiomatizuoti. Taip daroma ir kitose mokslo Sakose.

Aksioma - pradinis teiginys, sudarantis mokslinés teorijos kity
teiginiy (teoremy) irodymy pagrindg ir priimamas be irodymo.
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Sudarant aksiomuy sistemas, parenkami tokie teiginiai, kurie
nagrinéjamoje teorijoje laikomi tikrais ir i§ kuriy pagal logikos taisykles
iSvedami kiti tos teorijos teiginiai. Savokos, kuriomis formuluojamos
aksiomos, laikomos pradinémis, neapibréziamomis, o jomis apibréziamos
visos kitos teorijos savokos.

Tikimybiy teorija dazniausiai grindziama A.Kolmogorovo sukurta
aksiomy sistema, kuri remiasi bendraja aibiy ir maty teorija.

Elementariyjy ivykiy erdve laikoma bet kuri netusé¢ioji aibé €. Jos
prigimtis mums nesvarbi. Atsitiktiniais jvykiais laikomi tos aibés poaibiai.
Kiekvienam jvykiui — atitinkamam aibés € poaibiui — priskiriamas
skaicius, vadinamas to jvykio tikimybe ir turintis tam tikras savybes.

A.Kolmogorovo sukurtoje tikimybiuy teorijos aksiomy sistemoje bet
kurio atsitiktinio bandymo matematini modeli sudaro tam tikra tikimybiné
erdvé, nusakoma elementariyju ivykiy erdve ir ju tikimybémis.
Elementariaisiais ivykiais laikysime aibés € elementus. Be to, laikysime,
kad Q yra butinasis ivykis, & — negalimasis ivykis, A — prieSingasis
ivykiui 4. Jei dvi aibés A ir B neturi bendry elementy, tai ivykiai 4 ir B
vadinami nesutaikomaisiais.

Pasinaudojant Siomis salygomis, ivedama tokia aksiominé
tikimybés apibréztis:

Tikimybe vadiname skaiting funkcija P, tenkinancia aksiomas:
1) P(4)=0 (funkcija P yra neneigiama);
2) P(Q)=1 (butinojo ivykio tikimybé¢ lygi vienetui);
3) funkcija P yra adityvi: jei begalinés jvykiu sekos 4, 4,, ...
ivykiai neturi bendry elementy (ivykiai nesutaikomi),
tai ivykiy sajungos tikimybé lygi ju tikimybiy sumai:

P[QlAkj = S P(4,).

k=1

Visa tikimybiy teorija grindziama Siomis trimis aksiomomis. Tenka
dar karta pabrézti, kad Sios aksiomos yra postuluojamos ir ju jrodinéjimas
neturi prasmés. Vienintelis Siy aksiomuy teisingumo kriterijus yra ju
pagrindu sukurtos teorijos atitikimas realybei.

Paprasciausia tikimybiné erdvé gaunama tada, kai elementariyjy
tvykiy erdvé Q={w;, i=1, 2, ...} yra baigtiné¢ arba suskai¢iuojamoji. Siuo
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atveju jvykiy o; tikimybés P(w;) iSreiSkiamos taip:

0<P(w)<1, > P(w;)=1.

®;€Q)

Kai erdvé Q susideda i§ baigtinio elementy skaiiaus 7 ir P(o;)
nepriklauso nuo i, t.y. P(w;)=1/n, tai turime vadinamaja klasiking schema.
Ivykio A4, kuri sudaro m elementariyjy ivykiy, tikimybé P(4)=m/n.

Tikimybe, apibrézta A.Kolmogorovo aksiomy sistemoje, galime
vairiai interpretuoti. Praktikoje daZniausiai remiamasi statistine
interpretacija: funkcija P(4) laikoma atsitiktinio ivykio A statistinio daznio
teorine iSraiSka. Sprendziant kai kuriuos tikimybiy teorijos uzdavinius,
funkcija P(4) interpretuojama kaip protingo isitikinimo, kad ivykis 4 ivyks,
laipsnis. Si tikimybés interpretacija vadinama psichologine.

1.5. IS aksiomy iSplaukiancios tikimybiy savybés

Cia aptarsime kai kurias i$vadas, iplaukiandias i3 tikimybiy
teorijos aksiomy. Matysime, kad ir abstrak¢iai jvesta tikimybés savoka turi
tas pacias svarbiausias savybes kaip ir klasikiné arba geometriné tikimybé.

1)
| Tustios aibés tikimybe P(2)=0.
Treciojoje aksiomoje imame 4;=A4,= ... =J. Kadangi
U4 =2
k=1

ir jvykiai 4; yra nesutaikomieji, tai i§ tos aksiomos iSplaukia, kad
P(D)y=P(D)+P(D)+ ...,
o tai yra teisinga tik tada, kai P()=0.

2)

Jei baigtinés sekos jvykiai 4}, 4,, ... , 4, yra nesutaikomieji, tai ty
ivykiy sajungos tikimybé¢ yra lygi atskiry ivykiy tikimybiy sumai:

P(IQIAk] - élP(Ak ).
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Jei pagal treCiaja aksioma Si lygybé teisinga begalinei
nesutaikomyjy ivykiy sekai (n—o0), tai akivaizdu, kad ji galioja ir baigtinei
ivykiu sekai, nes trukstamuosius ivykius galime papildyti tusciomis
aibémis A4, ,1=4,,1,= ... =, kuriy tikimybiy suma lygi nuliui.

3)

Bet kuriy dviejuy ivykiu 4 ir B skirtumo tikimybé lygi ivykio,
i$ kurio atimame, ir ty ivykiy sankirtos tikimybiy skirtumui:

P(4\B)=P(4)-P(4~B) arba P(B\A)=P(B)-P(4nB).

Ivykius A4 ir B iS§skaidome i nesutaikomyjy ivykiy sajungas:
A=(A\B)I(ANB), B=(B\A)J(ANB),
todél
P(4)=P(A\B)+P(A"B), P(B)=P(B\A)+P(ANB).
IS cia
P(A\B)=P(A)-P(ANB), P(B\A)=P(B)-P(ANB).
Jei ivykis A yra jvykio B dalis (ACB), tai
P(B\A)=P(B)-P(4) ,

nes Siuo atveju ANB=A4. Be to, P(4)<P(B), nes tikimybé P(B\A) yra
neneigiamas skaicius.

4)

PrieSingojo ivykio tikimybé lygi vieneto ir to jvykio
tikimybeés skirtumui:

P(A4 )=1-P(4).

Kadangi jvykiai 4 ir A yra nesutaikomi ir jy sajunga AUZ=Q,
be to, P(QQ)=1, todél P(A )+P(A)=1 arba P(A )=1-P(A).

S)

Bet kuriy dviejuy ivykiuy 4 ir B sajungos tikimybé yra lygi ty dvieju
ivykiy tikimybiy sumai, atémus i$ jos tu ivykiy sankirtos tikimybe:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) .
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Ivykiy sajunga A\UB iSskaidome | nesutaikomyjy ivykiy sajunga:

AUB=(A\B)J(B\A)\J(ANB) ,
todél
P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB)=
=P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB)+P(ANB)= P(A)+P(B)—P(ANB) .

Cia pasinaudojome jvykiy skirtumy (4\B) ir (B\d) tikimybiy
iSraiskomis. Pastaroji lygybé taip pat rodo, kad

P(AUB)<P(A)+P(B) .

Sia nelygybe galime apibendrinti ir bet kokiy jvykiy Ay, Ay, ..
sekai:

P(DAk]s s P(4,).

k=1 k=1

Visy jvykiy 4 sajunga iSreiSkiame nesutaikomyjy ivykiy sajunga.
Juos zymésime:
A =4y, A =a\A4, 45 =4\(404,),
Ay = AN\ (4 U Ay U dy) irtt,
Akivaizdu, kad

U4 = U4 .

k=1 k=1

IS ¢ia pagal treCiaja aksioma galime uZrasyti:

P[DAkJ - $p4f).

k=1 k=1

Kadangi bet kuriam jvykiui 4, galioja P( 4; )<P(4,), todél

P(DAk]s s P(4,).

k=1 k=1
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6)

Bet kuriy jvykiu 4y, 4,, ... , 4,, (n>2) sekos sajungai galioja lygybé

P[LnJAkj: SP(A4)- T Pl nd )

k=1 1<k<n 1<k) <k, <n

v s Plana nd ) (P4 Ay 4) =
1<k, <k, <k3 <n ! g ’
n
= Z(— l)m_l z P(Akl ﬂAkz ﬁﬁAkm)

m=1 1<k <ky<..<k, <n

Kai n=2, lygyb¢ teisinga pagal ka tik irodyta 5) savybe:
P(AUB)=P(A)+P(B)~P(ANB).

Kai n=3:
P(A1UA2UA3):P[(A1UA2)UA3]:P(A1UA2)+P(A3)—P[(A1UA2)M3)] .

Kadangi (AAUB)NC=(ANC)I(BNC), tai
P(AIUAZUA3)=P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(A1ﬂA2)—P[(A1F\A3)U(A2f\A3)]=
=P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(AlﬂAz)—P(Alf\A3)—P(A2f\A3)+P(A1f\A2F\A3)=

= YP(4)- = Plag nd TP A Ay o).

1<k<3 1<k <k, <3

Kai n=4:
P(A1UA2UA3UA4):P[(A1UA2UA3)UA4]:

:P(AIUA2UA3)+P(A4)—P[(A1UA2UA3)M4]

Kadangi pirmaji nari jau turime apskaiciave, todél dabar
pertvarkome treciajj narj:

=P[((41WA)NAg)\ N A3MA )=
=P[(AIUA2)0A4]+P(A3KNA4)—P[(A1UA2)ﬂ(A3ﬁA4)]=

=P[(A1NA4)\N(AyNAg) [+ P(A3NA4)—P[(A1NA3NAg)\ I AyNA3NA ) |=
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=P(AlﬁA4)+P(A2f\A4)+P(A3ﬂA4)—P(AlﬂAzﬂA4)—
—P(A;NA3NA ) ~P(AyNA3\A )+ P(A Ay AN AY).

IraS¢ tikimybiy P(4UA,\UA3) ir P[(4{\UA)\UA3)N\A,] iSraiskas,
gausime:
P(A)\ VA VA3 UA,)=P(A))+P(A))+P(A3)+P(A4)—

—P(A1MA)~P(ANA3)~P(A1NA 4)~P(AyN\A3)~P(AyNA ) ~P(A3NA )+
+P(ANAyNA)+P(A1NAy A +P(A | NA3NA ) HP(Ay A3 A )~

—P(AlﬁAzﬂA3ﬁA4)=

= yP(4)- ¥ P(Ak]mAkz)Jr
1<k<4 1<k, <k, <4

vy Pla na na )T P4 A Ay Ay 4y)
1<k <k, <ky <4 ! : ’
Bendraji atveji irodysime taikydami matematinés indukcijos

principa. Tarkime, kad ji teisinga kuriam nors n>2, irodysime jos
teisinguma, kai n+1:

A8
- PK/QA]‘J A A,,H} = P(kLilekJ +P(4,,,)- PL

Pazymeje¢ sankirta 4;NA4,,.1=B, , gauname:

TCs

ot A4t

1 k=1
(Ak N An+1 ):| :

Cs=

1

k=1

P{ U Am)} - P(plBkJ ,

n

t.y. Sig tikimybe galime iSreiks$ti tiksliai taip pat kaip ir P(UA,(J, nes
k=1

abiem atvejais k kinta nuo 1 iki n. Vadinasi,
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n+l
P(UAk = YP(4)- T Pl 4 )+
k=1 1<k<n 1<k <k, <n
v 2 Plag na ndy ) PP A 4,)+
1<ky <k, <kz<n
+P(An+l)_ ZP(Ak mAn+1)— > P(Ak1 N A, mAn+1)—

1<k<n 1<k <k, <n

— 3 Pl oy Ay )P A Ay A 4y

1<k <ky<ky<n

Gautame reiskinyje atitinkamai sugrupave narius, turime:

n+l
P(UAka SP(4)- ¥ Pla, nd )+
k=1

1<k<n 1<k <k, <n+l
sy Pl na, o Ak3)—...+ 1 P4 A n A, )

1<k; <k, <k3y<n+l

Tokiu budu, galime tvirtinti, kad §i lygybé yra teisinga bet kuriam
baigtiniam jvykiy skaiciui.
Be irodymo nurodysime dar dvi akivaizdzias savybes.

7)
Jei fvykiai 4;, (k=1, 2, ...) sudaro monotoniSkai didéjanciq sekq:
AicA,c ...cd,c ...  irjysajunga
A=J4, =1lim4,, tai  P(4)=lim P(4,).
k=1 n—>0 n—»0
8)

Jei jvykiai 4;, (k=1, 2, ...) sudaro monotoniskai mazéjanciq sekq:
A124,> ... DA,> ... irjysankirta

A= ﬁAk =1lim4,, tai P(4)=lim P(4,).

k=1 n—o n—oo

1.6. Salyginé tikimybé

Kai kuriy ivykiy sary$iai gali bti tokie, kad vieny ivykiy tikimybé
priklauso nuo kity jvykiy ivykimo. [vesime Sias apibréztis.
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Ivykis A vadinamas statistiSkai priklausomas nuo ivykiy
By, ..., By, jei jvykio 4 tikimybé priklauso nuo to, ar jvykiai
By, ..., Bj tvyko ar nejvyko.

Ivykis A vadinamas statistiSkai nepriklausomas nuo ivykiy
By, ..., By, jei jvykio A tikimybé nepriklauso nuo to, ar {vykiai
By, ..., B, tvyko ar nejvyko.

Pastaba: Dazniausiai 7Zodis "statistiSkai" praleidziamas, bet i$
tikryju Cia kalbama apie statistinius désningumus, pasireiskiancius tais
atvejais, kai atliekame daug bandymu.

Ivykio A4 tikimybg, apskaiCiuota jvykus ivykiui B (esant salygai B),
vadiname salygine tikimybe ir Zymésime
P(A|B) .

Jei apskaiCiuotoji jvykio A tikimybé nepriklauso nuo jvykio B jvykimo
(nuo salygos B), tai tokia tikimybe P(4) vadiname besalygine arba tiesiog
ivykio A4 tikimybe.

Pagal apibrézti jvykis 4 priklauso nuo ivykio B, jeigu

P(A|B)#P(A) .

Jei P(A|B)=P(A) , tai ivykiai 4 ir B yra nepriklausomi.

Kai kuriais atvejais, norint tik pasakyti, ar jvykiai yra priklausomi
ar nepriklausomi, nebiitina apskaiCiuoti tikimybes. Kartais tai aiSku i$
nagriné¢jamojo reiskinio esmés. Pvz.: patikimas radijo siystuvo darbas
nepriklauso nuo to, kaip kitame linijos gale dirba imtuvas, ir atvirks¢iai.
Taciau jy priklausomybé gali biti, jei imtuvas ir siystuvas bus maitinami i$
to paties maitinimo $altinio.

Ivykiy sankirtos (arba tikimybiy daugybos) teorema.

Dvieju ivykiu sankirtos ANB (kartu jvyks abu jvykiai)
tikimybé lygi vieno ivykio tikimybés ir kito jvykio
salyginés tikimybés, kai jvyko pirmasis ivykis, sandaugai:

P(ANB)=P(4)P(B|A)=P(B)P(A|B) .
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Sia teorema jrodysime, pasinaudodami jvykiy schema (1.12 pav.)

1.12 pav. Iliustracija ivykiy sankirtos tikimybés i§vedimui.

Tarkime, kad bandyma sudaro » vienodai galimy elementariyjy
ivykiuy erdve, palankiy ivykiui 4 elementariyjy ivykiu skaifius yra £,
palankiy jvykiui B yra [, o palankiy ivykiu sankirtai ANB (ivyks ir 4, ir B)
yram,t.y.:

Pa)=%, P(B)=L, Pl4rB)="".
n n n
Apskaiciuosime salyging tikimybe P(B|4). Tarkime, kad ivyko
ivykis A4, tada i§ visy vienodai galimy elementariyju ivykiu &, palankiy
ivykiui B bus tik m elementariyjy ivykiy. Vadinasi:
P(B|A)=ﬂ= min _ P(AmB)'
k kin  P(A)

Visiskai panasiai galime jrodyti, kad:

_PAnB)
P(B|A)= o5)
arba P(BN\A)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A|B) .

Sis sarysis kartais vadinamas tikimybiy daugybos teorema.

I§ Sio jrodymo aisku, kaip reikia jvesti salygines tikimybes
aksiominiu budu. Jei 4 ir B yra ivykiai ir P(B)>0, tai ivykio A sqlyginé
tikimybé, kai ivykis B yra ivykes, vadinama:

P(A|B)=%.
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Salyginé tikimybé taip pat tenkina Sias aksiomas:
la) P(A|B)>0;

2a) P(Q)|B)=1;

3a) Jei 4, 45, ... yra nesutaikomieji jvykiai, tai

P( U4 BJ - éij(Ak | B).

k=1

la) Kadangi P(ANB)=0 ir P(B)>0, tai i§ apibrézties iSplaukia, kad
ji neneigiama:
P(A4|B)>0.
2a) Kadangi BcQ ir QMB=B, todél

P(QnB) P(B)

PRIB)==5 ~ pla)

=1 (bitinasis ivykis).

Tarkime, kad jvykiai 4cQ ir BcQ ir turime juy sankirta ANB.
Kadangi (ANB)cB, tai P(ANB)<P(B), todél visada galios nelygybés:

OgP(A|B)=m£1.
P(B)
3a) Kadangi ivykiai A4;, A4,, .. yra nesutaikomieji, tai

nesutaikomieji bus ir jvykiai 4;NB, 4,NB, ... , todél pagal salyginés
tikimybés apibrézti turime:

J PIZ(IQIA]{) A B:| P|:191(Ak i B):|
SV :

P[GAk|B

P P(B P(B)
S P4, B) }
_ k=1 ZZP(AkmB)ZZP(Ak|B)

P(B) 1 P(B) i
Salyginés tikimybés tenkina tikimybiy teorijos aksiomas, todél
salyginéms tikimybéms galioja tos pacios savybés, kurias jrodinéjome

anksciau besalyginéms tikimybéms.
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Tarkime, kad trys atsitiktiniai jvykiai 4, 4, ir A3 priklauso tai
paciai aibei Q. Apskaitiuokime dydj P[4|(4;M4,)], reiSkianti ivykio 43
salyging tikimybg, kai jvyko kartu abu jvykiai 4, ir 4, (t.y. ivyko ivykis
A1N4,). Pazymejg B=A;MA4,, galime uzraSyti:

T

P(A1MAy;NA3)=P(A1NA)P[A3|(41M4)) =
=P(4)P(A,]4)P[43|(4;N4,)].

Sia lygybe galime apibrézti taip: trijy jvykiu sankirtos tikimybé yra
lygi pirmojo ivykio tikimybei, padaugintai i§ salyginés tikimybés jvykti
antrajam jvykiui, kai ivyko pirmasis ivykis, ir padaugintai i§ salyginés
tikimybés jvykti treCiajam jvykiui, kai kartu jvyko abu pirmieji jvykiai (t.y.

VisiSkai panaSiai galime uZraSyti ir baigtinei ivykiy sekai 4, 4,,
ey Ay

n

P(A1NAyN..0A,)=P(A1)P(A,]A D PA3(A1NAp)]...

P4 (4,0 dr0..0 A, )],

Ivykiy nepriklausomumas.

Turéjome, kad P(A)P(B|4)=P(B)P(A|B) .
Tarkime, kad {vykis 4 nepriklauso nuo jvykio B, tada:
P(A|B)=P(A).
I§ iy dviejy lygybiy gauname:
P(B|A)=P(B),
t.y. jei ivykis A nepriklauso nuo ivykio B, tai ir ivykis B nepriklauso nuo
ivykio A. I8 Sios iSvados ir 1§ salyginés tikimybés apibrézties iSplaukia kita
iSvada:

Dvieju nepriklausomu jvykiy sankirtos tikimybé lygi
ty ivykiy tikimybiy sandaugai:
P(BNA)=P(A)P(B) .
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Pastaroji lygybé yra pakankama salyga, kad ivykiai 4 ir B biity
nepriklausomi.

Kad geriau skirtume jvykiy nepriklausomuma ir nesutaikomuma,
irodysime toki teigini:

Jei jvykiu 4 ir B tikimybés yra nelygios nuliui (P(4)>0 ir P(B)>0)
ir tie {vykiai yra nepriklausomi, tai jie néra nesutaikomi.

Jei Sie du jvykiai yra nepriklausomi, tai: P(ANB)=P(4)P(B)>O0.
Jei ivykiai 4 ir B biity nesutaikomi, tai ANB=C ir tada:
P(ANB)=P(0)=0 ,
o tai prieStarauja anksciau esanciai nelygybei, t.y. nepriklausomi jvykiai 4
ir B negali biti nesutaikomi.
Ivykiy nepriklausomumo apibrézti galime iSplésti ir baigtinei ar
suskai¢iuojamai jvykiy aibei.

Atsitiktiniai jvykiai A4y, A,, ..., A, yra nepriklausomi, jei bet
kokiems sveikiems indeksams ky, k,, ..., k, tenkinantiems nelygybes
1Sk1<k2< <ks<l’l )
galioja lygybé
Pla, 04 o4 )=Pla P4, )-Plag ),

t.y., kai bet kokiu budu sudarytos {vykiu sankirtos A N4, N..n 4
tikimybé lygi ty jvykiy tikimybiy sandaugai.

Pvz. Jei turime tris jvykius A4, 45, A3 , ju nepriklausomumui nusakyti
reikia keturiy lygybiu:

P(A1NAp)=P(A)P(4y), P(A1NA3)=P(4})P(43) ,
P(AyNA3)=P(A))P(A3) ,  P(A1NA;MA3)=P(A)P(4)P(43) -

Dar aptarsime keleta nepriklausomy ivykiy savybiu.
1Y)

Bet koks jvykis A4 ir biitinasis jvykis Q2 yra nepriklausomi:
P(ANQ)=P(A)P(Q)=P(A) .
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Kadangi AcQ), tai ANQ=A. IS ¢ia P(ANQ)=P(A)=P(4)P(QQ) , nes
P(Q)=1.
2)

Jei ivykiai A4 ir B nepriklausomi, tai ir ivykiu poros A ir B ,
Air B , A ir B — taip pat nepriklausomi jvykiai:

P(A "B )=P(A)P(B),

P(ANB =P(A)P(B ),

P(A NB)=P(A )P(B).

Pyvz. Irodysime, kad jvykiai A ir B nepriklausomi. [vykis
B =0\B. Tada:
PAN B =P[AN(Q\B)|=P[ANANB)|=P(A)-P(ANB)=
=P(A)-P(A)P(B)=P(A)[1-P(B)]=P(A)P( B ).

Likusios dvi lygybés irodomos panasiu biidu.
BendruOJu atveju, jei nors vienos ivykiy poros 4 ir B, A ir B A
ir B A ir B jvykiai yra nepriklausomi, tai nepriklausomi bus ir hkusm

triju porq ivykiai.
Tai galime apibendrinti ir daugeliui jvykiy. Jei jvykiai 4, ..., 4,

yra nepriklausomi, tai nepriklausomi bus ir jvykiai A1 5 ooy An :
P(zm...mzn)zp[nzkj:p(zl)..p(A—n):
k=1
n (—— n
= HP(Ak)Zkl:Il[l_P(Ak)]

k=1

1.7. Pilnutinés tikimybés ir Bejeso formulés

Pilnutinés tikimybés formulé

Tarkime, kad zinome Sias jvykiy 4, By, Bj,.., B, (1.13 pav.)
tikimybes: P(B)), ..., P(B,) ir P(4|B)), ..., P(4|B,). Laikome, kad jvykiai By
yra nesutaikomieji, o ivykis 4 gali {vykti kartu tik su vienu jvykiu By, t.y.

n
Ac UBk .
k=1
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B, B,

B,

o

N

B, | Bs Bg

Q

Q

b)

1.13 pav. Iliustracija pilnutinés tikimybés iSvedimui: a) kai ivykiai By, ...,
B, sudaro elementariyjy jvykiy erdvés Q skaidini B, ... UB,=Q , (n=7);
b) kai ivykiai By, ..., B, nesudaro visos elementariyjy ivykiu erdvés Q,

B\ ... UB,#Q , (n=6).

Jei atsitiktiniai ivykiai By, ..., B, yra nesutaikomi
ir sudaro elementariyjy ivykiy erdvés Q skaidini:

B LU.UB, = LnJBk =Q,

k=1

tai bet kurio jvykio 4 tikimybe galime apskaiciuoti taip:

P(A4)=P(4|B,)P(B,)+ P(4|B,)P(B,)+...+
« (418, )P(8,)= £.P41 B)P(B)

Kadangi ivykiai By, ..., B, nesutaikomi (neturi bendry elementy), tai

ir fvykiai
ANB,, ANBy, ..., ANB,
taip pat yra nesutaikomi. I§ ¢ia ivyki 4 galime iSreiksti taip:

A=(4nB)u(4nB,)u...u(4nB,)= V(4N B,)

k=1
Todél

P(4)=P(4nB)+P(ANB,)+..+ P(ANB,)=

P
= élp (4nB)= élp (B )P(4] By )
t.y. gavome pilnutinés tikimybés formule.
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Bejeso formulé

Jeigu ivykiai By, ..., B, tenkina pilnutinés tikimybés
formulés reikalavimus ir P(4)>0, tai salyginé tikimybé

élp (B )P(4|By)

Kadangi salyginé tikimybé
P(B;n4) _P(B;)P4]|B;)
P(B; | 4)= -
P(4) P(4)
tai vietoj P(A4) iraS¢ jos iSraiSka pagal pilnutinés tikimybés formulg,
gausime

b

P51 4)= P(B; JPl4]8,)
R CALTIEY

Si formulé vadinama Bejeso (T.Bayes) formule, aposteriorinés
tikimybés formule (a posteriori — po bandymo) arba hipoteziy tikimybiy
SJormule. Pagal Sia formulg surandame tikimybe P(B;|4) jvykti ivykiui B;,
kai jvyko jvykis 4. Sioje formuléje tikimybé P(B,) dar vadinama apriorine
tikimybe (a priori — iki bandymo).

Pilnutinés tikimybés ir Bejeso formules galima taikyti ir tada, kai
ivykiai By, B,..., B, nesudaro visos elementariyjy ivykiuy erdvés Q (1.13
pav., b), taiau visais atvejais ivykis A4 turi biiti dalis ivykiu By, By,..., B,
sajungos, t.y.

: (1.7.2)

n
Ac UBk .
k=1

1.8. Kai kurios kombinatorikos taisyklés ir formulés

Tikimybiy teorijoje, kai tinka klasikiné tikimybés apibréztis, tenka
skaiCiuoti visus vienodai galimus ir palankius atvejus. Jei tokiy atveju
nedaug, juos suskaiciuoti nesunku. Pakanka i$vardyti visus galimus atvejus
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ir i§ ju iSrinkti palankius. Kai elementariyjy ivykiu daug, tenka ieskoti
jvairiy taisykliy, palengvinan¢iy ta darba. Tada labai pravercia
kombinatorika.

Tarkime, kad turime keleta elementy a4, a,, ... , a,. Bet kuris
duotyjy elementy rinkinys ayy, ap, ... , ap, yra vadinamas junginiu
(kombinacija). Skiriama: junginiai be pasikartojimy, jei kiekvienos grupés
elementai yra skirtingi, junginiai su pasikartojimais, jei grupése elementai
gali pasikartoti. Daznai tenka skaiCiuoti, kiek junginiy galima sudaryti i$
duotyju elementy pagal kokia nors taisykle. Tokius uzdavinius vadiname
kombinaciniais, o juos nagrinéjanti matematikos skyriy — kombinatorika.

Pagrindinés junginiy rusys yra gretiniai, kéliniai ir deriniai.

Aptarsime keleta paprasciausiy kombinatorikos uzdaviniy.

baigtiniy aibiy: pirmojoje aibeje yra ny elementy ayy, ajp, ... , a,

antrojoje — n elementy ayy, ayy, ..., a,,, ir t.t., paskutingje m-ojoje aibeje

—ny, elementu a,,1, @, ... , 4y, . Priminsime, kad aibés elementai visada

mn
yra laikomi skirtingais. Visi junginiai po m elementu ay; ,ay;, , ... , Qy;
sudaromi taip, kad i kiekviena jungini ieity po viena elementa i§ kiekvienos
aibés: pirmasis — i§ pirmosios, antrasis — i§ antrosios ir t.t., m-asis — i§ m-
tosios aibés. Pirmaji junginio elementa @y, galime parinkti i§ pirmosios
aibés n; budais, antraji ay;, galime parinkti i§ antrosios aibés n, budais ir
t.t., paskutini Ui, galime parinkti n,, budais. Todé¢l visy junginiy skaicius
yrany n, ... n,,.

Pazymékime duotasias elementy aibes 44, 4,, ... , 4,,. Imkime ty
aibiy sandauga A;xA4,x ... x4,,. Sandaugos elementai sudaryti i§ visy
galimy ka tik nagrinéty junginiy, todél ju skaiCius yra ny nj ... n,,.

Aptarsime atskirg atveji, kai aibés 4,=4,= ... =4,,=A ir aibé A4 turi
n elementy a;, ay, ... , a,. IS aibés A4 iSrenkame kurj nors elementa a; . I
graziname atgal. Po to renkame kita elementa a; . V¢l graziname atgal.

Taip tesdami, po m veiksmu gausime jungini «; , a@; , .. , a; . Tokie

junginiai vadinami gretiniais su pasikartojimais i n elementy po m
elementy. Jy skaicius:
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B"=n". (1.8.1)

n

Gretiniy su pasikartojimais skaicius lygus aibiy sandaugos AxA4x ... x4=4"
elementy skaiciui n.

2. Gretiniai be pasikartojimy. Duota aib¢ i§ n elementy a;, a,, ...,

Gretiniu be pasikartojimy i$ n elementy po m elementy vadinamas
bet kuris sutvarkytas duotosios aibés {ay, a,, ... , a,} poaibis i§ m elementy

a a a

., kurios bet kurie du junginiai skiriasi vienas nuo kito
m

i 0
kokiu nors elementu arba juy tvarka; elementai negali pasikartoti tame
paciame gretinyje.

iy > o

Gretinius be pasikartojimy galime gauti Sitokiu budu: i§ pradziy bet
kaip parenkame g; 1§ n aibés elementy ir jo nebegraZiname (Cia galimi n
variantai); po to renkame antraji gretinio elementa ; iS likusiy n—1 aibes
elementy, jo taip pat negraziname ir t.t. Pagaliau renkame m-aji gretinio
elementa a; i§ likusiu n—m+1 duotosios aibés elementy. Taigi, visy
gretiniy be pasikartojimy i$ # elementy po m elementy skaicius yra:

A" =n(n-1)...(n—m+1).

Sandauga 1-2-3 ... m=m! vadinama skaiCiaus m faktorialu. Todél

gretiniy skaiciy galime uzrasyti $itaip:

4 n!

" z(n—m)!'

(1.8.2)

Kai m=n, $i formulé taip pat turés prasmeg, jei laikysime kad 0!=1.

3. Kéliniai be pasikartojimy. Duota aib¢ i$ n elementy.

Kiekviena elementy seka, sudaryta i§ visy elementy be
pasikartojimy, vadinama kéliniu be pasikartojimu i$ n elementy.

Kiek ju yra? Arba: keliais skirtingais biidais galima perstatyti
vietomis aibés elementus? Tai bus gretiniai i§ # elementy po n elementy be
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pasikartojimy. Ju skaicius:
P =A4"=n(n-1)..2-1=n!

Py=n! (1.8.3)

4. Kéliniai su pasikartojimais. Duota aibé i§ k elementy ay, a,, ... , a;.
Tarkime kad my, m,, ... , m; yra naturalieji skaiCiai, o n=m+my+ ...+ my.

Kéliniais su pasikartojimais i§ » elementy, kuriuose a; pasikartoja
my karty, a, pasikartoja m, karty ir t.t., a; pasikartoja my karty, vadinami
kéliniais su pasikartojimais, kuriuose tie elementai pasikartoja nurodyta
skaiciy karty.

Koks ju skaicius Py(my, my, ..., my)?

Imkime & elementy grupiy, kuriy pirmoji sudaryta i§ m; elementy
b1y, b1g, o s by, , antroji - i8 my elementy by, by, ..., by, , Ir t.t., k-toji -
18 my elementy by, by, ... . by, . Sakykime, kad visi elementai yra
skirtingi. Sudarykime i$ visy ju kélinius be pasikartojimu. IS viso ju bus n!.
Kiekviename kélinyje bus m pirmosios grupés elementy, m, antrosios
grupés elementuy, ... , m;, k-tosios grupés elementy. Dabar tarkime, kad visi
pirmosios grupés elementai yra vienodi ir lygiis ay, o visi kiti bkj (1)
skirtingi. Tada jau sudarytoje kéliniy sistemoje atsiras vienoduy kéliniy,
kuriy bus m;!, nes tieck yra budy perstatyti vietomis pirmosios grupés
elementus. Jei dabar visus antrosios grupés elementus taip pat
sutapatintume su a,, tai vél atsirasty m,! vienody kéliniy, nes tiek yra biidy
perstatyti antrosios grupés elementus. Taip samprotaudami toliau, pagaliau
gausime:

n!=Py(my, my, ..., mpm! my! ... my!.

Py, oy my ) = — (1.8.4)

mylmy..m 1
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Sis uzdavinys yra lygiavertis tokiam uzdaviniui: turime n skirtingy
objekty ir £ dézuciy; reikia taip sudélioti objektus 1 dézutes, kad i j-aja
dézute (j=1,2, ..., k) patekty m; objekty, n=m+my+ ... +my.

Skirtingus objektus ay, a,, ... , a, galima iSdéstyti (perstatyti) n!
skirtingais buidais. Paskui $iuos objektus suskirstome po m; elementy | k
grupes (dézutes):

Ay Ay, oo s i1 gy iy oo > Apy_1, Ay,
my mj

Kadangi mus domina, kad tam tikras objekty skaicius biity tam
tikroje dézutéje, ir nedomina ju iSdéliojimo dézutéje eilés tvarka, ty. i
dézutg jau patekg objektai laitkomi vienodais: pirmojoje yra m; vienody

mp

objekty, antrojoje - m, vienody objekty, ..., k-tojoje dézutéje - m;, vienody
objekty, todel jau sudarytoje kéliniy n! sistemoje atsiras m;! m,! ... my!
vienody kéliniy, nes my! biidy yra perstatyti vietomis pirmosios dézutés
objektus, m,! - antrosios, ..., m;! - k-tosios. Tod¢l sudélioti objektus galima
Pi(my, my, ..., my) budais.

5. Deriniai be pasikartojimy. Duota n elementy aibé.

Deriniu be pasikartojimy i$ n elementy po m elementy vadinamas
bet kuris tos aibés poaibis, sudarytas i§ m elementy ir besiskiriantis nors
vienu elementu.

Cia elementy tvarka nesvarbi. Rasime deriniy be pasikartojimy i§
elementy po m elementy skaiéiy C," .

Imkime kuri nors derini be pasikartojimy i§ m elementy.
Perstatinédami jo elementus, galime gauti m! gretiniy be pasikartojimy.
Padarg ta pati su visais deriniais, gausime visus gretinius i§ # elementy po
m elementy be pasikartojimuy. Todél:

Ay =C)' m!
I3 dia
m |
cmh (1.8.5)

IS Sios lygybés iSplaukia lygybé:
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cr=Crm, (1.8.6)

Be to, laikysime, kad C,? =1. Deriniams Zyméti vartojamas ir

Sitoks budas: C)' = [n] .
m

Deriniams galioja lygybé:

ma=CraCrt (1<m<n). (1.8.7)
Si lygybeé dar vadinama Paskalio taisykle. Ji gana lengvai jrodoma:
! !
cm Cm—l _ n. n! _
T m!(n—m)!+(m—l)!(n—m+1)!
n! n!(n + 1)
-_ —_ 1 - =
m!(n—m-i-l)![(n mE )+m] m!(n—m+1)!
_ ey
_m!(n—m+1)!_ mH

Skai¢iai C)' sutampa su koeficientais, gaunamais skleidziant
Niutono binoma (x+a)”, todé¢l dar vadinami binominiais koeficientais.
Gretiniy, deriniy ir kéliniy be pasikartojimy skai¢ius 4,', C,' ir P, sicja
formulé:

A"=Cc" p, . (1.8.8)

6. Deriniai su pasikartojimais. Duota n skirtingy elementy. I$ ju
sudarome junginius po m eclementy, leisdami elementams kartotis.
Elementy tvarka junginiuose neturi reikSmés. Tokius junginius vadiname
deriniais su pasikartojimais i$ # elementy po m elementy. Rasime ju skaiciy
D).

Tarkime, kad eclementai, 1§ kuriy sudaromi deriniai su

pasikartojimais, yra a;, ap, ... , a, Sudarykime lentelg, kurioje yra m
eiluciy:

1 eiluteé: ap, ay, ... , ay;

2 eiluté: a, ay, ... , ay;

m eiluté: a, a, ... , a,
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IS pirmos eilutés imame kuri nors elementa; i§ antrosios eilutés
imsime elementa, esantj arba po pirmuoju, arba | deSing nuo jo; i$ treciosios
eilutés imsime elementa, esanti arba po elementu, paimtu i§ antrosios
eilutés, arba | deSing nuo jo, ir t.t. Taip galime gauti bet kuri derini su
pasikartojimais i§ n elementy po m elementy. Jy skaiCius bus lygus skai¢iui
deriniy be pasikartojimy, sudaryty i$ lentelés

bl’ bz, ey bn,
bz, b3, ey bn+1;

B> i1+ 5 byim-1

elementy, imant po viena i§ kiekvienos eilutés anksciau nurodyta tvarka.
Kadangi Sioje lenteléje yra (n+m—1) skirtingy elementy, tai ieSkomasis
skaicius yra deriniy skaiCius i$ (n+m—1) elementy po m elementy:

(n+m—1)!

D, =C)lip = (1) Crvm-t - (1.8.9)

Cia pateiktos formulés labai praveréia, skai¢iuojant tikimybes. Kai
elementy skaiCius yra nedidelis, nesunku rasti jvairiu elementy junginiu
skai¢iy. Uzdavinys pasunkéja, kai elementy skaicCius yra didelis. Tada
skaiCiy faktorialams skaiCiuoti tinka apytikslé vadinamoji Stirlingo
formulé. Galima jrodyti, kad visiems natiiraliesiems skai¢iams n teisingos
nelygybés:

1 n! 1
€X < <exp| —
p(12n+1) (n/ef'2mn p(lzn)

n

arba n! z[ ) v2mn  (Stirlingo formulg). (1.8.10)

e

1.5 lenteléje pateiktos faktorialy ir ju logaritmy vertés.
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1.5 lentelé. Faktorialy ir ju logaritmy vertés.

N

n! Ign! ||n| n! lgn! (n| n! lgn! || n n! lgn!

1.00E+00| 0.0000( 26 4.03E+26| 26.6056||51| 1.55E+66| 66.1906| 76( 1.89E+111( 111.2754
2.00E+00| 0.3010j(27( 1.09E+28]28.0370|52 8.07E+67| 67.9066| 77| 1.45E+113| 113.1619
6.00E+00| 0.7782| 28| 3.05E+29|29.4841((53 4.27E+69( 69.6309| 78| 1.13E+115] 115.0540
2.40E+01| 1.3802}(29( 8.84E+30|30.9465|154 2.31E+71| 71.3633| 79| 8.95E+116| 116.9516
1.20E+02| 2.0792( 30( 2.65E+32|32.4237||55| 1.27E+73| 73.1037|| 80[ 7.16E+118( 118.8547
7.20E+02| 2.8573|31( 8.22E+33|33.9150(156 7.11E+74| 74.8519| 81| 5.80E+120| 120.7632
5.04E+03]| 3.7024|( 32| 2.63E+35(35.4202(|57| 4.05E+76| 76.6077| 82| 4.75E+122( 122.6770
4.03E+04( 4.6055|133| 8.68E+36(36.9387158| 2.35E+78( 78.3712| 83| 3.95E+124| 124.5961
3.63E+05| 5.5598| 34| 2.95E+38| 38.4702((59( 1.39E+80( 80.1420| 84| 3.31E+126| 126.5204
3.63E+06| 6.5598|35( 1.03E+40]40.0142|60 8.32E+81| 81.9202| 85| 2.82E+128| 128.4498
3.99E+07| 7.6012| 36| 3.72E+41|41.5705[(61| 5.08E+83( 83.7055| 86| 2.42E+130] 130.3843
4.79E+08( 8.6803|137| 1.38E+43(43.1387(162| 3.15E+85( 85.4979| 87| 2.11E+132| 132.3238
6.23E+09| 9.7943| 38| 5.23E+44|44.7185((63[ 1.98E+87( 87.2972| 88| 1.85E+134| 134.2683
8.72E+10] 10.9404{( 39| 2.04E+46| 46.3096((64| 1.27E+89| 89.1034( 89| 1.65E+136( 136.2177
1.31E+12| 12.1165( 40( 8.16E+47|47.9116|165| 8.25E+90| 90.9163| 90| 1.49E+138( 138.1719
2.09E+13| 13.3206] 41| 3.35E+49| 49.5244/66( 5.44E+92| 92.7359 91| 1.35E+140| 140.1310
3.56E+14| 14.5511|42| 1.41E+51|51.1477((67| 3.65E+94( 94.5619| 92| 1.24E+142| 142.0948
6.40E+15| 15.8063](43( 6.04E+52| 52.7811/168( 2.48E+96| 96.3945] 93| 1.16E+144| 144.0632
1.22E+17]| 17.0851( 44 2.66E+54| 54.4246|169| 1.71E+98| 98.2333|| 94| 1.09E+146( 146.0364
2.43E+18| 18.3861(45| 1.20E+56| 56.0778|[70{ 1.20E+100( 100.0784( 95| 1.03E+148| 148.0141
5.11E+19] 19.7083|[ 46( 5.50E+57( 57.7406||71| 8.50E+101| 101.9297] 96| 9.92E+149( 149.9964
1.12E+21| 21.0508| 47| 2.59E+59| 59.4127|(72| 6.12E+103| 103.7870f 97| 9.62E+151| 151.9831
2.59E+22| 22.4125| 48| 1.24E+61| 61.0939((73[ 4.47E+105( 105.6503| 98| 9.43E+153| 153.9744
6.20E+23| 23.7927|149| 6.08E+62| 62.7841(74( 3.31E+107( 107.5196| 99| 9.33E+155| 155.9700
1.55E+25] 25.1906( 50( 3.04E+64| 64.4831|75| 2.48E+109| 109.3946|( 100{ 9.33E+157( 157.9700

O 0 N AN U A W —

N O N N N R —m —m o s e e s e e e
DN AW NN = O 0 0NN DR W = O

1.9. Kombinatorikos taikymas ir daleliy statistikos

Panagrinésime uzdavini, kuris vaidina svarby vaidmeni, taikant
tikimybiy teorija demografijoje, sociologijoje, gyventojy statistikoje,
pramongés produkcijos kokybés patikrinimo statistikoje ir t.t.

1 pavyzdys. Daikty grupéje yra M+N vienety, i§ kuriy M daikty
pasizymi tam tikra savybe 4, o likusieji V daikty Sios savybés neturi. I§ Sios
daiktuy grupés atsitiktinai paimame k daikty. Kokia tikimybé, kad tarp ju
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bus m daiktuy turin¢iu 4 savybe, ir n daikty, neturinCiy Sios savybés
(k=m+n)?

Elementariaisiais ivykiais ¢ia laikysime kiekviena jungini i§ M+N
daikty po k daikty. Visi jie laikomi vienodai galimais, be to, eilés tvarka Cia
neturi reikSmés. Todél bendras jvykiy skai¢ius lygus deriniy skaiciui:

Ciren = Carly -

Akivaizdu, kad 0<m<M ir 0<n<N, nes prieSingu atveju tikimybé
lygi nuliui. Apskaiciuosime palankiu elementariyju jvykiu skaiciy. Ji lemia
m daikty parinkimo i§ M daikty, turiniy savybg 4, ir n daikty parinkimo i$
N daikty, neturiniy Sios savybés, biidy skaiciaus sandauga. Todél bendras

palankiy jvykiy skai¢ius yra Cy; - C}, . Todél ieskoma tikimybe:
apcy

m+n
CM+N

p= (1.9.1)

2 pavyzdys. Tarkime, kad turime n narveliy ir m daleliy. Dalelés
atsitiktinai i§déstomos narveliuose. Reikia rasti galimy i§déstymy tikimybe.

Sis uzdavinys labai svarbus, nagringjant fizikos, chemijos,
biologijos, informatikos, inZinerijos ir pan. pagrindines problemas.
Priklausomai nuo uzdavinio esmés zodis "atsitiktinai" Cia turi skirtingas
prasmes. Pateiksime tris atvejus, kurie fizikoje atitinkamai vadinami
Maksvelo ir Bolcmano, Bozés ir Einsteino, Fermio ir Dirako statistikomis.

Maksvelo ir Bolcmano statistika.

Kiekviena i§ m skirtingy daleliy su tikimybe 1/n gali patekti i bet
kurj narvelj, nepriklausomai nuo kity daleliy. Gauname i§ viso n™ galimy
i8déstymuy, kurie vienas nuo kito skiriasi arba paciomis dalelémis, arba ju
skai¢iumi narveliuose. Dabar surasime tikimybe P(k;, ky, ... , k,), kad
pirmajame narvelyje bus k; daleliy, antrajame — k, daleliy ir tt., o
paskutiniame n-tajame — k,, daleliy, o k;+tky+ ... +k,=m. IS visy n™ galimy
i8déstymu pasirenkame viena, kuris tenkinty anksCiau nurodyta salyga.
Akivaizdu, norint nepazeisti anks¢iau nurodytos salygos, daleles galime
keisti tik vietomis, nekeifiant nurodyto daleliy skai¢iaus kiekviename
narvelyje. Tokiy perstatymu skaicius lygus m/ Kadangi mus domina, kad
tam tikras daleliy skaiCius buty tam tikrame narvelyje, ir nedomina ju
i8déliojimo narvelyje eilés tvarka, t.y. i narveli jau patekusios dalelés gali
biti laikomos vienodomis: pirmajame yra k; vienody daleliy, antrajame —
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k, vienody daleliy, ..., k-tajame — k, vienody daleliy, todél jau sudarytoje
keéliniy m/ sistemoje atsiras k! k! ... k,,! vienody kéliniy, nes k! biidy yra
perstatyti vietomis pirmojo narvelio daleles, k,! — antrojo, ..., k,! — k-tojo.
Todél palankiy ivykiy skai¢ius lygus:
m!
k\Vky ok,
t.y., kéliniy su pasikartojimais skaiciui. I$ ¢ia ieskomoji tikimybeé:

m! 1
Pk, by, k) = —— 1.9.2
(a4, ) i ko kl (19.2)

Si tikimybé gerai apraso duju molekuliy pasiskirstyma, bet netinka
elementariosioms daleléms: elektronams, protonams, neutronams, o
daleléms ir t.t.

Kaip atskirg atveji panagrinékime uzdavini, kai m<n. Reikia rasti
tikimybe, kad tam tikruose narveliuose bus po vienq dalelg, o likusiuose -
né vienos. Esant §iai salygai, akivaizdu, kad:

kl!: kz!: :kn!zl,
todél
Py=m!/n™. (1.9.3)

Jei mus domins atvejis, kai dalelés po vienq yra bet kuriame narvelyje, tai
tikimybé padidés C," karty:

P, =CI".-P = (1.9.4)

n"(n—m)

Bozés ir EinSteino statistika.

Laikoma, kad daleliy negalima atskirti vieny nuo kity. Si statistika
tvirtina, kad atvejai, kai dalelés pasikeiCia savo vietomis narveliuose, yra
tapatis: svarbu tik, kiek daleliy pateko i narvelius, bet nesvarbu kurios
dalelés. Laikome, kad kiekvienas toks pasiskirstymas yra vienodai galimas
elementarusis ivykis. Irodysime, kad ju skaiCius yra lygus deriniy su
pasikartojimais skaiciui:
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m_ m _(n+m—l)!
D, = s BT (1.9.5)

Gulscioje ties¢je atidékime n+1 briikSneli (1.14 pav., a). Tarpai
atitiks narvelius, o briuksneliai — narveliy sieneles. [ tarpus bet kaip

iSdéstome m tasky (vienody daleliy) (1.14 pav.,, b). Du krastinius
briksnelius (1 ir #n+1) fiksuojame.

a | ] | |
1 2 3 n—1 n n+l
Y E R S I
1 2 3 n—1 n n+l
1.14 pav. Iliustracija Bozés ir Einsteino daleliy

skirstiniy tikimybés iSvedimui.

Dabar visus likusius vidinius #—1 briukSnelius ir m taskus
perstatinéjame vietomis visais galimais biidais. Galimy perstatymuy skai¢ius
lygus (n+m—1)!, nes bendras objekty skaicius lygus (n —1+m). Taciau tarp
taip gauty perstatymy bus ir vienodu: kai vietomis keitéme (n—1)
briik$nelius (narveliy sieneles) ir kai vietomis keitéme m taskus. Todél
vienoduy perstatymuy skaicius lygus m!(n—1)!. I§ Cia skirtingy perstatymy
skai¢ius lygus

(n +m— 1)! m
mi(n—1)y "
t.y. gavome m vienody daleliy skirstiniy po n narvelius skai¢iy Bozés ir

Einsteino statistikos prasme. Visi Sie perstatymai yra vienodai galimi, todél
bet kurio i§ ju tikimybé:

I

(1.9.6)

m
n+m—1

Ivertinkime anksCiau aptartus atvejus, kai m<n, t.y. tikimybe, kad
tam tikruose narveliuose bus po viena dalelg, o kituose — né vienos. Ji lygi:
1 m!(n—1)

P = - , 1.9.7
Yem L (nem-1) (19.7)
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nes bet kuris tam tikras daleliy pasiskirstymas yra vienodai galimas.
Tikimybé, kad bet kuriuose narveliuose bus po viena dalele bus
C" karty didesné:
cr nl(n—1)
R=——= .
Crr1n+m—1 (n +m-— l)l (l’l - m)l
Bozés ir Einsteino statistika gerai apraso fotony, atomy branduoliy
ir atomy, turinciy lygini elementariyjuy daleliy skaiciy, sistemas, taciau ji
netinka elektrony, protony, neutronu sistemoms apraSyti. Pastarasias
sistemas apraso Fermio ir Dirako statistika.

(1.9.8)

Fermio ir Dirako statistika.

Si reikalauja, kad narvelyje biity viena dalelé arba né vienos
dalelés. Akivaizdu, kad m daleliy po n narvelius (m<n) galime isdéstyti C,’
biidy, t.y. i§déstymy skaiius lygus deriniy be pasikartojimy skaiciui. Sie
deriniai yra vienodai galimi, todél tikimybé :

1 : .
o -kai0sE, <1(j=12,..,n)

n
0 , kitais atvejais.

Plky, ky,... k)=

1.10. Bernulio (binominiy) bandymy schema. Bernulio formulé

Praktikoje daznai susiduriame su bandymais, panaSiais { monetos
métyma, kai daug karty kartojamas tas pats bandymas, turintis dvi baigtis.
Tarkime, kad mes atlickame n bandymuy. Kiekvieno bandymo rezultatas yra
atsitiktinis: gali {vykti arba jvykis 4 su tikimybe p, arba jvykiui 4
prieSingas jvykis A su tikimybe g=1—-p. Visi n bandymu rezultatai yra
nepriklausomi. Nagrinésime atveji, kai i§ n bandymy ivykis 4 gali jvykti &
karty (k=0, 1, 2, ..., n), t.y. surasime tikimybe P,(k), kad 1§ n bandymy
ivykis A4 realizuojamas k kartu.

Tokia ivykiy schema atitinka daugeli realiy atveju:

a) tikriname n gaminiy, atsitiktinis jvykis 4 — nekokybisko gaminio
aptikimas, P, (k) — tikimybé, kad i§ n gaminiy & bus nekokybiski;

b) registruojami » naujagimiy, ivykis 4 — berniuko gimimas, P, (k)
— tikimybeé, kad i$ #» naujagimiy bus & berniuky;
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c) tikriname n loterijos biliety, ivykis 4 — iSloSimas, P,(k) —
tikimybé, kad i$ » biliety i§los £ biliety;

d) eksperimento metu registruojami neutronai, jvykis 4 — neutrono,
kurio energija yra tam tikrame intervale, registravimas, P, (k) — tikimybé,
kad i§ m registruoty neutrony nagrinéjamame energijos intervale bus
uzregistruota k neutrony.

Visais Siais atvejais tikimybé P, (k) apraSoma Bernulio (binomine)
formule. Bernulio formulés esme sudaro prielaida, kad, Zinant jvykio 4
tikimybe, reikia surasti tikimybe, kad i§ #» bandymuy ivykis 4 ivyks k karty.
Tarkime, kad viena i§ palankiy elementariyjy ivykiu serijy yra tokia:

Al’ Az, cees Ak’ Ak—‘rl’ cees An 5

A, A, LA A, ., A
k n—-k

Apskai¢iuosime Sios nepriklausomy ivykiy serijos sankirtos tikimybe
Pi=P(AN.."ANAp 1 N...NA,)=P(A})...P(A)P(A}41)...P(4,,) -
Kadangi
P(41)=P(4y)=..=P(4)=P(A)=p
P(Apy1)=P(Agsp)=...=P(A,)=1-P(A)=P(A )=1-p=q.,
todel
P1=P(A)P(A)...P(A)P(A )...P( A )y=pkg"k=pk(1-p)r—* .

k n—k

Kity mus dominanciy elementariyju ivykiu serijy tikimybés yra
lygiai tokios pat, nes jvykiy sankirtos tikimybé nesikeicia, keiciant jvykius
vietomis.

Dabar reikia tik surasti ty mus dominanciy jvykiu serijy skaiciy, kai
i n bandymuy, ivykis A4 jvyksta k karty. Sis skai¢ius lygus deriniy i§ n
elementy po & eclementy skaiCiui C,]f. Vadinasi, ieSkomoji tikimybé
(Bernulio formulé)

P, (k)=CK pkqn—k=CK pk(1-py-* (1.10.1)
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arba
n! k_n-k
k)= . 1.10.2
n( ) k!(n—k)!p q ( )
Cia naudinga prisiminti Niutono binomo formule:

(a+by'=C? a+ C} an=1b14 C2 a"=2b2+.. + C¥ akbrk+ .+ C" b .

Kai kuriais atvejais tikimybiy skaiiavimus galime supaprastinti
Niutono binomo formuléje prilyging a=p ir b=1—p=¢q .
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2. ATSITIKTINIAI DYDZIAI IR JU SKIRSTINIAI

2.1. Atsitiktinis dydis. Diskreciojo atsitiktinio dydZzio skirstinys

Daznai bandymo rezultatas yra atsitiktinis ivykis, kuri atitinka kuris
nors skaicius.

Atsitiktiniu vadinamas dydis, kuris bandymo metu gali jgyti tai
viena ar kita verte, butent kokia — tai priklauso nuo atsitiktiniy bandymo
salygu ir kuri i§ anksto negali buti nusakyta. IS anksto gali biti Zinomos tik
ty dydziu ivykimo tikimybeés.

Atsitiktiniy dydziy pavyzdziais gali biiti:

1) skaicius tasky, gaunamy metant loSimo kauliuka;

2) iskraipymy skaicius kodo kombinacijoje i§ n zenkly, esant
priémimui su trukdziais;

3) krepsSinio kamuolio metimy skai¢ius iki pirmojo pataikymo i
krepsi;

4) meteority skai¢ius, krentantis per metus { Zemés pavirsiy;

5) duju molekulés greitis dél smiigiu su kitomis molekulémis;

6) integrinés grandinés darbo trukmeé ir t.t.

Pirmaisiais keturiais atvejais atsitiktinis dydis yra diskretusis, o
pastaraisiais dviem — tolydusis. Veréiy aibé, kurias bandymo metu gali
igyti atsitiktinis dydis, gali buti baigtiné ar begaliné. Begaliné aibé gali buti
suskai¢iuojamoji (t.y. jos elementus, kaip, pavyzdziui, 3-iuoju ir 4-uoju
atvejais, galime sunumeruoti) ir nesuskaiiuojamoji (5-asis ir 6-asis
atvejis).

Aprasant atsitiktini dydi, reikia nurodyti jo galimas vertes. Taciau
vien tik nurodydami jo galimas vertes, nevisiSkai apibiidinsime atsitiktini
dydi. Reikia zinoti, kiek daznai pasikartos vienos atsitiktinio dydzio vertés
ir kiek retai — kitos, arba, o tai yra tas pats, kokia yra atsitiktinio dydzio
tikimybé igyti viena ar kita vertg. Pavyzdziui, 3-iuoju atveju geram
krepSininkui tikimiausias kamuolio metimy skaicius iki pirmojo pataikymo
1 krepsi yra lygus 1 arba 2, o blogam $ie skaiciai gali buti ir dideli.

Sqrysis, siejantis atsitiktinio dydZio vertes ir jy tikimybes,
vadinamas atsitiktinio dydZio skirstiniu.
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Atsitiktini dydj paZymésime simboliu X, jo galimas vertes x; ir
atitinkamas juy tikimybes p,. Tada diskreciojo atsitiktinio dydZio skirstinys
gali buti pavaizduotas grafiskai (2.1 pav.) arba pateiktas lentelés pavidalu
(2.1 lentelé), arba analiziniu biidu.

p.
! P3
P2 P4
Ps
pl{ " p6
R
X X X3 X4 X5 Xg X

2.1 pav. Atsitiktinio dydzio skirstinys.

2.1 lentelé. Atsitiktinio dydzio skirstinys.

)Cl )C2 X3 X4 XS X6

P by | P3 Pg | Ps Pe

Aisku, kad

n
lel-zl, (2.1.1)
i
¢ia n - atsitiktinio dydzio X galimy verciy skaiCius. Lygybé (2.1.1)
vadinama skirstinio normavimo sqlyga.
Skirstinys visiSkai apraSo statistines diskreciojo atsitiktinio dydZio
charakteristikas. Gali biti pateikti ir kitokie jo aprasymo biuidai, taciau arba
jie bus nepilnutiniai, arba lygiaverciai skirstiniui.

2.2. Pasiskirstymo funkcija

Skirstinys, anks¢iau aptartas diskre¢iajam dydziui, netenka prasmés
tolydziajam dydziui.

Universali charakteristika, tinkanti apraSyti kaip diskreciuosius,
taip ir tolydziuosius dydzius, yra pasiskirstymo funkcija.
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Pasiskirstymo funkcija (arba integraliniu tikimybiy skirstiniu)
vadinama funkcija F(x), atitinkanti tikimybe P, kad atsitiktinis dydis X
igis vertes, maZesnes uz x, t.y. intervale nuo (—o0) iki x :

F(x)=P(X<x) . (2.2.1)

Panagrinésime, kaip surandama diskreciojo atsitiktinio dydzio
pasiskirstymo funkcija. Tegul atskiry verciy tikimybés pateiktos 2.1 pav.
Kol funkcijos F(x) argumentas yra mazZesnis uz x, pasiskirstymo funkcija

F(x) lygi nuliui, kadangi néra né vienos X vertés mazesnés uz x,. Taske
(x1+0) funkcija F(x) SuoliSkai igyja vertg p, ir lieka pastovi intervale nuo x;
iki x,. F(x) taSke (x,10) Suoliskai padidéja dydziu p,, t.y. F(x)=p+p,, nes
tvykis — igyti atsitiktiniam dydZiui vertes maZesnes uz (x,+0) — suskyla i du
nepriklausomus jvykius: su tikimybe p; igyti vertg x; ir su tikimybe p, —
vertg x,. PanaSiai surandame pasiskirstymo funkcija ir likusioms x vertéms
(2.2 pav.).

F(x)
1 Pe
Ps
P4
p3
P2

pl{ |
Xl X2 X3 X4 XS x6 X

2.2 pav. Diskreciojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Aptarsime pasiskirstymo funkcijos savybes.

1) F(—0)=0. Si savyb¢ pazymi ta fakta, kad atsitiktinis dydis neturi
verciy, kurios galéty biiti mazesnés uz neigiama begalybe.
2) F(x) — nemaz¢janti funkcija. IS tikryjy, tegul x,>x; , tada

P(X<x)=P(X<x1)+P(x<X<x;)
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arba
F(XZ):F(XI)+P(XISX<)C2) . (222)

Kadangi tikimybé negali buti neigiama, tai i§ pastarosios lygybés
gauname, kad
F(.X,'Z) > F()Cl), kai )C2>)C1.

3) F(0)=1. Si savybé pazymi ta fakta, kad ivykis — atsitiktiniam
dydziui igyti vertes mazesnes uz teigiama begalybe — yra tikras.

Iki siol kalba vyko apie diskreciyjy dydziy pasiskirstymo funkcija.
TaCiau visi Cia pateikti nurodymai tinka ir tolydZiajam atsitiktiniam
dydziui.

Bendriausiu atveju F(x) turés tam nemazéjancios funkcijos
pavidala ir tenkins anksCiau nurodytas savybes. Tolydziojo atsitiktinio
dydzio pasiskirstymo funkcija yra tolydiné (2.3 pav.) arba turi kai kuriuose
taskuose tritkkius (Suolius).

0 X

2.3 pav. Tolydziojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.
Bet kuri pasiskirstymo funkcija turi dar viena savybg, vaidinancia
ypatinga vaidmeni tolydiesiems atsitiktiniams dydziams.
4) Tikimybé patekti atsitiktiniam dydZiui | intervala nuo x; iki x, —

lygi pasiskirstymo funkcijos skirtumui Siuose taskuose. Tuo lengva
isitikinti, perraSius lygybg (2.2.2), t.y.

P <X<xp)=F(xy)—F(x7) . (222 a)
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Si savybé galioja ir diskregiojo atsitiktinio dydzio atveju, tadiau
Siuo atveju intervalas apima krastini kairjji taska ir neapima kraStinio
desiniojo tasko.

2.3. Tikimybés tankis

Surasime tokia tolydziojo atsitiktinio dydzio charakteristika, kuri
leistu pasakyti, kiek vienos atsitiktinio dydzio vertés labiau tikimos uz
kitas. Priminsime, kad tokia diskre¢iojo atsitiktinio dydzio charakteristika
yra skirstinys.

Turédami galvoje, kad tolydZiojo atsitiktinio dydzio bet kokios
konkrecios vertés tikimybé lygi nuliui, panagrinésime nedidelj intervala,
apimanti mus dominancia vertg x, ir po to artinsime intervalo ilgi i nuli.

F(x)
b

FX+AX) T~

FOX)|

0 X X+AX X
2.4 pav. Iliustracija tikimybés tankio apibtidinimui.
Tegul duota tam tikra verté x. Paimsime tam tikra Ax. Laikydami,

kad funkcija F(x) diferencijuojama, ir pritaik¢ iSraiskos (2.2.2 a) deSinei
pusei Lagranzo teorema, gausime, kad

_[Flr+ Ax) - F(x)
Ax

P(x< X <x+Ax) Ax ~ F'(x)Ax . (2.3.1)

Cia $trichas nurodo diferencijavima. Esant duotam Ax, tikimybg,
kad tolydusis atsitiktinis dydis yra intervale nuo x iki x+Ax, bus tuo
didesné, kuo didesné F’ taske x. Tokiu biidu funkcija F’ gali biiti ieSkomaja
charakteristika. Kol kas Si charakteristika néra visiSkai apibrézta, nes
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priklauso nuo intervalo Ax. Kad panaikintume Sig priklausomybg, surasime
iSraiskos (2.3.1) riba, kai Ax—0. Gauname
Filx)=9E_ 4P
dx dx
Funkcija F'(x) turi specialy pavadinima — tikimybés tankis. Ji
zymésime w(x):

(2.3.1 a)

dF dP
=—=—, 232
wx)=——=— (2.3.2)
I8 ¢ia pasiskirstymo funkcija
Fl(x)= )jcw(x)dx (2.3.3)

Atsizvelgdami | funkcijos F(x) prasme ir | iSraiska (2.3.2), galime
pateikti toki apibrézima:

Atsitiktinio dydZio tikimybés tankiu vadinama tokia funkcija w(x),
kuri padauginta i§ maZo intervalo Ax, lygi tikimybei atsitiktiniam dydZiui
patekti j intervalg nuo x iki x+Ax.

Pateiksime tikimybés tankio savybes.

1) Tikimybés tankis — neneigiamas dydis, nes bet kokioms x
vertéms F(x) yra nemazéjanti funkcija.

2) Tikimybeé, kad tolydusis atsitiktinis dydis bus intervale (x;, x,),

lygi
Plx; <X <xy)=Flx,)- Flx )= _fw(x)dx - _fw(x)dx = fzw(x)dx . (234)
w(X)
X1 0 X X

2.5 pav. Tikimybés tankis.
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Tai tiesiogiai gauname integruodami iSraiska (2.3.2). Ieskomaja
tikimybe galime pavaizduoti grafiskai: ji lygi plotui, esan¢iam tarp kreiveés
w(x) ir abscisiy asies intervale nuo x; iki x, (2.5 pav.).

3) Tikimybés tankio integralas begaliniame x intervale lygus
vienetui:

Iw(x)dx = F(oo)—F(— oo):l.

Si israigka vadinama tikimybés tankio normavimo sqlyga.

2.4. Skaitinés atsitiktinio dydZzio charakteristikos. Vidurkis

Kai kuriais atvejais atsitiktinis dydis aprasomas nesinaudojant
pasiskirstymo funkcija ar tikimybés tankiu, o imant tam tikras jo skaitines
charakteristikas.

Paprasciausios ir svarbiausios atsitiktinio dydzio skaitinés
charakteristikos yra statistinis vidurkis ir dispersija. Terminas "statistinis"
daznai praleidziamas, jei vidurkis suprantamas, biitent, Sia prasme.

Vidurkis yra atsitiktinio dydzio aritmetinio vidurkio tikimybinis
apibendrinimas. Tegul vienas ir tas pats bandymas atliekamas tose paciose
salygose N Kkarty, ir atsitiktinis dydis m; karty igijo vertg x;, m, karty —
vertg x,, ..., m, karty — vertg x,. Cia mj+my+..+m,=N. Surasime $io
atsitiktinio dydzio aritmetinj vidurkj:

mn(X)zi(mlxl +myx, +...+mnxn)=
N (2.4.1)

m m, my

N N N
Esant pakankamai ilgai bandymuy serijai, ivykiy, kad atsitiktinis
dydis igis vertes xy, Xy, ..., X,, , santykiniai dazniai v{=m;/N, v,=m,/N, ...,
v,=m,/N grupuojasi apie Siy verCiy tikimybes p(x;), p(x;), ..., p(x,).
Vadinasi, esant pakankamai ilgai bandymu serijai, atsitiktinio dydzio

aritmetinio vidurkio verté artéja prie dydzio

M(X)=x1p(x))Txp(x)+ ... +x,p(x,,) , (24.2)

kuris vadinamas atsitiktinio dydzio vidurkiu. Paprastai atsitiktinio dydzio X
vidurkio konkreti verté¢ Zymima m,.
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Vadinasi, atsitiktinio dydZio vidurkiu vadinama verté, apie kuriq
grupuojasi jo aritmetinio vidurkio vertés, esant pakankamai dideliam
bandymy skaiciui ir kuri apraSoma lygybe (2.4.2).

Formulg (2.4.2) galime iSreiksti tokiu budu:

M(x)= éx,. p(x,). (2.43)

Kai atsitiktinis dydis tolydusis, tada

M(X)= [xw(x)dx, (2.4.4)
nes w(x)dx atitinka tikimybg dP, kad atsitiktinis dydis bus intervale nuo x
iki (x+dx).
Tarptautinis ir Lietuvos standartas LST ISO 31-11:1996 siiilo
vidurkinimo veiksma Zymeéti kampiniais skliaustais:

M(X) =<X>.

Véliau, biitent, taip ir Zymésime.

Labai daznai tenka nagrinéti atsitiktiniy dydziy funkcijas ¢(X). Sios
funkcijos igyja atsitiktines vertes tik tada, kai {vyksta pats atsitiktinis dydis
X. Todél Sios funkcijos — tai nauji atsitiktiniai dydziai. Diskrec¢iojo
atsitiktinio dydzio X, jo funkcijos @(X) ir ju tikimybés pavaizduotos 2.2
lenteléje. Funkcija ¢(X) igyja konkrecia vertg, pvz., @(x;) tik tada, kai x=x;;
vadinasi, atsitiktinio dydzio X ir jo funkcijos ¢(X) tikimybiy skirstiniai yra
tie patys.

2.2 lentelé. Atsitiktinio dydzio X ir jo funkcijos ¢(X) skirstiniai.

X xl )C2 X3 X4 XS x6
P P1 )] P3 y 2 Ps D6
PX) | ¢xp) | xp) | @x3) | @xg) | @lxs) | @xe)

Vadinasi, diskreciojo atsitiktinio dydzio funkcijos ¢(X) vidurkis
M(p(X)=poln)+ paplaa) + .+ papln)= Zpipls).  (245)
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Panasiai tolydinio atsitiktinio dydzio funkcijos ¢(X) vidurkis lygus

M(p(x))= J.w(x)w(x)dx . (245 a)
Aptarsime kai kurias_:idurkio savybes.

1) Atsitiktinio dydZzio, padauginto i§ pastovaus skai¢iaus, vidurkis
lygus jo vidurkiui padaugintam i$ to paties skaiciaus:
M(cX)=cM(X)=cm,, . (2.4.6)
2) Atsitiktiniy dydziy sumos (skirtumo) teorinis vidurkis lygus ju
vidurkiy sumai (skirtumui):

MY =M(X)*M(Y) . 2.4.7)
Irodymo supaprastinimui laikysime, kad kiekvienas i§ atsitiktiniy dydziy X
ir ¥ igyja po dvi galimas vertes: x| ir x, su tikimybe p, ir p,, y; ir y, su
tikimybe ¢y ir g,. Tada galimos X*Y vertés bus x;%y; , x;%y,, xpty; ir
X,ty,. Ju tikimybes zymésime atitinkamai pyy, p12, P21, P22-
Pagal vidurkio apibrézti (2.4.3)

MXEY)=(x 12y )p M 2P 120ty po 1 Hoty)p2)
arba
MXEY)=x1(p111P12) T X2(P217P22) 1P 1171P21) D2(P121P22)-

Parodysime, kad p;+p;,=p;. Ivykis, kad dydis X turés verte x; (Sio
ivykio tikimybeé lygi p;), sukelia kita ivyki, kad X+Y igys vertes x|+y; ir
x;ty, (Sio ivykio tikimybé lygi p;;+p;p), ir atvirkS¢iai. Tokiu budu,
P11tP1o=p;- VisiSkai panaSiai  galime parodyti, kad p,tpor=po,
P111P217=91 It P12tP20=q,- Atsizvelgg | Sias lygybes, gauname, kad

M(X£Y)=x1p1+x0pr (141 1Y292)=MX)EM(Y).
Panasiai $ig lygybe galime apibendrinti ir didesniam atsitiktiniy
dydziy skaiciui.
3) Nepriklausomyjy atsitiktiniy dydziu sandaugos vidurkis lygus
vidurkiy sandaugai:
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M(X-Y)=M(X)-M(Y). (2.4.8)

Tegul X ir Y — nepriklausomi. X jgyja vertes xq, Xy, ..., X,,, kuriy
tikimybes py, ps, ..., p,, 0 Y igyja vertes yy, ¥y, ..., V,,, Kuriuy tikimybés ¢,
G2s ces G-

Tikimybé, kad X turés verte x; ir kartu Y turés vertg y; t.y.
tikimybé, kad sandauga X-Y turés verte x;-y; (pagal tikimybiy sandaugos
teorema), lygi p;-q;. Pasinaudoj¢ vidurkio apibréZtimi, gauname:

n m

n m
M (XY ) = kz—:1 Elxkyzpkéb = kZ_:lkak EIJ/ICII =M (X )M (Y )

Panasia lygybe galime uzraSyti ir esant daugiau atsitiktiniy dydziy bei
tolydiesiems dydziams.

Daznai naudojama savoka — centruotasis atsitiktinis dydis.
Atsitiktinis dydis vadinamas centruotu, jei jo vertés atskaitomos atzvilgiu
vidurkio. Centruotaji atsitiktini dydj zymésime X:

X =X-M(X)=X-m, . (2.4.9)

Aisku, kad centruotojo atsitiktinio dydzio vidurkis lygus nuliui.

2.5. Dispersija

Yra visa eilé uzdaviniy, kuriuose pakanka Zzinoti tik atsitiktinio
dydzio vidurki. Pavyzdziui, perdegus apSvietimo lempai, tai paprastai
nesukelia sunkiy pasekmiy. Ji pakei¢iama antra, trecia, ir t.t., ty. Cia
domimés vidutine jos veikimo trukme. Esant atsakingam elementui ir
norint iSvengti nereikalingy pasekmiy, tikslinga ta elementa pakeisti
anksCiau, negu jis susigadins. Todél reikia Zinoti, koks yra ty elementy
patikimo darbo laiko nuokrypis nuo jy vidutinés vertés.

Tikimybiy teorijoje atsitiktinio dydzio verciy sklaidai apibiuidinti
naudojama speciali charakteristika — dispersija.

Atsitiktinio dydZio dispersija — tai atitinkamo centruoto
atsitiktinio dydZio kvadrato statistinis vidurkis.

62




Dazniausiai dispersija Zymima D(X) arba Gi . Vadinasi, diskrec¢iojo
atsitiktinio dydzio dispersija iSreiSkiama Sitaip:

n

Dlx)=o = 2(v=m. ) py. 25.1)

o tolydZiojo atsitiktinio dydzio formule:
62 = [(x—m, ) wix)dx. (2.5.2)

Dispersija turi atsitiktinio dydzio kvadrato dimensija, todél dar
daZznai naudojama kita charakteristika — atsitiktinio dydZio vidutinis
kvadratinis nuokrypis (dar vadinamas standartiniu nuokrypiu), jis lygus
kvadratinei Sakniai i§ dispersijos.

IS (2.5.1) ir (2.5.2) matyti, kad atsitiktinio dydzio Y=cX dispersija
lygi
2 =,

2=c2o;. (2.5.3)

(¢

Surasime ry$i tarp necentruotojo atsitiktinio dydzio kvadrato
vidurkio, jo vidurkio ir dispersijos:

62 =M[(X-m )2 ]=M[X2~2m X+ m? ]=

=M(X2)-2m M(Xy+ m> =M(X2)—m? . (2.5.4)

X

Sia formule daznai vartosime, skai¢iuojant dispersija.
Dvieju nepriklausomyjy atsitiktiniy dydziy sumos (skirtumo)
dispersija lygi $iy atsitiktiniy dydZziy dispersiju sumai:

DX+Y)=DX)+D(Y)=03 +0 . (2.5.5)
Pagal apibrézti
D(X*Y)=M[(X£Y-M(X*Y))?]=
=M {(X=m, ) (Y-m,)}2]=M( X )+ M(Y> ) £2M(X Y )

Kadangi X ir Y nepriklausomi, tai M()O( Y )=M()°( )M(IO/ ), taciau
centruotojo atsitiktinio dydzio vidurkis lygus nuliui, todél

D(X*Y)= 6)26 + Gi .
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Pabrésime, kad, skirtingai nuo vidurkio, dviejy nepriklausomyju
atsitiktiniy dydziy skirtumo dispersija lygi ju dispersiju sumai, o ne
skirtumui.

2.6. Atsitiktiniy dydZiy momentai

Gerokai bendresnés atsitiktinio dydzio skaitinés charakteristikos,
negu vidurkis ir dispersija, yra jo momentai. Skiriami pradiniai ir
centriniai momentai.

Atsitiktinio dydZio k-tosios eilés pradiniu momentu vadiname k-
tojo laipsnio atsitiktinio dydZio vidurkj. k-tosios eilés centriniu momentu
vadiname k-tojo laipsnio centruotojo atsitiktinio dydZio vidurkj.

Pagal apibrézti diskreCiojo ir tolydziojo atsitiktinio dydzio
momentus galime iSreiksti taip:

my = M(x* ):iile‘ ' 2.6.1)
m =M(Xk ): Tka(x)dx, (2.6.2)
e =M =3 -m, ) i (2:63)
by = M(E5) = Tle=m, fn(xlir. (2.6.4)

—00
Pagal Sias apibréztis atsitiktinio dydzio vidurkis yra pirmosios eilés
pradinis momentas, o dispersija —antrosios eilés centrinis momentas.
Zinant atsitiktinio dydZio skirstinj arba jo tikimybés tanki, galime
apskaiciuoti bet kurios eilés momenta.

2.7. Atsitiktiniy dydZziy skirstiniai

1. ISsigimes atsitiktinio dydZio skirstinys.

Pastovy dydi a=const galime nagrinéti kaip atskira atsitiktinio
dydzio X atveji, kai jis su tikimybe P=1 igyja vienintelg verte a (2.6 pav.,
a). Jo pasiskirstymo funkcija
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0, kaix<a;
F(x):{ |
1, kaix>a.

P F(x) W(x) /w o0

H d(x-a)

a X a X a X
a) b) c)
2.6 pav. Pastoviojo dydzio (i$sigimusiojo atsitiktinio dydzio) tikimybé (a),
pasiskirstymo funkcija (b) ir tikimybés tankis (c).

Toks atsitiktinis dydis ir jo pasiskirstymo funkcija vadinama
iSsigimusiaisiais. Sitokiam atsitiktiniam dydziui galime uZraSyti ir
tikimybés tanki delta funkcijos pavidalu:

w(x)=0(x—a) . 2.7.1)

2. Tolygusis skirstinys.
Tolydusis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes tolygiai, jei jo
tikimybés tankis (2.7 pav., a) yra pastovus:

1 .
wx)=1p_4" kaia <x<b; 2.72)

0, kaix<airx>b.

w(X) F(x)
1 r-
b-a | |
0 a b X

2.7 pav. Tolygiojo skirstinio tikimybés tankis (a)
ir pasiskirstymo funkcija (b).
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Nesunku jrodyti, kad Siuo atveju pasiskirstymo funkcija

0, kai x<a;
F(x)= 279 kaia<x<b
b—a
1, kai x > b.

Sio tolydziojo atsitiktinio dydzio vidurkis

b 1 b 102-a%> 1
M\X )= = dx = dx =— =—(b
( ) m, {,XW(X)X b—aix X >4 2( +a),

o atsitiktinio dydzio dispersija

b b
D(X)=02 = [(x—m, P w(x)dx = [x*w(x)dx —m? = %(b —a).
3. Binominis skirstinys.
Tegul tam tikro jvykio 4 tikimybé lygi p, tai tikimybé P,(k), kad
ivykis po n bandymu pasikartos k karty, aprasoma formule:
!

k)=Ckprgn = L __pk 273
( ) ( k)' n rq" ( )

¢ia g=1-p. Sis skirstinys vadinamas binominiu, nes kaip buvo parodyta
anksciau, tikimybé atitinka binominio skleidimo eilute koeficientus:

(pa+q) = zck kg kgt (2.7.4)

I§ pastarosios lygybés, ka1 a—l, gauname binominio skirstinio
normavimo salyga:

zc" kg =1. (2.74 a)

2.8 pav. pateikti binominiai skirstiniai, kai bandymuy skaicius n=20,
o jvykio 4 tikimybé p igyja Sias vertes: p1=0,1; p;=0,3; p3=0,5. Matome,
kad, kuo maziau p skiriasi nuo 1/2, tuo simetriskesnis yra skirstinys.

Apskaiciuosime, kad jvykis A pasikartos k karty, vidurki (Cia k£ yra
atsitiktinis dydis), kai bandymas kartojamas » karty. Tuo tikslu lygybe
(2.7.4) diferencijuojame pagal a:
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Pk) 030
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20
k

2.8 pav. Binominiai skirstiniai, kai n=20, o p igyja
vertes 1-0,1;2—0,3 ir 3—0,5.

np(pa + q)'H = kz kCK p*q" kg (2.7.5)
=0
ir prilyginame a=1:
np = ikPn(k) =my, (2.7.6)
k=0

t.y. vidurkis lygus np. ApskaiCiuosime dispersija. Padauginame lygybés
(2.7.5) abi puses i$ a ir isdiferencijuojame pagal a:

n
npa(pa + q)"_l = ZkC,]fpkq"_kak ,
k=0
n
n(n - l)pza(pa + q)n_2 + np(pa + q)"_1 = Zk2C,]fpkq"_kak_1 s
k=0
ir, prilyging a=1, gauname:

n(n-1)p* +np = ikan (k)= M(kz).
k=0

IS Sios iSraiSkos pagal formule (2.20) surandame dispersija:
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012( =M(k2)— m,% =npq . 2.7.7)

Tada vidutinis kvadratinis nuokrypis 6, =./npq .

IS gauty rezultaty matyti, kad vidutinio kvadratinio nuokrypio ir
vidurkio santykis yra atvirksciai proporcingas kvadratinei Sakniai i$ 7, t.y.
didéjant bandymy skaiciui, santykiné dydzio & sklaida maZzéja, o absoliutiné
— didéja.

4. Puasono skirstinys.

Daznai pasitaiko tokiy uzdaviniu (atvejy), kai reikia taikyti
binominj skirstinj, esant dideliam bandymuy skaiciui n. Tada skai¢iavimai
tampa gerokai sudétingesni. Todél idomu zinoti binominio skirstinio
asimptotinj artini, esant dideliam 7.

Atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal Puasono skirstinj, kai jis
igyja vertes x;=k (k yra sveikas neneigiamas skaicius) su tikimybe

k
P(X:k):k—e*,
k!
¢ia A yra tam tikras teigiamas skaicius.

Si tikimybiy skirstini galime gauti ir kaip binominio skirstinio riba,
kai bandymuy skaiCius n artéja | begalybe: kai n—oo, sandauga np=»\, t.y.
vidurkis lieka baigtinis, o ivykio tikimybé p=A/n mazéja.

I formulg (2.7.3) iraSome p=A/n; g=1-A/n:

P.(k)= n(n_l)m;[r:_(k_l)](&jk(l—&jn_k.

n n

Surasime riba lim P, (k):

n—»0

k —
lim P (k) = 2~ lim 1(1 = 1)...(1 = klj(l = ﬂj =
n—o0 k! n—>»0 n n n

k n -k
=/1—lim 1—i -lim l—i .
k' n—o0 n n—o0 n

Pasinaudojg iS riby teorijos Zinomomis formulémis

n —k
1im(1—&j =e ", 1im(1—&j =1,
n—>oo n n—oo n
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galime paraSyti:

k
P(k):%e‘x : (2.7.8)

2.9a pav. palyginti binominis skirstinys, kai »=5 ir p=0,3 (t.y.
A=np=1,5) ir Puasono skirstinys, esant tam paciam A=1,5. 2.9b pav.
atvaizduoti tie patys skirstiniai, kai n=10 ir p=0,15 bei A=1,5. Jei n biity dar
didesnis (pvz., n>100), tai binominio ir Puasono skirstiniy grafikai beveik
visiskai sutaptu.

P(k) o P(k) o
Binominis Binominis
040 r 0.40 r
— Puasono —— Puasono
0,30 0.30 f
0,20 0.20
0,10 0.10 +
0,00 1 0.00
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
k k
a) b)

2.9 pav. Binominio ir Puasono skirstiniy palyginimas, a) kai #n=5 ir p=0,3,
b) kai n=10 ir p=0,15. Visais atvejais A=np=1,5.

Kaip buvo nurodyta anksCiau, parametras np=A turi vidurkio
prasmg. Tuo nesunku jsitikinti:

o0 o0 k
M(k)= Y kP(k)= Y Ko =
k=0 k=0 Kk
k-1

P - P - [ N B
=Jle kz::l—(k_l)!—/ie VE()V! =le =A.

Parodysime, kad Puasono skirstinio dispersija taip pat lygi A. Tuo
tikslu i§ pradziy apskai¢iuosime antrosios eilés pradini momenta:
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o ok gk
M? )= k*Z-et =re Tk =
( ) kgo k! © ;E] (k—l)'
S k=1)+1] T e 5 (k—1) M
=) + B + .
i (k—1) ZV Y (k—1) Z (k—1)
Taciau
00 /fik—l 0 v
> (k-1) et =AY "e"=1,
=1 (k - 1)! pr R !
N T Y
= :1
IE] (k—l)'e e’e ,
todél

ME2Y=MA+1).

Vadinasi, dispersija
o} =M(k2)—m,§ =AMA+1)-27 =1,

t.y. atsitiktinio dydZio, pasiskirsCiusio pagal Puasono désni, dispersija lygi
vidurkiui.

Tenka pazyméti, kad daugelyje uzdaviniy Puasono skirstinys
susidaro ne kaip asimptotinis, o kaip visiSkai atskiras (nepriklausomas)
skirstinys.

5. Normalusis (Gauso) skirstinys.

Normalusis (Gauso) skirstinys taikomas labai placiai ir vaidina
ypatinga vaidmeni visy skirstiniy tarpe.

Véliau bus irodyta, kad tikimybés tankis sumos nepriklausomy arba
silpnai priklausomy, mazy (t.y. vaidinan¢iu mazdaug vienoda vaidmenij)
sandy (dedamyju), be galo didinant juy skaiciy, gali priartéti kiek norima arti
prie normaliojo skirstinio, nepriklausomai nuo to, koki skirstini tur¢jo Sie
sandai (centriné ribiné teorema).

Jei turésime galvoje, kad tikimybinis aprasymas taikomas
dazniausiai kaip tik tada, kai reikia iskaityti didziuli skaiCiy ivairiy
atsitiktiniy poveikiy, turiniy mazdaug vienoda itaka, tai paaiskeés, kaip
daznai tenka, aprasant atsitiktinius dydzius, susidurti su normaliuoju
skirstiniu.

70



Atsitiktinio dydzio, pasiskirsCiusio pagal normalyji désni,
tikimybés tankis nenormuotu pavidalu iSreiSkiamas taip:

w(x>=cexp{— (x—ﬂ ;

262

¢ia m, o ir C - skirstinio parametrai.
Surasime §iuos parametrus. Atliekame skirstinio normavima:

9] 0 _ 2
[w(x)dx=C | expl:— M}dx =1.
-0 -0 2c
Pakeitg ¢ = (x—m)/ o2 , gausime:
Cov2 [e di=1.

Kadangi je_xz dx = \/; Jtal C= .
—o0 (e} 27'C

Tada skirstinio tikimybés tankis jgauna jprastinj savo pavidala:

w(x)= . ! exp{—w} . (2.7.9)

267

Parodysime, kad parametras m atitinka vidurki, o 62 - dispersija.
Tuo tikslu surasime atsitiktinio dydzio X, kurio tikimybés tankis
apraSomas formule (2.7.9), vidurki:
2
(x m) }dx =

L T rexpl-
CoV2n P 267
G\/E j (x— m)exp{ —m) }der el T ex { (xz_Gn;) }dx.

Pirmasis integralas lygus nuliui, nes pointegriné funkcija yra

nelyginé. ISraiska
w Y
! jexp—(x r;z) dx =1
OV2T —o 20

pagal normavimo salyga.

M(x)




Tokiu budu,
MX)=m,

t.y. parametras m atitinka vidurkj. Surasime normaliojo atsitiktinio dydzio
dispersija:

Pe)=— L T (cmf exp{_ (xz‘ ”';)de.

OV2T o

Pakeite ¢ =(x—m)/ o2 , gauname

%Trz e dt = —%Ttd(e‘fz )=

D(x) =

o0

2 ©
O .2
+ = J.e “dt=0".
—o0 72-700

o’ ( L
=—|\-te
Jr
Vadinasi, parametras o atitinka vidutini kvadratini nuokrypi, o o2 —

dispersija.
Tikimybés tankio (2.7.9) grafikas parodytas 2.10 pav.

w(x
64

N
|
N

125 o=

08

0O
U

2.10 pav. Normaliojo tolydziojo atsitiktinio dydzio tikimybés tankio
grafikai, esant skirtingiems o: 1,0; 0,5; 0,25.
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Fx) |

3 -2-1 01 2 3 X-m
2.11 pav. Normaliojo tolydziojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Normaliojo atsitiktinio dydzio tikimybiy pasiskirstymo funkcija
iSreiskiama taip:

F(x)= m | exp{ (xz_n;)z}dx. (2.7.10)

(e

Jos grafikas parodytas 2.11 pav.
Apskaic¢iuosime tikimybe, kad normalusis atsitiktinis dydis bus tam

tikrame intervale, t.y.
2
m) }dx.
20

Pla<x<b)= GJ_jexp{

Paéme nauja kintamaji =(x—m)/c , gauname

P(an<b)=<I)(b_—mJ—®[a_mj, @2.7.11)
(o2 (o2
¢ia
D(z)=—— | exp B 2.7.12)
V2T Zo 2

— tikimybés integralas, dazniausiai pateikiamas lentele. Pasinaudojg Sia
lentele (2.3 lentel¢) ir formule (2.7.11), randame, kad normaliojo
atsitiktinio dydzio tikimybeé turéti vertes intervale nuo -c iki ¢ (atzvilgiu
vidutinés vertés) lygi 0,683, intervale (-2, 20) lygi 0,954 ir intervale (-3o,
30) lygi 0,997.
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2

2.3 lentelé. Funkcijos (D(Z)z exp —% x vertés, O(z)+D(-z) =1.

\/E—oo

z 0 2 4 6 8
-0.0 0.5000 0.4920 0.4340 04761 0.4631
-0.1 0.4602 04522 0.4443 0.4364 0.4286
-02 0.4207 0.4129 0.4052 03974 03897
-0.3 03821 03745 0.3669 0359 03520
-0.4 0.3446 03372 0.3300 03228 03156
-0.5 0.3085 03015 0.2946 02877 02810
-0.6 02743 02676 0.2611 0.2546 02483
-0.7 0.2420 02358 0.2297 02236 02177
-0.8 02119 0.2061 0.2005 0.1949 0.1894
-0.9 0.1841 0.1788 0.1736 0.1685 0.1635
-1.0 0.1587 0.1539 0.1492 0.1446 0.1401
-1.1 0.1357 0.1314 0.1271 0.1230 0.1190
12 0.1151 0.1112 0.1075 0.1038 0.1003
-1.3 0.0968 0.0934 0.0901 0.0869 0.0838
14 0.0808 0.0778 0.0749 0.0721 0.0694
-1.5 0.0668 0.0643 0.0618 0.059%4 0.0571
16 0.0548 0.0526 0.0505 0.0485 0.0465
17 0.0446 0.0427 0.0409 0.0392 0.0375
-18 0.0359 0.0344 0.0329 0.0314 0.0301
-1.9 0.0288 0.0274 0.0262 0.0250 0.0239
2.0 0.0228 0.0217 0.0207 0.0197 0.0188
2.1 0.0179 0.0170 0.0162 0.0154 0.0146
22 0.0139 0.0132 0.0125 0.0119 0.0113
23 0.0107 0.0102 0.0096 0.0091 0.0087
24 0.0082 0.0078 0.0073 0.0069 0.0066
2.5 0.0062 0.0059 0.0055 0.0052 0.0049
2.6 0.0047 0.0044 0.0041 0.0039 0.0037
27 0.0035 0.0033 0.0031 0.0029 0.0027
238 0.0026 0.0024 0.0023 0.0021 0.0020
2.9 0.0019 0.0018 0.0016 0.0015
3.0 0.0013

In w(x)

0 1 2 3[G-m) o]
2.12 pav. Normaliojo skirstinio tikrinimo iliustracija.
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Norint jsitikinti, ar i§ tikryju yra normalusis skirstinys, y asyje
atidedame Inw(x), o x adyje — dydi [(x—m)/c]*. Si priklausomybé turi bati
tiesiné (2.12 pav.).

2.8. Kiti daZnai pasitaikantys skirstiniai

Be binominio, normaliojo ir Puasono skirstiniy teoriniuose ir
eksperimentiniuose atsitiktiniy dydziy tyrimuose galime susidurti ir su
kitais skirstiniais. Galimy skirstiniy skaiCius yra labai didelis, kadangi bet
kuri neneigiama funkcija w(x)>0, tenkinanti normavimo salyga, gali atitikti
tam tikra tikimybés tanki.

Lognormalusis skirstinys

Labai daznai tenka susidurti su skirstiniu, kai atsitiktinio dydzio
verciy logaritmai turi normalyji skirstini (2.13 pav.):

W) = — exp{— (gx~lgm)’ }d(lg 9. (x>0).

ovV2n 20

IS Sios iSraiSkos gauname, kad
M(lgx)=1gm, D(lgx)= o,

w(x)

0,16 c=0,1

0,12

0,08 0,5 0,3

0,04

O 1
0 10 20 30 x

2.13 pav. Lognormaliojo skirstinio tikimybés tankio grafikai, esant
skirtingoms vidutinio kvadratinio nuokrypio ¢ vertéms.
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Gama skirstinys.

Gana daznai taikomas ir gama skirstinys, ypa¢ patikimumo ir
masinio aptarnavimo teorijoje. Gama skirstinio tikimybés tankis
iSreiSkiamas formule:

1 x\* Kai x> 0:
)= ﬂF(aH)(Fj SR
0 ,kai x <0;

¢ia o>-1 ir >0 yra skirstinio parametrai; gama funkcija

Tla+1)= e (%dt.
0

Gama skirstinio tikimybés tankio grafikai, esant skirtingoms o

vertéms, pateikti 2.14 pav. Esant dideléms o vertéms, gama skirstinys yra
artimas normaliajam skirstiniui.

w(x)

0,8 I~ azo B:l
0,6
04

o=
0,2

0 2 4 6 X

2.14 pav. Gama skirstinio tikimybés tankio grafikai.

Pasinaudoj¢ gama funkcijos savybe
I'(ntot+1)=(a+1)(a+2)...(at+n) T'(atl),
(¢ia n-sveikas skaiCius) gauname pradinius momentus:

MX™)=Br(o+1)(0rt2)...(artn) .
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Turint Sig iSraiSka, nesunku apskaiciuoti vidurkj m, ir dispersijaq

ir iSreiksti skirstinio parametrus o ir B per vidurki ir dispersija:

T

X
c, m

2
Ox

x2 skirstinys.
Tarkime, kad turime »n nepriklausomy normaliyjy atsitiktiniy

dydziy X}, X,, ..., X, , kuriy vidurkis m;=0 ir dispersija o?=1. Siy
atsitiktiniy dydziy kvadraty suma pazymékime y2:
n
=X (052<m).
i=1
Dydis n vadinamas y2 skirstinio laisvés laipsniy skaiiumi. Siy

atsitiktiniy dydziy sumos 2 tikimybés tankis priklauso nuo # ir lygus
1 2

W):W(xz)ﬂ &7,
2
) — gama funkcija:

r[n+%j=1’3'5"'(2”_1)r[1j, FGJ:*/;“’W‘

n

¢ia F( 5

w(y?)

0,20
0,15
0,10

0,05

0,00
0 10 20 30 %

2.15 pav. 2 skirstinio tikimybés tankio grafikai.
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x2 skirstinio tikimybés tankio grafikai, esant skirtingiems n,
pateikti 2.15 pav.

Akivaizdu, kad vidurkis M(y2)=n , t.y. laisvés laipsniy skai¢iui, nes
kiekvieno M( Xlz )= Gf =1. 2 skirstinys yra dalinis gama skirstinio atvejis,
kai a=(n/2)-1 ir =2.

Kosi skirstinys.
Kosi skirstini turi tolydusis atsitiktinis dydis, kurio tikimybés
tankis
1

W(x)=m,

F(x)=l+larctgx.
2 =n

o pasiskirstymo funkcija

Skiriamas ir apibendrintasis Kosi skirstinys, kurio tikimybés tankis
(2.16 pav.)
b

n(bz +(x- a)z)

w(x)= (b>0).

Sis skirstinys ypatingas tuo, kad neturi baigtiniy momenty.

wx) 03

0,2 1

2 -1 0 1 2 3 4

2.16 pav. Apibendrintojo Kosi skirstinio tikimybés tankis.
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Veibulo skirstinys.
Patikimumo ir masinio aptarnavimo teorijoje labai daznai
vartojamas Veibulo skirstinys. Jo tikimybés tankis iSreiSkiamas formule:

w(x)= yx'e™ | (x>0 ir y>0).

Veibulo skirstinio tikimybés tankio grafikai, esant skirtingiems Y,
pateikti 2.17 pav.

w(x) 1,2

3,0
1

08
1,5

0,6
04 1,0

0,2

0 | | |

0 0,5 1 1,5 2 2,5
X

2.17 pav. Veibulo skirstinio tikimybés tankio grafikai.
Geometrinis skirstinys.
P(k)

0,37

024

0,14

0 1 2 3 4 5 6 k
2.18 pav. Geometrinis skirstinys, kai p=0,4.
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Diskretusis atsitiktinis dydis X turi geometrinj skirstini, jei jis igyja
visas sveikasias neneigiamas vertes k£ su tikimybe

P(ky=p(1-p)k,

¢ia p — fiksuotas skaiCius (0<p<1). Geometrinio skirstinio grafikas, kai
p=0,4 , pateiktas 2.18 pav.

Laplaso skirstinys.
Tolydusis atsitiktinis dydis turi Laplaso skirstini, jei jo tikimybés

tankis
Ll
wx)=—e ",
(=5
o pasiskirstymo funkcija
lex ,kai x <0;
F(x)=12
l-—e™ ,kaix>0.
2

Trikampiskasis (Simpsono) skirstinys.
Taip vadinamas tolydziyju atsitiktiniy dydziy skirstinys, kurio
tikimybés tankis yra trikampio pavidalo (2.19 pav.):

1 .
w(x)= b—z(b—|x—a|) ,kai|x — a| <b;
0 ,kai|x —a|>b.
w(x)
1
a
a-b a a+b X

2.19 pav. Trikampiskojo skirstinio tikimybés tankis.
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2.9. Tikimybés tankio transformavimas

Nagrinéjant vidurki, buvo minéta, kad, Zinant atsitiktinio dydzio X
tikimybés tanki w(x), lengvai galime apskaiciuoti Sio atsitiktinio dydzio
ivairiy funkcijy @(X) parametrus: vidurki, dispersija ir kitus momentus.
Pvz., (p(X)=Xk :

Mo(X)]= M(X*)= [x*w(x)dx = [o(x)w(x)dx.

Taciau, nagrinéjant jvairiy atsitiktiniy signaly pra¢jima pro jvairias
tiesines ir netiesines grandines, reikia zinoti ir atsitiktiniy dydziuy funkcijos
Y=p(X) tikimybés tanki w(y), t.y. funkcija ¢@(X) nagring¢jant kaip nauja
atsitiktini dydi Y.

Tarkime, kad naujas atsitiktinis dydis Y yra susietas su atsitiktiniu
dydziu X sarySiu:

Y=0(X). (2.9.1)

Laikome, kad atsitiktinio dydzio X tikimybés tankis w(x) yra
zinomas. Reikia rasti atsitiktinio dydzio Y tikimybés tanki w(y).
Tarkime, kad egzistuoja vienintelé atvirkstiné funkcija:

X=AY), (2.9.2)

t.y. dydis x susietas su dydziu y funkciniu sarysiu:

x=£f).

Kadangi atsitiktiniai dydziai X ir Y susieti vienintele funkcine
priklausomybe, tai i§ to fakto, kad atsitiktinis dydis X su tikimybe w(x)dx
yra intervale (x, x+dx), turime, kad atsitiktinis dydis Y yra intervale
(y, y+dy) su ta pacia tikimybe (2.20 pav.):

w(y)dy = w(x)dx.
Gautaja lygybe perrasome taip:

dx
w(y)=w(x) &

Modulio Zenklas paimtas tam, kad uztikrintume tikimybés tankio
neneigiamuma. Vietoje x irase jo iSraiSka x=f(y), galutinai gauname:
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/ y+dy

w(x) \

x x+dx X

2.20 pav. Tikimybés tankio transformavimo iliustracija.

() =l ()£ (y)

Jei atvirkstiné funkcija x=f(y) yra ne v1enintelé, o turi n sprendiniy,
tai susidaro »n nesutampanciy galimybiy (2.21 pav.):

(2.9.3)

x1 X< x1tdx
X2 S X < xptdx;

Xn S X < x,tdxy,
atitinkanciy atsitiktinio dydzio Y buvimui intervale:
<Y< ytdy.
Vadinasi, pagal ivykiy sajungos tikimybés formule galime uzrasyti:
w()dy=w(x1)dx1+w(x)dxo+...Aw(x,)dx, ,

arba
dx,

+(2)

w(y)=w(x, ) +o+ w(x,
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y=w(x) x=fy)
X3 + dX3 __________
X3 - 4

Xy +dX2 ...... '

X, +dx,

2.21 pav. Tikimybés tankio transformavimo iliustracija,
kai funkcija x=f(y) turi kelias sprendiniy Sakas.

Ly w0)= Sl ol 9.4)

Cia fi(y) - i-toji atvirkstinés funkcijos Saka.
Pvz. Tarkime, kad atsitiktinius dydzius X ir Y sieja funkcija
y=p)=axc’  (a>0).
Reikia surasti atsitiktinio dydzio Y tikimybés tanki w(y), jei
zinoma, kad X yra normalusis atsitiktinis dydis:

52
expl —— | -
ov2m ( 2c }

Apskaiciuojame atvirksting funkcija

xi0 = fia(W)=%Jy/a ,

w(x)=

kuri turi dvi Sakas:

xl=f1(y)=m ir xzzfz(J/):_\/m-

Surandame atvirkstiniy funkcijy i§vestiniy pagal y modulius:
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[dhO)| _|d0)_ 1
| dv || & | 2day

Kadangi atvirkstiné funkcija f{y) turi dvi sprendiniy Sakas ir, kai
>0, neturi neigiamy verciy, tai, pasinaudoj¢ sarysiu (2.9.4), gauname:

df,(») df>(»)
dy dy

wlfi(v)] ckai y>0;

w(y)=

ol (y)]\

,kai  y<0.

Irase funkcijy f1(y) ir f2(y) iSraiskas, gauname

=[N T ) 0,

0 Jkai  y<0.
IS ¢ia:
y=0(x )=ax? x=f(y)
Jyla
0
Yy
—\y/a
0 X
w(x) w(y)
0 X 0 y

2.22 pav. Atsitiktinio dydzio kvadratinis transformavimas.
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Y

sl 227 st

kai y > 0;

p )
= exp| — ,
G+/2may 2ac”

w()=0, kai y<0.

Siu skai¢iavimy rezultaty iliustracija pateikta 2.22 pav.

Vadinasi, tolydziojo atsitiktinio dydzio Y=¢(X) skaitines
charakteristikas galime apskaiCiuoti dviem biidais. Pavyzdziui, atsitiktinio
dydzio Y=¢(X) vidurki ir dispersija galime iSreiksti Sitaip:

m, =M(V)= [ yw(y)dy:

—00

D)= MT?) = [(y=m, Pwl(r)dy,

arba

m, = M(0(X))= [ o(x)n(x)d:

—00

= D(e(X))= ] (p(x)—m, P (el

Antrasis biidas daZniausiai yra paprastesnis, nes nereikia
papildomai apskaiciuoti tikimybés tankio w(y).

2.10. SKkirstiniy parametrai

Be vidurkio ir dispersijos skirstiniams apibiidinti vartojamos ir
kitos skirstiny skaitinés charakteristikos: kvantiliai, moda, asimetrijos ir
eksceso koeficientai , entropija ir t.t.

Kvantiliai.

Atsitiktinio dydzio x,, verté, kuri tenkina lygybe (2.23 pav.)

F(xp)=p; (2.10.1)
vadinama p eilés kvantiliu. Cia F(x) — pasiskirstymo funkcija.
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Kvantilis x1/; , kai p=1/2, vadinamas mediana.
Fe)

2/

/1/2

X112 Xp X

2.23 pav. TolydZiojo atsitiktinio dydZio kvantilio x,,
ir medianos x1,, apibiidinimas.

Diskreciojo atsitiktinio dydzio atveju gali buti, kad lygybe
Flxp)=p

tenkina kelios x,, vertés. Tada kiekviena tokia vert¢ vadiname kvantiliu.

Pvz.: tarkime, kad atsitiktinis dydis X gali jgyti tris vertes : x;=-1,
x=0 ir x3=1 su atitinkamomis tikimybémis: 1/4, 1/4, 1/2. 2.24 pav. pateikta
Sio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

F(x)
1

172

X
2 1/2;

2 1 0 12 X
2.24 pav. Diskreciojo atsitiktinio dydzio medianos apibtidinimas.

Kiekviena intervalo [0; 1) x verté yra mediana, nes visame Siame
intervale tenkinama lygybé

F0< x;<1) = 1/2. (2.10.2

Kvantiliai x1/4, x3/4 vadinami kvartiliais.
Kvantiliai xo 1, X0.2, ..., x0,0 vadinami deciliais.
Kvantiliai x¢ 01, X002, ... X099 vadinami procentiliais.
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Moda.

Moda - tai tolydziojo atsitiktinio dydzio verté x,, , esant kuriai jo
tikimybés tankis igyja didziausia verte: w(x,)=wmax(x). Pagal modu skaiciy
skiriama vienmodis, dvimodis ir daugiamodis skirstiniai, turintys viena, dvi
ir kelias modas (smailes) (2.25 pav.).

X xml X;'iz X;”z X
a) b)

2.25 pav. Vienmodzio (a) ir daugiamodzio (b) skirstiniy tikimybés tankiai.

Asimetrijos ir eksceso koeficientai.

Visy simetrisky skirstiniy nelyginiai centriniai momentai yra lygis
nuliui. Todél tikslinga juos panaudoti skirstiniy asimetrijai apibiidinti. Tuo
tikslu asimetrijai iSreiksti priimta vartoti treciaji centrini momenta

[T =M[(x—m1)3]= T(x—m1)3w(x)dx, (2.10.3)

kuri galime isreiksti per pradinius momentus:
Wy =my —3mymy +2m; (2.10.4)

¢ia m=M(X'). Asimetrija apraSoma nedimensiniu koeficientu

w(x)

2.26 pav. Nesimetriskieji tikimybés tankiai.
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v =2 (2.10.5)

kuris vadinamas asimetrijos koeficientu. 2.26 pav. pavaizduoti tolydziyjuy
atsitiktiniy dydziu tikimybés tankio grafikai: 2 kreivé turi neigiama, o 1
kreivé — teigiama asimetrijos koeficienta.

Ketvirtasis  centrinis momentas p4=M[(X—m1)4] vartojamas
apibiidinti  skirstinio virStinés smailuma, t.y. apskaiciuoti eksceso
koeficienta:

Yy ="%-3, (2.10.6)

jis pasirinktas taip, kad normaliojo skirstinio atveju bty lygus nuliui
(normaliojo skirstinio u4=3(54).

Jei eksceso koeficientas yra neigiamas, tai rodo, kad nagrinéjamojo
atsitiktinio dydzio tikimybés tankio vir§iiné yra smailesné, negu normaliojo
atsitiktinio dydzio, ir atvirksciai (2.27 pav.).

w(x)

2.27 pav. Tikimybeés tankiai, kurie turi skirtingus eksceso koeficientus.
Vadinasi, jvertinant asimetrijos ir eksceso koeficientus, galime
pasakyti, kiek nagrinéjamasis skirstinys yra artimas normaliajam

skirstiniui.
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Entropija.

Dabar aptarsime atsitiktinio dydzio skaiting charakteristika,
apibiidinancia jo skirstinio neapibréztuma. Neapibréztuma nusako tik
atsitiktinio dydzio tikimybés (tikimybés tankis); pacios atsitiktinio dydzio
vertés Cia neturi reikSmés. Biitinumas jvesti neapibréztuma kaip tam tikrg
charakteristika kyla dél to, kad skirstiniai, turintys vienodus pirmuosius
kelis momentus, gali turéti skirtingus neapibréztumus.

Aptarkime diskretyji atsitiktini dydj, turinti tolyguji skirstini:
pi=1/n, ¢ia n-galimy verciy skaicius. Kuo didesnis n, t.y. kuo mazesné
tikimybé p~=1/n, tuo didesnis yra neapibréztumas ir tuo paciu didesnis
informacijos kiekis yra gaunamas, kai ijvykis ivyksta. Vadinasi,
neapibréztumas ir informacijos kiekis yra vienodai apibréziami: jie
nusakomi ta pacia charakteristika — entropija.

H(X)=M(-log, p)=-> p; log, p; . (2.10.7)
i=1

Kai logaritmo pagrindas lygus 2, tai entropija iSreiSkiama bitais.

Entropija - tai vidutinis neapibréztumas (informacijos kiekis),
tenkantis vienai atsitiktinio dydzio vertei (simboliui, zenklui).

Tolygiojo diskreciojo skirstinio atveju
n l n

H(X)==2_pilog, p; =~log—D p; =logn=~-log, p;.
i=1 i=1

Cia biitina skirti §iuos du skirtingus klausimus.

Pirmas: kokiy tikimybiy atsitiktinio dydzio vertés yra labiausiai
neapibréztos? Kaip jau minéta, kuo mazesnés tikimybés, tuo didesnis
neapibréztumas. Pvz., metant moneta, tikimybés, kad atsivers skaicius arba
herbas (galimy verc¢iy skaicius n=2), yra lygios p;=1/2, t.y.

H(X)z—logz p; = —logzézl bitas .

Metant simetriSka loSimo kauliuka (galimy verciy skaiCius n=06),
pi=1/6, todél

H(X):—log2 )2 =—10g2%=10g2 6~2,585 bito.
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Antras: kokiy tikimybiy atsitiktinio dydzio vertés turi didziausia
svorj entropijoje? Norint atsakyti | §i klausima, reikia nagrinéti iSraiskos
(—plogp) priklausomybe nuo p. Kaip matyti i§ 2.28 pav., ir artimy vienetui,
ir labai mazy tikimybiy svoriai entropijoje yra labai mazi, o didziausig svori
entropijoje turi tos atsitiktinio dydzio wvertés, kuriy tikimybé
p=1/e=0,368.

—plog, p

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0

0 02 04 06 08 I p
2.28 pav. Atsitiktiniy dydziy tikimybiy svoriai entropijoje.
H(x)
1,0
0,8
0,6

0,4

0,2

0’0 1 1 . 1 1
00 02 04 06 08 1,0 P

2.29 pav. Atsitiktinio dydzio, jgyjanc¢io dvi vertes
su tikimybémis p ir g (p+g=1), entropijos priklausomybé nuo p.
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Pateiksime dar viena pavyzdi, rodantj, kaip keiciasi entropija
atsitiktinio dydzio, galincio igyti tik dvi vertes x; ir x, atitinkamai su
tikimybémis p ir g=1-p. 2.29 pav. parodyta Sio atsitiktinio dydzio
entropijos

H(X)=-plog, p—qlog,q=-plog, p—(1- p)log,(1- p)

priklausomybé nuo p. Si priklausomybé (2.29 pav.) rodo, kad didziausia
entropija (neapibréztumas) yra tada, kai atsitiktiniy dydziy x; ir x;
tikimybés yra lygios p=¢g=1/2.

Apskaiciuosime ir palyginsime binominio ir Puasono skirstiniy
entropijas, esant tam paciam vidurkiui.

Binominio skirstinio atveju tikimybé, kad tam tikras jvykis i§ n
bandymuy pasikartos £ karty, iSreiskiamas formule

P (k) Ck k n— k
todél entropija

H(x)= sz , (k)log, [P, (k)] = sz (k) log, [l ptq™* )=

=-> P, (k)[10g2 C,]f +klog, p+(n—k)log, q]z -> P,(k)log, C
k=0 k=0

—log, p Y k P, (k)—nlogy g 3 P,(k)+log, g > k B, (k)
k=0 k=0 k=0
Kadangi, kai k=0 ir k=n, Ck =1 ty. log, C =log, C; =0; be to,

Y kP,(k)=M(k)=np, > PB,(k)=1.
k=0 k=0
Tada
n—1
H(X)=-nplog, p—nlog, g +nplog, g— Y. P,(k)log, Cr =
k=1 (2.10.8)

n-1
=-n(plog, p+qlog,q)— Y. Cs p*q" " log, C; .
k=1
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Puasono skirstinys apraSomas tikimybémis
2k
P(k)——e_}” k=0,1,2,..),

todél Siuo atveju entropija

iP k)log, [P )]——iP(k)logz[ﬂ—ke}

=0 k=0 k'

= —iP(k)[k log, 1 — Alog, e —log, (k!)] =

k=0

=—log, ﬂikP(k)+ Alog, ei Pk)+ i P(k)log, (k)= (2.10.9)
k=0 k=0 k=0

=-Alog, A+ Alog, e+ i (k)l()gz(k!):

k=2
0 ﬂ,k ., '
—/1log2 zﬁe log, k)
k=2

¢ia sumavimas nuo k=2, nes logy(0!)=log,1=0 ir logy(1!)= 0.
Binominio, Puasono ir tolygiojo skirstiniy entropijos palygintos 2.4

lenteléje.

2.4 lentelé. Binominio, Puasono ir tolygiojo skirstiniy

entropijy palyginimas.
Skirstinys | Entropija, bitais Bandymo sqlygos
Tolygusis 2,585 n=6; p=1/6
Binominis 2,198 n=5; p=q=0,5; np=2,5
(k=0, 1, ..., 5; k turi 6 vertes)
Puasono 2,638 2A=2,5(k=0,1,2,..)

Kaip matyti i$ Sios lentelés, binominio skirstinio, esant atsitiktinio
dydzio k veriy skaiCiui 6, ty. tam pacCiam skaiCiui kaip ir tolygiojo
skirstinio, entropija yra gerokai mazesné, negu tolygiojo skirstinio. Jei
turétume p#gq, tai binominio skirstinio entropija buty dar mazesné. Taip yra
todél, kad binominio skirstinio atveju atsitiktinio dydzio vertés, artimos
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vidurkiui, yra labiau tikimos, t.y. §iuo atveju neapibréztumas yra mazesnis.
Tai, kad Puasono skirstinio entropija, esant duotoms salygoms (zr. 2.4
lentelg) yra didesné uz tolygiojo skirstinio entropija (n=6), paaiSkinama
tuo, kad Puasono skirstinio atveju atsitiktinio dydzio vertés kinta nuo 0 iki
. Vadinasi, galime tvirtinti, kad entropija yra sistemos netvarkos matas.

Tolydiniy atsitiktiniy dydziy skirstiniy entropija apibréziama
panasiai:

H(X)=— [w(x)log, [w(x)ldx . (2.10.10)
Kaip buvo aptarta anksciau, jvairiy kalby abécéliy raidziy statistinis
daznis (tikimybé¢) kinta labai placiose ribose. Abécélé turéty didziausia
entropija, jei kiekvienos raidés statistinis daznis buty vienodas.
2.5 lenteléje pateiktos lietuviy, angly ir rusy kalby abécéliu
entropijos.

2.5 lentelé. Lietuviy, angly ir rusy kalby abécéliy entropijos.

Raidziy Didziausioji Entropija
Abécélé keikis entropija, N
N H . =log, N, bitais H= _Z;,Vi log,v;
i
Lietuviy 32 5 431
Angly 27 4,75 4,03
Rusy 32 5 435

2.11. Charakteringoji funkcija

Dabar aptarsime dar viena i§ pagrindiniy atsitiktiniy dydziy
charakteristiky, savo reikSme prilygstancia skirstiniui, t.y. apibtidinsime
charakteringaja funkcijq ir iSnagrinésime jos savybes.

Atsitiktinio dydzio X charakteringaja funkcija vadiname
funkcijos e vidurki:
O(u)=Me¥). Q.11.1)

Cia u — realusis dydis, j — menamasis vienetas.
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Diskreciojo atsitiktinio dydzio X, kurio vertés x; igyjamos su
tikimybémis p; , charakteringoji funkcija

O@u) =M™ )= pe™ . 2.11.2)
i
Kadangi funkcijos modulis
‘ej“‘ =|cosa + jsina|=vcos? a+sin’a =1

ux;

ir Y p; =1, vadinasi, eilute Y p;e/ tolygiai ir absoliu¢iai konverguoja.
i

i
Todél charakteringoji funkcija ®(u) yra kiekvienai realiai u vertei tolydiné,
nes ji yra tolygiai konverguojancios tolydiniy funkcijy eilutés suma.
Pvz. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X gali igyti vertes x;=-1 ir x,=1
su tikimybémis p;=p,=1/2. Apskaiciuosime $§io atsitiktinio dydzio
charakteringaja funkcija:

2 . . .
O(u)=) pe’ i =0,5¢7" +0,5¢"" =
=0,5(cosu — jsinu)+0,5(cosu + jsinu)=cosu
Jei X yra tolydusis atsitiktinis dydis su tikimybés tankiu w(x), tai jo

charakteringoji funkcija iSreiSkiama lygybe:

Ou) =M™ )= [ w(x)dx .
Siuo atveju
©(u) =

jef”xw(x)dx < ”e/“xw(x)‘dx = jw(x)dx =1, (2.11.3)

nes |e/”x|=1. Todél charakteringoji funkcija gali buti surasta bet kokiam
atsitiktiniam dydZiui.
Pasinaudodami delta funkcijos iSraiska kompleksiniu pavidalu

5(x) = fe/™dy, (2.11.4)
2n 7
surasime tikimybés tankio iSraiSka per charakteringaja funkcija. Uzrasome
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tolydziojo atsitiktinio dydzio charakteringaja funkcija:

O(u)= ofoej“xw(x)dx )

—00

Padauginame abi lygybés puses i§ e/ ir integruojame pagal u:

T@(u)efj"x‘ du = T ]9ej'”w(x)efj“x1 dxdu =

o0

=2n I {21_75 J.ej”(xx‘)du}w(x)dx =

—00

=2n TS(x —x W(x)dx = 2wl x, ).

—0o0

Atlikdami veiksmus, ¢ia pasinaudojome (2.11.4) lygybe. IS
pastarosios lygybés gauname:

w(x)=i T@(u)efj”xdu , (2.11.5)

t.y. gavome, kad atsitiktinio dydzio tikimybés tankis (2.11.5) ir
charakteringoji  funkcija (2.11.3) yra susieti Furjé transformacijos
formulémis:

g(y)= jf (x)e™™dx, f (x)=i j g(y)e ™dy (2.11.6)

—00

Vadinasi, zinant atsitiktinio dydzio tikimybés tanki, visados galime
surasti ir jo charakteringaja funkcija, ir atvirksCiai, t.y. charakteringoji
funkcija visiSkai apraSo atsitiktini dydi. I$ (2.11.3) matyti, kad dydzio u
matavimo vienetas yra [x]_l, t.y sutampa su tikimybés tankio matavimo
vienetu, o pati charakteringoji funkcija yra nedimensinis dydis: realusis
arba menamasis skaicius.

Dabar aptarsime kai kurias charakteringosios funkcijos savybes.

1) Kai u=0,
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Ou)= [w(x)e’"dx= [w(x)dx=1, (2.11.7)
$i lygybé dar vadinama normavimo sqlyga.
2) I8 lygybiu

. @(u)zM(ej”X)zM(coqu)+jM(sinuX)
O(—u) = M(e/* )= M(cosuX) - jM(sinuX )= ©"(u)

matyti, kad O(u) ir @(—u) yra kompleksiniai jungtiniai skaiciai.
3) Jei atsitiktinio dydzio skirstinys yra simetriskas (w(x)=w(—x)),
tai

Ou)= jej “(x)dx = Icos ux w(x)dx + j jsin ux w(x)dx =
- - - (2.11.8)

= 2Icosux w(x)dx
0
t.y. charakteringoji funkcija yra reali ir lyginé dydzio u funkcija.
4) Jei O, (u) yra atsitiktinio dydzio X charakteringoji funkcija, tai
atsitiktinio dydzio Y=aX+b charakteringoji funkcija lygi

@y(u):M(eju(aXer)):M(ejauXejbu):

. . . (2.11.9)

= M(ef“"X )M(efb" )= O (au)e’™ .

5) Vienas I$S naudingesniy charakteringosios funkcijos pritaikymuy

yra momenty skaiCiavimo supaprastinimas. Jei egzistuoja atsitiktinio

dydzio X k-tos eilés pradiniai momentai, tai charakteringoji funkcija turi
k-tos eilés iSvestines, t.y.

a®(u) -OO Jux
—= e/ dx
. ]_{Oxw(x) X
2 0
6a®gu)=j2 J'XZW(x)ejuxdx :;
u
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" e(u)
ou*

= jk ka w(x)edx .

—0o0

Paéme¢ u=0, gauname

0" O(u . f .
T 7 et
i$ ¢ia
10'0)
M|\ X" 2.11.10
W)= (.11.10)

Visiskai panaSiai galime uzrasyti ir centruotiesiems atsitiktiniams
dydziams:

M(ij:M[(X_mx)k]:%ak(a(u) 2.11.11)

j* out

Lygybés (2.11.10) ir (2.11.11) galioja ir diskreciojo atsitiktinio
dydzio atveju.

6) Jei egzistuoja bet kurios eilés pradiniai ar centriniai momentai,
tai charakteringaja funkcija galime iSreiksti Siais momentais Makloreno
eilutés pavidalu.

Cia pasinaudosime funkcijos e* skleidiniu eilute

e —1+f‘+72'+x??+ —1+§‘;§:
Tada
@(u)=M(€qu) { Z(JuX) } {Hz (ju) }
I§ Cia ‘ ‘

0 k
Ou)=1+ Zﬂ;{—)(ju)k . (2.11.12)
k=1 :
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Visiskai analogiskai galime uzraSyti centruotajam atsitiktiniam
dydziui:

M[(X m)]

Ou)= 1+Z )( u)t = 1+Z Gu)* (2.11.13)

ISraiskos (2.11.12) ir (2.11.13) galioja tiek diskretiesiems, tiek ir
tolydiesiems atsitiktiniams dydziams.

Kadangi pagal formules (2.11.10) ir (2.11.11), Zinant atsitiktinio
dydzio charakteringaja funkcija, lengvai surandame bet kurios eilés
momentus, surasime dazniausiai naudojamy skirstiniy charakteringasias
funkcijas.

a) Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstes intervale [a, b], t.y.
w(x)=1/(b-a), o uz $io intervalo riby w(x)=0. Sio dydZio charakteringoji
funkcija

o0 ) 1 b 1 e Jub e Jjua
Ou)= [w(x)e dx=-——[ e/ dx= : . (2.11.14)
b—a b—a Ju

—0
b) Binominio skirstinio atveju charakteringoji funkcija

Ou)= M/ )- ip,, (k)e/™ = 3 Chphq"hei =
=0 k=0

(2.11.15)
=2t f gt <o <)
c¢) Puasono skirstinio atveju charakteringoji funkcija
O(u)= anE)P" (k)ej“k _ é%e—xejuk _
2.11.16
—o ﬁ:@%ﬁ o hehe _ He-1) ( :
k=0 &

d) ApskaiCiuosime tolydziojo atsitiktinio dydzio, turinéio
normalyjj skirstinj, charakteringaja funkcija:
(x=m)’ | (xfm)2

O(u)= [w(x)e’ dx = /e 207 dx= e 20° (x|
( _{O (x) . _IOO I I
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Pertvarkome laipsnio rodikli:

juc - =) =(jm)2 ‘(m)z b juemy+ jum - &=

267 V2 V2 V2

) )
:(jum—lu262j_|:ﬂ_ﬂ} Z(jum—luzczj— [(x—m)—]uGZ]z.
2 V2 V2 2 752

Irase $i rodiklj i charakteringosios funkcijos israiska, turime

.
1 = jum_luzcz _[(x—m)—ﬂw]z

2
je 2 e 20 dx.

oN2m °,

Pakeite (x—m)—juc52=y , gauname

O(u)=

jumfluzcs2 1 ® —Lz jumflu2cs2
Ou)=¢ 2 [e2dy=c"" 2 . (2.11.17)
ov2n
Kai m=0 ir 6=1, turime
2
u
Ou)=¢ 2. (2.11.18)

2.12. Kumuliantai

Kai kuriais atvejais atsitiktini dydi patogu apibiidinti ne momentais,
o kumuliantais. Kumuliantus gauname skleisdami Makloreno eilute
charakteringosios funkcijos logaritma In®(u). Pasinaudoje funkcijos
In(1+z) skleidiniu Makloreno eilute

In(1+z)=z —lz2 +lz3 —124 +...
2 3 4
ir pakeitg 1+z { ®(u), galime uzrasyti:
In®(u)=[0u)- 1]-%[@(1,)- P +%[®(u) P
Kadangi pagal formulg (2.11.12) charakteringoji funkcija
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O(u)= M f“X 1+z—)( u)t
k=1

todél

In®(u)= kzl ( )( )k 2{iM(Xk)(J )k}

o Kk

3L Sty -

(2.12.1)

Desiné Sios iSraiskos pusé yra kintamojo (ju) daugianaris. Atlikg
$io daugianario pertvarkymus, ji galime uzrasyti Sitaip:

1n®(u)=§%( ju), (2.12.2)
¢ia koeficientai y; vadinami kumuliantais. 1§ iSraisky (2.12.1) ir (2.12.2)
palyginimo gauname:
v =M(X) - vidurkis;
Yy = M(Xz)— [M(X)F =D(X)=c> - dispersija;
2= M) -3m (XM (X2 )+ 2[M (X = M (X7) = 15
va =M(x*)=3m (2 —am(xm(x3)+

(2.12.3)
+12M (X2 M (OF = 6[M (0] =y =303 5
Cia k — k-tosios eilés centriniai momentai. Matome, kad pradedant y4,

kumuliantai skiriasi nuo centriniy momenty.
Pradinius momentus galime iSreiksti kumuliantais:

my=M(X)=y,;
my =M(X2)=y; +4f
my =M (X3 )= 5 + 3100 + 73 (2.12.4)

my =M (X )=y +303 + s +6xlta + 1t
Taip pat nesunku parodyti, kad atsitiktinio dydzio skirstinio
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asimetrijos ir eksceso koeficientai gali biiti iSreiksti kumuliantais taip:

n=xs/13%; (2.12.5)
Y2 =%3/%3 - (2.12.6)

2.13. Generuojancioji funkcija

Tiriant diskreCiuosius atsitiktinius dydzius, kurie igyja tik
sveikasias vertes k=0, 1, 2, ..., patogiau vietoje charakteringujy funkciju
vartoti generuojanciasias funkcijas. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis ir
tikimybé, kad atsitiktinis dydis igys verte &, lygi pi.

Atsitiktinio dydzio X, igyjancio sveikasias vertes, generuojancioji
funkcija y(s) iSreiskiama lygybe

w(s)=M(s")=3 pus* (2.13.1)
k

ia —1<s<1.

Kais=1,tai wy(l)=> p; =1
k

ty. lygybés (2.13.1) deSinés pusés eiluté intervale |s|<I absoliuciai ir
tolygiai konverguoja. Todél generuojancioji funkcija yra tolydiné. Ji
vienareik§miskai nusako dydzio X tikimybinj skirstini pg, nes y(s) galima
tik vieninteliu biidu i$skleisti nurodyto pavidalo laipsnine eilute.

Surasime generuojanciosios funkcijos iSraiskas binominio ir
Puasono skirstiniy atvejais:

W(s)= 3 P(k)s* = ZC" fgrksk = 3 CH(ps)F g™ = (ps +q)", (2.132)
k= k=0

) n k
=> Pk)s* =] ’; retst = e*ﬂeﬂsz e 7). (2.13.3)
k=0 k=0

k=0

Jei egzistuoja atsitiktinio dydzio X /-asis momentas, tai ji galima
iSreiksti  generuojanciosios funkcijos iSvestinémis pagal s taske s=I.
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Apskai¢iuojame:
y'(s)= Y kpyst
k
y'(s) =Y k(k—1)pes*2, (2.13.4)
k
todél, kai s=1,
v' ()= kpy = M (k)
k
W)= k(k-1)p, =S (> —k)p, =M(K>)-M (k).  (2.135)
k k
IS Cia
M) =y (1) +y'(1), (2.13.6)
ir dispersija
% = M(K?)-[M k)] =

(2.13.7)
=y"(1)+y' (1)~ [’ OF =y"O)+y' O -y' Q)]

2.14. Atsitiktiniy skaiciy gavimas

Paprasciausi atsitiktiniy skaiciy generatoriai

Irenginiai ar priemonés, kuriomis gauname atsitiktinius skaicius,
vadinami atsitiktiniy skaiCiy generatoriais. Dazniausiai skiriamos trys
Sitokiy generatoriy rusys: urnos, kauliukai, ruletés.

Urnos. | urna (déz¢) sudékime deSimt vienody rutuliuky, pazyméty
skaitmenimis nuo 0 iki 9. Atsitiktinai iStraukiame viena rutulj. Tarkime,
kad tai buvo rutulys, pazymétas skai¢iumi 4. UzraSykime §i skaiciy ir
grazinkime rutuli i urna. Rutulius gerai iSmais¢ ir vél iStraukiame viena.
Tarkime, kad tai buvo rutulys, paZymétas skaiCiumi 1. UZzraSykime $i
skai¢iy ir vél grazinkime rutuli { urna, gerai iSmaiSykime juos ir vél
iStraukime viena. Taip atlikdami veiksmus, gausime netaisyklingg skaiciy
seka, pavyzdziui, Sitokia:

4,1,0,5,1,4,3,7,4,0,6,4,1,0,3,7,5,7, 1,8, ... .

Turédami Siuos atsitiktinius skaiCius, galime sudaryti tam tikrus jy
rinkinius. Pavyzdziui, mums reikia keturzenkliy atsitiktiniy skaiciy. Siuo
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atveju uztenka tik sugrupuoti i$ eilés po keturis ankS¢iau gautus atsitiktinius
skaicius:
4105, 1437, 4064, 1037, 5718, ... .

Tam tikras urnos atvejis yra ir lototronas, naudojamas televizijos
sportiniy lo§imy laidose.

Kauliukai. Vienas i§ paprasCiausiy atsitiktiniy skai¢iy generatoriu
yra kauliukai, jy pavyzdziais gali biiti loSimo kauliukas, moneta ir pan., su
atitinkamai surasytais skaiciais ant sieneliy. Tarkime, kad turime lo§imo
kauliuka, kurio sienelés pazymétos skaitmenimis 0, 1, 2, 3, 4, o SeStoji —
uzdazyta; be to, turime moneta, kurioje skaicius pazymétas "5", o herbas —
"0". Mesdami kartu ir kauliuka, ir moneta, kiekvieng karta suskai¢iuokime
ir uzraSykime iSkritusiy tasky skai¢iu (zr. 2.6 lentelg). Jei kauliukas
atsiveréia uzdaZytaja sienele, tai toks metimas neuZskaitomas. Sitokie
generatoriai taip pat leidzia sudaryti atsitiktiniy skaiciy seka, turincia visus
skaitmenis nuo 0 iki 9, i§ kurios toliau nesunku sudaryti bet kuriuos kitus
rinkinius.

2.6 lentelé. Losimo kauliuko ir monetos atsivertusiy skai¢iy suma.

Kaullukgvglenelés 0 | b 3 4
skaicius
Monetogvgleneles ol s5lolslolslolsl|ols
skai¢ius
Skaiciy suma 0 5 116|273 ]|8(4]9

Ruletés. Ruletg taip pat galime panaudoti atsitiktiniy skaiciy
gavimui. Ja sudaro skritulys, padalytas i tam tikra skaiciy vienody sektoriy,
kuriy kiekvienas pazymétas tam tikru skaiiumi, ir besisukanti rodyklé
(arba riedantis rutulys). Jei skrituli padaliname i 10 lygiu sektoriy ir juos
pazymime skaitmenimis nuo 0 iki 9 (2.30 pav.), tai gausime analogiska
urnoms ir kauliukams atsitiktiniy skaiiy generatoriy. Stumteléje ruletés
rodykle ir palauke, kol ji sustos atsitiktinai ties kuriuo nors sektoriumi,
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uzraSome jo numerj (skaiciy) ir, taip vél kartodami bandyma, gausime
atsitiktiniy skaiciy seka.

2.30 pav. Ruleté.

Atsitiktiniy skaiciy lentelés. 5
Atsitiktiniy skaiciy lentelés pavyzdys pateiktas 2.7 lenteléje. Sioje
lenteléje pateikti 300 keturzenkliy atsitiktiniy skaiciy. Ji gali buti sudaryta

2.7 lentelé. Atsitiktiniy keturZenkliy skaiéiy lentelé.

0655 | 8453 | 4467 | 3384 | 5320 | 0709 | 2523 | 9224 | 6271 | 2607
5255 | 5161 | 4889 | 7429 | 4647 | 4331 | 0010 | 8144 | 8638 | 0307
6314 | 8951 | 2335 | 0174 | 6993 | 6157 | 0063 | 6006 | 1736 | 3775
3157 | 9764 | 4862 | 5848 | 6919 | 3135 | 2837 | 9910 | 7791 | 8941
9052 | 9565 | 4635 | 0653 | 2254 | 5704 | 8865 | 2627 | 7959 | 3682

4105 | 4105 | 3187 | 4312 | 1596 | 9403 | 6859 | 7802 | 3180 | 4499
1437 | 2851 | 6727 | 5580 | 0368 | 4746 | 0604 | 7956 | 2304 | 8417
4064 | 4171 | 7013 | 4631 | 8288 | 4785 | 6560 | 8851 | 9928 | 2439
1037 | 5765 | 1562 [ 9869 | 0756 | 5761 | 6346 | 5392 | 2986 | 2018
5718 | 8791 | 0754 | 2222 | 2013 | 0830 | 0927 | 0466 | 7526 | 6610

5127 | 2302 | 1392 | 4413 | 9651 | 8922 | 1023 | 6265 | 7877 | 4733
9401 | 2423 | 6301 | 2611 | 0656 | 0400 | 5998 | 1863 | 9182 | 9032
4064 | 5228 | 4153 | 2544 | 4125 | 9854 | 6380 | 6650 | 8567 | 5045
5458 | 1402 | 9849 | 9886 | 5579 | 4171 | 9844 | 0159 | 2260 | 1314
2461 | 3497 | 9785 | 5678 | 4471 | 2873 | 3724 | 8900 | 7852 | 5843
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4320 | 4558 | 2545 | 4436 | 9265 | 6675 | 7989 | 5592 | 3759 | 3431
3466 | 8269 | 9926 | 7429 | 7516 | 1126 | 6345 | 4576 | 5059 | 7746
9313 | 7489 | 2464 | 2575 | 9284 | 1787 | 2391 | 4245 | 5618 | 0146
5179 | 8081 | 3361 | 0109 | 7730 | 6256 | 1303 | 6503 | 4081 | 4754
3010 | 5081 | 3300 | 9979 | 1970 | 6279 | 6307 | 7935 | 4977 | 0501

9599 | 9828 | 8740 | 6666 | 6692 | 5590 | 2455 | 3963 | 6463 | 1609
4242 | 3961 | 6247 | 4911 | 7264 | 0247 | 0583 | 7679 | 7942 | 2482
3585 | 9123 | 5014 | 6328 | 9659 | 1863 | 0532 | 6313 | 3199 | 7619
5950 | 3384 | 0276 | 4503 | 3333 | 8967 | 3382 | 3016 | 0639 | 2007
8462 | 3145 | 6582 | 8605 | 7300 | 6298 | 6673 | 6406 | 5951 | 7427

0456 | 0944 | 3058 | 2545 | 3756 | 2436 | 2408 | 4477 | 5707 | 5441
0672 | 1281 | 8697 | 5409 | 0653 | 5519 | 9720 | 0111 | 4745 | 7979
5163 19690 | 0413 | 3043 | 1014 | 0228 | 5460 | 2835 | 3294 | 3674
4995 | 9115 | 5273 | 1293 | 7894 | 9050 | 1378 | 2220 | 3756 | 9795
6751 | 6447 | 4991 | 6458 | 9307 | 3371 | 3243 | 2958 | 4738 | 3996

vienu 1§ anksCiau aprasyty biidy, panaudojant atsitiktiniy skaiciuy
generatorius. Kaip matyti, lenteléje skaiCiai iSsidéste atsitiktine tvarka:
zinant vieng skaiciy, nieko negalime pasakyti apie tai, koks bus sekantis
skaiCius, taciau atsitiktinumas turi savo désningumus — statistinius. Jei
suskaiciuosime, kiek karty Sioje lenteléje kartojasi tam tikras skaitmuo, tai
gausime Siuos duomenis:

Skaitmuo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pasikartojimy

. 118 | 110 | 114 [ 125|135 135|132 (116 93 | 122
skaiCius N;

Statistinis daznis

0,099/0,090/0,095/0,104(0,113{0,1130,110(0,097(0,078(0,102
V; = N,' IN

I8 Siy duomeny matyti, kad skaitmeny pasirodymo statistinis daznis
v; yra artimas $io jvykio tikimybei p;=0,1, nes visy skaitmenu kiekis N yra
pakankami didelis (Siuo atveju N=1200).

Zinoma lentelé, kurioje yra 1000000 atsitiktiniy skaiGiy, kuriy
skirstinys:
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pi o1(011¢)01401140,0{0,171}017]01]¢{O0,1|DO0,1

Sudaryti geras atsitiktiniy skaiCiy lenteles yra gana sudétingas
uzdavinys. Jos labai kruopsciai tikrinamos pagal tam tikrus testus.

Kompiuterinis atsitiktiniy skai¢iy su tolygiuoju skirstiniu
gavimas.

Naudojant kompiuterj, dazniausiai sudaromi atsitiktiniai skaiciai,
kurie tenkina tolyguji skirstini, o i$ jo, taikant tam tikras taisykles, gaunami
kiti skirstiniai. Kompiuteriu gauti atsitiktiniai skaiciai vadinami
pseudoatsitiktiniais skaiciais, nes juos galima pakartoti, taciau jie tenkina
atsitiktinumo kriterijus. Tokie skaiCiai labai patoglis tada, kai reikia
patikrinti sukurtas programas.

Daugelyje kompiuteriniy atsitiktiniy skai¢iy generatoriy sudarytoje
atsitiktiniy skai¢iy sekoje kiekvienas atsitiktinis skaiCius panaudojamas
sekancio atsitiktinio skai¢iaus gavimui pagal tam tikra algoritma (taisykle).
Labiausiai paplitgs yra atsitiktiniy skaiCiy generatorius, kurio pagrinda
sudaro palyginimo ir atémimo veiksmai. Jei duotas pradinis skai¢ius xp, tai
kiekvienas sekantis sekos skai¢ius apskai¢iuojamas pagal §ig taisyklg:

x, =(ax,_; +c)modm , (2.14.1)
&ia a, ¢, m — natiiralieji skai¢iai. Zyméjimas
y=z modm

reiSkia, kad i§ z atimamas m tol, kol gauname O0<y<m; pvz.,
515mod(100)=15. Kadangi m yra didziausias sveikas skaicius, kurj galime
gauti pagal formulg (2.14.1), todé¢l didziausias galimas nepasikartojanciy
skaiciy periodas lygus m.

Tinkamai parink¢ xo, a, ¢ ir m, galime gauti atsitiktiniy skaiciy
seka, kurioje bus visi sveiki skai¢iai nuo 0 iki m—1. Daugelio Siuolaikiniy
kompiuteriy atsitiktiniy skaiciy generavimo periodas m yra labai didelis,
t.y. daznai virSija praktinius poreikius. Kadangi dazniausiai reikia
atsitiktiniy skai¢iy su tolygiuoju skirstiniu intervale [0, 1], todél
kompiuteriniai generatoriai pateikia skaicius
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Uy=Xu/m ,

kurie visados yra intervale [0, 1]. Cia pateikto metodo pranaumas — didelé
atsitiktiniy skai¢iy sekos apskai¢iavimo sparta.

Kai kuriais atvejais kompiuteriuose kaip atsitiktiniy skaiciy
generatoriai naudojami elektroniniy elementy triukSmy Saltiniai. Taciau
tokie generatoriai nepatogiis tada, kai reikia patikrinti skaiiavimus, nes
nejmanoma pakartoti $iy atsitiktiniy skaiciy, o juos lygiagre€iai uZrasant
neefektyviai panaudojama kompiuterio atmintis.

DiskrecCiyjy atsitiktiniy skaiCiy su skirtingais skirstiniais
gavimas.

Skai¢iavimuose dazniausiai reikia turéti atsitiktinius skaicius,
tenkinan&ius jvairius tikimybinius skirstinius. Cia ir toliau visus likusius
skirstinius gausime, panaudodami tolyguyji skirstini, kurio atsitiktiniai
skaiciai u; yra intervale [0, 1].

Tarkime, kad reikia gauti atsitiktinius skaiCius X, tenkinancius $i
skirstinj:

X: x| X2 X3 Xp-1 Xn

pil p1 p2 p3 Pn-1 Pn

Paimkime atsitiktini dydi u, turintj tolyguji skirstinj intervale
0<u<1; suskaidykime $i vienetini intervala i » intervaly, kurio kiekvieno
ilgis lygus atitinkamai tikimybei p1, p2, p3, ..., pn (2.31 pav.). Gautus naujus
intervalus sunumeruokime nuo 1 iki n. Bandymas atlickamas tokiu btdu:
generuojamas atsitiktinis skaiCius u; i§ intervalo [0, 1]; jei skaiCius u;
patenka, pavyzdziui, { padalinimo intervala =3, tai atsitiktiniam dydziui x;
priskiriame skai¢iy x3 ir t.t. Kuo didesné yra tam tikro skaifiaus x;
pasirodymo tikimybé p;, tuo didesnis yra i-tojo intervalo ilgis, tuo dazniau
atsitiktinis dydis u; pateks | § intervala, ty. tuo daZniau Kkartosis ir
atsitiktinis dydis x;.

Pavyzdziui, reikia gauti atsitiktini dydi, igyjanti vertg x;=0 su
tikimybe p ir vert¢ xp=1 su tikimybe ¢=1-p, ty. tenkinanti binominj
skirstini. Kai atsitiktinio dydZzio u, turin¢io tolyguji skirstinj intervale [0, 1],
generuojamos vertés 0<u;<p, X priskiriame vert¢ x;=0, o kai p<u;<l, X
priskiriame vertg x,=1.
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2.31 pav. Diskreciyjy atsitiktiniy skai¢iy, turin¢iy tam tikra
nurodyta tikimybini skirstini, gavimo iliustracija.

TolydZiyjy atsitiktiniy dydZiy su skirtingais skirstiniais gavimas.

Tarkime, kad reikia gauti atsitiktinius skaicius &, pasiskirs¢iusius
intervale [a, b], kuriy tikimybés tankis w(x). [rodysime, kad atsitiktinis
dydis & turés tikimybés tanki w(x), jei juos apskai¢iuosime i$ Sios lygties:

3
F(g)=[wx)dx=u, (2.14.2)

Cia atsitiktinis dydis u turi tolyguji skirstini intervale [0, 1], t.y. jo
tikimybeés tankis w(u)=1, o pasiskirstymo funkcija

Flu)= Tw(u')du' =u .

0

X
Irodymui aptarsime funkcija y = jw(x')dx’ ]

a

Pagal tikimybés tankio savybes turime, kad
a0, 201, it L m(x)>0,
X

t.y. funkcija y(x) monotoniskai didéja nuo 0 iki 1, kai x kinta nuo a iki b
(2.32 pav.). Todél bet kuri tiesé y=u, kur O<u<l, kirs kreive y=f(x) tiktai
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2.32 pav. Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy, turinc¢iy
tam tikra tikimybés tanki, gavimo iliustracija.

vieninteléje vietoje, kurios verté abscisiy asyje lygi x=£. Vadinasi, lygtis
(2.14.2) turi tik vienintelj sprendini.

Dabar parinkime bet kuri x kitimo intervala (a;, b;), esanti
intervalo [a, b] viduje (2.32 pav.). Sio intervalo taskus a;<x<b atitiks
kreivés y=y(x) ordinatés, tenkinancios nelygybe:

War) <y <y(b1),

ty. jei & priklauso intervalui a;<¢<b;, tai u priklauso intervalui
y(a1)<u<y(by), ir atvirksciai. Vadinasi,

P{ar<€<b;}=P{y(ar)<u<y(b1)}. (2.14.3)

Kadangi u yra tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1], tai

by
P{y(ay) <u<y(b)}=y(b)=y(a)= [w(x)dx.  (2.14.4)
Todél 1
by
Play <& <b}= [w(x)dx , (2.14.5)

o tai reiskia, kad atsitiktinis dydis &, kuris yra lygties (2.14.2) sprendinys,
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turi tikimybés tankj w(x). I$ ¢ia iSplaukia §i iSvada:

Jei uy, ..., uy yra tolygiai pasiskirsCiusio intervale [0, 1] atsitiktinio dydZzio u
vertés, tai x/=F" 1(u,-) [Cia F~ 1(u,-) yra atvirk$tiné¢ funkcija Sios iSraiskos
F(x)=u;; i=1, 2, ..., n] yra atsitiktinio dydzio X vertés, kuriy pasiskirstymo
funkcija yra F(x) (arba kuriu tikimybés tankis lygus w(x)).

Pvz., reikia gauti atsitiktini dydj, kurio tikimybés tankis

e ™ ,kaix>0;
w(x)=
0 ,kai x <0.
I8 ¢ia pasiskirstymo funkcija
X
F(x)=_|‘efx'dx'=1—efx =u.
0
ISreiskiame x:
x=—In(1-u) .
Vadinasi, jei imsime
Xi = —ln(l—u,-)

¢ia u atsitiktinis dydis, kintantis intervale [0, 1], kurio tikimybés tankis
w(u)=1, tai atsitiktinis dydis X turés tikimybés tankj w(x)=e~" (x>0).

110




3. ATSITIKTINIAI VYKSMAI

3.1. Bendrosios Zinios apie atsitiktinius vyksmus

Atsitiktinis vyksmas — tai bet kokio (fizikinio) dydzio
atsitiktinis kitimas tam tikroje abstrak¢ioje erdvéje.

Iki Siol nagrinéjome atsitiktinius  dydzius, kiekvienam
elementariam jvykiui priskirdami tam tikra skai¢iy sistema. Taciau
praktikoje  sutinkame daug sudétingesnius, priklausanc¢ius nuo
atsitiktinumo, vyksmus. Pavyzdziui, skrendancio léktuvo nuotolis nuo
zemés pavirSiaus tam tikrame laiko intervale yra atsitiktiné laiko funkcija.
Kitas pavyzdys: elektros energijos suvartojimo Vilniaus mieste
priklausomybé nuo laiko taip pat yra atsitiktiné funkcija — atsitiktinis
vyksmas. Vandens aukscio kitimas nuo laiko upéje tam tikroje vietoje taip
pat yra atsitiktinis vyksmas.

Konkretus atsitiktinio vyksmo pavidalas (fotografija, oscilograma)
tam tikrame bandyme vadinamas atsitiktinio vyksmo realizacija (kartais
kaip sinonimas naudojamas terminas — atsitiktinio vyksmo trajektorija).

Formaliam atsitiktinio vyksmo priklausomybés nuo argumento
zyméjimui naudojamos atsitiktinés funkcijos. Jei X(t) — atsitiktiné funkcija,
tai jos verté, esant fiksuotam argumentui t=t;, yra atsitiktinis dydis. Tai
reiskia, kad, esant vienodoms bandymo salygoms, realizaciju vertés X(ty),
gautos tapatingose sistemose, bus skirtingos.

Fizikoje dazniausiai tenka susidurti su atsitiktiniais vyksmais,
priklausanciais nuo vieno argumento — laiko. Be to, kaip atsitiktinis
vyksmas ¢ia suprantamas atsitiktinis Siluminis daleliy judesys, slégio,
energijos, temperatiiros, sroves stiprio, itampos, lauko stiprio ir kity dydziu
atsitiktinis kitimas nuo laiko. Taciau bendruoju atveju argumentas t gali
turéti ir kitokia prasme.

3.1 pav. pateiktos dvieju skirtingy atsitiktiniy vyksmy realizacijos:
a) atsitiktinis vyksmas, nusakantis Hilo upés baseino (S. Amerikoje) 142
medziy rieviy vidutinio storio kitima 1780—1840 metais, b) jiiros pavirSiaus
fotografija tam tikru laiku. Nors abu §ie vyksmai yra atsitiktiniai, taciau ju
reik§mé daugeliu atvejy yra skirtinga. Pirmoji realizacija gamtininkams gali
duoti daug informacijos apie klimato kitima toje vietoje minétajame
laikotarpyje, o antroji — vargu, ar gali suteikti idomesnés informacijos,
nebent apie atsitiktini bangy erdvinj pasiskirstyma.
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3.1 pav. Dvieju skirtingy atsitiktiniy vyksmy realizacijos: a) atsitiktinis
vyksmas, atitinkantis Hilo upés baseino (S. Amerikoje) 142 medziy rieviu
vidutinio storio d kitima 1780—1840 metais; b) juros pavirSiaus fotografija
tam tikru laiku.
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Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sekas {Xi, Xj, ..., Xn} taip pat
galima nagrinéti kaip atsitiktinius vyksmus, kai parametras T={1, 2, ..., n}.
Panasiai atsitiktiniy dydziy daliniy sumu Sp= X+ Xp+...+ X, (n=1, 2, ..)
sekos taip pat yra atsitiktiniai vyksmai.

Vyksmai, kuriy T yra visy sveikyju skaic¢iy seka arba jos dalis arba
bet kokia baigtiné arba suskai¢iuojamoji aibé, vadinami diskre¢iojo laiko
vyksmais arba atsitiktinémis sekomis.

Jei T yra baigtinis ar begalinis realiyju skaiciy intervalas, tai X(t)
(¢ia teT) vadinamas tolydziojo laiko vyksmu arba tiesiog tolydziuoju
vyksmu.

TolydZiojo atsitiktinio vyksmo pavyzdziais gali biiti jau anksciau
minétieji vyksmai: Siluminis (chaotinis) daleliy judesys, duju slégio,
energijos, temperatiiros kitimas ir pan.

3.2. Atsitiktinio vyksmo tikimybés tankis

Tarkime, kad turime n visiSkai vienody sistemu (3.2 pav.),
sudaranciy tam tikra ansambli (t.y. pilng ivykiy grupg). Tegul visos veikia
vienu metu ir vienodomis salygomis.

Jei prie kiekvienos sistemos prijungsime vienodus registravimo
prietaisus ir vienu ir tuo paciu metu atskaitysime ju vertes, tai gausime
skirtingas atsitiktinio vyksmo X(t) vertes:

X1(t1), X2(t1), ..., Xn(ty).

IS Sio bendro skaiCiaus n iSskiriame tas nj vertes, kurios yra
pakankamai mazame intervale (X, X+AX). Tada, esant pakankami dideliam
skai¢iui n, santykis ni/n artéja prie jvykio tikimybés patekti | intervala
(X, X+AX):

.. N
lim = = P(x < X < X+ AX). (3.2.1)

n—o N
Taciau pagal tikimybés tankio apibrézti

P(x < X(t;) < X+ AX)=w, (X, )AX, (3.2.2)
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Exn (tq) EXn (t2)
ty to

3.2 pav. Iliustracija tolydziojo atsitiktinio vyksmo
tikimybés tankiui apibudinti.

Cia parametras t; nurodo apibrézta laika. Funkcija wi(X, t;) vadinama
atsitiktinio vyksmo vienmaciu tikimybés tankiu. Vienmatis tikimybés
tankis yra svarbi, tac¢iau nepilna atsitiktinio vyksmo charakteristika. Ji
apraso atsitiktini vyksma tik apibréztu, fiksuotu laiku, nieko nenurodydama
apie tolimesni vyksmo pobiidi. Galima sakyti, kad vienmatis tikimybés
tankis yra statiné atsitiktinio vyksmo charakteristika ir nieko nepasako apie
vystymosi dinamika.

Gerokai iSsamesné atsitiktinio vyksmo charakteristika yra dvimatis
tikimybés tankis, apibiidinantis tikimybini ry$i tarp atsitiktiniy funkcijy bet
kokiais dviem laikais t; ir t, (3.2 pav.). Dvimatis tikimybés tankis
apibréziamas visiSkai panasiai vienmaciam tikimybés tankiui. Tarkime, kad
turime N nagrinéjamy sistemy vertes dviem apibréztais laikais t; ir tp:

X1(ty), Xo(ty), ..., Xn(t1) ;
X1(t2), Xa(t2), .., Xn(t2) .

I§ Siy verciy iSskiriame tas n, vertes, kurios laiku t; yra intervale

(X1, X1+AXy) ir laiku t; yra intervale (Xo, Xo+AXz). Tada galime parasyti, kad

.n
r}l_rilo?zz P(x < X () <X+ AX3 % < X(6) <X + A%y )= (3.2.3)
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Funkcija wy(X1, X2, t, 1) vadinama dvimaciu tikimybés tankiu.
Dvimatis tikimybés tankis taip pat nevisiskai apibtdina atsitiktini vyksma:
jis parodo tikimybini rysj tik dviem apibréztais laikais.

Atsitiktinis vyksmas gerokai iSsamiau apibiidinamas daugiamaciais
tikimybés tankiais:

P(x, < X(t) < X, +Ax;x, < X t22<X2+AXz;"' 3.2.4)

X SX(t) < X+ AX) = Wy (X5 Xy s X bty b JAX AX, . AX

n-matis  tikimybés tankis = Wn(X1,X2,...Xn,t1,t2,..,tn)  apibrézia
atsitiktinio vyksmo tikimybini ryS$i bet kuriais n apibréztais laikais.
Vadinasi, atsitiktinis vyksmas tuo tiksliau aprasomas n-maciu tikimybés
tankiu, kuo didesnis n.

n-macio tikimybés tankio savybés:

1) Jis yra neneigiamas: Wn(X1,X2,...,.Xn,{1,{2,...,tn)>0. (3.2.5)

2) Tenkina normavimo salyga:

[ eee [ (X e X et )X = 1 (3.2.6)

3) Tenkina simetrijos salyga: funkcija Wn(X1,X2,....Xn,t1,10,...,t0) yra
simetriné savo argumenty atzvilgiu, t.y. ji nesikeicia, pakeitus argumentus
X1, X2, ..., Xn Vietomis.

4) Tenkina suderinamumo salyga, t.y. bet kokiam m<n galioja
lygybé:

Wm(X] 9eees Xm,t] ,...,tm ) =

® (3.2.7)
= [ oo T (X X oo X b e )X 0

Si lygybé parodo, jei Zinomas n-matis tikimybés tankis, tai
integruojant galime gauti bet kuri mazesnés eilés tikimybés tanki.
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3.3. Salyginis tikimybés tankis

Turéjome (zr. 1.6 paragrafa), kad dviejuy ivykiuy sankirtos tikimybe
galime iSreiksti salygine tikimybe:

P(AnB)=P(B)P(AB),

arba bendruoju atveju:

P(A .. Ay )= PA)P(Ay | A)P(A [ (A 0 Ay))P(A [(A N Ayy))

Visiskai panaSius sarySius galime uzraSyti ir tikimybés tankiui.
Tarkime, kad zinome atsitiktinio vyksmo X(t;) vertes X, laiku t;.
Bendriausiu atveju vertés (Xp, tp) suteikia tam tikra informacija apie
atsitiktinio vyksmo vertes (X1,t1). Vadinasi, tikimybés tanki W,(X1, Xo, t1, t2),
apraSant] atsitiktiniy vyksmy vertes (X1, t;) ir (Xo, tp), kai Zinome vertg
(X2,t2), galime uzrasyti Sitaip:

W (Xps Xa, bty ) = Wy (g, b JWOXLE [ X0, 1), (3.3.1)
arba
W, (X1, X5,

W(Xp, by [ Xo,t) = W (%.1,)
1 (X251t

, (3.3.2)

Cia Wi(Xp,t2)>0. Tikimybés tankis W(X1,t1,[X2,t2) vadinamas atsitiktinio
vyksmo X(t;) salyginiu tikimybés tankiu, kai zinomas atsitiktinis vyksmas
X(t2). Salyginis tikimybés tankis W(Xy,t1,|X2,t2) turi ne maziau informacijos
apie X(t1), negu besalyginis tikimybés tankis wi(Xj,t;). Kiek padidéjo
informacija apie X(t;), kai zinome X(ty), priklauso nuo konkreciy salygu.
Taciau kai kuriais atvejais informacija apie X(t1) nepadidéja, t.y.

W(X;,t [ %o, ) =Wy (Xp,t).
Tada is (3.3.1) formulés turime:
WZ(XI’XZ’tI’tZ):Wl(xl’tl)WI(XZ’tZ)' (3.3.3)

Sis sarysis isreiskia biiting ir pakankama salyga, kad atsitiktinio
vyksmo vertés laikais t; ir t, yra nepriklausomos.

Kitu ribiniu atveju, kai X(t;) ir X(t;) susietos funkcine
priklausomybe X(t1) = g[X(t2)]: Zinant X(tp), viska zinome ir apie X(tj).
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Aptariamu atveju dvimatis tikimybés tankis turi delta funkcijos pavidala:

W (X1, X, bty ) = Wy (%o, 1)3[% — g(x; )] (3.34)
Salyginis tikimybés tankis taip pat tenkina normavimo salyga:
Jwxi.ty [ g, ), =1. (3.3.5)

Formules (3.3.3) — (3.3.5) galime apibendrinti ir n-maciu atveju.

3.4. Daugiamaté charakteringoji funkcija

Kaip buvo nurodyta anks¢iau (zr. 2.11 paragrafa), apraSant
atsitiktinius  dydzius, vietoje tikimybés tankio galime naudoti
charakteringaja funkcija. Visiskai panasiai atsitiktiniam vyksmui apibtidinti
n fiksuotais laikais (arba n atsitiktiniy dydziy rinkiniui {X(ty), ..., X(ty)}) n-
mate charakteringaja funkcija galime uzraSyti taip:

@n(ul,uZ,...,un ’t17t27""tn ) =

-M [ej(u1x1+u2x2+...+unxn)]=< ej(u1x1+u2x2+..‘+unxn) = (3.4.1)
Uy Xp .U X,
= [ eI (5 e X bty )X X
—00  —0

Cia ir toliau kampiniais skliaustais <...> zymésime vidurkinimo veiksma,
kitaip tariant, statistinj vidurkinima.
Pritaike atvirksting Furjé transformacija, gauname:

Wi (X)5eeer X b e by ) =

[ ]e 3.42
= (21)n J‘ ‘[e_J(U1X1+...+Uan)®n(ul’”.’un’tl’”.’tn )dUl...dUn ) ( )
T) % —wo

n-maté charakteringoji funkcija taip pat turi simetrijos savybe savo
argumenty Uy, ..., Uy atzvilgiu, t.y. ji nesikeicia, sukeitus argumentus Uy, ...,
Un vietomis.

n-matés charakteringosios funkcijos normavimo sqlyga:

@(0,...,0)=1. (3.4.3)
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Turint n-mat¢ charakteringaja funkcija ®n(Uy, ..., Un, 1, ..., tn),
visados galime surasti mazesnés eilés charakteringaja funkcija ®n(uy, ..., Uy,
ty, ..., t),, kur k<n:

@k (ul geeesy Uk ’tl ,tz,...,tk ) = @n(ul ,...,Uk ,0,...,0,t1 ,...,tn ) . (344)

Jei atsitiktinio vyksmo wvertés X(t;), X(t), .., X(tn) yra
nepriklausomos, tai

n
Wn(xl,...,xn,,tl,...,tn)=le(xk,tk) ,
k=1

todél
n
O (Upseres Up s oenns by ) = kHl®1(uk)' (3.4.5)

Si salyga taip pat yra biitina ir pakankama, kad atsitiktiniai dydziai
X(ty), X(ty), ..., X(t,,) buty nepriklausomi.

Kai u;=u,=.=U,=U , gauname atsitiktiniy dydziy sumos
S =X +Xy+...+X,, charakteringaja funkcija

O (u)=M eltim%)|= @ (u,....u). (3.4.6)

Jei Xy, X,, ..., X, yra nepriklausomi, tai i§ (3.4.5) ir (3.4.6) lygybiy
gauname:

0, (U)=]]0, U): (3.4.7)
k=1

Cia ®1Xk(u) — atsitiktinio dydzio Xy charakteringoji funkcija. Vadinasi,

nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos charakteringoji funkcija lygi
atskiry démeny charakteringyju funkcijy sandaugai.
Daliniu atveju, kai visi démenys turi vienodus skirstinius,

Qs (u)=01, (u). (3.4.8)
Si charakteringujy funkcijy savybé yra labai patogi, jas naudojant
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos savybiy tyrimui.

Pyvz. Tarkime, kad turime n nepriklausomy normaliyjy atsitiktiniy
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dydZiy suma, kurios démeny tikimybés tankio parametrai M(X,)=ay ir Gi
(k=1, 2, ..., n). Tada sumos charakteringoji funkcija

) n _l s n )
n jaku—%o,fuz J“Zak 2! Z‘” jum—éuzoj
j— J— =1 =1 — .
O (u)=]T]e =e =e ; (3.4.9)
k=1
Cia
n n
2 2
m= Zak N o = ZGk .
k=1 k=1

Vadinasi, nepriklausomy normaliyju atsitiktiniy dydziy suma taip
pat turi normalyji skirstini. PanaSia iSvada galime gauti ir nagrinéjant
priklausomy normaliyjy atsitiktiniy dydziy suma.

3.5. Daugiamaté tikimybiy pasiskirstymo funkcija

Daznai vietoje tikimybiy tankio taikomos tikimybiy pasiskirstymo
funkcijos. Atsitiktiniy vyksmy vienmaté tikimybiy pasiskirstymo funkcija
uzrasoma panasiai kaip ir tolydiesiems atsitiktiniams dydziams:

X
Akivaizdu, kad X; vertéms, esant kurioms funkcija F{(X;, t;) yra
diferencijuojama, galioja lygybé

oF,(x,t
Wl(xl,tl)z%. (35.2)

Panasiai apibréziama dvimaté ir n-maté pasiskirstymo funkcijos:
)

Fi(x, %t 1) = PIX(t) < X3 X () < Xo]= | | W1(XiaX’2,t1,t2}indX’2; (3.5.3)

—00 —00

F (X0 Xg oo X U b e )

= P[X(t;) < %3 X(ty) < Xp3..3 X (t,) < X, | = (3.5.4)
X X
= .. jwn(xi,...,x;],tl,...,tn)jxi...dx;].
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Jei egzistuoja miSriosios iSvestinés, galime uzraSyti Sias lygybes:

O%F, (%, %o, 1y, t
W, (X, X, by, 1) = 2(6;16)?2 1 2), (3.5.5)

— anFn(Xla---a Xn’tl""atn)

Wn(Xl,...,Xn,tl,---,tn) 8x1 OX
OXp

(3.5.6)

Pasiskirstymo funkcija taip pat tenkina simetrijos savybeg, t.y. ji
nesikeicia, jos argumentus Xy,...,X, sukeitus vietomis.

Kadangi tarp tikimybés tankio Wi(X] 5o Xpobpseeentn)s
charakteringosios funkcijos ®@p(Uy,...,Up,t;,...,t,) ir pasiskirstymo funkcijos
Fr(X(se.Xpotyse-oty) yra vienareikSmis rySys, tai kiekviena i§ juy visiSkai
apibtudina atsitiktini vyksma, o skai¢iavimuose naudojame ta, su kuria
lengviau galime atlikti matematinius veiksmus.

3.6. Daugiamaciai momentai

Nors atsitiktinis vyksmas visiSkai apraSomas daugiamaciais
tikimybés tankiais, charakteringosiomis ar pasiskirstymo funkcijomis,
taCiau kai kuriais atvejais gerokai lengviau galima gauti tam tikrus jvercius,
naudojant paprastesnes atsitiktinio vyksmo charakteristikas: momentus ir
koreliacijos funkcijas.

PanaSiai atsitiktiniams dydziams atsitiktinio vyksmo i, eilés
vienmatis (kuris priklauso nuo vieno argumento t) pradinis momentas
iSreiSkiamas Sitaip:

. [C ol
M; (t) =< X"(t) >= [x"wy(x,t)dx, (3.6.1)
—o0
Cla <..> - statistinio vidurkinimo skliaustai. Momentas, apibiidinantis
atsitiktinj vyksma dviem skirtingais laikais t; ir t,, vadinamas dvimaciu
momentu, t.y. (i;+i,) eilés dvimatis pradinis momentas iSreiskiamas taip:

[celee]

M, (b, 1) =< XPE)XZ(G)>= [ X33, (%, %, 1,4 )dxdx. (3.6.2)
Atitinkamai pradinis momentas M; _; (t;,...ty), priklausantis nuo

------
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n nesutampanciy argumenty t;,....t,, vadinamas (i;+...+i,) eilés n-maciu
momentu:
My (toty) =< XJ () X (t) >=

.....

oo (3.6.3)
= | ...jxll...xnnwn(xl,...,xn,tl,...,tn)dxl...dxn.

Kaip matyti, momento eil¢ nusako laipsnio rodikliy suma
(iy+...+i,), 0 jo argumenty ty,...,t,, skai¢ius — jo n-matiskuma.
Visiskai taip pat apibréziami ir centriniai momentai:

1y ) =< X O - M@ >= J0x-m, g (x 0, (3.64)

—00

Hii, (tl’t2)2< [Xl(tl)_ Ml(tl)]il [Xz(tz)_ Ml(tz)]i2 >=

= T T[X1 - M](tl )]i, [X2 — Ml(tz) i WZ(XI,XZ,tl,tz)dxldxz; (3.6.5)
i (st ) =< X (0) = MG [XG () - ML 8] >=
°° (3.6.6)
-[- _I [, = ML (T L, = M (T W, (% X bt )X,

Daugiamaciai momentai naudojami apibudinti ne tik atsitiktinius
vyksmus, bet ir atsitiktinius dydzius. Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy atveju
daugiamaciai momentai iSreiSkiami visiSkai taip pat kaip tai nurodyta
(3.6.1) — (3.6.6) formulése, tik vietoje atsitiktiniy vyksmy X (t;), X,(ty), ...,
Xn(ty) Cia reikia jrasyti atsitiktinius dydzius Xy, X,, ...,X,, ir ju vidurkius,
kurie nepriklauso nuo argumento t. Pavyzdziui, atsitiktiniy dydzig X ir Y
(iy+i,) eilés dvimaciai pradinis ir centrinis momentai iSreiSkiami taip:

m :M(X"Y'2) [ jx"y'zwz(x y)dxdy, (3.6.7)
i =X |- mptr - -
(3.6.8)
= [ J(x-my) )iy —my Jws (x, y)dxay.
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Kai atsitiktiniai dydziai X ir Y yra diskretieji, tai ju (i;+i,) eilés
dvimaciai pradinis ir centrinis momentai uzrasomi taip:

'1'2_M( 'IY'Z) ZZX"X Pik; (3.6.9)
“iliﬁ'\/'[ ”Y'Zj Z%(Xj_mx)il(Yk_my)bpjk- (3.6.10)
]

¢ia Pjk — vykiy X ir Yy sankirtos tikimybé P(X=Xxi, Y=y|). Tuo atveju, kai
tvykiai X ir Y nepriklausomi:

w, (X, y)=w (xwi(y),  pjc=p;px. (3.6.11)
my, =M (XY )= M (X ()

Mii, :M[iilYoin:M[)gilJM(Yoiz} (3.6.12)

t.y. dvimaciai momentai iSreiSkiami atitinkamy vienmaciy momenty
sandauga.

Kaip jau buvo aptarta anksCiau, momentus galime gauti
diferencijuodami atitinkamy atsitiktiniy vyksmuy ir atsitiktiniy dydziy
charakteringasias funkcijas.

IS cia

3.7. Koreliacijos funkcija

Koreliacijos funkcija — tai atitinkamy centruoty
atsitiktiniy vyksmuy sandaugos vidurkis.

Koreliacijos funkcija K,(t;, t,), kuri priklauso nuo dviejuy laiko
argumenty, vadinama dvimate koreliacijos funkcija:

Ky(t.t,) =< [X, &) — M, (t)][X,(t,) - M, (t, )] >=

t,t
2 (3.7.1)
= J. J.[Xl - Ml(tl )][XZ - Ml(tZ)]WZ(XI’X2’tl9t2)dxldx2'
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Dvimatg koreliacijos funkcija galime iSreiksti ir Sitaip:

Ka(t,t) =< X, (t)X,(t) > — < Xy(4)M; (&) > = < My (1) X, (t) > + (3.7.2)
+ < My(t)M; (1) >=< X, (4)X5(ty) > = < My ()M, () >

Necentruoty atsitiktiniy dydziy sandaugos vidurkis <X;(t;)X,(t,)>
vadinamas kovariacijos funkcija, taCiau literatiroje daznai sutinkami
atvejai, kai koreliacijos ir kovariacijos funkcijy apibrézimai yra sukeisti
vietomis. Cia nurodysime tik tiek, kad Sios dvi funkcijos i§ esmés
nesiskiria: i§ (3.7.1) ir (3.7.2) formuliy palyginimo matyti, kad jos skiriasi
tik nariu My (t;)M,(t,), kuri nusako vidurkiy sandauga, dazniausiai, tai yra
tam tikras pastovus skaicius.

Koreliacijos funkcija, kuri apibidina vyksmus trim skirtingais
laikais t;, t, ir t; vadinama trimate koreliacijos funkcija:

K3(t1’t2’t3):< [Xl(tl)_ Ml(tl)][XZ(tZ) - Ml(tz)][xs(t3) - Ml(t3)] >=
= _[ I J[Xl - Ml(tl)][xz - Ml(tz)]x
[X3 - Ml( 3)W3(X1,X2,X3,t1,t2,t3 )Xmdxde3.

Nesunku parodyti, kad koreliacijos funkcijas K,(t;, t,),
Ks(ty, tp, t3) ir tt. galime gauti skleidZiant Makloreno eilute n-matés

charakteringosios funkcijos logaritma.

Toliau ypatinga vaidmeni vaidins tik dvimaté koreliacijos funkcija
Ky(t;, 1), todél ja tiesiog vadinsime koreliacijos funkcija. Kai reikés
aukStesnés eilés koreliacijos funkciju, tai jas vadinsime pilnais
pavadinimais.

Ne tik atsitiktiniams vyksmams, bet ir atsitiktiniams dydziams
apibiidinti naudojama koreliacijos funkcija. Pavyzdziui, jei turime du
atsitiktinius dydzius X ir Y, kuriy vidurkiai atitinkamai yra m, ir my, tai ju
koreliacijos funkcija iSreiSkiama taip:

Kyy =M|(X =m Y —m, )| : (3.7.4)
Kai atsitiktiniai dydziai X ir Y yra diskretieji, tai
Ky =ZZ 6 =My =my oy (3.7.5)
J
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o kai — tolydieji, tai
= 1 0x=m, )y —m by (x, y)xdy . (3.7.6)

Prie§ pradédami i$samiau nagrinéti koreliacijos funkcijos savybes,
trumpai apibuidinsime nuostoviuosius (stacionariuosius) ir
nenuostoviuosius (nestacionariuosius) vyksmus.

3.8. Nuostovieji ir nenuostovieji vyksmai

Atsitiktinis vyksmas X(t) vadinamas nuostoviuoju siaurgja
prasme, jei jo N-matis tikimybés tankis W,(X;,X,...Xp,t1,t,..,t) nesikeicia,
pastimus laiko aSyje vienodai visus laikus t.t5,..,t,, t.y., esant bet kokiems
nir ty, galioja lygybé:

Wi (X1,X2,0 5 Xn, b b )F W (X1 X, Xt =, b=t t—T) (3.8.1)

Kitaip tariant, atsitiktinis vyksmas vadinamas nuostoviuoju siauraja
prasme, jei jo tikimybés tankis nesikeicia, pakeitus laiko atskaitos pradzia.
Siems nuostoviesiems vyksmams panaSias tikimybés tankiui israiskas
(3.8.1) galime uzrasyti charakteringajai ir pasiskirstymo funkcijoms:

Op(Ug,Us,.., Uty b, t)=0OR(U,Ug,. Ut =, b1, t 1)
Fr(X1:X0,- - Xnot b0, t)=F r(X1 X0, Xt =0, oL, th—to) »

momentams ir koreliacijos funkcijai:
Mi i (toth) = My i (b =ty ~t)

Kz(tl ,tz):Kz(tl—to,tz—to) .

nes visas jas nusako tikimybés tankis.

Nuostovieji atsitiktiniai vyksmai gaunami nusistovéjus sistemos
darbo veikai, kai iSorés salygos nekinta. Nuostovieji vyksmai yra dalinis
nenuostoviyjy vyksmu atvejis. Nenuostoviojo vyksmo pavyzdziu gali biiti
bet kuris atsitiktinis vyksmas pereinamuoju laikotarpiu, pavyzdziui,
chaotinis vandens molekuliy judesys i ji ipylus Siek tiek karStesnio
vandens, duju molekuliy judesys uzdarame inde, jei staiga pakaitinsime tik
vieng indo sienelg, ir pan.
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Pasinaudodami (3.8.1) lygybe, galime parasyti, kad
WZ(Xl’Xzﬂtl7t2):W2(X1’Xzﬂtl_tl’tz_tl)zwz(xl’tl’T) , (éla T:tz—tl) (383)

ir t.t. Vadinasi, nuostoviojo atsitiktinio vyksmo n-matis tikimybés tankis
(momentai, koreliacijos funkcijos) priklauso ne nuo n, o tik nuo (n—-1) laiko
argumenty, nes viena i§ pasirinkty laiko argumenty visados galime
sutapatinti su laiko atskaitos pradZzia (pavyzdziui, t;=0).

Kaip matyti i§ (3.8.2) formulés, nuostoviojo vyksmo vienmatis
tikimybés tankis nepriklauso nuo pasirinktojo laiko. Todél vienmatis
tikimybés tankis ir vienmaciai momentai nieko nepasako apie nuostoviojo
atsitiktinio vyksmo kitima nuo laiko. PavyzdZziui, pakeitus laiko mastelj k
karty, vienmatis tikimybés tankis nepasikeis, t.y., vyksmas, kintantis k
karty sparciau ar 1éCiau, turés ta pati vienmati tikimybés tanki.

Nuostoviojo atsitiktinio vyksmo momentus ir koreliacijos funkcija
zymésime mazosiomis raidémis. Nuostoviojo vyksmo statistinis vidurkis
nepriklauso nuo laiko:

m=< X(t)>= Ofxwl(x)dx. (3.8.4)

Koreliacijos funkcija Ky(t;,t;) priklauso tik nuo laiky t; ir t,

skirtumo t=t,~t; ir lygi:

Ky (t),t,) = k() =<[X,(t;) - m][X,(t,) - m]>=
=<[X;(t)][X5(t,)] > -m* = (3.8.5)

= [ J(x =m)xy —m)w, (X, Xy, T)dx;dx,

o0

Nuostoviojo vyksmo dispersija
2
o2 =< [x (t)} e [X(t)-m] 5=
=<[X({t)] >-m? =k(0)= _[(x —m) w, (x )

(3.8.6)

yra pastovi ir lygi koreliacijos funkcijos vertei, kai jos argumentas t=0.
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Sprendziant kai kuriuos praktinius uzdavinius, Nn-maciai tikimybés
tankiai netiriami, o panaudojamas tik vidurkio pastovumas ir koreliacijos
funkcijos Kk(t;,t;) priklausomybé nuo laiko skirtumo t=t,—t;. Tuo tikslu

naudojama kita nuostovumo savoka — nuostovumas placigja prasme.

Atsitiktinis vyksmas X(t) vadinamas nuostoviuoju plaégqja prasme,
jei jo vidurkis pastovus (t.y. nepriklauso nuo laiko), o koreliacijos funkcija
k(t;,t,) priklauso tik nuo argumenty t; ir t, skirtumo:

Kt t)=k(t—t =k(r)  (t=ty-ty).

Bendriausiu atveju nuostovumas placigja prasme néra tapatingas
nuostovumui siauraja prasme. Nuostovieji vpksmai siaurqja prasme visada
bus nuostoviis ir pladigja prasme, bet ne atvirkciai.

Yra viena svarbi ir labai plati nuostoviyju vyksmu klasé, kuriai
nuostovumas siauraja ir placiaja prasme visiSkai sutampa — tai normalieji
nuostovieji vyksmai, nes jy tikimybés tankis visiSkai apibréziamas vidurkiu
ir koreliacijos funkcija, kai 1=0, t.y. dispersija 52=k(0):

o) —— exp{_ (xz_;)j |

3.9. Koreliacijos funkcijos savybés

Koreliacijos funkcija tarp vieno ir to paties atsitiktinio vyksmo
verciy skirtingais laikais vadinama autokoreliacijos funkcija.

Bendriausiu atveju autokoreliacijos funkcija iSreiSkiama (3.7.1)
formule, o nuostoviojo atsitiktinio vyksmo atveju — formule:

k(t)=<[X(®)—m, ][X(t+1)—m,]>=< X ()X (t+1)>-mZ. (3.9.1)

Cia ir toliau aptarsime tik nuostoviuosius atsitiktinius vyksmus. Jei

turime du atsitiktinius vyksmus X(t) ir Y(t), kuriy vidurkiai my ir my, tai

galime nagrinéti koreliacijos funkcija tarp Siy vyksmuy:
kxy(tl’tz) =< [X(tl)_ mx]l.Y(tz)_ myJ >,
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Kyeltit2) =< IY () = my [X (ty) - m,] > (3.92)

Sios koreliacijos funkcijos vadinamos abipusés koreliacijos
funkcijomis. Jei koreliacijos funkcijos kXy(tl,tz) ir kyx(tl,tz) priklauso tik

nuo t=t)-t;, tai atsitiktiniai vyksmai X(t) ir Y(t) vadinami pastoviai
susietais. Akivaizdu, kad pastoviai susietiems atsitiktiniams vyksmams
galioja Sios koreliacijos funkciju lygybés:

Kyy (t1,t2) = Kyy (t) = Ky (= 7). (3.9.3)

Koreliacijos funkcijos fizikinei prasmei isaiskinti aptarkime du
dalinius atvejus, kai du nuostovieji vyksmai X(t) ir Y(t) yra: 1)
nepriklausomi [W,(X,y)=W;(X)w;(y)] ir 2) susieti tiesine priklausomybe.

1) Jei atsitiktiniai vyksmai yra X(t) ir Y(t+7) yra nepriklausomi,

tai galime uzrasyti, kad:

Ky (t.t+ 1) =<[X(t) - mJY (t+71)— my] >=

=< [X(t)—mx]><[Y(t+r)—my]>E 0. (3.9.4)

Gavome, kad kxy(t, t+7)=0. Vadinasi, jei nuostovieji atsitiktiniai
vyksmai nepriklausomi, tai jy abipusés koreliacijos funkcija lygi nuliui,
esant bet kokioms t ir t vertéms. Atvirkstinis teiginys gali galioti tik
atskirais atvejais.

2) Tarkime, kad atsitiktiniai vyksmai X(t) ir Y(t) susieti tiesine
priklausomybe:

X(ty=aY(t)tb,
¢ia a ir b — pastoviis skaiciai. Tada

my =< X(t) >=<aY(t)+b>=am, +b;

o2 =<[X(t)-mJ* >=<[@Y(®)+b)-(am, +bJ} >=
=<[alrt)-m,f >=a’c?;

Oy =acy;

Siuo atveju abipusés koreliacijos funkcija lygi
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ke (L1 + T;(:< [(X(t)- mj MY (t+7)—m, )| >= (3.9.5)

=<[alr (t)-m, )Yt +1)—m, )| >= ak,(t.t + 1) = ak, (x),

ty., jei atsitiktinis vyksmas X(t) yra iSreiskiamas atsitiktiniu vyksmu Y(t)
tiesine priklausomybe, tai ju abipusés koreliacijos funkcija kxy(t,t-i-t):kxy(t)
lygi atsitiktinio vyksmo Y(t) autokoreliacijos funkcijai, padaugintai i§ to
paties tiesing priklausomybe nusakancio daugiklio a.

Todél galime tvirtinti, kad koreliacijos funkcija nusako tiesini
sary$j tarp vieno arba dviejy atsitiktiniy vyksmy verc¢iy pasirinktais laikais.

Toliau dazniausiai teks susitikti su nuostoviyju vyksmuy
autokoreliacijos  funkcija. Todél toliau aptarsime pagrindines
autokoreliacijos funkcijos savybes.

1) Autokoreliacijos funkcija yra lyginé:
k(t)=k(-7). (3.9.6)

Tai tiesiog seka i$ nuostoviojo atsitiktinio vyksmo apibrézties, t.y i§
jo charakteristiky nepriklausomumo nuo laiko atskaitos pradzios
pasirinkimo, t.y.

K(5)=<[X ()~ m,][X (t+ 1) m, ] >=
—<[X(t=1)-m,][X(t)—m,]>= k(- 7).

2) Absoliucioji autokoreliacijos funkcijos verté, esant bet kokioms
rvertéms, negali virSyti jos vertés, kai =0, t.y.

Ik(t)|<k(0)=c2. (3.9.7)

Sis rezultatas gaunamas i$ nelygybés, nusakancios, kad vidurkis
neneigiamos funkcijos negali biiti neigiamas:

<{[Xt)-m,]£[X({t+7)-m]J* >>0.
IS ¢ia
<[X@)-mJ>£2<{{X@t)-m][X({t+7)-m]}>+
+<[X(t+7)-m,[ >=202 +2k (r)>0,
ty.
k(7)) < o? =k(0).
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3) Daugelio nuostoviyjy atsitiktiniy vyksmuy autokoreliacijos
funkcija artéja | nulj, kai laiko intervalas t=t,~t; artéja | begalybe:

lim k(z)=0, (3.9.8)

T—>®0

t.y. nuostovieji atsitiktiniai vyksmai turi baigtini sasajos laika: atsitiktinio
vyksmo vertés, nutolusios viena nuo kitos dideliu laiko intervalu, yra
nepriklausomos arba nekoreliuotos.

Vadinasi, nuostoviojo atsitiktinio vyksmo autokoreliacijos funkcija
yra lyginé 7 funkcija, turi didziausia verte, kai =0, lygia dispersijai
o2=k(0), ir sumazéja iki nulio, kai 7—>0.

3.3 pav. pavaizduotos dvi autokoreliacijos funkcijos, tenkinancios
anksciau minétas salygas.

k()

(e
a

3.3 pav. Autokoreliacijos funkcijos pavyzdziai.

Taciau ne bet kuri funkcija, tenkinanti anks¢iau minétas salygas,
gali buti autokoreliacijos funkcija.

4) Nuostoviojo atsitiktinio vyksmo autokoreliacijos funkcija turi
tenkinti dar vieng papildoma salyga:

[k(t)cos 2nfrdr > 0.

0
Cia f yra teigiamas dydis ir turi daznio prasme. Si salyga nusako, kad
realaus atsitiktinio vyksmo galia negali biiti neigiama.

Nurodysime, kad abipusés koreliacijos funkcija §iy savybiy neturi.
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3.10. Koreliacijos koeficientas

Auksciau pateiktos koreliacijos funkcijy iSraiSkos rodo, kad jos
priklauso ne tik nuo sasajos tarp atsitiktiniy vyksmy, bet ir nuo ju dispersiju
dydzio. I§ tikryju, pavyzdziui, jei viena i§ funkciju X(t) ar Y(t) mazai
nukrypsta nuo vidurkio, tai koreliacijos funkcijos vertés bus mazos
nepriklausomai nuo sasajos stiprumo tarp $iy funkciju.

Tuo tikslu kiekybinei sasajai tarp atsitiktiniy funkciju verciy
nusakyti naudojamos normuotos (santykinés) autokoreliacijos ir abipusés
koreliacijos funkcijos. Jos apibréziamos Sitaip:

r(r)=&?, (3.10.1)
(¢)

Ky (t, 1)
rxy(tl,tz)zxé—;z. (3.10.2)
X2y

Normuotos koreliacijos funkcijos r(t) ir er(tl,t2) vadinamos

atitinkamai autokoreliacijos ir abipusés koreliacijos koeficientais.

IS (3.9.5) ir (3.10.2) iSraiSky matyti, jei atsitiktinés funkcijos
susietos tiesine priklausomybe, tai sutampanciais laikais (7=0) ju abipusés
koreliacijos koeficientas bet kuriuo laiku t yra lygus 1. Jei atsitiktinés
funkcijos nepriklausomos, tai koreliacijos koeficientas lygus nuliui.
Vadinasi, galime pasakyti, kad koreliacijos koeficientas apibuidina tiesing
priklausomybg tarp vieno arba dviejy atsitiktiniy vyksmu funkciju verciuy
pasirinktais laikais.

Nuostovieji vyksmai X(t) ir Y(t), kuriy koreliacijos koeficientas tarp
X(t) ir Y(t+7), esant bet kokioms 7 vertéms, lygus nuliui, vadinami
nekoreliuotais.

IS anksciau nurodyty autokoreliacijos funkciju savybiy gauname
Sias autokoreliacijos koeficiento savybes:

D) r(m)=r(-1);
2) Ir(v)l<r(0)=1;
3) lim r(r)=0;

T—>©

4) TI‘(‘E)COS 2nfrdr>0. (3.10.3)
0
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Kalbant apie tolydziojo laiko atsitiktinius vyksmus ir koreliacijos
koeficiento priklausomybg nuo laiko 7, dar vartojamas terminas —
koreliacijos trukmé 7, apytiksliai nusakanti laiko intervala, kuriame
nagrinéjamojo vyksmo vertés yra koreliuotos (susietos), o uz §io intervalo,
t.y. vertés, nutolusios didesniais uz 7 laiko intervalais, yra nekoreliuotos

(nesusietos). Koreliacijos trukmé 7j iSreiSkiama taip:

T _% TRt = [r(z)de (3.10.4)
—o0 0
arba
=%% OEO ()t :ﬁo(jjk(r)dt. (3.10.5)
r(t)
1
N
AN
0 T« T

3.4. pav. Koreliacijos trukmés geometriné iliustracija.
Geometriskai koreliacijos trukmé lygi pusei pagrindo staciakampio,

kurio aukstis lygus r(0)=1 ir turinCiam ta patj plota kaip ir plotas, esantis
tarp kreivés r(t) ir abscisiy asies (3.4 pav.).

3.11. Nuostovieji ergodiniai vyksmai

Iki $iol tam tikros atsitiktinio vyksmo charakteristikos (momentai,
koreliacijos funkcijos ir kt.) buvo apibréziamos kaip atitinkami statistiniai
vidurkiai, t.y. kaip be galo didelio skaiciaus visiSkai vienody sistemy
ansamblio realizacijy vidutinés vertés. Taciau daugelio nuostoviyju siauraja
prasme vyksmuy ankSCiau minétas charakteristikas galime gauti
vidurkindami atitinkamus dydZzius, panaudodami pakankamai ilga viena
realizacija nuo laiko.
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Tokia galimybé fiziSkai yra pateisinama, nes nuostovusis
atsitiktinis vyksmas yra vienalytis laiko atzvilgiu: viena pakankamai ilga
nuo laiko realizacija gali turéti visa informacija apie atsitiktini vyksma.
Pavyzdziui, tarkime, kad 3.5 pav. pateikta tam tikra atsitiktinio vyksmo
realizacija. Jei ja padalysime i laiko intervalus T, kuriy ilgis gerokai virsija
Sio atsitiktinio vyksmo koreliacijos trukmg 7, tai tokio atsitiktinio vyksmo
vertes skirtinguose laiko intervaluose galime laikyti nepriklausomais. I§
kitos pusés, galime laikyti, kad atsitiktini vyksma kiekviename T intervale
kuria atskiri tapatingos prigimties atsitiktiniy vyksmy Saltiniai, t.y. lyg
turétume daug skirtingy realizacijy. Apie tokius nuostoviuosius vyksmus
sakoma, kad jie turi ergodisSkumo savybe.

X(t)

3.5 pav. Iliustracija laikinio ir statistinio vidurkinimo tapatumui apibudinti.

Neliesdami griezty matematiniy ergodinio vyksmo pagrindimu,
nurodysime, kad bitina ir pakankama nuostoviojo ergodinio vyksmo
prielaida yra ta, kad jo autokoreliacijos funkcija tenkinty §ia ribing salyga:

lim k(t) =0. (3.11.1)

T—>00

Vadinasi, apskaiCiuojant ergodiniy vyksmu charakteristikas,
statistini vidurkinima galime pakeisti vidurkinimu pagal laika vienos labai
ilgos realizacijos, biitent:

T
<Z(t)>= lim & [z(t)dt, (3.112)
¢ia Z(t) — tam tikra nuostoviojo ergodinio vyksmo charakteristika.

Pavyzdziui, atsitiktinio vyksmo X(t) vidurki, dispersija ir autokoreliacijos
funkcijg galime iSreiksti Sitaip:
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m, =x(t)= lim lef)x(t)dt, (3.113)
~[x()-m,J = Jim 1 JVO m,dt, (3.11.4)

ky(t)= [X(t) - mx][x(t +1)- mx] =
1

= lim —}[x(t)_mx][x(t+,c)_mx]dt (3.11.5)
Tow T 0

Cia brik$nys vir§ atitinkamo reidkinio atitinka simbolinj
vidurkinimo pagal laika zyméjima. Vadinasi, autokoreliacijos funkcija
galime apskaiciuoti dviem budais:

ky(t)= T T(Xl =My XXg =MW, (g, Xo, T)d XX (3.11.6)
arba o
k() = fim L [[x(0) = m, J[x(t + 7)— m, Jot. (.A17)
T—)OOT 0

Akivaizdziai matyti, kad, naudojant statistini vidurkinima su
tikimybés tankiu W,(X;,X,,7), reikia apskaiCiuoti dvilypi integrala, o
vidurkinant pagal laika — tik paprasta integrala.

3.12. Harmoninio vyksmo autokoreliacijos funkcija

Surasime harmoninio signalo autokoreliacijos funkcija:
s(t) = A, cos(ogt +9), (3.12.1)

kurio amplitudé A ir daznis w,=2nf yra pastoviis, o pradiné fazé ¢ kinta
atsitiktiniu budu tolygiai visame intervale nuo 0 iki 2, t.y. tikimybés tankis

W((p)=21—n. (3.12.2)

Sio vyksmo vidurkis lygus nuliui:
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mg =< s(t) >= A, < cos(o,t + @) >=
= A) <cosmytcos @ —sinmytsinp >=
= Ag[cos oyt < cos @ > —sin oyt < sing >] =0,

¢ia <cos@>=0 ir <sing>=0, nes visos ¢ vertés intervale [0, 2n] vienodai
galimos.
Tada $io signalo autokoreliacijos funkcija galime isreiksti Sitaip:

kg(t) =< s(t)s(t + ) >= A7 < cos(wyt + @)cos(wpt + 0yt + @) >= s 124
- %A@k cos T > + < cos(2myt + wyT +2¢) >] = %A@ COS W)T, (3-12.3)

nes < cos(2wot + )T+ 2¢9) >=0. Gavome, kad autokoreliacijos funkcija taip
pat yra harmoniné funkcija, turinti ta pati perioda (ciklini dazni
®o=2nf) kaip ir pradinis signalas. Skirtingai nuo atsitiktinio vyksmo,
harmoninio signalo autokoreliacijos funkcija, kai 700, neartéja i nulj. Si
savybé ir panaudojama iSskirti silpna harmonini signala S(t) i$
intensyvesnio atsitiktinio signalo X(t) fono.

Cia taip pat nurodysime, kad harmoninis signalas, nors ir yra
nuostovusis vyksmas, taciau jis néra ergodinis, nes lim k(1) neartéja i nulj,

T—>0

todél jam bendruoju atveju statistinio vidurkinimo negalime pakeisti
vidurkinimu pagal laika.

3.13. Vienmacio tikimybés tankio radimas

Tikimybé nuostoviajam vyksmui X(t) patekti i intervalg [X, X+AX]
lygi vienmaciam tikimybés tankiui w(X), padaugintam i§ intervalo plocio Ax
Todél daznai vienmatis tikimybés tankis dar vadinamas amplitudziy
skirstiniu. Panagrinésime realizacija, kuri parodyta 3.6 pav.

Tikimybeg, kad atsitiktinio vyksmo X(t) vertés pateks i intervala nuo
X iki X+AX, galime surasti skaiCiuodami santyki Ty/T, ¢ia T, =2 At —

1

suminé atsitiktinio vyksmo X(t) buvimo intervale [X, X+AX] trukmé. Kuo
didesné bendra realizacijos trukmé T, tuo santykis Ty/T tiksliau atitiks
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X(t)

X+ AX

AV
At Aty Atj Aty Ats Alg  t

3.6 pav. Vienmacio tikimybés tankio radimas.

nagrinéjamojo vyksmo tikimybe patekti { intervala [X, x+Ax]. Sj tvirtinima
galime uzraSyti taip:

P[x < X(t) < x+ Ax] = lim%zw(x)Ax. (3.13.1)

T—>o
IS cia
P[x < X(t) < x + Ax]
AX

W(X) =~

arba ribiniu atveju, kai AX—0, gauname:

w(X) w(X) w(x)

A9 0 Apx 0 X 0 X

a) b) c)

3.7 pav. Tikimybés tankio grafikai: a) harmoninio signalo X(t)=Ajcos ot;
b) harmoninio signalo ir atsitiktinio vyksmo sumos; c) atsitiktinio vyksmo.
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. Px<X@®)<x+Ax] .. .. T,
=1 =1 | . 3.13.2
W) A;E}o AX A;TOTEEQTAX ( )

Vadinasi, nuostoviojo vyksmo vienmacio tikimybés tankio radimas
nusakomas santykio Ty/T radimu. Gali biti labai jvairlis santykio Ty/T
radimo biidai. Vienas i§ paprasciausiy budy — tai santykio Ty/T nustatymas
pagal elektrinio vamzdelio Svytéjimo ryski, nesant skleidimo.

3.7 pav. pavaizduoti kai kuriy vyksmy tikimybés tankiai.

Kaip iSplaukia i§ normavimo salygos, bendras plotas tarp wW(X)
kreivés ir abscisiy asies turi buti lygus 1.

3.14. DidZiyjy skai¢iy désnis

Nagrinédami atsitiktini ivyki A, kurio tikimybé P(A), apskritai
negalime i$ anksto pasakyti, ar jvykis A ivyks, ar nejvyks nagriné¢jamajame
eksperimente. Bet, kai tikimybé P(A) yra artima 1 arba 0, jau daugiau
galime pasakyti apie jo ivykima arba nejvykima atskirame eksperimente.
Jei P(A)=0,01, tai jvykis A vidutiniskai jvyks viena karta i§ 100 bandymu.
Jei P(A)=0,99, tai i§ 100 bandymy jvykis A vidutini§kai nejvyks tik viena
karta. Vadinasi, pirmuoju atveju jvyki A galime laikyti praktiskai negalimu,
o antruoju — praktiskai bitinu.

Ivykiai, kuriy tikimybés artimos 1 arba 0, pasitaiko tiriant daugelj
atsitiktiniy reiskiniy. Tegul atlieckame kazkokio fizikinio dydzio n
nepriklausomy matavimy. Kiekvieno matavimo rezultata X; galime
nagrinéti kaip atsitiktini dydi, kurio vidurkis m ir dispersija o2
Apskai¢iuosime matavimo rezultaty aritmetinio vidurkio

A—i—l(x + Xy + +x)—l§‘,x- (3.14.1)
- n - n 1 2 cee n - n i:1 i . .
statistinj vidurkj my ir dispersija 6§ . Akivaizdu, kad
12 nm
mXZM(A)ZM ﬁzxi ZTZm. (3142)
i=l

Skaiciuojant atsitiktinio dydzio A dispersija, ji centruojame:
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M
230

Il
—

>o
1l
S|

¢ia X; =X; —m. Tada
oy =D(A)= M[Az] =M &ij
i=1

Vadinasi, n nepriklausomy, vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy
dydziy aritmetinio vidurkio dispersija yra n karty mazesné uz kiekvieno

2 2

2
n
-9 9 (3143)
n

(o2
n2

dydzio dispersija, o vidutinis kvadratinis nuokrypis — Jn karty mazesnis
uz kiekvieno dydzio vidutini kvadratini nuokrypi. Kai n didelis, tai
dispersija yra maza, t.y. atsitiktinis dydis A yra beveik pastovus ir lygus m.

Apskritai, kai tiriame daug atsitiktiniy reiskiniy, konkrettis atskiry
atsitiktiniy reiskiniy ypatumai daznai beveik neturi jtakos tokiu reiSkiniu
vidutiniam rezultatui: atsitiktiniai nuokrypiai, pasitaikantys atskirais
atvejais, vieni kitus iSlygina. Vidurkiy pastovumas ir sudaro vadinamojo
didziyjuy skaiciy désnio turinj placiaja prasme.

Nagrinéjant matematisSkai, didziyju skai¢iy désnis yra susijes su
atsitiktiniy dydziy konvergavimo savokomis. ApibréSime tiksliau Sia
savoka. Tarkime, kad {X,} yra bet kokiy atsitiktiniy dydziy seka.
Pazymékime jos dalines sumas

Jei egzistuoja tokia realiyjy skaiCiy seka m, ir tokia teigiamy
skaiciy seka n, kad

konverguoja pagal tikimybg | 0, tai sakoma, kad seka {X,,} tenkina didZiujy
skai€iy désni su normavimo konstantomis my, ir n.
Tai galime apibrezti ir taip:

Atsitiktiniy dydziy Y, seka konverguoja pagal tikimybeg i 0, kai bet
kuriam >0 galioja lygybé
lim P(IYn| >¢g)=0 .
n—oo
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Sis apibrézimas nereiskia, jog atsitiktinis dydis Y, konverguoja i
nulj klasikine prasme. Jeigu atsitiktiniy dydziy Y, seka konverguoja pagal
tikimybe i nulj, tai i§ to dar neseka, kad kiekvienam € galima rasti toki
baigtinj n=n,, kad visiems n>n; biity patenkinta nelygybe |Y,<e. I§
konvergavimo pagal tikimybe iSplaukia tik, kad ivykio |Y,|>€ tikimybeé

artéja i nulj, kai n—oo,

Cebysevo nelygybe.

Aptariant atsitiktiniy dydziy dispersija ir vidutini kvadratini
nuokrypi, nurodéme, kad Sios charakteristikos apibuidina atsitiktinio dydzio
veréiy sklaida, t.y. nuokrypi nuo vidurkio. Taciau jos tiesiogiai neduoda
kiekybiniy iverCiy, su kokia tikimybe galimi dideli nuokrypiai. [ $§i
klausimg atsako Cebysevo nelygybé. Be to, §i nelygybé sudaro didziujy
skai¢iy désnio pagrinda. CebySevo nelygybés jrodyma pradésime nuo
atsitiktinio dydzio X dispersijos iSraiskos:

o2 =3 (x —m Pp;. (3.14.4)
i=1

Imkime bet kurj teigiama skaiciu €. Jei dispersijos iSraiSkoje
(3.14.4) atmesime visus narius, kurie |Xj—m,|<g, ir paliksime tik tuos, kurie
IXj—my[>€, tai lygybés (3.14.4) deSinés pusés suma tik sumazeés, t.y.

Si suma dar labiau sumazés, jei dydj (X;-my)? pakeisime maZesniu

dydziu €2:
2.2
oy2&" 2P
‘Xi_mx‘>a
arba
2
Oy
-2 2P
€ X —my|>€

Cia po sumos zenklu yra atsitiktinio dydzio tikimybés,
nurodancios, kad atsitiktinio dydZzio X vertés X; nukrypsta nuo vidurkio my {
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viena ar kita pus¢ dydziu, didesniu uz e. Pagal tikimybiuy sudéties
(sajungos) taisykle $i tikimybiy suma atitinka tikimybe, kad atsitiktinis
dydis X igys kokia nors vertg, nutolusia nuo vidurkio daugiau uz e, t.y.
apibiidina tikimybe

P(X —m/|>e)> > p- (3.14.5)
[x; —my|>e
Vadinasi,
2
P(X —m,|>g)< X, (3.14.6)
€

Gautoji nelygybé vadinama CebySevo nelygybe. Ji leidzia jvertinti
tikimybe, kad atsitiktinis dydis X nukryps nuo vidurkio daugiau uz
nurodyta dydj &, jei tik yra Zinoma dydzio X dispersija.

Pavyzdys. Jei matuojamojo kabelio ilgio vidurkis lygus 200 m, o
vidutinis kvadratinis nuokrypis lygus =5 m (c2=25 m?2). Tada vieno
matuojamojo kabelio ilgio nuokrypio, didesnio uz 3 m, tikimybé yra
didesné uz 1/2 (tiksli tikimybés verté gali biiti apskaiciuota tik zinant
tikimybiy skirstini). Ta¢iau 100 kabeliy ilgiy aritmetinio vidurkio vidutinis
kvadratinis nuokrypis, kaip tai buvo parodyta ankS¢iau (zr. formulg
(3.14.3)), bus V100=10 karty mazesnis, negu atskirai paimto matavimo
rezultato, t.y. jis bus 0,5 m. Todél pagal CebySevo nelygybe (3.14.6)

2
P(]A—2OO|>3)SM:%zO,O3 .

32

Vadinasi, nuokrypio nuo 100 matavimy rezultaty aritmetinio
vidurkio, didesnio uz 3 m, tikimybé yra labai maza. Siuo atveju Cebysevo
nelygybe galime uZzrasyti taip:

o
P(A-m>e)< 2, (3.14.7)

en
¢ia o2 — vieno matavimo rezultato dispersija. Anks¢iau aptartam

pavyzdziui gauname:

25
P(A-200> ¢)< e
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Dydi € galime parinkti maza, pavyzdziui, €=0,5 m, tada

P(A—200>0,5)< 1%,

Jei matavimy skaicius n yra labai didelis, tai nelygybés deSiné pusé
gali buti kiek norima maza. Pavyzdziui, kai n=10000, ji lygi 0,01.

DidZiyjy skaiciy désnis.

Tokiu buidu, i§ anksciau pateikty rezultaty, galime apibrézti vieng i$
pagrindiniy tikimybiy teorijos teoremuy, taip vadinama didziyju skaiciuy
désnj:

Jei atsitiktiniai dydziai X;,...,X,, yra nepriklausomi ir jie turi ta patj

vidurki m ir dispersija 62, tai aritmetinis vidurkis
S

>
A:_n:i:l .

n n
esant pakankamai dideliems n, su tikimybe 1 kiek norima mazai skirsis nuo
statistinio vidurkio m.

(3.14.8)

Sio désnio esme sudaro tai, kad didelio skai¢iaus atsitiktiniy dydziy
aritmetinio vidurkio rezultaty sklaida yra labai nedidelé, kai tuo tarpu
atskiras atsitiktinis dydis gali igyti vertes, labai nutolusias nuo statistinio
vidurkio. Didziyjy skai¢iy désnis yra gana svarbus praktisSkai taikant
tikimybiy teorija. Kai jis tinka, su atsitiktiniais dydziais, kurie yra didelio
skaiCiaus atsitiktiniy reiskiniy vidutiniai rezultatai, dazniausiai galime
atlikti veiksmus kaip su pastoviaisiais dydziais.

Iki Siol nagrinéjome atveji, kai atsitiktiniai dydZiai Xi,...,Xp turéjo
ta pati vidurki ir ta pacia dispersija. Taciau didziyjy skaiciy désnis taikomas
ir esant gerokai bendresnéms prielaidoms. Tarkime, kad nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy Xy, ..., X, vidurkiai yra skirtingi ir lygls my, ..., mp,

atitinkamai ju dispersijos yra taip pat skirtingos: 0'12 , ., o.. Tada
atsitiktinio dydzio

Sp 10D
A=—T==—%X;
n ng'
. . 12
vidurkis m==>>m,
Nisi




Pagal Cebysevo nelygybe galime uZrasyti, kad
o2
WA—mpugszg (3.14.9)
¢ia ci\ — atsitiktinio dydzio A dispersija:

1 1<
oi=—(ot vl tral)=—= 0t
n n™ 53
Nors dispersijos Giz yra skirtingos, taCiau laikysime, kad jos yra
apibréztos, t.y., kad kiekviena i§ ju yra maZzesné uz tam tikra teigiama

skaiiy (5% : csiz < 03 , tada

Q
5|8,

2 1 2
Ga <n—2n60—

I§ ¢ia Cebysevo nelygybe (3.14.9) isreiskiame taip:
o2
P(A-m|>g)<—2%. (3.14.10)

ng?

Nepriklausomai nuo to, koks parinktas mazas dydis &, deSing
nelygybés pus¢ galime gauti kiek norima maza, jei tik atsitiktiniy dydziy

skaiCius n bus pakankamai didelis.

Dabar galime apibrézti gerokai bendresnj didziyjy skaiciy désni:

Jei atsitiktiniai dydziai Xj,...,X, yra nepriklausomi, o ju kiekvieno
dispersija nevirSija tam tikro teigiamo dydzio, tai, esant pakankamai
dideliam atsitiktiniy dydziy skaiciui n, ju aritmetinis vidurkis

A=Lsx
ng

su tikimybe, kiek norima artima 1, turés, kiek norima, mazus nuokrypius
nuo statistinio vidurkio m.
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Bernulio didZiyjy skaiciy désnis.
Simboliu  {X,=k/n} pazymeékime seka diskreciyjy atsitiktiniy
dydziy, kuriy tikimybés aprasomos Bernulio (binomine) formule:

P[Xn=%)=cﬁpk(l—p)”"‘, (3.14.11)

¢ia 0<p<I, o k igyja vertes 0, 1, 2, ...., n. Kadangi binominio skirstinio
atveju, kad i§ n bandymu jvykis A, kurio tikimybé lygi p, pasikartos k kartuy,
vidurkis

M(k)=np,
tai atsitiktinio dydzio X,;=k/n vidurkis

M(Xn)=M(%)=%=p, (3.14.12)
t.y. vidurkis M(X,)) lygus ivykio A pasirodymo tikimybei.
Bernulio didziyjy skaic¢iy désnis apibréZiamas taip:

Bernulio formule (3.14.11) apibrézta atsitiktiniy dydziy seka
{X,—p} pagal tikimybe artéja { nulj, t.y. kiekvienam >0
lim P(]Xn—p|>8)=0 (3.14.13)
n—o0

IS pradziy apskaiciuosime atsitiktinio dydzio X, dispersija:

ci:M[Xn—M(Xn)]Z:M(%_pjzz
_M(k=np) _np(—p)_ p(-p)

n’ n’ n

(3.14.14)

Bernulio didZiyjy skai¢iy désnj jrodome, pasinaudoje Cebysevo
nelygybe:
P(|Xn—mx|>s)=P(|Xn—p|>s)£M<L. (3.14.15)

ne? ne?

I8 Sios nelygybés ir seka, kad
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lim P(X, - p|> £)=0.
n—oo
Kadangi santykis k/n yra jvykio A statistinis daznis, tai Bernulio
didziyjy skaiCiy désnis tvirtina: jeigu n yra pakankamai didelis, tai
tikimybé, kad ivykio A statistinis daznis skirsis nuo ivykio A tikimybés p,
yra artima nuliui.

Pastaba. Atkreipsime démesj | vieng ypatingg aplinkybe. Tarkime,
kad matuojame tam tikrgq dydi a. Pakartoj¢ vienodomis salygomis n karty
matavimus, gausime tam tikrus nevisiSkai sutampancius skaicius: Xy, Xy, ...,

Xp. Kaip dydZio a apytiksle vertg imame aritmetinj vidurkj

Ly
a=—2Xx.
Nic

Klausimas: Ar galima gauti kiek norima tikslia verte a, jei atlikti
pakankamai dideli matavimy skaiciy?

Taip bus tik tada, jei matuojant néra sisteminés matavimo
paklaidos, t.y. jei

M(Xp)=a (kaii=I,2, ....n)

ir jei paCios matavimy vertés neturi neapibrézties; kitais Zodziais tariant,
kad matuojant atskaitome tas prietaiso parodymo vertes, kurias i$ tikryju
turi matuojamasis dydis. Jei matavimo prietaiso rodmens paklaida yra
skalés padala 6, akivaizdu, kad Siuo atveju aritmetinis vidurkis turés ta
pacia paklaida 6 kaip ir kiekviena iSmatuotoji verte X;.

Vadinasi, jei prietaiso matavimo paklaida yra tam tikras dydis 9, tai
taikant didziyju skaiciy désni, t.y. didinant matavimy skaiciy n, néra ko
tikétis padidinti matavimo tiksluma — matavimo paklaida apraso atsitiktiniy
dydziy sumos parametry ivertinimo tiksluma, taciau nepadidina matavimo
prietaiso tikslumo.

3.15. Centriné ribiné teorema

Centringje ribingje teoremoje nagringjamos salygos, kurioms esant
atsitiktiniy dydziy suma yra pasiskirsCiusi pagal normalyji skirstini.
Praktikoje Sios salygos biina gana daznai iSpildytos, todél normalusis
skirstinys yra labai svarbus. Normaliuoju skirstiniu pavyksta gerai aprasyti
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atsitiktiniy dydziy suma, kai ji gaunama sumuojant pakankamai didelj
skai¢iy nepriklausomy (arba silpnai priklausomu) atsitiktiniy dydziy, kuriy
kiekvieno jtaka sumos skirstiniui yra nedidelée. Siuo atveju démeny
tikimybiy skirstiniai gali biiti jvairts, net ir visy skirtingi. Kaip tik tokia
situacija ir yra tipiska, stebint realius fizikinius atsitiktinius dydzius.

IS to, kas Cia pasakyta, negalime daryti iSvados, kad bet kokiy
atsitiktiniy dydziy suma galime laikyti pasiskirsCiusia pagal normalyji
skirstini. Jei nagrinésime atsitiktiniy dydziy suma, kurioje dominuoja
vienas arba keli atsitiktiniai dydziai, tai tokios sumos tikimybiy skirstinys
gali gerokai skirtis nuo normaliojo skirstinio. Atsitiktiniy dydziy, apraSomy
skirstiniais, kuriems neegzistuoja momentai, suma taip pat netenkina
normaliojo skirstinio. Pavyzdziui, atsitiktiniy dydziy, turin¢iy Kosi
skirstinius, suma visados turi taip pat KoS$i skirstinj ir neaprasoma
normaliuoju skirstiniu. Yra ir dar keletas i§imciy.

Cia pateiksime tik viena i§ centrinés ribinés teoremos jrodymuy. Ju
yra gana daug ir jvairiy tiek apibrézimo prasme, tiek ir ju irodymo buduy.

Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai X;, X,, ..., X, yra nepriklausomi
ir turi vienodus skirstinius su vienodais vidurkiais my=m ir vienodomis

. .. . ) 2
dispersijomis 6j =c~.

Sudarome $iy atsitiktiniy dydziy suma:
n
S =X+ Xy +. 4+ X, =2X; (3.15.1)
i=1
ir apskai¢iuojame jos vidurkj ir dispersija:
n
M(Snx)zM[ZXijznm (3.15.2)
n n 2 2
D(S,,) = M(Z xij _ M[Z(é@i —m)} Cnet. (3153)
i i=1
UZraSome normuotg suma

St =M S(X-m).  (3.154)

1 n
S, = = ZX-—nm}z—
) ovn c«/ﬁ[m ' ovni=1

IS pastarosios lygybés turime, kad
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M(S,)=0, D(Sy)=M(s?)=c3 =1. (3.15.5)

Centriné ribiné teorema: Kai n—oo, normuotos sumos S,
tikimybiy pasiskirstymo funkcija Fg,(X) artéja prie normaliojo skirstinio,
kurio vidurkis m=0 ir dispersija 62=1, pasiskirstymo funkcijos
Xy

%%an(x)zﬁje 2dy, (3.15.6)

arba kurios charakteringoji funkcija

=

lim O ( ) e 2.

n—oo

Vienas efektyviausiy, nagrinéjant atsitiktiniy dydziy sumos
tikimybiy skirstinius, yra charakteringyju funkcijy taikymas.
UZzraSome centruotojo atsitiktinio dydzio (Xj—m) charakteringaja

funkcija:
®i(u)='\/|(ej“(x“m)) 14y A M it “" uk; (3.15.7)
k=2

cia p = M[(Xi—m)k] — atsitiktinio dydzio X; k-tos eilés centriniai
momentai (sumavimas pradedamas nuo k=2, nes p;=0).

Tada normuoto atsitiktinio dydzio (X; - m)/ (cx/ﬁ ) charakteringoji
funkcija lygi

. Xi—m
u u= 7 T
O ——|=M oNn 1+ u® . 3.15.8
I[G\/Ej {e } kzzc Knk/ 2k ( )

Kaip buvo parodyta anksiau, nepriklausomuy dydziy sumos
charakteringoji funkcija lygi atskiry démenuy charakteringyju funkcijy
sandaugai, o kai Sie atsitiktiniai dydziai turi vienodus tikimybiy skirstinius,
ji iSreiSkiama Sitaip:
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© )= Q(afj ( ) -k “kv)n_

— l_u_2_ J/u3 ? + lu4u4 _
2n  60°n*’?  24c*n* )’

¢ia pasinaudojome lygybe p,=c2, ty. kad antros eilés vienmatis centrinis

(3.15.9)

momentas yra dispersija. Kai n—»w, gauname 1° neapibrézti. Sios
neapibrézties iSaiSkinimui iSnagrinésime normuotos atsitiktiniy dydziy
sumos charakteringosios funkcijos ®g,(U) logaritma:

2

. 5 4
ln[®sn(u)]:nln(l—u— I, A —] (3.15.10)

2n 60°n2 | 240'n?

Isdéstome $§i logaritma eilute [In(1+y)=y]:

2

. 4
u ju’ MU
In[®, (U)|=——- + —.. . 3.15.11

[ Sn( )] 2 6O_3n1/2 240_4n ( )

Kai n—o0, gauname

2

limn[©, (u ]—“7 , (3.15.12)
i$ ¢ia
lim®g (u)=e 2. (3.15.13)

Gautoji iSraiSka atitinka normaliojo skirstinio charakteringaja
funkcija

kai m=0 ir 62=1. Taigi gavome normalyji skirstinj, kurio parametrai m=0 ir
o2=1. Todél galime uzradyti, kad atsitiktiniy dydziy normuotos sumos S,
tikimybés tankis W(S,) ir pasiskirstymo funkcija Fg(X) turés Sias iSraiSkas:
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limw (S,)= e 2 (3.15.14)

2

lim F, je T2 dy. (3.15.15)

2 1 X

—— [e

R O V2 i «/27r -

Imkime, kad s; ir s, yra bet kurie skaiiai: $;<S,. Tada i$
pastarosios lygybés galime uzraSyti:

2

1 %5
lim P(s; <S,, <s,) = lim[F(s,)— F(s)]= e 2dx. (3.15.16)
fim Pls <5, <5:) = [ )~ (s

I$ (3.15.4) ir (3.15.16) turime:

S, —nm
P(s,<S,<s =P(s <”X—<sj.
(1 n 2) 1 ()'\/ﬁ 2

Ivede zyméjimus:
X 2516\/ﬁ+nm, Xy =520«/ﬁ+ nm, (3.15.17)

lygybe (3.15.16) galime uzraSyti tokiu pavidalu:

2
, 1 % -5
lim P(s; < S, <S,)=——=[e 2 dx ; 3.15.18
oo ( 1 nx 2) m S{ ( )
¢ia Sy ir S, apskaic¢iuojami pagal formules (3.15.17). Vadinasi, atsitiktinis
dydis Sy, , apibréZtas formule (3.15.1), yra asimptotiSkai normalusis, kurio
vidurkis lygus nm, o dispersija lygi nc=.
Visiskai panaSiai galime jrodyti ir bendresni atveji, kai
sumuojamieji atsitiktiniai dydziai turi skirtingus skirstinius ir atitinkamai
skirtingus vidurkius ir dispersijas.
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4. MATEMATINES STATISTIKOS ELEMENTAI

4.1. Bendrosios Zinios

Skaitiné¢ arba kiekybiné informacija — tai duomenys, o statistika
yra duomeny rinkimo, sutvarkymo ir analizavimo mokslas. Duomenys — tai
daugybé atskiry fakty, kurie sudaro statisting informacija. Jei pradiniai
duomenys yra iSkreipti, tai iSvados, padarytos remiantis tokiais
duomenimis, teturi menka vertg arba neturi jos i$ viso.

Atrodyty, kad rinkti duomenis yra labai paprasta, taciau taip néra.
Surinkti patikimus ir naudingus duomenis — tai dazniausiai pats sunkiausias
statistinio tyrimo etapas. Kiekvienas statistinis teiginys tiesiogiai ar
netiesiogiai apibiidina tam tikra individy ar objekty grupg. Statistikoje Sis
individy ar objekty reiskinys vadinamas aibe (kartais populiacija). Tiksliai
apibiidinti tiriamaja aibg yra bitina, kad Zzinotume apie ka kalbame.
Atrodyty, kad tai savaime suprantamas dalykas, taCiau daznai tai
nepadaroma — kartais dél nertipestingumo, kartais dél to, kad is tikryjy to né
neimanoma padaryti. Pavyzdziui, kas turima galvoje, kai sakoma “Lietuvos
gyventojai”’. Ar Cia iskaitomi Lietuvoje laikinai gyvenantys uzsienieCiai, ar
iskaitomi Lietuvos gyventojai, kurie Siuo metu yra iSvyke i kitas Salis?
Klausimy gali buti ir daugiau.

Matematiné statistika nagringja stebéjimo duomeny matematinio
apraSymo ir analizavimo budus.

Tipiskas matematinés statistikos uzdavinys gali biti nusakytas
Sitaip. Sakysime, kad turime aibg objekty, kuriuos tiriame pagal kuriuos
nors pozZymius, o pacius poZymius galime apibiidinti skaiciais. Visa
tiriamyju elementy aibg iprasta vadinti visuotine aibe, arba tiesiog aibe, jei
§io termino vartojimas auk$¢iau minétaja prasme nekelia abejoniy.
Visuotinés aibés elementus galime tirti {vairiy poZymiy atzvilgiu. Paprastai
tiriamojo poZymio pasiskirstymas visuotingje aib¢je néra Zinomas. Norint ji
nustatyti, reikéty istirti visus $ios aibés objektus. Toks tyrimas vadinamas
iStisiniu tyrimu. Tai gali pareikalauti daug darbo ir 1éSy, o kartais toks
tyrimas i§ principo néra galimas. IStisinio tyrimo alternatyva yra
pasirinktinis tyrimas, ty. elgiamasi Sitaip: atsitiktinai parenkama
visuotinés aibés objekty dalis, iStiriamas reiskinio pozymio pasiskirstymas
tame poaibyje ir i§ jo sprendziama apie to pozymio pasiskirstyma
visuotinéje aibéje. Statistikoje baigtinis poaibis, sudarytas is visuotinés
aibés elementy , vadinamas imtimi. Imtis daznai apibréZiama ir taip:
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Statistiniam tyrimui pasirinkta tiriamujy objekty
dalis vadinama imtimi.

Taikant matematinés statistikos metodus, galima jvertinti tiriamojo
pozymio pasiskirstyma visuotingje aib&je, kai zinomas pozymio
pasiskirstymas imtyje. Matematinés statistikos metodai tinka tik tada, kai
imtis yra reprezentatyvi, t.y. kai ji teisingai atspindi tiriamojo pozymio
galimy verCiy proporcijas visuotingje aibéje. Imti galima sudaryti jvairiai.
Galima atsitiktinai paimti kurj nors visuotinés aibés objekta, po to grazinti
ji 1 visuoting aibg ir toliau vél atsitiktinai paimti bet kurj tos aibés objekta.
Taciau galime kiekvieno parinkto objekto i visuoting aib¢ nebegrazinti.
Parinkimai gali buti nepriklausomi ir priklausomi.

Matematinéje statistikoje stengiamasi imtis apraSyti atsitiktiniy
dydziy terminais ir parametrais. Papras¢iausiu atveju tinka $itokia schema.
Tiriame atsitiktini dydi su nezinoma pasiskirstymo funkcija. Stebime ta
dydi n karty. Gauname # steb¢jimo duomenuy — imtj. I§ jos reikia spresti
apie nezinoma pasiskirstymo funkcija. DidZzioji dalis klausimy, kuriuos
tenka spresti matematinéje statistikoje, yra dvieju tipu.

1) Iverciy teorija. Jos tikslas nurodyti buidus, kuriais galima biity
ivertinti stebimy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcija arba kitas
skirstiniy charakteristikas: vidurki, dispersija ir pan. Daznai, remiantis
kokiais nors teoriniais samprotavimais ar praktine patirtimi, galima teigti,
kad pasiskirstymo funkcija yra zinomo analizinio pavidalo, bet priklauso
nuo vieno ar keliy nezinomy parametry. Reikia jvertinti tuos parametrus.

Pavyzdys. Metame losimo kauliuka. Realiis loSimo kauliukai néra
visiSkai simetriski. IS steb¢jimo duomeny, pavyzdziui, reikia jvertinti
keturiy akuciy atsivertimo tikimybe p. Suprantama, i§ stebéjimo duomeny
negalime tiksliai nusakyti nezinomu skirstiniy charakteristiky, galime tik
apytiksliai jas jvertinti.

2) Hipoteziy tikrinimas. Bet kokia prielaida apie stebimojo
atsitiktinio dydzio skirstini vadinama (statistine) hipoteze. Reikia patikrinti,
ar stebéjimo duomenys nepriestarauja tai prielaidai. Hipotezé H vadinama
paprastgja, kai ji yra sudaryta i§ vieno elemento, ir sudétinggja, kai ji
sudaryta i$ daugiau elementy. Tikrinamoji paprastoji hipotezé dar vadinama
nuline hipoteze Hy. Priesingoji hipotezé vadinama alternatyva.

Griskime prie minéto pavyzdzio apie lo§imo kauliuka. Hipotezé¢ —
ketvertuko atsivertimo tikimybé ps=1/6 (kauliukas simetriskas) — yra
paprastoji, jos alternatyva yra p4#1/6. Hipotezé ps>1/6 yra sudétingoji.
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4.2. Imties elementy grupavimas ir vaizdavimas

Dazniausiai imti sudaro skaiciai — kuriy nors atsitiktiniy dydziy
vertés, kurias Zymésime X1, X2, ..., X.

Pavyzdys. Tris visiSkai vienodus loSimo kauliukus metéme 75
kartus (n=75). Kaip atsitiktini dydi nagrinésime kieckvieno metimo triju
losimo kauliuky atsivertusiy akucéiy suma s;, kuri gali kisti nuo 3 iki 18.
4.1 lenteléje surasyti Siy bandymy duomenys.

4.1 lentelé. Triju loSimo kauliuky atsivertusiy akuciy
sumos s; bandymy duomenys.

Atsivertusiy akuéiy suma

Eil. Si Eil. SZ Eil. SZ Eil. Si Eil. Si
Nr. | verté¢ | Nr. | verte | Nr. verte | Nr. | verte | Nr. | verté

12 16 10 31 8 46 11 61 13
16 17 11 32 7 47 13 62 9
3 11 18 9 33 11 48 11 63 11

o =

4 18 19 13 34 11 49 64 13
5 9 20 10 35 14 50 65 8
6 10 21 10 36 6 51 9 66 8

O o0

7 14 22 13 37 11 52 12 67 10
23 15 38 13 53 13 68 7
9 12 24 11 39 10 54 13 69 10

o]
o]

10 12 25 9 40 9 55 12 70 9
11 11 26 14 41 11 56 10 71 10
12 10 27 10 42 10 57 10 72 8

13 11 28 12 43 58 14 73 15
14 10 29 12 44 9 59 14 74 11
15 4 30 10 45 12 60 12 75 10

=)
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4.1 lentel¢je pateikti skaiiai — tai nesutvarkyta informacija.
Remiantis tokia nesutvarkyta informacija, sunku daryti kokias nors iSvadas,
ypac, kai skaiCiy yra Simtai ir tiikstanciai. Kaip glaustai perteikti visa Sioje
lenteléje esancia informacija? Pirmasis biidas sutvarkyti duomenis —
iSdéstyti juos didéjimo tvarka. Didéjimo tvarka iSrikiuota imtis vadinama
sutvarkyta imtimi. Tolimesnis imties tvarkymo veiksmas — imties
grupavimas, t.y. pateikti imties duomenis ju pasikartojimo dazniy lentele.
4.2 lenteléje pirmame stulpelyje nurodytos akuciy sumos s; igyjamos vertes
(kitais atvejais, ypaC kai galimy verciy skaicius yra didelis, grupavimo
intervalai, arba grupavimo intervaly centrai), antrame stulpelyje — imties
verCiy pasikartojimo daznis n; (arba i intervala patekusiyu duomeny
skaiCius), o treCiojoje — imties veréiy pasikartojimo santykinis daznis
vi=n;/n (¢ia n — bendras imties duomeny skaicius). IS Sios lentelés matome,
kad 16 karty trijy loSimo kauliuky atsivertusiy akuc¢iy suma buvo lygi 10; 8
kartus ji buvo lygi 13, né karto akuciy suma nebuvo lygi 3, 5 ir 17 ir pan.
Kartais patogiau pasikartojimo daznius #; pateikti ne konkreciais skaiciais,
o santykiniais dazniais v/=n;/n, kurie dar gali buti iSreiSkiami procentais:
vi-100%.

4.2 lentelé. 4.1 lentelés duomenu pasikartojimo lentelé
(santykinis daznis pateiktas 0,001 tikslumu).

Akuciy | Pasikartojimy | Santykinis | Akuciy | Pasikartojimy | Santykinis
suma s; daznis n; daZznis v; | sumas; daznis n; daznis v;
4 1 0,013 12 9 0,120
6 1 0,013 13 8 0,107
7 2 0,027 14 5 0,067
8 6 0,080 15 2 0,027
9 10 0,133 16 1 0,013
10 16 0,213 18 1 0,013
11 13 0,173

Nors 4.2 lentel¢ yra gerokai akivaizdesné uz 4.1 lentelg, taciau
norétysi dar akivaizdesnio imties duomenu pateikimo. Todél statistiniai
duomenys labai daznai vaizduojami grafiSkai. Grafinis imties vaizdas yra
diagrama arba histograma. 4.1 pav. pateikta taip vadinamoji stulpeliné
diagrama, t.y. stulpeliais parodyta pasikartojimo daznio n; priklausomybé
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nuo atsivertusiy akuciy sumos s;. Stulpelio aukstis atitinka skaiCiy n;,
pastarasis kartais uzraSomas vir$ stulpelio.

ni 18
161
14+
12+
10+

S B> ®

4 6 78 91011121314151617 18

S

4.1 pav. Imties duomeny pasikartojimo dazniy stulpeliné diagrama.

Vi 0.257

0.27

0.157

0.17

0.05¢

4 6 78 91011121314151617 18

S

4.2 pav. Imties duomeny histograma.
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Kai nubraizyto stulpelio aukstis lygus santykiniam dazniui v;, tai
gautasis grafikas (4.2 pav.) vadinamas histograma. Akivaizdu, diagrama ir
histograma skiriasi tik vertikaliosios aSies masteliu. Histograma yra vienas
paprasCiausiy ir labai paplitusiy statistiniu duomeny pateikimo budy.
Statistikoje histogramos vartojamos dazniau nei diagramos, nes skirtingo
duomeny skaiciaus diagramas daug sunkiau tarpusavyje palyginti negu
histogramas. Histogramos rodo, kokiomis proporcijomis duomenys
pasiskirste pasirinktuose intervaluose. Vos zvilgteléje 1 ja (4.2 pav.), i§
karto matome bendra vaizda.

Jei atsitiktiniai dydziai yra diskretieji, tai braizant histogramos
stulpelius, tarp ju yra tam tikri tarpai. Kai atsitiktiniai dydziai yra tolydieji,
tada tarp ju grupavimo elementy tarpy néra ir gretimi histogramos stulpeliai
lieciasi vienas su kitu. Kai verté patenka tiksliai ant dviejy stulpeliy ribos,
tai ji dazniausiai, jei nenurodyta atskirai, priskiriama prie deSiniojo
stulpelio.

Kai duomeny intervaly skaiCius yra nedidelis, kitas daznai
naudojamas santykiniy dazniy (dazniausiai iSreikSty procentais)
vaizdavimo biidas yra skrituliné histograma. Skrituliné histograma ypac
daznai vartojama pateikiant gyventoju suraSymo duomenis, juos
apibtidinant tam tikrais pozymiais.

4.3. Im¢iy charakteristikos

Cia aptarsime kai kurias im¢iy charakteristikas.

Imties plociu vadinamas didZiausiosios ir maziausiosios imties
ver¢iy skirtumas.

Imties ploti zymésime raide d:
d:Smax_Smin. (4.3 . 1)
4.2 lentel¢je pateikto pavyzdzio imties plotis
d=18-4=14 .

Imties plotis — vienas i§ imties sklaidos charakteristiky.

Imties centru vadinamas didZiausiosios ir maziausiosios imties
verciy aritmetinis vidurkis.
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Imties centras — tasko, apie kurj iSsidésCiusios imties vertés,
skaitiné charakteristika:

(4.3.2)

1
c= E(Smin * Smax ) .

4.2 lentel¢je pateikto pavyzdzio imties centras

c=%(4+18)=11.

Imties mediana yra kita svarbi, daznai vartojama skaitiné¢ imties
duomeny charakteristika. Norédami ja rasti, pirma turime iSdéstyti gautus
duomenis didéjimo tvarka. Po to, imame skaiCiy, esanti Sios rikiuotés
viduryje. Sis skaiéius ir yra mediana. Galimi du atvejai.

a) Bendras duomeny skaicius n yra nelyginis. Vidurinio skaiciaus
numeris yra (n+1)/2, todél tas skaiCius ir yra mediana. b) Skai¢ius n yra
lyginis. Turime du vidurinius skai¢ius, kuriy numeriai yra »/2 ir n/2+1.
Mediana yra ty skaiciy vidurkis.

Pavyzdziui, turint pasikartojimo dazniy lentele (4.2.lentelg),
nebereikia iSdéstyti imties duomenuy didéjimo tvarka, Sioje lenteléje tai jau
atlikta. Bendras 4.2 lentelés duomeny skaicius n=75, todél saraSe yra
vienintelis vidurinis numeris. Tai (75+1)/2=38. Taigi Zinome, kad mediana
lygi 38-ajam taip sutvarkyto saraso skaiciui (nereikéty painioti — mediana
yra ne 38, o 38-asis skaiCius tame saraSe) $;,=11. Tai reiskia, kad puse

akuciy sumos verciy yra lygios 11 arba maziau, o kita pusé verciuy lygi 11
arba daugiau.

Gana dazna klaida yra medianos (vidurio) ir vidurkio painiojimas.
Mediana perskiria surtiSiuotus duomenis didéjimo tvarka i dvi dalis: apating
pusg ir virSuting puse.

ISsiaiSking imties "apatinés pusés" ir "virSutin€s pusés" prasme,
galime apibrézi kvartilius. Pirmasis kvartilis §1/4 yra apatinés pusés
mediana, o treCiasis kvartilis §3/2 yra virSutinés pusés mediana, t.y.
mediana padalija imties duomenis i dvi puses, o kvartiliai — padalija
duomenis i ketvir¢ius. Tai vaizdziai iliustruoja 4.3 pav. pateiktos
sutvarkytas imties padalijimas.

Nors nemaza duomenuy uztenka apibudinti ¢ia ka tik minétais
skaiCiais: maziausioji duomeny verté, pirmasis kvartilis, mediana, tre¢iasis
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kvartilis ir didziausioji duomeny verté, tac¢iau pagrindinés ir dazniausiai

vartojamos 1imties skaitinés charakteristikos yra imties vidurkis ir

dispersija.
25% imties 25% imties

25% imties 25% imties

| | | | |

| duomeny | duomeny | duomeny | duomeny |

|  verciy |  verciy |  verciy |  verciy |

| | | | \

Smin §1/4 §1/2 §3/2 Smax Si
(maziausioji (pirmasis (mediana) (treciasis (didziausioji

duomeny  kvartilis) kvartilis) duomeny
verte) verté)

4.3 pav. Sutvarkytos imties padalijimas.

Imties X, X3, ..., X, vidurkiu vadinamas aritmetinis vidurkis

)A(zl(X1+X2+...+Xn)=lZXI-. (4.3.3)
n i=1

Sugrupuotos imties vidurkis apskaic¢iuojamas pagal formulg:

5 1 1<
X = —(slnl + 8,1, +...+ sknk): —Zsini , (4.3.4)
n noio

¢ia k — imties padalijimo grupiy (intervaly ir pan.) skaicius, s; — imties i-
tosios grupés verte.

Imties X\, X>, ..., X, dispersija vadinama imties duomeny
ir jos vidurkio skirtumy kvadraty suma, padalyta i§ n—1.

Dispersija zymésime 62, ji iSreiskiama formule:

6 = 11[()(1—)?)2+(X2—)?)2+...+(Xn—)?)2 =
n- o - (4.3.5)
:n_liZ;(Xi—X) .
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Sugrupuotiems duomenims taikome formule:

A

62 = ! [(sl —)A()znl +(s2 —)A()znz +...+(sk —X)znk}z
n

-1
— LS (s - & .

1
n=1i5

(4.3.6)

Kartais (4.3.5) ir (4.3.6) formulése vietoj n—1 imamas n, taCiau
dalijant i$ n—1, tiksliau jvertinama stebimo atsitiktinio dydzio dispersija.

Imties X\, X, ..., X, vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu arba
standartiniu nuokrypiu vadinama kvadratiné $aknis i§ imties dispersijos:

6:\/ llfj(X,. ~x). (4.3.7)

n—1;5

Toliau pateiksime dar keleta labai svarbiy imties charakteristiky.

Imties tikimybiniu skirstiniu vadiname atsitiktinio dydzio X
salygini skirstinj, nusakoma tikimybémis

. 1
P(X=X;|X{,»X,)=— (=1,2,...,n) (4.3.8)
n
Imties pasiskirstymo funkcija vadiname tikimybg

F(x)=P(X =x|X,,..X,)= (43.9)

{skaicius atsitiktiniy dydziy X;, maZesniy uz x} .
n

Imties charakteringqjq funkcijq apraSome formule:
A 1 juX
Ou)=—>) /""" . (4.3.10)
Mi=1

Imties pradinius ir centrinius momentus atitinkamai iSreiSkiame
taip:
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== X} (4.3.11)

fip =%i()(,. - %) (43.12)

taip:
g, =13 ,=t4_3, (4.3.13)

Imties koreliacijos funkcija

k=2 > (x; ~ XX - X, (4.3.14)
i=1

n
Imties koreliacijos koeficientas

A

k..
Py = (4.3.15)
GiGj

Histograma yra imties tikimybés tankio atitikmuo:

W(x) = Ww(n, )= i ; (4.3.16)
nh
Cia & — atsitiktinio dydzio skaidymo intervalo Zingsnis (ilgis), » — bendras
intervaly (zingsniy) skaicius, n; — duomenuy verciuy skaiCius i-tajame
intervale.

Anksciau apibrézéme atsitiktinio dydzio X tikimybinio skirstinio
charakteristiky imties atitikmenis. Norédami jvertinti, kaip Sie atitikmenys
atitinka teorines charakteristikas, turime istirti juy savybes. Kadangi imties
atitikmenys yra atsitiktiniai dydziai, tai ju savybes galime nusakyti tik
tikimybiskai, t.y. nurodydami pasiskirstymo arba tikimybés tankio
funkcijas, skaitines charakteristikas ir pan.

Skirdami tikslia skaiting informacija apie visuoting aibg¢ nuo imtimi
grindZziamos  statistinés informacijos, statistikai naudoja terming
parametras, kai kalbama apie istisini tyrima, ir terming parametro jvertis,
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kai duomenys yra gauti i§ imties. Rasti parametra dazniausiai yra labai
sunku, o kartais ir nejmanoma.

Imties paklaida — tai parametro ir parametro ivercCio skirtumas.
Imties paklaida sudaro atsitiktiné ir sistemingoji paklaida. Atsitiktiné
paklaida atsiranda todél, kad parametro ijvertis negali suteikti visiskai
tikslios informacijos apie visuoting aibg, nes ji remiasi tik imtimi; ji
priklauso nuo imties didumo. Sistemingaja paklaida daZniausiai lemia
imties iSkreiptis, atsirandanti d¢l prasto jos sudarymo.

4.4. Matavimo paklaidy jvertinimas

Ivertindami imties vidurkj ir dispersija, nurodéme, kad dispersija
arba vidutinis kvadratinis nuokrypis apibtidina gauty duomeny sklaida.
Dabar aptarsime, kokia itaka Sita duomeny neapibréztis turi jvertinant tam
tikrus parametrus.

Tarkime, kad norime surasti staciakampio gretasienio turi ¥, kurio
ilgis /, plotis d ir aukstis /£, t.y. turime iSmatuoti tris dydzius ly, do ir Ao,
kurie ir apibrézia tikraji tiiri:

Vo=lo-do-ho. (4.4.1)

Zinant dydziy ly, dp ir ho matavimo paklaidas, reikia surasti
apskaiciuoto turio Vy nustatymo paklaida, t.y. zinant Al=[-ly, Ad=d—dy ir
Ah=h—hy, reikia surasti AJV:

AV=V-Vo=I-d-h—lo-do-ho=(lo+Al)-(do+Ad)-(ho+Ah)—lo-do-ho . (4.4.2)

Jei Sioje iSraiSkoje paliksime tik pirmos eilés mazus dydzius ir

atmesime narius, turinCius sandaugas A/Ad, AIAh, AhAd ir AIAdAh,
gausime:

AV=dy-ho-Al+1y-hy-Ad+1y-dy-Ah. (44.3)

Padalije abi puses i§ Vo=ly-do-ho, turime:

AV Al Ad A

~ o 20 2T (4.4.4)
VO lO dO hO

ISraiska (4.4.3) galime uzrasyti bendresniu pavidalu:
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AV = Ala—V + Ada—V + Aha—V , 4.4.5)
Uy hg od i, ., ohli, 1,
nes
oV oV oV
L. —loho. D =1dy.
al dO’hO ZOﬂhO ah IO’dO

Lygybé (4.4.5) rodo, kad nagrinéjamojo dydzio absoliuciosios
paklaidos formul¢ bendruoju atveju galime gauti diferencijuojant ir
diferenciala dx; pakei¢iant Ax; arba iSdéstant tiriamaji dydi Teiloro eilute ir
imant tik pirmos eilés mazus dydzius.

Taciau dazniausiai nezinome, kokios yra tikrosios nustatomuyju
dydziu paklaidos. Daugelyje atveju zinome tik skirstinio, aprasancio
ieSkomaji dydi, vidutini kvadratini nuokrypi. Kaip, Zinant atskiro parametro
vidutinj kvadratini nuokrypi, ivertinti suminio parametro neapibréztj?

Tarkime, kad reikia surasti dydi x, kuris priklauso maziausiai nuo
dviejy kintamyjy u ir v, kurie ir yra matuojami, t.y.

x=flu,v). (4.4.6)

Galime laikyti, nors tai ne visados tikslu, kad labiausiai tikima x
verté yra iSreiSkiama aritmetiniais vidurkiais:

£=f(,9). (4.4.7)

Suminio x dydZzio neapibréZztis gali biti surasta, nagrinéjant atskirus
matavimo duomenis:

xi=flui,vi). (4.4.8)

Jei matavimo duomeny skaiCius yra pakankamai didelis, tai
suvidurkinus (4.4.8) iSraiSkos vertes, Sis vidurkis sutaps su israiska (4.4.7).
Tokiu budu, i§ duomenuy, aprasyty (4.4.7) ir (4.4.8) lygybémis,
apskaic¢iuojame x dispersija:

o2 = lim lZ(xi —3). (4.4.9)

n—9o m

Visiskai panaSiai, kaip buvo gauta iSraiSka (4.4.5), dydzio x
pokycius galime iSreiksti taip:
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x; =%~y —ﬁ)g—x (4.4.10)
u v

1§ (4.4.9) ir (4.4.10) galime iSreiksti dydzio x dispersija kintamuyjy u

. . .. . 2. 2
ir v dispersijomis G;, ir o} :

62 ~ lim — Z[(u —u) +( "_&)%T =

I’l—)DO}’ll 1

-t Sl (5] P E— 5

2
o R R (o |
ou ov Ou )\ ov
(4.4.11)

Jei dydziy u ir v poky¢iai yra nekoreliuoti, tai koreliacijos funkcija
k=0, t.y. iSraiska (4.4.11) galime iSreiksti taip:

2 2
o~ ci(g—z) + ci(@] (4.4.12)

ov
Si israiska gali biiti apibendrinta ir didesniam kintamujy skaiéiui.
Toliau laikysime, kad kintamyjy pokyciai yra nekoreliuoti. Toliau
pateiksime kai kurias formules.
Sumavimas ir atémimas
Jei x iSreiSkiamas kintamyjy u ir v sumos arba skirtumo pavidalu
x=autbv ,

tai dalinés iSvestinés yra konstantos:

@ =a, ax =1b.
Ou v
Tada
o2 =a’c’ +b’c?. (4.4.13)
Daugyba ir dalyba

Jei x iSreiSkiamas kintamujy u ir v sandauga
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x=tauv ,

tai dalinés iSvestinés

Ox Ox
— ==av, —=zau.
ou ov
Tada
2_ 222 2.2 2
c.=a"vo,+auc,
arba
2 2 2
G, ©, O©
— =t (4.4.14)
x° ut v
Kai
au
xX=x—,
v
visiskai panasiai gauname:
2 2 2
6, ©, O©
X _ u \4
=t (4.4.15)

+ (e)
x=ae™™: 2% _po,;
x
c c
x:au—b _x:b_”’
x u
c
x=aln(bu): o, =a—*
u

4.5. Duomeny apdorojimas maZiausiy kvadraty badu

Tarkime, kad matavimo duomenis sudaro pora (x; y;), ¢ia x
nepriklausomas kintamasis. Gautus duomenis norime aprasSyti tiesine
priklausomybe:

y=a+tbx. (4.5.1)

Koeficientus a ir b reikia taip parinkti, kad turétume maziausius
nuokrypius tarp iSmatuoty verCiy y; ir apskaiCiuoty i§ lygybés (4.5.1)
y=f(x;). Apskai¢iuojame nuokrypius:
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Ayi=yi—(a+bx;). 4.5.2)

Jei koeficientai a ir b gerai parinkti, tai nuokrypiai Ay; yra
santykinai nedideli (aiSku, jei matavimo duomeny sklaida néra didel¢).

Kiekvienai pasirinktai vertei x=x; galime apskaiciuoti tikimybe p;,
laikydami, kad matavimo rezultatai y; turi normalyji skirstini su vidutiniu
kvadratiniu nuokrypiu & apskaiciuoty ver¢iy y(x;) atzvilgiu:

pi= \/_exp{ 1(%)2} (4.5.3)

Jei 1§ viso turime »n nepriklausomy matavimy, tai tikimybeé,
aprasanti Siuos duomenis, lygi tikimybiy sandaugai:

A T PR

() =3 |

Koeficientai a ir b bus parinkti geriausiai, jei $i tikimybé bus

didziausia arba eksponentéje esanti suma bus maZziausia. Sig eksponentéje
o N 2
esanCig suma zymésime y

(4.5.4)

72 =i(%)2 =f{l2(y,. —a—bxl-)z] (4.5.5)

i=1 i=ILO

Cia pateiktas duomeny aprasymo tiesine priklausomybe bidas turi
duoti maziausia Xz verte, t.y. turi duoti maziausia nuokrypiy kvadraty suma,
todél $is aproksimavimo btidas ir vadinamas maziausiy kvadraty biidu.

Norint surasti koeficientus a ir b, kurie duoty maziausia Xz verte,
reikia surasti x2 iSvestines pagal a ir b ir jas prilyginti nuliui:

2
N~ _ {ZZ(yl—a b;) }.: 2 Y (—a—bx)=0;  (456)

da G =1 Gzl
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8)(2

P R S
IS Siy lygciy galime uzrasyti Sias dvi lygybes:

n n n n
dDyi=Da+Y bx;=an+b) x;;

i=l =1 =l i=1 )
n n n n n

D Xy =Y ax; +be,-2 =ay x +be,-2 .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Sios lygties sprendimui pasinaudojame tiesiniy lygéiy sistemos

Ayx+Byy=0C, .
sprendiniu:
Cl Bl Cl Bl
_BG =BG, |G, By |Gy B
CAB,-AB, |4 B| A
AZ BZ
Al Cl Al Cl
— AICZ _AZCI _ A2 CZ AZ C2
CAB,-AB, |4 B| A
A2 BZ
A= Al Bl
A2 B2

Vadinasi, gauname:
n n
DISTID I
L=
- Al n A (
2 XY Z X
i=1 j

i=1 i=1 =1 i=l
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Z[x (y;—a-bx;)]=0. (4.5.7)

(4.5.7)

ZxZZy, Zx Zx y,j (4.5.10)



n
1 " Zyi 1 n n n
b=l o :Z(”thyi—zxiZyij, (4.5.11)
in inyi =l = =l
i=1 i=l
n
n in n " 2
ol s (s
N dxf| = i=1

4.3 lenteléje ir 4.4 pav. pateiktas Sitokiy skaiCiavimy pavyzdys: i$

matavimo duomeny reikia surasti temperatiiros pasiskirstymo tiesing
aproksimacija iSilgai metalinio strypo, kurio galai yra atitinkamai
pastoviose 0°C ir 100°C temperatirose. Strypo ilgis lygus 10 cm,
matavimai atliekami kas 1 cm.

4.3 lentelé. Temperatiiros iSilgai metalinio strypo matavimo rezultatai.

i |x,em| T,°C | x2 x; Ti T? | T=atbx; | A2 = AT?
1 | 1,0 [ 156 | 1,0 | 156 | 24336 | 142 1,96
2 | 20 | 17,5 | 40 | 350 | 30625 | 23,6 37,21
3 130 | 366 | 90 | 1098 |1339,56 | 33,0 12,96
4 | 40 | 438 | 16,0 | 1752 | 191844 | 424 1,96
5 | 50 | 582 | 250 | 291,0 |3387,24| 51,8 40,96
6 | 60 | 61,6 | 36,0 | 3696 |3794,56 | 61,2 0,16
7 | 7.0 | 642 | 49,0 | 4494 | 4121,64 | 70,6 40,96
8 | 80 | 704 | 640 | 5632 |4956,16 | 80,0 92,16
9 | 90 | 988 | 81,0 | 8892 | 9761,44 | 894 88,36
suma | 45,0 | 466,7 | 2850 | 2898,0 [29828,65 316,69

Toliau pateikiame skaiCiavimo rezultatus:

a=4,8 (°C), b=9,4 (°Clcm);

1 & 1 3
0% =3 (I, ~a~bx;) =——= (AT, = 45,24 (°C);
n=23 n=23
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o1=6,7 °C; tikimoji paklaida &~(2/3)o1~4,5 °C;

n
0’3

cl~—= 239 5,=49°C;
A

2
62~ 22 20,754, op=0,87 °Clem.

A

T,°C
100 ¢
80 |
60 |
40 |
20

T'=4.8+9.4x °C

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X ,cm

4.4 pav. Temperatiiros priklausomybe nuo padéties metaliniame strype.

Dydzio y iverCio dispersija surandame iprastiniu biidu:

—a—bx; )_—Z(A ) (4.5.13)

}’ _211

Vietoje n Cia dalijame n—2; skaiCius 2 Cia atitinka jvertinamy
parametry skai¢iy. Sitaip tiksliau {vertinama paklaida.

Jei neatsizvelgsime | sistemingasias paklaidas, kurios sukelia
sasajas tarp atskiry jvertinamy parametry pokyciy (neapibréziy), tai
bendruoju atveju ivertinamojo parametro z (Siuo atveju a ir b) dispersija
galime iSreiksti taip:

ol~Yo? (—ZJ (4.5.14)
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Laikome, kad Gik zci. Sioje israiskoje esandios isvestinés gali
biti jvertintos, imant lygciy (4.5.10) iSvestines:

8yk = A{,lex —kaxlj, (4.5.15)

81) 1
4.5.16
5yk A(”xk ZX J ( )

n 2 n 2
(]
i=1 i=1

I8 lygciu (4.5.14) — (4.5.16) gauname:

-3 l(zx] 2xk2x22x+x,§(”x,”

1=

. {H(ZZ%J -2@) Btz e

3

i=1

Visiskai panasiai jvertiname ir parametro b dispersija:

o} = ;A [n x; —2nxk2x +(Zx) ]:

2

2 2
O— n n n
:X;[nz x; —27{2)@) +n(2xij ]: (4.5.18)
i=1 i=1 -1
2 2 2
o - - O
= n 2y {nlez —(ZXZJ :l: n Ay .
i=1 i=1
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Visiskai panaSiai galime iSreikSti aproksimacijas ir kitokiomis
funkcijomis: laipsninémis, logaritminémis ir pan.
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