IT skyrius. ATSITIKTINIAI DYDZIAI

1. ATSITIKTINIO DYDZIO SAVOKA

Atsitiktinio ivykio, tikimybeés ir atsitiktinio dydzio savokos yra svarbiausios
tikimybiu teorijoje. Sakome, kad dydis yra atsitiktinis, jei jo reikSmés pri-
klauso nuo atsitiktinio eksperimento rezultatu. Tiksliau kalbant, atsitiktinis
dydis yra elementariuju ivykiu funkcija. Paaiskinsime §ia savoka pavyzdziais.

1 pavyzdys. Metame losimo kauliuka. Atsiveré¢ia viena jo sienelé, pazyméta
kuriuo nors aku¢iy skai¢iumi. Akuciu skaiCius yra atsitiktinis dydis.

2 pavyzdys. Pirkome piniginés loterijos bilieta. Suma pinigu, kuria bilietas
i8los eiliniame tiraze, yra atsitiktinis dydis.

3 pavyzdys. IS kosmoso i Zemés pavirsiy krinta jvairios dalelés. Skaicius
daleliu, patenkanciu i apibrézta Zemés pavirsiaus plota per apibrézta laiko tarpa,
yra atsitiktinis dydis.

4 pavyzdys. Skaitius radioaktyviosios medziagos atomu, suskylan¢iu per
apibrézta laiko tarpa, yra atsitiktinis dydis.

5 pavyzdys. Matuojame atstuma tarp dvieju Zemés pavirsiaus tasky.
Matavimo prietaisus veikia daugybé atsitiktiniu faktoriu: temperaturos svyravimai,
virpesiai, véjas ir t. t. Matavimo rezultatas yra atsitiktinis dydis.

Norint nusakyti atsitiktini dydi, reikia zinoti jo reik§mes. Bet to nepa-
kanka — dar reikia apibtidinti, kaip daznai tos reik§més igyjamos.

1 pavyzdyje atsitiktinis dydis igyja reikSmes 1, 2, ..., 6. Kiekviena tu
reikdmiu jis igyja su tikimybe 1/6. PanaSiai galime apibudinti ir 2, 3, 4
pavyzdziu atsitiktinius dydzius. Apskritai, jei atsitiktinis dydis igyja baigtine
arba skaicia aibe reikSmiu, tai, norint ji apibudinti, pakanka nurodyti tas
reikSmes ir ju tikimybes. Taciau 5 pavyzdzio atsitiktini dydi taip apibtudinti
sunku. Jo reikdmiu aibé (bent i$ principo) gali biiti neskaiti. Siuo atveju ga-
lime nusakyti tikimybes, su kuriomis tos reiksmeés priklauso kurio nors tipo
skai¢iy aibéms (pavyzdziui, intervalams). Pastarasis buidas yra bendresnis.
Jis tinka ir kitu pavyzdziu atsitiktiniams dydziams.

Dabar atsitiktinius dydzius apibrésime matematiskai. Kaip jau minéjome
pradzioje ir matéme i§ pavyzdziu, atsitiktiniai dydziai yra elementariuju
ivykiu funkcijos, igyjancios realiasias reikSmes. Taciau ne kiekviena funkcija
mums tinka. Reikia, kad ji turétuy pakankamai geras analizines savybes. Tu
funkciju klasé turétu buti uzdara aritmetiniu operaciju ir peréjimo prie ribos
operacijos atzvilgiu. Minétas salygas tenkina vadinamosios macios funkcijos.
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Tarkime, jog turime tikimybine erdve {Q, A, P}. Kiekviena .4 mati
funkcija X : Q — R yra vadinama atsitiktiniu dydziu. Kitais zodziais, atsitik-
tinis dydis X yra funkcija, apibrézta elementariuju ivykiu aibéje €, igyjanti
realiasias reiksmes ir turinti savybe, kad pirmavaizdis X ~1(B) € A, kokia
bebiity Borelio! aibé B.

Kadangi intervaly sistema (—oo,z), & € R, generuoja Borelio aibiu o
algebra, tai funkcija X : 0 — R yra atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai
{w: X(w) <z} € A, koks bebtity z € R (zr. V.7.1 teoremos isvada,).

6 pavyzdys. Metame simetriska moneta. Pazymékime X herbo atsivertimu
skai¢iu. Siam eksperimentui imkime tikimybine erdve, kurios elementariuju ivykiu
aibé yra Q = {wo, w1}, atsitiktiniu jvykiy aibée — A = {&, {wo}, {w1}, 2}, o tikimy-
binis matas aprasytas lygybémis P({wo}) = P({wi1}) = 1/2. Dydi X apibrézkime
Sitaip:

(1, kal w=wi,
Xlw) = {0, kai w = wo.
Kadangi A yra sudaryta is visu €2 poaibiu, tai kiekviena realioji funkcija, apibrézta
aibéje €, taigi ir X, yra mati.

7 pavyzdys. Turime paprasta Bernulio schema i§ n eksperimentu. Atlikus
kiekviena eksperimenta, ivyksta ivykis wi su tikimybe p arba jam prieSingas ivykis
wo su tikimybe ¢ = 1 — p. Tarkime, kad X, yra ivykiu w; skaicius, atlikus n
eksperimentu. Bernulio schemos tikimybini matematini modeli jau apraséme 1.14
skyrelyje. Elementarieji ivykiai bus (we,,...,ws, ); ¢la e igyja reiksmes 0 arba 1.
Sakysime, kad funkcija

Xn ((w81 y ey Weg ))
yra lygi €1 + ... + €,. Ji yra mati, nes visos elementariuju ivykiu aibés yra ivykiai.

Atsitiktiniu dydziu teorijoje pravercia dar Sitokia savoka. Tarkime, kad X
yra atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdvéje {2, A, P}. Pazymékime
Ax aibiu {X~}(B), B € B} sistema. Lengva isitikinti, kad ta sistema yra
aibiy ¢ algebra. Ji dar Zymima o(X) ir vadinama o algebra, generuota at-
sitiktinio dydzio X. Vietoj tikimybinés erdveés {2, A, P} galime nagrinéti
tikimybine erdve {Q, Ax, P}. Jos visiskai pakanka atsitiktiniam dydziui X
apibudinti.

Kadangi atsitiktiniai dydziai yra macios funkcijos, tai jie turi ir maciu
funkciju savybes (zr. V.7 skyreli). Keleta ju paminésime. Kiekviena konstanta
yra atsitiktinis dydis. Jei ¢ yra konstanta, o X — atsitiktinis dydis, tai X + c,
cX, |X|, X2, 1/X, jei tik X # 0, yra atsitiktiniai dydziai. Tai yra specialiis
tokios teoremos atvejai.

1 teorema. Jei X yra atsitiktinis dydis, o ¢ : R — R — Borelio funkcija,
tai funkcija Y, aprasyta lygybe Y (w) = ¢(X(w)), yra taip pat atsitiktinis
dydis.

! Emile Borel (1871-1956) — pranciizu matematikas.
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Irodym as. Reikia irodyti, kad Y ~!(B) € A, kokia bebiitu Borelio
aibé B. Tai isplaukia i§ lygybiu (zr. V.7)

Y ' (B)={w:Y(w) € B} ={w: ¢(X(w)) € B} =
={w: X(w)ep ' (B)} €A,

nes ¢~ 1(B) yra Borelio aibé. O
Cia pravercia ir toks teiginys.
2 teorema. Jei funkcija v : R — R yra tolydi, tai ji yra Borelio funkcija.

Irody m as. Remiantis V.7.1 teorema, pakanka irodyti, kad aibé
Ay, ={z € R, ¥(x) < y} yra Borelio aibé, koks bebtutu realus y. Kadangi
funkcija ¢ yra tolydi, tai, paéme bet kuri z € A,, galime rasti atvira intervala
I, kurio visuose taskuose teisinga nelygybé ¢ (u) < y. Todél

A, = U L.

TEA,

IS cia matome, kad aibé A, yra atvira. Taciau atvira aibé yra baigtinés arba
skaicios atviry intervaly sistemos sajunga (zr. [18], IL.7 skyreli). Todél ji yra
Borelio aibé. O

I8 maciuju funkciju savybiu iSplaukia ir tokie teiginiai. Jei X ir Y yra
atsitiktiniai dydziai, tai X+Y, X-Y, XY ir X/Y,kai Y # 0, yra atsitiktiniai
dydziai.

Jei X,, (n=1,2,...) yra atsitiktiniai dydziai, tai

inf X,,, sup X,,, liminf X,,, limsup X,
n n n—oo n— oo
ir lim X,, jei riba egzistuoja, yra atsitiktiniai dydziai, jei tik visos tos funk-
n—oo
cijos yra baigtineés.

Paminésime dar pora idomiu teoremu.

3 teorema. Sakykime, X1, Xs, ... yra atsitiktiniy dydziy seka. PazZymeéki-
me A aibe ty elementariujy jvykiv w, kada seka X1(w), Xa(w), ... konverguoja.
Tada aibé A yra mati, t. y. atsitiktinis juykis.

Irodymas. Seka X;(w) pagal Kosi kriteriju konverguoja tada ir tik
tada, kai, paémus bet kuri k, galima rasti toki n, kad butu

| X (w) = Xs(w)| < 1/k,

kai tik r > n, s > n. I8 ¢ia isplaukia lygybé
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i§ kurios matome, kad teorema yra teisinga. O
Is pastarosios teoremos matome, kad galima kalbéti apie atsitiktiniu
dydziu sekos konvergavimo tikimybe.

4 teorema. Jei X1, Xo,... yra atsitiktiniy dydziy seka ir A — aibé ty
elementriyju jvykiv w, kada seka X (w), Xo(w), ... konverguoja, tai funkcija

S limp— e Xn(w), kaiw € A,
X(w)= {O, kai w € A€,
yra atsitiktinis dydis.
Irodym as. Reikia irodyti, kad aibé

{fw: X(w)<z}=(An{w: X(w) <z})U (A N{w: X(w) < z})

yra mati, koks bebutu realusis z. Desinéje lygybés puséje turime dvieju aibiu
sajunga. Antroji aibé yra @, kai < 0, arba A°, kai x > 0. Vadinasi, ji yra
mati. Lieka jrodyti, kad ir pirmoji aibé yra mati.

Nelygybe X (w) < x yra ekvivalenti naturaliuju skai¢iu k ir n egzistavimui
su salyga, kad X, (w) <z — 1/k, kai » > n. Todél

ANf{w: X(w) <z} =AnN (U U Niw: X () <x—1/k}).
k=1n=1r=n
18 sios lygybeés isplaukia, kad kairéje lygybés puséje esanti aibé yra mati. O
Sioje teoremoje funkcija X aibéje A€, kurioje seka X, (w) nekonverguoja,
laikéme lygia 0. IS irodymo matome, kad ji gali buti lygi bet kuriai kitai
konstantai arba net ir ne konstantai, — pakanka tik pareikalauti, kad aibé
{w: X(w) < z, w e A°} kickvienam z € R butu mati.

2. ATSITIKTINIU DYDZIU PASISKIRSTYMO
FUNKCIJOS IR JU SAVYBES

Atsitiktinio dydzio X reikSmiu pasiskirstyma visiSkai nusako tikimybés
Pw : X(w) € B), B € B. Taciau galime ji papras¢iau apibiudinti, na-
grinédami tik specialiu Borelio aibiu — intervalu (—oo,x) tikimybes. Tam
reikalui ivesime atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija F,, apibrézta
visiems realiesiems = lygybémis

Fx(z)=P(w: X(w) <z) =P(X <z).

Daznai rasysime tiesiog F'(x), kai bus aisku, apie koki atsitiktini dydi kalbama.
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Kartais pasiskirstymo funkcija apibréziama ir kiek kitaip: Fx(z) =
= P(X <ux).

V.6 skyrelyje parodyta, kad pasiskirstymo funkcija visiskai nusako atsi-
tiktinio dydzio reikSmiu pasiskirstyma.

1 pavyzdys. 1 skyrelio6 pavyzdzio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo
funkcija

0, kai z <0,
(1) F(z)=<1/2, kaiO<z <1,
1, kai z > 1.

Tos funkcijos grafikas pavaizduotas 13 paveiksle.

2 pavyzdys. 1skyrelio7 pavyzdzio atsitiktinis dydis X,, igyja reikSmes
0,1, ...,n. ReikSme k jis igyja su tikimybe

P(X, = k) = (Z) P E

To dydzio, vadinamo binominiu, pasiskirstymo funkcija
_ N\ k n—k,
F(z)=)" <k>p "
k<x

¢ia sumuojama pagal visus sveikuosius neneigiamus k, kurie yra mazesni uz z (tuscia
suma lygi nuliui!), t. y.

0, kai x <0,
q”, kai0 <2 <1,
q" +npg" Tt kail <z < 2,
PERTETERPRTTEPRRRY
F@) =953 (mpte ", kain—1<az<n,
k=0
Z(:)pkq”_k =1, kaiz>n.
k=0

14 paveiksle pavaizduotas jos grafikas, kain =4, p =1/3.

Atkreipsime démesi, kad skirtingi atsitiktiniai dydziai gali turéti ta pacia
pasiskirstymo funkcija.Tai matyti i paprasto pavyzdzio. Imkime tikimybine
erdve, aprasyta 1.6 pavyzdyje, ir apibrézkime du atsitiktinius dydzius

X(W):{é: kalw:wla

kai w = wy,

0, kaiw=w,
Y(w)_{l, kai w = wy.

Ju abieju pasiskirstymo funkcijos yra tos pacios ir lygios (1) funkcijai.
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Panagrinésime pasiskirstymo funkciju savybes. Toliau F’ reiks atsitiktinio
dydzio X, nusakyto tikimybinéje erdvéje {2, .4, P}, pasiskirstymo funkcija.

1 teorema. F' yra nemazéjanti funkcija: jei ' < ", tai F(a') < F(a").

Irodymas. Kadangi jvykis {X < 2’} yra jvykio {X < 2"} atskiras
atvejis: {X < '} C {X < a’}, tai i§ 1.10.3 teoremos 2 i§vados turime

P(X <2') < P(X <2"),

iR F(z') < F(z"). 0

05

-+ —— 5

13 pav.
Kadangi pasiskirstymo funkcijos F' reiksmeé taske x yra tikimybe, tai 0 <
< F(x) < 1. Be to, monotoniska funkcija turi riba, kai argumentas tolsta i
—o00 arba oco. Pazymésime

lim F(z)=F(—o00), lim F(z)= F(c0).

n——oo Tr— 00

Kam lygios tos ribos?

1 —_——
|
—t |
| | |
| | |
| | |
1 1 1
S— : :
0.5 | ! i |
l | | |
1 I | |
| | | |
| | 1 1
| | l l
| | | |
S : : :
I : I I
| | | |
0 1 2 3 4 X

14 pav.



Atsitiktiniy dydziu pasiskirstymo funkcijos ir ju savybés 77

2 teorema. F(—o0) =0, F(c0) = 1.

Irodym as. Imkime bet kurias dvi monotoniskas skaiciu sekas x,, \,
N —00, Yn " o0. Ivykiai A, = {X < z,,} sudaro monotoniskai mazéjancia
seka A1 D As D ..., o ivykiai B,, = {Y < y,,} — monotoniskai didéjancia seka
B C B; C ... Be to,

~ A, =2, GBn:Q.
n=1 n=1

Is 1.10.8 ir 1.10.7 teoremy gauname, kad P(A,) — P(@) = 0, P(B,) —
—-P(Q)=1,t.y. F(zy) =0, F(y,) — 1, kain — oc0. O

Monotoniska funkcija kiekviename taske turi ribas i§ kairés F'(x —0) ir i3
desinés F'(x 4 0); tos ribos nesutampa, kai funkcija néra tolydi taske x. Jei
F(z —0) = F(x), tai sakome, kad funkcija tolydi taske z i kairés.

3 teorema. Pasiskirstymo funkcija yra tolydi i§ kairés visuose taskuose.

Irodym as. Imkime bet kuria monotoniskai didéjancia ir konverguo-
jancia i x skaiciu seka x, /" z. Pazymékime A, = {X < z,}. Aisku, jvykiai
A,, sudaro monotoniskai didéjanéia ivykiu seka A; C As C ... ir

GAn:{X<ac}.

Todél is 1.10.7 teoremos isplaukia, kad P(A,) — P(X < z), t. y.
F(z,) — F(z), kain — oco. O

Pastab a. Jei pasiskirstymo funkcija F' butume apibréze lygybe F(x) =
= P(X < ), tai ji btitu tolydi i§ desinés: F'(z + 0) = F(x).

4 teorema. Koks bebuty realusis x, teisinga lygybé

P(X <z)=F(z+0).

Irody m as. Imkime monotoniskai mazéjancia ir konverguojancia i
skaiciu seka x, \, z. Pazymékime A,, = {X < x,}. Turésime monotoniskai
mazéjancia ivykiu seka A; D A D ... su salyga

A, ={X <z}

DL

n=1

I 1.10.8 teoremos isplaukia, kad P(4,) — P(X <x), t.y. F(z,) - P(X <
<z),kain — co. O

Kaip matéme i§ pavyzdziu, pasiskirstymo funkcija gali turéti trikio tasku,
t. y. tokiu tasku z, kuriuose F(z +0) — F(z — 0) = F(x 4+ 0) — F(z) > 0.
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Sis skirtumas yra vadinamas funkcijos triikiu taske z. Apibtuidinsime trikio
tasku aibe.

5 teorema. Pasiskirstymo funkcija turi ne daugiou kaip skaiciq aibe
trukio taskuy.

Irody m as. Pazymékime T, aibe duotosios pasiskirstymo funkcijos
trukio tasku, kuriuose triikiai yra didesni uz 1/n. Kadangi 0 < F(z) < 1, tai
aibéje T), yra ne daugiau kaip n—1 elementu. Visu trukio tasku aibé, bidama
aibiu T, (n = 2,3, ...) sajunga, yra baigtiné arba skaiti. O

Naudinga zinoti dar ir Sias idomias pasiskirstymo funkciju savybes.

6 teorema. Jei a ir b — bet kurie realieji skaiciai, a < b, tai

P(a < X <b)=F(b) — F(a),
Pla< X <b)=F(b+0)— F(a),
Pla< X <b)=F()— F(a+0),
Pla< X <b)=F(b+0)—F(a+0),
P(X >a)=1- F(a),
P(X >a)=1-F(a+0)

Irodymas pagristas jau irodytomis pasiskirstymo funkciju savybémis.
Irodysime tik pirmaja lygybe, nes kitos irodomos analogiskai.

Kadangi {X < a} C{X <b}ir{a < X <b} = {X < b}\{X < a}, tai
pagal 1.10.3 teoremos 1 isvada

Pla< X <b)=P(X <b)— P(X < a)=F(b) — F(a). O

Kiekviena funkcija F', apibrézta visoje skaiCiu tieséje R, nemazéjanti, to-
lydi kiekviename taske i$ kairés ir tenkinanti salygas F(x) — 0, kai © —
— —o0, F(z) — 1, kai * — oo, yra vadinama pasiskirstymo funkcija. Jau is
paties pavadinimo kyla klausimas, ar kiekviena pasiskirstymo funkcija atitin-
ka atsitiktinis dydis, kurio pasiskirstymo funkcija yra ta funkcija? Pakanka
imti tikimybine erdve {R, B, ur}, kurioje pp yra V.6 skyrelyje nusakytas
Styltjeso! matas, ir apibrézti funkcija X (z) = z, = € R. Si funkcija yra B
mati, taigi atsitiktinis dydis. Jo pasiskirstymo funkcija pp ((—oo, y)) = F(y).

Suformuluosime dar viena klausima. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X
yra apibréztas tikimybinéje erdvéje {Q, A, P} ir jo pasiskirstymo funkcija
yra F,. Kiekvienai Borelio aibei B pazymékime

Px(B) = P(X '(B)).

! Thomas Jean Stieltjes (1856-1894) — olandu ir pranciizu matematikas.
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Nesunku patikrinti, kad Px, budama apibrézta Borelio aibiu o algebroje,
tenkina visas tikimybinio mato aksiomas. Pirmiausia, ji neneigiama. Be to,

Px(R) = P(Q) = 1.

Pagaliau, jei Borelio aibé B yra disjunkéiu Borelio aibiu By (k = 1,2,...)

sajunga
B=|J B,
k=1

tai
Px(B) = P(X~'(B)) = P(|J X~'(BY)) =
k=1

= iP(X_l(Bk)) = iPX(Bk)7
k=1 k=1

nes pirmavaizdziai X ~1(Bj) taip pat yra disjunktiis. Vadinasi, realiuju
skaiciu tiesé R, jos Borelio aibiu ¢ algebra B ir matas Px sudaro tikimybine
erdve {R, B, Px }. Tikimybinis matas Px daznai vadinamas atsitiktinio dydzio
X tikimybiniu pasiskirstymu (arba tikimybiniu skirstiniu). Nagrinéjant atsi-
tiktini dydi X, paprastai nebutina zinoti pirmykstés tikimybinés erdves, ku-
rioje jis buvo nusakytas, — pakanka apsiriboti tikimybine erdve {R, B, Px}.
Aigku,
Fx(z) = Px((—00,)).

Taigi tikimybinis pasiskirstymas vienareiksmiskai nusako pasiskirstymo funk-
cija Fx.

I8 V.6 skyrelyje isdéstytos teorijos iSplaukia, jog teisingas ir atvirkstinis
teiginys.

Baigdami §j skyreli, susipazinsime dar su pora savoku. Sakome, kad at-
sitiktinis dydis X yra simetriskai pasiskirstes, arba tiesiog simetriskas, jei X
ir —X pasiskirstymo funkcijos sutampa: Fx(x) = F_x(x). Tada

Fx(z)=P(X <z)=P(-X <z) =
=P(X >-x)=1-Fx(—r+0),

koks bebtutu x € R. Analogiskai sakome, kad atsitiktinis dydis X yra
simetriskas tasko a € R atzvilgiu, jei X — a yra simetriskas. Tada

FX,a(ZL') =1- FX,a(—.’E-i-O)
ir
Fx(a4+2)=1-Fx(a—xz+0).

1.11 skyrelyje ivedéme salyginés tikimybeés savoka. Ja remdamiesi, galime
ivesti ir salygine pasiskirstymo funkcija. Jei E yra koks nors jvykis, P(E) > 0,
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tai dydzio X salygine pasiskirstymo funkcija, kai E yra jvykes (su salyga E),
vadiname
{X <z}NE)

P(E)

Kadangi salyginés tikimybés tenkina tikimybiu teorijos aksiomas, tai salyginés
pasiskirstymo funkcijos turi 1-6 teoremose nusakytas savybes.

Fy(a|E) = P(X < 2|B) = 2

3. DAUGIAMACIAI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Labai daznai eksperimento rezultatams aprasyti neuztenka vieno atsitiktinio
dydzio, bet reikia ju sistemos. Sakykime, i§ patrankos Saudome i nejudanti
plokséia taikini. Pataikymo taskas nurodomas dviem dydziais. Judanciai duju
molekulei apibudinti taip pat reikia keliu atsitiktiniu dydziu.

Nusakant keliu atsitiktiniu dydziu sistemos savybes, nepakanka nurodyti
atskiru atsitiktinu dydziu savybiu — dar reikia zinoti ir rySius tarp tu
dydziu. Todél tenka kurti atsitiktiniu dydziu sistemu matematine teorija. Na-
grinésime keliu atsitiktiniu dydziu, kitaip tariant, atsitiktiniu vektoriu, arba
daugiamaciu atsitiktiniu dydziu teorija. Cia matysime nemazai analogijos su
vienamaciais atsitiktiniais dydziais, bet susidursime ir su i§ esmés naujais
faktais.

Tarkime, kad {2, A, P} yra tikimybiné erdvé. s-maciu atsitiktiniu dydziu,
arba s-madiu atsitiktiniu vektoriumi, vadiname (A,B*®) matu atvaizdj
X : Q — R®, kitaip tariant, vektorine funkcija X = (X1,..., X;), apibrézta
aibéje (1, igyjancia reikSmes i$ erdvés R® ir tenkinancia salyga

X HB)={w: X(w) € B} € A,

kokia bebiity B € BS.

s-mates erdves Borelio aibiy o algebra generuoja intervalai z; < a,...,
zs < as. Kaip ir 1 skyrelyje, teisingas teiginys: funkcija X = (Xq,..., X;) :
Q) — R® yra atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai {w : Xi(w) < z1,...,
X;s(w) < x4} € A, kokie bebiitu realieji skaiciai 1, ..., 5.

I cia isplaukia ir Sitoks teiginys: jei X, ..., X yra vienamagciai atsitik-
tiniai dydziai, tai vektorius (X7, ..., X) yra atsitiktinis, nes

{w: X1(w) < 1, ..., Xs(w) < x5} = ﬂ{w s Xp(w) < ap} € A,
k=1

kokie bebutu realieji skaiciai x1, ..., ;.

Teisingas ir atvirkstinis teiginys: jei X = (X3, ..., X;) yra atsitiktinis vek-
torius, tai kiekviena i§ funkciju X7, ..., X5 yra vienamatis atsitiktinis dydis.
Irodysime tai, sakysime, funkcijai X;. Jei B € B, tai
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X;YB) ={w: X;(w) € B, Xs(w) € R, ..., Xs(w) € R} =
=X BxRx..xR)€A,

nes aibé
BxRx..xR
—_——

s—1 karty

yra erdvés R® Borelio aibé.

Teisingi analogiski, kaip ir vienamaciu atveju, teiginiai apie veiksmus su
atsitiktiniais vektoriais.

Apibendrinsime 1.1 teorema. Mums reikés bendresniu Borelio funkciju.
Taip vadinamos ir funkcijos ¢ : R" — R*, (B",B*) macios:

¢ '(B)={z € R, p(x) e B} B,
kokia bebtitu B € B®.

1 teorema. Jei X yra s-matis atsitiktinis vektorius, o ¢ : R® — R" —
Borelio funkcija, tai p(X) yra r-matis atsitiktinis vektorius.

Irodymas analogiskas 1.1 teoremos irodymui. Remdamiesi atsitiktinio
vektoriaus apibrézimu, turime

{w to(X(w)) € B} ={w:X(w) € ' (B) € A,

kokia bebutu Borelio aibé B € B%. O

4. DAUGIAMACIU ATSITIKTINIU DYDZIU
PASISKIRSTYMO FUNKCIJOS

Jei X yra atsitiktinis vektorius, tai galime kalbéti apie aibés {w : X1 (w)
< Z1,.., Xs(w) < xs}, arba, uzrasant trumpiau, aibés {X; < x1,..., X;
< x4} tikimybini mata. Funkcija

<
<

Fx<$) = F(Xl,....,Xs)<x1a'“>xs) = P(X1 <, ...,XS < J?S)

yra apibrézta visoje erdvéje Ry; ji vadinama atsitiktinio vektoriaus X pa-
siskirstymo funkcija.

Atsitiktiniu vektoriu pasiskirstymo funkciju savybés yra analogiskos vie-
namaciu atsitiktiniu dydziu pasiskirstymo funkciju savybéms, kurias tyréme
2 skyrelyje. Suprantama, jos yra keliu kintamuju funkcijos, todél turi savo
specifika.

Toliau visur X = (Xi,...,Xs) reiks atsitiktini vektoriu, o F(z) =
= Fx(r) = Fix,,. x.,)(1,..,05) — to vektoriaus pasiskirstymo funkcija.
Aigku, kad 0 < F(z) < 1, nes tokias nelygybes tenkina tikimybinis matas.
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1 teorema. Pasiskirstymo funkcija yra nemazéjanti kiekvieno argumento
atzvilgiu.
Irodym as. Dél paprastumo teorema irodinésime pirmojo argumento
atzvilgiu. Tarkime, kad 2} < zf. Aigku,
{X1 <2}, Xo <z9,..,Xs <x4} C
C{Xy <2/, Xo <wg,..., Xs < xs}.

Is tikimybés monotoniskumo (I.10.3 teoremos 2 isvados) iSplaukia
P(X1 < J?ll,XQ <Xy, Xg < IS) <
S P(Xl < x?[/;X2 < .'172, '-'7XS < xS)?

/ 1
toy. F(a), xa,...,x5) < F(af,22,...,25). O
Pagal sia teorema egzistuoja ribos
lm  F(x1, .oy Th1, Thy Thot 1, -, Ts )5
Tpp——0C
Hm F(@1, .y The1, Thy Thot 1y vy Ts )y
T —00
kurias zymésime atitinkamai
F(xla cey Th—1y =00, Lh+15 -+ LL'S),
F(xla sy =15 O0; L1 -y xs)-
Panagrinésime tas ribas.

2 teorema. Jei 1 < k < s, tai

F('rlv vy T—1, =00, Tk+1, "'axS) =0.

Irodymas. Norédami suprastinti uzrasus, nagrinésime tik pirmaji
argumenta. Imkime kuria nors seka xgn) N\, —0o. Pazymeékime

A, ={X1 < xg”),XQ < Xoy ey X < Xg}

Tada A1 D Ay D ... ir (;—, Ar = @. Pagal 1.10.8 teorema P(A, )———0,

n—oo

0.0

taigi F(xgn),xz, vy Tg)

n—oo

3 teorema. Jei 1 <k <s, s> 2, tai

FiXy o X1 X X1 Xo) (T o0y Tl 1, 00, Tpey 15 20, T
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yra atsitiktinio dydzio (X1, ..., Xg—1, Xk+41, ..., Xs) pasiskirstymo funkcija

F(Xl’~~~an—1an+17~~~aXS)(xl’ o0y Th—1 Th41, ""‘rs) =

=P(X1 <21, Xpo1 < 2po1, X1 < Tpgns ooy X < 24).
Irodym as. Tirsime tik atveji, kai £ = 1. Imkime seka xgn) /" o0.
Pazymékime A,, ivyki
{X1 < CE&n),XQ <Xy, X < .TS}.

Turime monotoniskai didéjancia ivykiu seka A; C Ay C ... Aigku,
oo
U A = {XQ < xg,...,Xs < SUS}.
k=1

Pagal 1.10.7 teorema

lim F(Ign),l‘g, v @g) = P(Xo < o, ..., Xg < xg). O

n—oo
Analogiskai irodome ir §itoki teigini.
3a teorema. Jei 1 < ki < ko < .. <k, <s, tai
hmF(Xlw--st)('Tl’ e Ts) = F(Xkl,ka“,,Xkr)(JEkl,ku, ey Tk, )

Cia x; — 00, kai j nelygus ki, ko, ..., k..

Funkcija F(Xkl,kam’xkr)(xkl,xkz, .y g, ) yra vadinama funkeijos F(z1,
Z9,...,&s) ir atsitiktinio dydzio (X7, ..., Xs) marginaligja pasiskirstymo funk-
cija (suprantama, kai {kq, ..., k- } nesutampa su {1, ..., s})

3b teorema. Jei visi daugiamatés pasiskirstymo funkcijos argumentai
tolsta § begalybe, tai

lim F(xq,...,25) = F(00,...,00) = 1.

z] —00

x5 — 00

Kadangi pasiskirstymo funkcija yra monotoniska kiekvieno argumento
atzvilgiu, tai egzistuoja ribos

. /
Hm F(21, ., Tp—1, Tpy Tht15 000, Ts) =
ﬂikfwk

=F(z1, ., Tho1,Zk — 0, Tp1, .oy Ts),

. "
lim F(Z1, ey @1, Ty Thot Ly ooy Ts) =
AN

=F(z1, ., Tho1,Zk + 0, Tp 1, -ovs Ts)-
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Kaip ir vienamaciu atveju, pirmoji riba sutampa su F(z1,...,2x_1, Tk,
k41, .- Ts), Kitaip tariant, teisinga Sitokia teorema.

4 teorema. Pasiskirstymo funkcija yra tolydi i§ kairés kiekvieno argu-
mento atZvilgiu.

Irody m a s. Nagrinésime tolyduma pirmojo argumento atzvilgiu.

Imkime seka xgn) /" x1 ir pazymékime

A, = {Xl < l‘ln),XQ < x9, ...,Xs < Sﬂs}.
Turime Ay C Ay C ... ir

U Ak = {X1 <2, X9 <Xy, Xg < Ig}

k=1
18 1.10.7 teoremos isplaukia, kad

P(4,) = P(|J 4x),
k=1
kai n — oo, t. y.
F(itgn),l'g, ey Ts) = F(x1,29,...,25). O

Isreiksime pasiskirstymo funkcija tikimybe, kad atsitiktinis vektorius pri-
klausys intervalui. Sakykime, I yra erdvés Ry intervalas
a; <zy < by,
az < xg < by,

(1)

Sutrumpintai pazymékime I, = [ag, b)) (K =1,...,8). Kai F : R; — R yra
bet kuri (nebiitinai pasiskirstymo) funkcija, ivesime operatoriu

k
A§k)F($17...7$S) = F(xla "'amk—labkvxk-‘rly"'7x8)_
— F(Z1, e, The1, Oy Thp 1y oy Tg) =

= Z(—I)EF(ajl, oy Xp—1, €0k + (1 — €)bi, Thot 1, oy Ts);
I

Cia € igyja dvi reiksmes: 0 ir 1. Pazymékime
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AIF = A]F(ajl, ...,ms) = Agl)A(Ij)F(.’I}]_, ...7.'133) =

1

= Z (—1)51"“’65F(61a1+

€15--3€s

+ (1= e1)by, ..., e5as + (1 — £4)bs);

¢ia €1,...,€5 nepriklausomai vienas nuo kito igyja reikSmes 0 ir 1. Kitaip
tariant,

ALF = F(b1,ba, ooy by) — F(a1,ba, ooy by)—
F(by, a2, b3, ey bs) — o — F(b1, vy by1, a5)+
F(ay,as,bs,...,bs) + F(ai, by, az, by, ..., bs) + ...+
F(by,.coybs—2,a5-1,a5) + ... + (=1)°F(a1, az, ..., as).

5 teorema. P(X € I) = A[F.
Irodymas. Kadangi

{Xl e, X< LEQ,...,XS < (ES} =
= {X1 <b,Xo <xg,.... Xy < J?é}\
X <ap,Xo < x9,..., X5 < x5}
ir antrasis ivykis deSinéje lygybés puséje yra pirmojo atskiras atvejis, tai
P(X1 S Il,XQ < x27...7X5 < $5) = A(l)F(x17I2,...,fL‘s) =
_Z 1F‘ 51a1+(1—51)b1,x27...7 s)-

Analogiskai is lygybés
{Xl €, Xy €, X3 <x3,..., X5 < xs} =
= {Xl e, Xo <by, Xg<23,..., Xs < {,CS}\
\{ X1 €1, Xy <ag, Xz <w3,..., Xy < a4}
gauname
P(Xyeh,Xo €, X3 <x3,...,Xs <) =
= AP (AVF (@1, 20, w0)) = D (-1)7 (1) %

€2 €1

X F(51a1 -+ (1 — 61)1)1,62(12 -+ (1 — 62)1)2,583, ...,SCS).

Taip samprotaudami toliau, gausime reikiama lygybe. O
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Isvada. ArF > 0, koks bebutu intervalas I.

Svarbiausios daugiamaciu pasiskirstymo funkciju F' savybeés yra:
D kail <k<s, Flay,...,xs) — 0, jei xx — —o0;

2) F(zq1,...,xs) — 1, kai 1 — 00, ...,x5 — 00;

3) F yra tolydi is kairés kiekvieno argumento atzvilgiu;

4) jei I C R?® yra (1) pavidalo intervalas, tai

ArF > 0.

I8 minétu savybiu iSplaukia visos kitos. Irodysime, pavyzdziui, kad is 4
savybés isplaukia 1 teoremoje nusakyta savybé: funkcija nemazéja kiekvieno
argumento atzvilgiu. Pasirinksime pirmaji argumenta. Leiskime skai¢iams
as, ..., as tolti i —oo. Gausime

F(b17b27 "'7bs) - F(a17b27 "'7bs) 2 0.

Is karto atrodytu, kad teisingas ir atvirkstinis teiginys: 4 savybe galima
suprastinti, reikalaujant tik, kad funkcija butu nemazéjanti kiekvieno argu-
mento atzvilgiu. Ta¢iau taip néra. Imkime dvieju kintamuju funkcija

1, kaiz; +a2 >0,
Glar,w2) = {0 kitais atvejais.

Si funkcija tenkina 1, 2, 3 savybes ir yra nemazéjanti kiekvieno argumento
atzvilgiu, tac¢iau

G(2,2) — G(~1,2) — G(2,—1) + G(—1,-1) = —1 < 0.

Vadinasi, ji neturi 4 savybeés.

Kiekviena funkcija F', apibrézta visoje erdvéje R® ir turincia 1-4 savybes,
vadiname daugiamate pasiskirstymo funkcija.

Kiekvienam atsitiktiniam vektoriui X, nusakytam erdvéje {Q,.A4, P},
priskirsime kita tikimybine erdve {R*, B*, Px }, kurioje

Px(B)=P(X '(B)) = P(X € B),

kai B € B®. Sakome, kad atsitiktinis dydis indukuoja tikimybine erdve
{R?®, B%, Px } ir tikimybini mata Px. Pastarasis daznai vadinamas atsitiktinio
dydzio X tikimybiniu pasiskirstymu (arba skirstiniu). Tikimybinis matas Py
vienareik§miskai nusako dydzio X pasiskirstymo funkcija Fx.

5. SVARBIAUSI PASISKIRSTYMO FUNKCIJU TIPAI

1§ pradziu nagrinésime vienamagcius atsitiktinius dydzius X, kuriu pasiskirs-
tymo funkcijos Fx = F. Taska x( vadinsime funkcijos F' didéjimo tasku, jei
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teisinga nelygybé F(zg — €) < F(zo + €), koks bebtitu ¢ > 0. Tuo atveju
atsitiktinis dydis X priklauso intervalui (zg — e,z +¢) su teigiama tikimybe,
koks bebtity € > 0. Visu funkcijos F' didéjimo tasku aibe zymeésime Sp.

1 teorema. P(X € Sp) = 1.

Irodymas. IS didéjimo tasko apibrézimo isplaukia, kad, paémus
bet kurj x € 5%, galima rasti toki atvira intervala (a(x), b(m)), kuriam pri-
klauso x ir kuriame néra funkcijos F' didéjimo tasku. Ta intervala laikysime
didziausiu galimu. Tada arba a(z) € S, arba a(z) = —oco ir arba b(z) € S,
arba b(z) = oo. Tikimybeé P(a(z) < X < b(x)) = 0. Aibe S§ dengia intervalai
(a(z),b(z)). Tarp ju yra ne daugiau kaip skaiti aibé skirtingu (ay,bx). I8
lygybeés

S = J(an, br)
k
gauname

P(X €Sf) =Y Plaxr <X <by) =

Todéel P(X € Sp)=1.0
Jei Sp yra baigtiné arba skaiti aibé, tai sakome, kad atsitiktinis dydis X
yra diskretusis, o atitinkama pasiskirstymo funkcija F' — diskrecioji.
Pazymeékime diskreciosios pasiskirstymo funkcijos didéjimo taskus {zy}
ir tikimybes P(X = z) = pg. Tada py = F(x +0) — F(z) yra funkcijos F
trukiai,

xE;SF 2:]%-—1
Pasiskirstymo funkcija F' galime uzrasyti Sitaip:

:Zpk~

TE<x

Tai — laiptuota funkcija, kurios trukio taskai yra xx, o tarp ju funkcija yra
pastovi.
Isnagrinésime keleta pavyzdziu.

2 skyrelio 1 ir 2 pavyzdziuose nagrinéti atsitiktiniai dydziai yra diskretieji.
Antrajame i$ ju nagrinéjamas atsitiktinis dydis yra vadinamas binominiu.

1 pavyzdys. Paprasciausias diskretusis dydis yra dydis, igyjantis viena
reik8me, sakysime a, su tikimybe 1. Jo pasiskirstymo funkcija

ea(z) = 0, kaix<a,
L1, kaix > a.
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Tos funkcijos grafika matome 15 paveiksle. Toks atsitiktinis dydis ir jo pa-
siskirstymo funkcija vadinami issigimusiais.

0

15 pav.
2 pavyzdys. Puasono pasiskirstymas. Tarkime, kad
atsitiktinis dydis X igyja reikSmes 0, 1, 2, ... ir reikdme k igyja su tikimybe

k
P(X=k)= %e_k;

¢ia A — teigiamas fiksuotas skaicius. Sakome, kad atsitiktinis dydis yra pasiskirstes
pagal Puasono désni. Aisku,

oo

k=0

3 pavyzdys. Geometrinis pasiskirstymas. Tarkime, kad
atsitiktinis dydis X igyja visas sveikasias neneigiamas reikSmes ir reikSme k igyja
su tikimybe

‘ >

koA
'e_ =1.

x>

P(X = k) =p(1-p)";
¢ia p — fiksuotas skaicius, 0 < p < 1;

E:Ml—mkzl

k=0
Sakome, kad atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal geometrini désni.

Atsitiktini dydi X ir jo pasiskirstymo funkcija F' vadiname tolydziaisiais,
jei pasiskirstymo funkcija F' neturi trukio tasku, kitaip tariant, yra tolydi.
Tada

F(x+0)—F(z)=0, P(X =z) =0,

koks bebutu z € R.

Isskirsime siauresne tolydziuju dydziu klase. Sakysime, kad atsitiktinis
dydis X ir jo pasiskirstymo funkcija F' yra absoliuciai tolydus, jei egzistuoja
funkcija px = p, apibrézta tieséje R, integruojama Lebego prasme ir tenki-
nanti salyga
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(¢ia integruojama Lebego prasme). Funkcija p yra vadinama atsitiktinio
dydzio X tankiu. Ji néra vienareikSmiskai nusakyta. Bet kaip pakeitus p
nulinio Lebego mato aibéje, integralas nesikei¢ia.Todél tankiu laikome bet
kuria i$ galimu funkciju p. I8 Lebego integralo teorijos zinoma (zr. [18§],
VIIT skyr.), kad tuo atveju F'(z) beveik visur (Lebego mato prasme) turi
neneigiama isvestine, kuri beveik visur yra lygi p(z). Be to, aisku,

(1) /_O; p(u)du = 1.

Atvirksciai, jei funkcija p, apibrézta tieséje R, yra integruojama ir beveik
visur neneigiama bei tenkina (1) salyga, tai

yra pasiskirstymo funkcija.
Teisinga lygybé

Pla<X <b)=F(@®)—F(a)= / p(u)du.
[(L,b)
Teisinga ir daug bendresné

2 teorema. Jei X yra absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis su tankio
funkcija p(u), tai

(2) P(X € B) = /B p(u)du,

kokia bebuty Borelio aibé B.

Irodymas. Macgioje erdvéje {R, B} imkime du matus
P(X € B) ir / p(u)du.
B

Mums reikia irodyti, kad jie sutampa.
I8 pradziu tarkime, kad B yra intervalas vieno i§ pavidalu

(3) (_00700)7 (_007‘1)7 [a7b)7 [a,oo);

Cia a, b — bet kurie realieji skai¢iai. Parodysime, kad tokioms aibéms teisinga
(2) formulé. I (1) formulés
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Pl—o< X <oo)=1= / p(u)du.

(=00,00)

I8 tankio funkcijos apibrézimo
P(X <a)=F(a) = / p(u)du.
(—oo,a)

Toliau,

P(a§X<b)—F(b)—F(a)—/[ b)p(u)du,

P(X>a)=1-P(X <a)= / p(u)du.

[a,00)

I tikimybinio mato ir integralo adityvumo isplaukia, kad (2) formulé yra
teisinga ir tada, kai B yra disjunkéiu (3) tipo intervalu sajunga. Tarkime, kad

B=|J B BiNB, =2 (j #k),
k=1

yra tokia sajunga. Tada

P(XeB)= ;P(X € By) = ;/Bk p(u)du = /Bp(u)du.

Taciau visos tokios sajungos sudaro aibiu algebra, kurios generuota o
algebra ir yra visuy Borelio aibiu sistema. Antra vertus, funkcijos

P(X eB) ir /Bp(u)du

yra visiskai adityvios toje algebroje. Todél pagal mato pratesimo teorema (2)
lygybé yra teisinga, kokia bebutu Borelio aibé B. O

Rekomenduojame skaitytojui paciam isitikinti, kad 4-11 pavyzdziuose p yra
tankio funkcijos.

4 pavyzdys. Tolygusis pasiskirstymas. Sakome, kad
atsitiktinis dydis yra pasiskirstes tolygiai, jei jo pasiskirstymo funkcija (16 pav.)

0, kai x < a,
F(x) = mfa’ kaia <z <b,

a
1, kai x > b;
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16 pav.

¢ia a < b — fiksuoti skaiGiai. Sia pasiskirstymo funkcija atitinka tankio funkcija
(17 pav.)

1
—_— ia<zxz<
@) =4 = o kaia <x <b,
0, kai x < a arba x > b.

el — — —
- ————

17 pav.

5 pavyzdys Trikampiskasis, athaSimpsono!, pasi-
skirstymas. Taip vadinamas pasiskirstymas, kuri apibtidina tankio funkcija
(zr. 18 pav.)

1 .
p(z) = b—Q(b— |z —al), kail|z—al <b,
0, kai |z — a| > b;

! Thomas Simpson (1710-1761) — anglu matematikas.
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¢ia a — fiksuotas realusis skaicius, b — teigiamas fiksuotas skaic¢ius. Atitinkama pa-
siskirstymo funkcija pavaizduota 19 paveiksle.

a+b

ab————

0 a-b

18 pav.

6 pavyzdys. Normalusis pasiskirstymas. Tai
vienas i$ svarbiausiu pasiskirstymu. Su juo jau susiduréme I.15 skyrelyje. Normaluji
pasiskirstyma nusako tankio funkcija

\/1 (
xTr) = ET —
p( ) o/ 2r P 202

19 pav.

atitinkama pasiskirstymo funkcija yra
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¢ia a — bet kuris fiksuotas realusis skaicius, o — fiksuotas teigiamas skaicius. Ju
grafikai pateikti 20 ir 21 paveiksluose. Tankio funkcija turi maksimuma taske z = a.
Tas taskas yra pasiskirstymo funkcijos vingio taskas.

|
|
|
|
|
|
|
a

20 pav.

Parametrui o didéjant, tankio funkcija darosi ”1ékstesné” (zr. 22 pav., a = 0).
Sis pasiskirstymas daznai Zymimas N(a,o?).
Kai a =0, 0 = 1, sakome, kad turime standarting normaluji pasiskirstyma.

7 pavyzdys. Gama pasiskirstymas. Siuo atveju tankio
funkcija

0, kai z <0,
x%e /P

BT (a+ 1)

p(z) = kai x > 0;

parametrai a > —1, 5> 0.

1
1
1
]
a

21 pav.

8 pavyzdys. Beta pasiskirstymas. Tankio funkcija

0, kai x <0 arba z > 1,
p(m) = .’L'p_l(l *CE)q_l

, kai0 <z <1
B(p,q)
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Cia parametrai p > 0, ¢ > 0,

B = [ a0y = [N,

9 pavyzdys. Neigiamas eksponentinis pasiskirsty-
m a s. Tankio funkcija

[0, kai z < 3,
p(z) = {aefo‘(zfm, kai z > 3;

pasiskirstymo funkcija

0, kai z < 3,
F(z) = { —e @B iz > 6

parametrai a > 0, 3 € R.

10 pavyzdys Kosi' pasiskirstymas. Tankio funkcija

— 1 .
p(z) = m7
pasiskirstymo funkcija
F(x) = 1 + 1 arctg .
2 0w
Naudingas ir apibendrintasis Kosi pasiskirstymas, kurio tankio funkcija yra

b .
7r(b2 + (x — a)2) ’

¢iaa € R, b>0.

11 pavyzdys. Laplaso pasiskirstymas. Tankio funkcija

! Augustin Cauchy (1789-1857) — pranciizy matematikas.
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—lzl.
)

p(z) = se

pasiskirstymo funkcija

Kitas svarbus tolydziuju pasiskirstymu tipas yra vadinamieji singuliarieji
pasiskirstymai. Taip vadinamos tolydziosios pasiskirstymo funkcijos, kuriuy
didéjimo tasku aibés turi nulini Lebego mata. Atitinkami atsitiktiniai dydziai
vadinami singuliariaisiais. Galima butu irodyti, kad tokia pasiskirstymo
funkcija beveik visur turi iSvestine, kuri beveik visur yra lygi 0.

Sukonstruosime singuliariosios pasiskirstymo funkcijos pavyzdi.

12 pavyzdys. Imkime pasiskirstymo funkcija F(z) = 0, kai z < 0, F(z) =
=1, kai > 1 (23 pav.). Uzdara intervala [0, 1] suskaidykime i tris dalis [0, 1/3],
[1/3, 2/3], [2/3, 1]. Viduriniame uzdarame intervale imkime F(z) = 1/2. Uzdarus
intervalus [0, 1/3] ir [2/3, 1] vél skaidykime  tris dalis [0, 1/9], [1/9, 2/9], [2/9, 1/3] ir
[2/3,7/9], [7/9, 8/9], [8/9, 1]. Viduriniame i3 pirmuju triju uzdary intervaly imkime
F(z) = 1/4, viduriniame i§ kity triju uzdary intervaly — F'(z) = 3/4. Kiekvieng i§
uzdary intervalu [0, 1/9], [2/9, 1/3], [2/3, 7/9], [8/9, 1] vél skaidykime i tris 37°
ilgio uzdarus intervalus ir viduriniuose i§ gautu uzdaru intervalu trejetu imkime
funkcija F', lygia aritmetiniam vidurkiui gretimu, jau nusakytu F reikSmiu, t. y. 1/8,
3/8,5/8, 7/8. Si procesa tesiame be galo. Taip apibrésime funkcija tiems uzdaro
intervalo [0, 1] taskams, kurie priklauso ”viduriniams” uzdariems intervalams. Ju
aibés Lebego matas bus

2 4 3
tmt gt =1

Wl

Likusiuose uzdaro intervalo [0, 1] taskuose F(z) nusakome kaip virSutinj jos
reikdmiu F(y) rézi, kai y prabéga mazesnius uz x segmento taskus, kuriuose F' jau
yra apibrézta. Taip apibrézta funkcija F' yra tolydi segmente [0, 1]. Jos didéjimo
tasku aibé turi nulini Lebego mata.

Diskreciosios, absoliuciai tolydzios ir singuliariosios funkcijos yra svar-
biausios. Gana paprastu budu jomis galima iSreiksti kiekviena kita pa-
siskirstymo funkcja. Teisinga teorema, tvirtinanti, kad kiekviena pasiskirs-
tymo funkcija F' galima vienareikSmiskai uzrasyti Sitaip:

F(z) = aqFy(x) + aarFor(x) + asFy(z);
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Fx)
1
;
—_1
(BN}
3 i
4 oo
oo
- [N A
R
R
1 o
2 ; RN
1 L [N A
— AR
il RN
P RN
LN AR
4 RN R
RN RN
— RN
S RN
[ [ R L [N A
IR IR
0 1+ 2 1 2 7 8 1 X
g 9 3 3 339
23 pav.

¢ia F; — atitinkama diskrec¢ioji, Fy; — absoliuc¢iai tolydi, Fs — singuliarioji
pasiskirstymo funkcija, ag, aqt, s — neneigiamos konstantos, ag+a.:+as = 1
(zr., pvz., [18], VIII skyr.).

Analogiska teorija teisinga ir daugiamaciams pasiskirstymams. Atsitik-
tinis vektorius X = (Xi,..., Xs) bei jo pasiskirstymo funkcija Fx = F yra
vadinami diskreciaisiais, jei egzistuoja tokia baigtiné arba skaiti aibé S, kad
P(X € S) = 1; vadinami absoliuciai tolydziais, jei egzistuoja integruojama
Lebego prasme funkcija p = px, apibrézta erdvéje R?® ir turinti savybe

F(ml,...,xs):/ / l p(U1, ooy ths)duy ...dus.
—o0o —0o0

Funkcija p yra vadinama atsitiktinio vektoriaus X tankiu. Siuo atveju beveik
visur egzistuoja iSvestine
O*F(x1,...,x5)
0xy...0cs

kuri beveik visur yra neneigiama ir lygi p(x1, ..., z5). Tankio funkcija, aisku,

tenkina lygybe
/ / plur, .oy ug)dug...dus = 1.

Atsitiktinis vektorius ir jo pasiskirstymo funkcija yra vadinami singulia-
riaisiais, jei F yra tolydi ir egzistuoja tokia nulinio Lebego mato aibé S, kad
P(XeS) =1
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Kiekviena daugiamate pasiskirstymo funkcija galima isreiksti diskrecio-
sios, absoliuc¢iai tolydzios ir singuliariosios pasiskirstymo funkciju tiesine kom-
binacija.

Jei daugiamaté pasiskirstymo funkcija yra diskreti, tai ir jos vienamatés
marginaliosios pasiskirstymo funkcijos yra diskrecios, ir atvirkscéiai. Si teigini
paliekame jrodyti skaitytojui.

Mums pravers Sitokia teorema.

3 teorema. Jei pasiskirstymo funkcija Fix, . x.)(T1,...,7s) yra ab-
soliuciai tolydi, tai ir visos vienamatés marginaliosios pasiskirstymo funkcijos
Fx, (zx) (k=1,...,8) yra absoliuciai tolydzios.

Irodymas. I$ absoliutaus tolydumo apibrézimo isplaukia, jog egzis-
tuoja tokia integruojama funkcija p, kad

] Tg
F(Xl,...7XS)(1:1,...,xs):/ / P, ey tg)dug ... dus.

Irodysime, pavyzdziui, kad Fx, yra absoliuciai tolydi. Remiantis Fubinio®
teorema,

@(ul):/ / p(u1, ug, ..., us)dug...dusg

yra integruojama kintamojo u; funkcija ir

Z1

Fx,(z1) = Fix,,.. x.,(21,00,...,00) = / o(uq)duy. O

—0o0

Tarp daugiamaciu absoliuciai tolydziu pasiskirstymu labai svarbus nor-
malusis pasiskirstymas. Tarkime, kad Q(z) = x Az’ yra teigiamai apibrézta
s kintamuju kvadratiné forma su matrica A. Cia vektoriumi-eilute laikoma
vienos eilutés matrica, / reiskia transponavima; matrica i vieno elemento
sutapdinama su tuo elementu. Tarkime, kad ai,...,as yra realieji skaiciai.
Apskaiciuosime integrala

J:/ /efQ(Il7‘“"“’””57a3)/2d:r1...d:cs =
:/ e~ @Az /2,

Taip parinksime ortogonalia matrica C, kad CAC’ biitu diagonalioji matrica
D. Jos diagonaliuosius elementus zymésime o7, ...,02. Tada matricos A de-
terminantas |A| = |D| = 0%, ...,02. Integralo J antrojoje israiskoje pakeisime
kintamuosius x = yC. Tada

1 Guido Fubini (1879-1943) — italy matematikas.
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vz’ = yDy' = oty; + ...+ oly;

ir
(27‘[’)5/2 (27‘[’)5/2

i o 2.2
J = / e_”kyk/Qdyk = = .
I};[l o loy...ok] VIA]
\% |A| e—Q(ml—al,...,ms—as)/Q

(2m)s/2

tenkina tankio funkciju salygas. Tokios funkcijos nusakytas pasiskirstymo
désnis yra vadinamas s-maciu normaliuoju. Atsitiktinis vektorius, pasiskirstes
pagal normaluji désni, taip pat vadinamas normaliuoju.

Dvimacio normaliojo pasiskirstymo tankio funkcija galima uzraSyti sitaip:

Taigi

p(T1, ..y Ts) =

(21, 2) L e (o)

5 = — X _ —
PR, &2 2wo1004/1 — p? P 2(1—p?) o1

(21 — a1)(w2 —a) | (2 —ap)?

-2 )}
P 0109 203

¢la o1, og — teigiami skaiciai, p — realusis skaicius, |p| < 1.

6. NEPRIKLAUSOMI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Jau esame minéje, kad nepriklausomumo savoka yra labai svarbi tikimybiu
teorijoje. Praplésime ja atsitiktiniams dydziams, apibréztiems tikimybinéje
erdvéje {Q, A, P}.

Atsitiktiniai dydziai X1, ..., X,, vadinami nepriklausomais, jei

(1) P(X, € By,...X,, € B,) = P(X; € By)...P(X,, € By),

kokios bebiitu tiesés tasku Borelio aibés By, ..., B, . Jei turime seka atsitiktiniu
dydziu X1, Xa, ..., tai sakome, kad jie yra nepriklausomi, jei (1) lygybé yra
teisinga kiekvienam naturaliajam n.

Is apibrézimo iSplaukia, jog nepriklausomu atsitiktiniu dydziu kiekvienas
posistemis sudarytas taip pat i nepriklausomu dydziu. Pakanka (1) lygybeje
kai kurias Borelio aibes By pakeisti aibe R.

Nepriklausomumo apibrézime atsitiktinius dydzius laikéme vienamaciais.
Taciau galima butu imti ir atsitiktinius vektorius; tada Borelio aibes reikia
imti i§ atitinkamo matavimo erdviu. Mes toliau nagrinésime tik vienamacius
atsitiktinius dydzius.

Is apibrézimo matome, kad atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi tada ir
tik tada, kai ju generuotos o algebros (zr. 1 ir 1.12 skyrelius) yra nepriklau-
SOMOS.
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Atkreipsime démesi, kad i$ atsitiktiniu dydziu nepriklausomumo kas du
nei$plaukia ju visu nepriklausomumas.
Jei atsitiktiniai dydziai X1, ..., X,, yra nepriklausomi, tai

P(X1 < $17...7Xn < In) = P(X1 < I’l)P(Xn < l’n)7

kokie bebiity realieji skaic¢iai x1, ..., T, t. y. atsitiktinio vektoriaus (X7, ..., X,,)
pasiskirstymo funkcija yra lygi jo vienamaciu marginaliuju pasiskirstymo
funkciju sandaugai

(2) F(X1 7777 Xn)(.’l,‘l,...,{En) :FXI(.’El)...FX”(l‘n).

Si lygybé gaunama, nepriklausomumo apibrézime paémus Borelio aibes pavi-
dalo (=00, 1), ..., (—00, ).

Teisingas ir atvirkstinis teiginys.

1 teorema. Vienamaciai atsitiktiniai dydziai X, ..., X, yra nepriklau-
somi tada ir tik tada, kai teisinga (2) lygybe.

Irody mas Salygos butinuma jau parodéme. Irodysime jos
pakankamuma. Tarkime, jog teisinga (2) lygybé. Reikia irodyti, kad teisingos
(1) lygybeés, kokias bepaimtume Borelio aibes By, ..., B,,. Imkime fiksuotus
X, ..., Tp, ir macioje erdvéje {R, B} apibrézkime du matus Q1 (B) ir Q}(B),

Q1(B)=P(X1 € B, X2 < xa,.... Xp, < Tp),
Q1(B) = P(X; € B)P(X3 < x3,.... X5y < Zn).
Abi sios aibés funkcijos i$ tikruju yra matai, nes jos neneigiamos ir visiskai
adityvios, — tai iSplaukia i$ tikimybinio mato P savybiu. Abu matai sutampa
Borelio aibéms B = (—o0, 1), nes pirmasis pagal (2) tada lygus P(X; <
< 21)P(X3 < x9)...P(X,, < x,), o antrasis dél tos pacios priezasties lygus
P(X1 < 21)P(X7 < 00,X2 < ®a,.... X, < zp) = P(X1 < 21)P(X7 <
< 00)P(X2 < x3)...P(X,, < x,).I5 ¢ia isplaukia, kad jie sutampa intervalams
[z, z7), taigl sutampa ir aibiu algebroje, sudarytoje i$ disjunkéiu intervaluy
[}, 2) baigtiniu sajungu. Todél pagal Karateodorio® teorema tie matai turi
sutapti ir visoms Borelio aibéms B. Vadinasi,
P(X1 € B, Xy <x9,...., X, < J)n) =
= P(X; € B)P(X1 < z2,..., X, < Ty,).

Fiksuokime By € B, 3, ..., T, ir bet kurioms Borelio aibéms B imkime

Q2(B) = P(X, € B, X3 € B, X3 < 23,..., X, < Tp),
Q4(B) = P(X, € By)P(Xs € B)P(X5 < 3, o, X < ).

1 Constantis Carathéodory (1873-1950) — vokie¢iu matematikas.
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Vél turime neneigiamas ir visiSkai adityvias aibés funkcijas. Analogiskai
irodome, jog jos sutampa Borelio aibéms B = (—o0,x3) ir intervalu [z5, %)
baigtinéms sajungoms, todél sutampa ir bet kokioms Borelio aibéms. Vél
gauname

P(Xl € B,XoeB, X3<x3,...X, < {,Cn) =
= P(X, € By)P(Xs € B)P(X3 < x5, ..., Xn < ).

Taip samprotaudami toliau, gauname (1) lygybe. O
Panagrinésime diskreciuosius ir absoliuciai tolydzius nepriklausomus at-
sitiktinius dydzius. Ju nepriklausomuma galima nusakyti ir paprasciau.

2 teorema. Tarkime, kad X1, ..., X,, yra diskretieji atsitiktiniai dydziai
ir dydzio Xy, retksmiu aibé, igyjama su tikimybe 1, yra {ay;}. Tie dydziai yra
nepriklausomi tada ir tik tada, kai

P(X1 = aljl, ,Xn = anjn) =

3)
= P(X1 = aljl)...P(Xn = an]‘n)
visoms galimoms ji, ..., jn reiksmeéms.

Irodymas. Salygos butinumas trivialus, nes aibés i$ vieno elemento
yra Borelio aibés.

Salygos pakankamumui jrodyti imkime bet kurias erdvés R Borelio aibes
By, ..., B, I8 tikimybeés adityvumo ir (3) lygybés gauname

P(X, € By,...,X, € By) =
= Z P(X1 = Q1j,, ,Xn = an]‘n) =

ayj, €B;

anjn €Bn

= Z P(X1 :aljl)...P(Xn :anjn) =
ayj, €B1

Angj, €Bn

= Y PMimen)e Y P(a=an) =

a1, €B1 anj, €EBn
= P(X, € B))..P(X,, € B,). O

3 teorema. Jei X1, ..., X,, yra nepriklausomi absoliuciai tolydus atsitik-
tiniai dydziai su tankio funkcijomis px,,...,px,, , tai ir atsitiktinis vektorius
(X1,..., Xn) yra absoliuciai tolydus, o jo tankio funkcija p(x,... x,) beveik
visur lygi sandaugas

px,; (@1) - px, (@n)-
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Irodymas. IS dydziu nepriklausomumo isplaukia

F(X17...7Xn)($1, ,xn) = FXl(xl)...FXn(xn) =

T Tn
= [ xtdure [ o, ()i, -

oo

x1 Tn
_ / N / D, (1), (n)dus ...dup. O
I

4 teorema. Jei atsitiktinis vektorius (X1, ..., Xy) yra absoliuciai tolydus
su tankio funkcija p(x, .. x.), 0 PX,; - DX, —Jjo komponenty tankio funkcijos
(jos, kaip matéme, egzistuoja) ir beveik visur teisinga lygybé

p(Xl,...,Xn)(xla s Tp) = Dx, (71).px, (Tn),

tai atsitiktiniai dydziai X4, ..., X, yra nepriklausoms.

Irodym as. IS teoremos salygos ir Fubinio teoremos isplaukia

Fix, o x) (@1, T0) =

T Tn
- / N / p(X1,..<,Xn)(u17 -'~7un)du1"'du" =

T Tn

:/ / le(u1)7...,an(un)dul...d’LLn:
o -

:/ le(ul)dul.../ px, (Un)du, =

= FX1 (.Tl)...FX" (.’I}n) O

I8 3 ir 4 teoremu iSplaukia, kad atsitiktinio vektoriaus, pasiskirsc¢iusio
pagal normaluji désni, aprasyta 5 skyrelyje, komponentai yra nepriklausomi
tada ir tik tada, kai atitinkamos kvadratinés formos matrica yra diagonalioji.

Matéme, kad atsitiktiniu dydziu Borelio funkcijos taip pat yra atsitiktiniai
dydziai. Intuityviai jauc¢iame, kad nepriklausomuy atsitiktiniu dydziy funkcijos
turétu buti nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Ir i$ tikruju taip yra.

5 teorema. Jei Xi,...,X,, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydzZiai, o
©1, -y on — Borelio funkcijos, tai atsitiktiniai dydZiai ¢1(X1), ..., on(Xn) yra
taip pat nepriklausoms.

Irodym as. Imkime bet kurias Borelio aibes By, ..., B,,. Prisimine,
kad <p,;1(Bk) taip pat yra Borelio aibé, i$ nepriklausomu dydziu apibrézimo
gauname
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/\

P(p1(X,) € Bl,..., n(Xn) € By) =
=P(X1 € o7 (B1), ., Xn € 0,1 (By)) =
P(X, € @1 By))..P(Xn € ¢, (By)) =
P(p1(X1) € Bl) P(pn(Xy) € By). O

Isvada. Jei X, ..., X,, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, ay ir by
(k =1,...,n) — konstantos, tai atsitiktiniai dydziai ap Xy + b (kK =1,...,n)
yra taip pat nepriklausomi.

Irodymas. agx + by yra Borelio funkcijos. O

Apibendrinsime 5 teorema.

6 teorema. Jei X11,..., X1n,, s Xsyy ooy Xon, yra nepriklausomsi atsitik-
tiniai dydziai, p1(21, ..., Tny )y e, Ps(X1, oo, Tn, ) — realiosios Borelio funkcijos,
tai atsitiktiniai dydziai

%01 (X117 "'7X1n1)7 AR @S(XS].? -~-7Xsn)

yra taip pat nepriklausoms.
Irodym as analogiskas 5 teoremos irodymui. O

5 ir 6 teoremose dydziai Xj buvo laikomi vienamaciais. Ta¢iau teoremos
ir ju irodymai yra teisingi, jei X laikysime nebititinai to paties matavimu
skaiciaus atsitiktiniais vektoriais; suprantama, Borelio funkcija ¢y turi buti
keliy kintamuju funkcija (tiek kintamuju, kokio matavimu skaiciaus yra vek-
torius Xp).

Taip pat intuityviai aiSku, kad konstanta (ja galima laikyti atsitiktiniu
dydziu) nepriklauso nuo jokio atsitiktinio dydzio reiksmiu.

7 teorema. Konstanta ir bet koks atsitiktinis dydis yra nepriklausoms.

Irodymas. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis, o Y = ¢ — konstanta.
Paéme bet kurias Borelio aibes By, By, turime

P(XEBl,YGBQ)—{P(XGBl)y kaiCEBQ,

0, kai ¢ € Ba,
i 1, kaiceB
- s al ¢ € Do,
P(Y€B2)_{o, kai ¢ & By.

Matome, kad abiem atvejais

P(X € B1,Y € By)=P(X € B;)P(Y € By). O
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7. ATSITIKTINIU DYDZIU VIDURKIAI

Atsitiktinio dydzio pasiskirstyma nusako jo indukuotas matas arba pasiskirs-
tymo funkcija. Taciau praktiskai daznai pakanka maziau pilnu suminiu atsi-
tiktinio dydzio charakteristiky. Viena i ju yra vidurkis.

Pirmiausia pateiksime kai kuriuos intuityvius samprotavimus, po to for-
maliai apibrésime atsitiktinio dydzio vidurkj. ISnagrinésime pavyzdi. Tarkime,
kad metame losimo kauliuka IV kartu. IS tikimybés statistinés interpretacijos
isplaukia, kad akuciu skai¢ius k (k = 1,...,6) atsivers mazdaug N/6 kartu.
Todél bendras atsivertusiu akuciu skai¢ius po N metimu mazdaug yra lygus

1 E+2 5—1—3 54-4 E—&-S 5—1—65
6 6 6 6 6 6
Vienam metimui vidutiniskai teks
1 1 1 1 1 1 7
1.24+9.2 S Lz =1
6+ 6+3 6+ 6+5 6+6 6 2
akuciu.

Nagrinékime bendresni pavyzdi. Sakykime, X yra diskretusis atsitiktinis
dydis, igyjantis baigtinj skai¢iu skirtingu reikSmiu z1, ..., z, su atitinkamomis
tikimybémis pq, ..., p-. Stebime ji NV kartu. Pagal statistine tikimybés inter-
pretacija zinome, kad vidutiniskai Np; kartu stebésime reikSme x1, Npo kartu
— reikdme x5 ir t. t. Visu stebétu reikémiu suma bus vidutiniskai lygi

i
Z kapkv
k=1
ir vienam stebéjimui teks
I
S k.
k=1

Sie heuristiniai samprotavimai leidzia atsitiktinio dydzio vidutine reikime
arba vidurkiu laikyti suma

T
MX = Z TkPk-
k=1
Daznai M X dar vadinamas matematine viltimi. Tai — istorinis terminas,
placiai paplites ir siandieninéje literaturoje.
Prisimine Lebego integralo apibrézima, atsitiktinio dydzio X vidurki ga-
lime uzraSyti Sitaip:

MX =) apP(X =) = /QX(w)P(dw).

k=1
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Dabar pateiksime bendra atsitiktinio dydzio vidurkio apibrézima. Atsitik-
tinio dydzio X, apibrézto tikimybinéje erdvéje {Q, A, P}, vidurkiu vadinsime
integrala

MX:/QX(w)P(dw),

jei X yra integruojama funkcija. Integralas gali turéti prasme ir tada, kai
funkcija X yra mati, taciau néra integruojama (tik kvaziintegruojama), t. y.
tada, kai vienas i$ integralu

/QX+(w)dp, /QX*(w)dP

néra baigtinis. Tuo atveju kartais kalbama apie atsitiktinio dydzio apibend-
rintaji vidurki. Ta¢iau mes laikysime, kad vidurkis egzistuoja tik tada, kai
abu tie integralai yra baigtiniai, t. y. kai X yra integruojama.

Atsitiktinio dydzio vidurki galima uzrasyti ir remiantis Lebego—Styltjeso
integralu. Jei Px yra atsitiktinio dydzio X indukuotas tikimybinis matas
erdvéje {R, B}, o Fx — jo pasiskirstymo funkcija, tai

(1) MX = /R 2Py (dz) = /R 2dFyx (z).

Funkcija X yra integruojama mato P atzvilgiu tada ir tik tada, kai funkcija
x yra integruojama mato Px atzvilgiu.
Irodysime bendresne teorema.

1 teorema. Jei ¢ yra reali Borelio funkcija, apibrézta tieséje R, o X —
atsitiktinis dydis, tai

| ex@)Pa) = [ c@pxian) = [ paarx(e)

Abu integralai arba egzistuoja, arba neegzistuoja.
Irody m as. 1. Pirmiausia irodysime atskira teoremos atveji, kai

funkcija ¢ yra aibés B € B indikatorius: ¢(x) = 15(z). Tada
SD(X(W)) = 1{w:X(w)€B}(w)
| e@Px(dz) = [ 16(@)Px(dr) = Pe(B) =
R R
=P{w: X(w) € B} = /Qcp(X(w))P(dw).

2. Tarkime dabar, kad ¢ yra paprastoji neneigiama Borelio funkcija. Ji
yra disjunk¢iu Borelio aibiu baigtinés sistemos indikatoriu tiesiné kombinacija
su neneigiamais koeficientais:
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p(r) = crlp, (2).
k=1

Kiekvienam indikatoriui taikome 1 dalyje irodyta lygybe, padauginame is ¢y
ir susumuojame. Gauname, jog teoremos lygybé teisinga ir funkcijai ¢(z).

3. Tarkime, kad ¢(x) yra neneigiama Borelio funkcija. Pazyméje

k—1 k
Apg = {x: T < px) < 27} (n=1,2,..; k=1,2,..,2"n),
B, ={x:p(x)>n} (n=1,2,..),

apibrésime paprastasias neneigiamas Borelio funkcijas (zr. V.7)
2™n
k—1
pn(z) = Z on
k=1

Tos funkcijos yra neneigiamos ir ¢,(z) /" ¢(z). Tada ir ¢, (X(w)) /
ya cp(X (w)) Antra vertus, i$ 2 irodymo dalies isplaukia, kad

1a,, () +1¢, ().

/ on () Py (dz) = / on (X () P(dw).
R Q

Peréje prie ribos, kai n — oo, pagal neneigiamu maciu funkciju integralo
apibrézima gauname

/ o(x) Py (dz) = / (X () P(dw).
R

Q

4. Jei o yra Borelio funkcija, galinti igyti bet kurio zenklo reikSmes, tai
pagal 3 irodymo dali

/ o+ () Py (d) = / ot (X (@) P(dw),
R

Q

/ o () Py (dr) = / o (X (@) P(dw).
R

Q

Atéme lygybes panariui, gauname reikiama lygybe. O

Teoremos lygybe galime laikyti kintamojo keitimo Lebego integrale for-
mule.
I3 ¢ia isplaukia (1) lygybé ir jos apibendrinimas

M(X) = / () Px (dz) = / o(@)dFy (2),

R
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jei tik funkcija ¢ yra integruojama mato Px atzvilgiu.

Atsitiktinio dydzio vidurkis turi paprasta ”mechanine” prasme. Jei tiki-
mybinj pasiskirstyma vaizduotumémés kaip vienetinés masés pasiskirstyma
tieséje, tai atsitiktinio dydzio vidurkis reik§tu tos masés svorio centro koor-
dinate.

Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, igyjantis reiksmes {x} su atitin-
kamomis tikimybémis {py}, tai, apibendrindami skyrelio pradzioje pateikta
formule, gauname

MX = Z TEPk-
k
Jei pastaroji eiluté yra begaliné, tai ji turi absoliu¢iai konverguoti.

Kai atsitiktinis dydis yra absoliuciai tolydus, tai jo vidurki taip pat ga-
lime uzraSyti paprasciau, vietoj Lebego—Styltjeso integralo paéme paprastaji
Lebego.

2 teorema. Jei ¢ yra Borelio funkcija, apibrézta tieséje R, o X — atsi-
tiktinis dydis, turintis tanki px, tai

Aﬂ@ﬂ@@=éﬂﬂu@w-

Pastarasis integralas yra paprastasis Lebego. Abu integralai kartu egzistuoja
arba neegzistuoja.

Irodymas. I§ 5.2 teoremos turime, kad
/ px(x)dz = P(X € B) = Px(B),
B

kai B yra bet kuri Borelio aibé. Vadinasi, miisu teorema yra teisinga, kai
Borelio funkcija p(z) = 15(z).

Toliau teoremos irodymas niekuo nesiskiria nuo 1 teoremos irodymo. Pir-
miausia ja irodome indikatoriu tiesinéms kombinacijoms, t. y. paprastosioms
funkcijoms, po to neneigiamoms Borelio funkcijoms ir pagaliau bet kurio
zenklo Borelio funkcijoms. Irodymo detales paliekame skaitytojui. O

Is sios teoremos isplaukia, kad absoliuciai tolydaus integruojamo dydzio
su tankio funkcija px vidurkis yra

MX:/pr(x)dx.
R

Teisinga ir bendresné formulé
Mo(X) = [ elalpx(a)da,
R

kai ap(X(w)) yra integruojama funkcija.
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1 pavyzdys. Rasime binominio atsitiktinio dydzio X vidurkij. Priminsime
(zr. 2.2 pavyzdi), kad tada atsitiktinis dydis igyja reikdmes 0,1,...,n (n > 1) su
tikimybémis
P(X =k) = (Z)pkq"’“, 0<p<l,g=1-p

Kadangi X yra diskretus, tai

”—1 k=1 n—k _
MX = Zkkv lpq “pz G—Dn—k? ¢ =

_ (m—1D' a1y _ n-1 _
npz FIes—T =np(p+q)" " =np.

2 pavyzdy s. Apskai¢iuosime atsitiktinio dydzio X, pasiskirs¢iusio pagal
Puasono désnj (zr. 5.2 pavyzdi), vidurki. Sis dydis igyja reiksmes 0, 1, 2, ... su
tikimybeémis

PIX = k) = e,
( - ) k' )
Gia A — teigiama konstanta. Atsitiktinis dydis yra diskretus. Todél
e L ¥
MX:ZkHe —e /\Zﬁ:/\.
k=1 j=0

Matome, kad parametras A turi gana paprasta tikimybine prasme — jis yra atsitik-
tinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal Puasono désni, vidurkis.

3 pavyzdys. Nagrmesmle diskretuji atsitiktini dydi, igyjanti reikSmes
(—1)*~ 13k//€ su tikimybémis 2 - 37" (k = 1,2,...). Sis dydis vidurkio neturi, nors
eiluté

e (_1)k—13k 2 B e (_1)k—1
Z Tk 3k 22 Ok
k=1 k=1

ir konverguoja. Mat, pastaroji eiluté nekonverguoja absoliuc¢iai

=3 2
Z?':),TZ

k=1

ko

[M]#
N
I
3

£
Il
-

4 pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal
normaluji désnj (zr. 5.6 pavyzdj) su tankio funkcija

1 (x — a)?
exp(fi) a€ R, 0>0.
oV 2m 202
Jo vidurkis egzistuoja, nes funkcija xp(x) yra integruojama Lebego prasme. Pakeite
integrale

p(z) =
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(z— a)Q)
MX = d = ~ " )d
/ T = T :cexp x

kintamaji « nauju kintamuoju y = (z — a)/o, gauname

1 e 2
MX = — oy +a)e ¥ Pdy =
Tﬂ/iw(y ) Yy

oo oo}
__v —-y?/2 a —y?/2
= — ye dy + —/ e dy.
V2or /_oo VT J_ o

Pirmasis integralas lygus nuliui, nes pointegraliné funkcija yra nelyginé. Antrasis
integralas, kaip zinome i§ 1.15.3 lemos, lygus (271')1/2. Todél MX = a. Vadinasi,
parametro a tikimybiné prasmé — dydzio X vidurkis.

5 pavyzdys. Imsime atsitiktini dydi, pasiskirs¢iusi pagal Kosi désnj (zr
5.10 pavyzdi) su tankiu
1

m(l+22)’

[w |z|p(z)dz = %/700 1 f‘xQ dx = oo.

Todél atsitiktinis dydis vidurkio neturi.

p(z) =

Siuo atveju

8. ATSITIKTINIU DYDZIU VIDURKIU SAVYBES

Ankstesniame skyrelyje apibrézéme atsitiktinio dydzio X su pasiskirstymo
funkcija F'x vidurki. Tai — integralas

/Q X(w)P(dw) = /R zPx (dz) = /R zdFx (z);

¢ia funkcija X yra integruojama pagrindinio tikimybinio mato P atzvilgiu,
arba (tai yra tas pats) funkcija z yra integruojama mato Px atzvilgiu. I§
integralo savybiu iSplaukia pagrindinés vidurkio savybés. Svarbiausias i§ ju
isvardysime.
1. Jei atsitiktinis dydis X su tikimybe 1 lygus konstantai ¢, t. y. P(X =
=c) =1, tai
MX =c.

2. Jei X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, turintis vidurki, tai
MX > 0.

3. Jei atsitiktinis dydis X turi vidurki, o ¢ yra baigtiné konstanta, tai cX
taip pat turi vidurki ir
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M(eX)=cMX.
4. Jei atsitiktiniai dydziai X, Y turi vidurkius, tai ir ju suma X + Y turi
vidurki ir
MX+Y)=MX + MY.
5. Jei atsitiktiniai dydziai X ir Y turi vidurkius ir X <Y, tai ir
MX < MY.
Atskiru atveju, jei a < X < b, tai ir
a<MX <hb.
6. Jei X turi vidurki, tai
IMX| < M|X].

7.Jei X ir Y > 0 yra atsitiktiniai dydziai, | X| <Y ir Y turi vidurki, tai

ir X turi vidurki ir
IMX| < MY.

8. Jei X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, turis vidurki M X = 0, tai
P(X=0)=1.

Ir kitas V.9 skyrelio teoremas atitinka vidurkio savybés, bet ju ¢ia ne-
minesime.

Atsitiktiniu dydziu vidurkiai turi savybiu, kurios néra tiesioginés integralo
savybiu isvados.

Toliau mums pravers Sitokia svarbi vidurkiu savybeé.

Teorema. Jei atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi ir turi
vidurkius, tai ty dydzZiy sandauga XY taip pat turt vidurks ir

MXY =MX - -MY.

Irodymas. 1. Tarkime, kad X ir Y yra paprastosios (neneigiamos)
funkcijos, igyjancios reikdmes {x} ir {y;}. Tada XY yra taip pat paprastoji
funkcija. I8 vidurkio apibrézimo ir 6.2 teoremos iSplaukia irodomoji lygybé

MXY =Y apyP(X =i, Y =y) =
k,l
=Y myP(X = 2,)P(Y =y) =
k,l

= Zka(X =) ZylP(Y =y)=MX-MY.
k 1
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2. Sakykime, X ir Y yra neneigiami. Pazymékime (n = 1,2,...) (zr. V. 7)

Bl kil <z< £ (k=1,2,..2")
— 277. ) 271, p— 271, ) MRS )
Wn(@) {n , kai x > n.

Tada X,(w) = U, (X(w)) ir YV,(w) = ¥, (Y (w)) pagal 6.5 teorema yra
nepriklausomi. Todél pagal 1 irodymo dalj

(1) MX,Y, = MX, - MY,.

Antra vertus, X, (w) / X(w), Y,(w) / Y(w). Todél X, (w)Y,(w)
/" X(w)Y (w). Pagal neneigiamu maciu funkciju integralo apibrézima is (1)
gauname, kad M XY egzistuoja ir

MXY =MX - -MY.

3. Tirsime atsitiktinius dydzius X,Y, galin¢ius igyti bet kurio zenklo
reikdmes. PaZymeékime, kaip paprastai, X(w) = XT(w) — X~ (w), Y(w) =
= YT (w)~Y " (w). Atsitiktiniai dydziai X* ir Y* yra neneigiami ir (kaip X ir
Y Borelio funkcijos) nepriklausomi. Be to, egzistuoja vidurkiai M X+, MY *.
I8 vidurkio adityvumo ir 2 irodymo dalies gauname

MXY =MXt-X")(YT-Y")=

=MXTYT -MXTY —-MX Y'+MX Y =

=MXT -MY" —-MXT MY~ —MX~ - MY+

+MX - -MY =(MXtT-MX)(MYt -MY~)=MX-MY.
Kartu iSplaukia ir vidurkio M XY egzistavimas. O

Si teorema néra apverCiama: galima rasti ir priklausomus atsitiktinius

dydzius, turincius vidurkius bei tenkinancius salyga M XY = MX - MY.
Tai isplaukia ir i$ sitokio pavyzdzio. Imkime du nepriklausomus atsitiktinius
dydzius X ir Z. Tarkime, kad egzistuoja M X? ir M Z. 9 skyrelyje parodysime,
kad tada egzistuoja ir M X. Be to, tarkime, kad M X = M Z = 0. Pazymékime
Y = X Z. Tada, aisku, dydziai X ir Y néra nepriklausomi (isskyrus trivialius
atvejus, pvz., kai X yra konstanta). Taciau

MXY = MX?Z=MX?> MZ=0=MX-MY.

Baigdami §j skyreli, pastebésime, kad simetrisku integruojamu atsitiktiniu
dydziu vidurkiai yra lygus 0. IS tikruju, jei atsitiktinis dydis X turi vidurki
ir yra simetriskas, tai visoms B € B

Px(B) = P_x(B)

ir
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MX:/RJCPX(d:v):/RxP,X(d;v):M(—X):—MX.

Taciau M X = —M X tada ir tik tada, kai M X = 0.

9. MOMENTAI IR KITOS SKAITINES
CHARAKTERISTIKOS

Atsitiktinio dydzio X k-osios eilés, arba tiesiog k-uoju, momentu (k — sveikasis
neneigiamas skaic¢ius) vadiname jo k-ojo laipsnio vidurkj

k= /QX’“(w)P dw

jei tik X* yra integruojama funkcija. Ir éia laikome 0° = 1. Pasinaudoje 7.1
teorema, k-aji momenta galime uzrasyti Sitaip:

MX* = / Py (da) = / T R dFy(a),

— 00 — 00

Aisku, nulinés eilés momentas lygus 1. Kaip zinome, funkcija X yra integ-
ruojama tada ir tik tada, kai jos absoliutusis didumas yra integruojamas,
t. y. kai yra baigtinis integralas

Mixt = [ 1X@FP) = [ loltars o)

Pastarasis integralas yra vadinamas atsitiktinio dydzio X k-osios eilés, arba
tiesiog k-uoju, absoliuciuoju momentu. Siuo atveju k gali buti ne tik sveikasis,
bet ir bet kuris teigiamas skaicius.

Jei egzistuoja k-osios eilés momentas, tai egzistuoja ir visi zemesniuy eiliu
momentai. I§ tikruju, jei 0 < r < k, tai

/ | X (w)|"P(dw) = / | X (w)|" P(dw)+
| X (w)I<1
P(dw P(dw
/I(w)|>1| W)lPlde) < /IX(w)<1 (dho) ¥

+/ |X (w)|FP(dw) < 1+ M|X|".
X (@)[>1

Tarkime, kad egzistuoja atsitiktinio dydzio vidurkis M X. Tada
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M(X - MX)F = / (X (w) — MX)" P(dw) =

— /w (x — MX)*dFx (z)

— 00

yra vadinamas atsitiktinio dydzio X k-osios eilés, arba k-uoju, centriniu mo-
mentu. Jis egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja k-asis centrinis absoliu-
tusis momentas

M|X—MX|’“:/ |X (w) — MX|*P(dw) =
Q

= / |z — MX|*dFx ().

— 0o

MXF* ir M|X|* kartais dar vadinami pradiniais momentais.
Tarp pradiniu ir centriniu momentu yra gana paprastas rySys. Pradinius
momentus pazymekime raidémis oy, o centrinius — raidémis p. Tada

1) o = M(X 0 =3 (7) - 1fatan.

k=0

IS ¢ia gauname

po =1,

p1 =0,

M2 = Q2 — Og,

U3 = as — 3oy + 204:1)’,

pa = g —dasag + 60420@ — 30/11,
ir

oy = pig + of,

ag = W3 + 3ueaq + a:f,

g = pg +4psag — 6/1204% =+ 0/11,

Jei atsitiktinis dydis X yra diskretus ir igyja reikdmes {x,} su atitinka-
momis tikimybémis {p,}, tai

MX* =" paar,

M(X — o)k = an(zn —)k.
k
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Jei atsitiktinis dydis X yra absoliuciai tolydus ir jo tankio funkcija yra
px, tai

MX* = / Fpx (z)de,

— 00

M(X — o)k = /OO (z — o) ¥ px(x)d.

— 00

1 pavyzdys. Rasime atsitiktinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal normaluji
désni N(a,0?), centrinius momentus

ko=(e=—a)?/(20%) 4.

Pakeite kintamaji y = (z — a) /o, turime

k oS}
_ v k_—y?/2
B = e dy.
jz %/woy Y

Kai k yra nelyginis, tai pur = 0, nes pointegraliné funkcija yra nelyginé. Ap-
skaic¢iuosime py, kai k = 2n. Pagal 1.15.3 lema

1 e 2,
— 2

Ho = 7ﬁ/ eV Pdy =1.
271— — o0

Kai n > 1, integruodami dalimis, gauname

20°" T ot —y?)2 2!727127172‘200

"= — n de y</ — _ n e y</ +
1 V2 Jq v \/27Ty 0

2(2n — 1o [ 5, o _
- %/ Y27 R dy = 0% (2n — )pza—o.

0
I8 Sios rekurentinés formulés igplaukia

_ 2n o 2n (2n — 1)' 2n

Tarkime, kad X = (Xq,...,Xs) yra atsitiktinis vektorius. Jo k-osios
(k=ki+...+ ks, ki1,..., ks — sveikieji neneigiami skaiciai) eilés, arba k-uoju,
momentu vadiname vidurki

MXxh Xk :/Xfl(w)...xjs(w)P(dw)z
Q

:/ x’fl...xlzsPX(dxl,...,dxs):/xlfl...xfde(xl,...,xs),
s R



114 Atsitiktiniai dydziai

jei tik pointegraline funkcija yra integruojama. Kai bent du i§ skaiciu k; yra
teigiami, kartais kalbame apie misryji atitinkamos eilés momenta. Jei viena-
magciai atsitiktiniai dydziai X7, ..., X turi vidurkius, galime ieskoti centriniu
momentu

M(X; — MX)M . (X, — MX,)k =
- /Q (X1 (w) = MX)™ o (X (w) = MX,)™ P(dw).

Kaip ir vienamaciams dydziams, galima ijvesti ir absoliu¢iuju momentu
savokas.

1 teorema (Kosi nelygybé). Jei atsitiktiniai dydzZiai X ir'Y turi ant-
ruosius momentus, tai ju sandauga XY turi vidurki, be to,

M|XY|<VMX?2.MY2.

Irodymas. MXY egzistavimas ir irodomoji nelygybé isplaukia is
V.9.13 teoremos. O
2 teorema. Jei atsitiktinis dydis X turi r-qji absoliutuyji momenta ir
r>1, ta:
IMX|" < M|X]"

Irody m as. Imkime funkcija h(z) = 2", kai « > 0. Jos igvestiné
B (x) = r2"~! yra nemazéjanti funkcija. Pagal baigtiniu poky¢iu teorema
h(z) = h(zo) = (z — zo)'(£);
¢ia & telpa tarp xg ir x. Teisinga nelygybé
h(zx) — h(xg) > (x — z0)h/ (z0).

I8 tikruju, kai z > z¢, tai imame maziausia h'(x) reikdme h'(x¢), o kai = < =y,
tai didziausia h'(z¢). Vadinasi,

x" —afy > ray (x — x0),
kai z( ir x yra neneigiami. I$ ¢ia isplaukia, kad
X (w)|" > M"|X|—rM" X |(X (w) — M|X]).

Pagal V.9.4 teorema
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MIXP = [ @I P(do) = X+
Q

+rM x| /Q(\XM — MIX|)P(dw) = M"|X]. D

3 teorema. Jei atsitiktinis dydis X turt t-qji absoliutyji momentq ir
0<s<t, tas
(M|X[*)* < (M]X[")M*

Irodymas. Paéme r = t/s, taikykime 2 teoremos nelygybe atsitik-
tiniam dydziui | X|°. Gausime

(M]X[*)* < M(IX|")* = M|X|". D
IS Sios teoremos iSplaukia nelygybiu serija
M|X| < (MX?)V2 < (MIXP)Y? < o< (M]X)YT,

jei tik egzistuoja n-asis momentas.

Keleta momentu panagrinésime smulkiau. Kaip matéme 7 skyrelyje, pir-
masis momentas apibudina atsitiktinio dydzio vidutine reikSme. Antrasis
centrinis momentas

M(X - MX)* = /

(X — MX)*P(dw) = / (x — MX)*dFx(x)

R

apibudina atsitiktinio dydzio X reikSmiu iSsibarstyma. Todél tas momen-
tas vadinamas dispersija (nuo lotynu kalbos zodzio dispergere — issklaidyti,
iSbarstyti) ir zymimas DX . Kaip zinome (Zr. (1)), ja galima uzraSyti ir Sitaip:

DX = MX? - M2X.

Toks uzrasas kartais patogesnis. Dispersijos, kaip ir vidurkio, "mechaniné”
prasmé yra paprasta. Jei tikimybini pasiskirstyma vaizduotumémés kaip
vienetinés masés pasiskirstyma tieséje, tai dispersija reikStu tos masés iner-
cijos momenta.

Dispersija galima apibrézti ir kitaip. Pasirodo, ji lygi

min M(X — a)?.
a€ER

I8 tikruju i8 tapatybés
M(X —a)?=MX?+ (a> —2aMX) = MX*+ (a — MX)* — M*X

isplaukia, kad M (X — a)? minimumas gaunamas tada, kai a = M X, ir todél
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min M(X —a)?> = MX? — M*X.
a

Aritmetiné kvadratinés Saknies i$ dispersijos reiksmé v DX yra vadinama
atsitiktinio dydzio X standartiniu nuokrypiu arba tiesiog standartu.

2 pavyzdys. Tarkime, kad X yra atsivertusiu akuc¢iuy skaicius, metus
losimo kauliuka. Kaip matéme 7 skyrelyje, M X = 7/2. Dydzio X? vidurkis

1 1 1 1 1 1 91
MX?*=12. 2422 . 2 43%2. 2 44%. 2 45%. 2 46°. = = ==,
6" 6" st et 6" 6 6
Todél
odé DX7%_§7§
T 6 4 127

3 pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal binominij
désni (zr. 2.2 pvz.). Tada, kaip matéme 7 skyrelyje, M X = np. Apskai¢iuosime

- n e
_ Zk‘z(k)pkq g
k=0

Pertvarkysime §i reiskini, laikydami n > 2:

n

2 n! k_n—k
MX =;[1+(k‘71)}mpq =

n—l 1 e
:npz k)'pk 1q k+

5 . n—2)! —9 p—
Fnln—1p Z(kf(Q)!(n)f o 0=

=np(p+q)" " +nn—1)p p+q)" 7 =

=np+n(n— 1)p2 =n?p® + npq.
Vadinasi, DX =npq. Kain =1,

4 pavyzdys. Sakykime, dydis x pasiskirstes pagal Puasono désni su
parametru A (zr. 5.2 pvz.). Kaip jau apskaic¢iavome 7 skyrelyje, M X = A. Taigi

MX? = ookQ’\k *Af,\**oo1 E—1 N
; RE TN ;[H g

3 )\kl B o A2
AZ( A2e A;m:

=Xe e +>\267 et = A+ A2



Momentai ir kitos skaitinés charakteristikos 117

Todél DX = A.

5 pavyzdys. Sioskyrelio pradzioje (1 pvz.) jau esame apskaiciave, kad
atsitiktinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal normaluji désni N (a, 02), dispersija yra 2.

4 teorema. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X turi vidurki a. Jo dispersija
DX =0 tada ir tik tada, kar X su tikimybe 1 yra lygus konstantai a:

P(X =a)=1.

Irodymas. Pakankamumas yra trivialus. Batinumas isplaukia i§ V.9.9
teoremos, nes i§ M(X — a)? = 0 gauname P(X —a # 0) = 0. O

5 teorema. Jei ¢ — reali konstanta, o X — bet koks atsitiktinis dydis,

turintis dispersijq, tai cX taip pat turi dispersijq ir

DcX = *DX.

Irodymas isplaukia i§ lygybiu

DcX = M(cX — McX)> = M*(X — MX)? =
=cAM(X - MX)?=c*DX. 0

6 teorema. Jei atsitiktiniai dydziai X ir'Y turi dispersijas, tai ja turi ir
atsitiktinis dydis X +Y ir

D(X +Y)=DX + DY +2M(X — MX)(Y — MY).

Irodymas. D(X+Y)=M[(X+Y)-M(X+Y)P?=M[(X-MX)+
+( Y -MY)P=MX-MX)?*+MY —-MY)?>+2M(X - MX)(Y — MY).
Atsitiktinio dydzio X + Y dispersijos egzistavimas iSplaukia i§ 1 teoremos. O

Dydis M(X — MX)(Y — MY) = MXY — MX - MY yra vadinamas
atsitiktiniy dydziu X ir Y kovariacija ir zymimas cov(X,Y).

Atsitiktinio vektoriaus (X7, ..., Xs) kovariacijy matrica vadiname matrica

cov(X1,X1) -+ cov(Xy, Xy)

)

cov(Xs, X1) -+ cov(Xs, Xy),

jei tik atitinkamos kovariacijos egzistuoja.

Panagrinésime kovariaciju savybes.
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7 teorema. Jei X irY — atsitiktiniai dydziai, turi antruosius momentus,
o ¢ — konstanta, tai teisingos lygybés

cov(X,X) = DX,
cov(X,Y) = cov(Y, X),
cov(cX,Y) = ccov(X,Y),
cov(X +¢,Y) =cov(X,Y).

Irodymas. Tulygybiuy irodymas yra tiesioginé isvada i$ kovariacijos
apibrézimo ir vidurkiu savybiu. Irodysime nebent ketvirtaja savybe. Turime

cov(X+6,Y)=MX+c—MX+e)(Y —MY) =
= M(X - MX)(Y — MY) = cov(X,Y). O

Remdamiesi kovariacijos savoka, 6 teoremos lygybe galime uzrasyti sitaip:
(2) DX +Y)=DX+ DY +2cov(X,Y).

Pastaroji lygybé suprastéja, kai cov(X,Y) = 0. Sakome, kad dydziai X ir YV
yra nekorelivoti, jei ju cov(X,Y) lygi 0.
1 iSvada. Jei atsitiktiniai dydZiai X ir'Y turi dispersijas, tai

D(X +Y)=DX + DY

tada ir tik tada, kai X ir'Y yra nekoreliuoti.

Jei atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi ir turi dispersijas, tai
jie yra ir nekoreliuoti, nes tada i§ nepriklausomumo ir 8 skyrelio teoremos
isplaukia, kad MXY = MX - MY. Kaip zinome i§ 8 skyrelio, 8i lygybé
gali buti teisinga ir tada, kai dydziai X,Y néra nepriklausomi. Vadinasi,
nekoreliuoti dydziai gali buti ir priklausomi. I$ 1 isvados iSplaukia Sitokia.

2 iSvada. Jei atsitiktiniai dydziai X ir'Y yra nepriklausomi ir turi dis-
persijas, tar ju sumos dispersija yra lygi ty dydziy dispersijy sumai:

D(X +Y)=DX + DY.

3 iSvada. Jei atsitiktinis dydis X turi dispersija, o ¢ — reali konstanta,
tat X + c taip pat turi dispersijq ir

D(X +¢) = DX.
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8 teorema. Jei X1,..., X,, turi antruosius momentus, tai ju suma turi
dispersija ir

n n
DX:X;~C = Z cov( Xy, X;) =
k=1 k,l=1
n
= ZDXk +2 Z cov(Xy, X;).
k=1 1<k<I<n

Irodymas. Trivialus. O

Isvada. Jei dydziai X1, ..., X,, turi dispersijas ir yra kas du nekoreliuoti,
tar

D(X;+..+X,)=DX;+..+ DX,.

Dvieju atsitiktiniu dydziu X, Y, turinciu teigiamas dispersijas, priklauso-
mumui apibudinti yra ivedamas ju koreliacijos koeficientas

cov(X,Y)
VDX - DY

Jei dydziai yra nekoreliuoti, tai ju koreliacijos koeficientas lygus 0. IS 1 teo-
remos iSplaukia, kad

Q(X’ Y) =

lo(X,Y)[ < 1.

Kaip matysime i§ 9 teoremos, jis gali buti lygus +1. Tada dydziai yra labai
stipriai priklausomi.

9 teorema. Koreliacijos koeficientas
o(X,Y) =+£1
tada ir tik tada, kai egzistuoja tokios konstantos a # 0, b # 0, ¢, kad P(aX +
+bY =¢)=1.
Irodymas. 1. Tarkime, kad P(aX + bY = ¢) = 1; ¢ia a,b,c yra

konstantos.
Apskaiciuosime koreliacijos koeficienta

cov(X,Y) COV(X7 C_ZSLX)

vDX - DY /DXD%

_a X. X
:—bCOV( ’ ):—sgnab.

\/ % DX - DX

o(X,)Y) =
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2. Teisinga lygybé
X Y cov(X,Y)
Dl——+ —) =21+ ———=) =2(1 + o(X,Y)).
(\/DX \/DY) ( vDX - DY) (1% )

Jeil o(X,Y) = F1, tai i§ 4 teoremos isplaukia, kad su tikimybe 1

+ = const. O

ak
s
§*<
=
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Momentai, kaip matéme, apibtuidina atsitiktinius dydzius ivairiais poziii-
riais, taciau jie ne visada egzistuoja. Tenka ieskoti ir kitu charakteristiku.
Placiai vartojami vadinamieji kvantiliai.

Tarkime, kad 0 < p < 1. Atsitiktinio dydzio X lygio p kvantiliu, arba
tiesiog p kvantiliu, vadiname skai¢iu x,, tenkinanti nelygybes

P(X <) <p < P(X <),
kitaip tariant, nelygybes
Fx(xp) < p < Fx(mp + 0)

Kvantilis visada egzistuoja, nors ne visada yra vienareikSmiskai nusakomas.
Jei (z,y) plokstumoje nubréztume funkcijos y = F(z) grafika ir tiese y = p,
tai ta tiesé su funkcijos grafiku gali neturéti né vieno bendro tasko, turéti
viena arba be galo daug — iStisa intervala tasku (zr. 24 pav., a,b,c). Pas-
taruoju atveju kvantiliu yra be galo daug; tada daznai kvantiliu laikomas
atkarpos [z}, z;] vidurio taskas.

Kaip =1/2,1/4,3/4,q/10 (¢ = 1,...,9),7/100 (r = 1,...,99), kvantiliai
vadinami atitinkamai mediana, apatiniu kvartiliv, virsutiniu kvartiliu, q-uoju
deciliu, r-uoju procentiliu.

Mediana apibuidina atsitiktinio dydzio vidutine reikSme. Kai turime
pakankama skaiciy kvantiliu, i§ ju didumo galime §i ta pasakyti apie pa-
siskirstymo funkcija.

10. SALYGINES TIKIMYBES IR SALYGINIAI
VIDURKIAI

I.11 skyrelyje jau nagrinéjome salyginés tikimybés savoka. Priminsime ja.
Imkime tikimybine erdve {2, A, P}. Tarkime, kad A yra bet koks atsitikti-
nis ivykis, o E — atsitiktinis jvykis su salyga P(E) > 0. Ivykio A salygine
tikimybe su salyga F vadinome santyki

PUIE) = Pe(a) = T0 0

Trodéme, kad {2, A, Pg} yra tikimybiné erdve.
Tarkime, kad X = X (w) yra atsitiktinis dydis. Funkcija

Fx(2|E) = Pp(X <) = IW

vadinsime (Zr. 2 skyreli) dydzio X salygine pasiskirstymo funkcija, o integrala
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MgpX = M(X|E) = / X (w)Pg(dw) :/ zdFx (z|E),
Q —00

jei X(w) yra Pg-integruojama, — dydzio X saqlyginiu vidurkiu su salyga E.
1 teorema. Jei M(X|E) egzistuoja, tai

M(X|E) = /X )P (dw) = /X

Irodymas. Kadangi Pg(E€) =0, tai
X (w)Pg(dw) = 0.
EC
Is ¢ia iSplaukia pirmoji lygybeé. Jei A C E, A € A, tai

P(ANE) _ P(A)

P ="pm) = Py

Todél pagal integralo apibrézima

/X )Pg(dw) = /X

Gavome antraja lygybe. O
1 iSvada. Jei egzistuoja M X, tai egzistuoja ir M(X|E).
Irodym as iSplaukia i§ 1 teoremos antrosios lygybés. O

2 isvada. Kiekvienam A € A

M(14|E) = P(A|E).

Irodymas. I§ 1 teoremos antrosios lygybés gauname

M14|E) = % /E 1a(w) P(dw) = % [ Pl -
_ P(]f(;)E) — P(A|E). O

2 teorema. Jei {E} yra baigtiné arba skaiti kas du nesutaikomy atsi-
tiktiniy wykiy aibé,
UE.=9
k
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P(Ey) > 0 visiems k ir MX egzistuoja, tai

MX =" P(Ex)M(X|Ey).
k

Irodymas. IS integralo adityvumo ir 1 teoremos iSplaukia, kad

MX = /Q X (w)P( Z P(dw) =
—ZP& (X|By). O

Paéme 2 teoremoje X (w) = 14(w), A € A, gauname 1.11.5 teoremsa —
pilnosios tikimybeés formule.

Miisu tikslas — apibendrinti salyginio vidurkio bei salyginés tikimybés
savokas. Tarkime, kad £ yra sistemos A o poalgebris. Daznai tai bus aibiu o
algebra, generuota vieno arba keliu atsitiktiniu dydziu. Jei Y yra atsitiktinis
dydis, apibréztas tikimybinéje erdvéje {Q, A, P}, tai visu Borelio aibiu B € B
pirmavaizdziai Y ~1(B) (zr. 1 skyreli) sudaro aibiu o algebra, kuri yra A o
poalgebris. Visai taip pat kiekvienam atsitiktiniam vektoriui Y = (Y7, ..., Y)
visu Borelio aibiu B € B® pirmavaizdziai Y ~!(B) sudaro A o poalgebri.

Apibrésime atsitiktinio dydzio X salygini vidurki M (X|E) su salyga &.
Pirmiausia iSnagrinésime konkretu atveji. Tarkime, kad aibe €2 suskaidéme i
baigtine arba skaicia sistema poaibiu FE}, priklausanciu A ir kas du neturinéiu
bendru elementuy,

UE.=9Q, E;nE,=2 (j #k).
k

Taip skaidyti galime, pavyzdziui, tada, kai turime diskretuji atsitiktini dydi
Y, igyjanti reikdmes {yi}, ir imame Ey = {w : Y (w) = yi}. PaZymékime &
aibiu Ej, sistemos generuota o algebra. Aisku, & C A. Tarkime, kad P(E})) >
> 0. Apibrésime funkcija M (X|€) aibéje €2, imdami

M(X|€) = M(X|€)(w) = > M(X|Ey)1g, (w).
k

Aigku M (X|€) yra diskretusis atsitiktinis dydis, igyjantis reiksme M (X|Ey)
aibéje Ey. Jei egzistuoja M X, tai pagal 2 teorema

/MX|£ (dw) Z MX\Ek)( w) =

= ZM X|E,)P(Ey) = MX.
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Kadangi o algebros £ aibés E yra baigtinés arba skaic¢ios aibiu Ej sajungos
(irodykite!)
!/
E=|JEx,
k

tai kiekvienai E € £ pagal 1 teorema

/ X(w)P( Z P(dw) =
(1) = Z P(E)M(X|Ey) =
= Z M (X|&)P(dw) / M (X|E)P(dw).

Is sios lygybés isplaukia, kad funkcija M (X|E) yra integruojama. (1) for-
mulés pirmasis ir paskutinis integralai i§ esmés skiriasi: pirmojo pointegraliné
funkcija yra 4 mati, o paskutiniojo pointegraliné funkcija — £ mati. (1) lygybeé
teisinga visoms E € £, bet gali ir nebiiti teisinga, kai E € A\E.

Parodysime, kad (1) lygybé tam tikra prasme apraso funkcija M (X|E)
vienareik§miskai. Tai iSplauks i$ Sitokios lemos.

1 lema. Jei ¢ yra € mati funkcija ir visoms E € £ teisinga lygybé

[ o) =o,
E
tai beveik visur mato P atzvilgiu p(w) =0, t. y.

P(w:p(w) #0) =0.

Irodymas. IS lemos salygu

/ p(w)P(dw) = 0.
{wip(w)>0}

Pagal V.9.9 teorema P(w : ¢(w) > 0) = 0. Pakeite funkcija ¢(w) funkcija
—p(w), gauname P(w : p(w) < 0) = 0. Vadinasi, P(w : p(w) # 0) = 0. O

I cia lengvai isplaukia funkcijos M (X|E) vienareiksmiskumas. Tarkime,
kad yra dvi £ macios funkcijos @7 ir @9, visoms F € £ tenkinancios lygybe

[E X () P(dw) = /E on(w)Pdw) (k = 1,2),

t. y.
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AJ%@O—@@WP@J=O

Pagal 1 lema
P(w: p1(w) # p2(w)) =0,

kitaip tariant, beveik visur mato P atzvilgiu ¢ (w) = @2 (w).

Taigi (1) lygybé apraso ekvivalen¢iy mato P atzvilgiu funkciju klase. Ja
remdamiesi, apibréziame salygini vidurki M (X|€) bendruoju atveju, kai €
yra bet kuris A o poalgebris.

3 teorema. Jei X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o £ — sistemos
A o poalgebris, tai egzistuoja vienintelé ekvivalenciy mato P atZvilgiu ir €
maciy funkciju {p} klasé, visoms E € & tenkinanti lygybe

(2) /EX(w)P(dw):/Ecp(w)P(dw).

Irodym as. Nagrinésime aibés funkcija

wmzéxwmwx

apibrézta visoms E € £. Kadangi X yra integruojamas, tai v yra baigtiné
funkcija. I$ integralo savybiu isplaukia visiSkas jo adityvumas. Taip pat i§
integralo savybiu turime: jei P(E) = 0, tai v(E) = 0. Vadinasi, v yra krivis
(apibendrintas matas), absoliuciai tolydus P atzvilgiu. Teoremos teiginys
isplaukia i§ Radono!-Nikodimo? teoremos. Funkcija ¢ yra Radono-Nikodimo
7isvesting” dv/dP. O

Dabar jau galime pateikti bendra salyginio vidurkio M (X|E) apibrézima.
Jei X yra integruojamas atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdveéje
{Q, A, P}, ir € yra A o poalgebris, tai sqlyginiu vidurkiu € atZvilgiu vadinsime
kiekviena i§ ekvivalen¢iu P atzvilgiu funkciju ¢(w), apibréztu aibéje Q, &
maciu ir kiekvienai F € £ tenkinanciuy (2) lygybe. Dvi tokios funkcijos gali
skirtis tik nulinio P mato aibéje. Zymésime M (X|E). Kiekviena konkrecia
nusakytos klasés funkcija vadinsime salyginio vidurkio versija (variantu).

Jei A € A, tai salygine jvykio A tikimybe £ atZvilgiu vadinsime P(A|E) =
= M(14]E).

Jei £ yra o algebra, generuota vienamacio ar daugiamadcio atsitiktinio
dydzio Y, tai salygini vidurki ir salygine tikimybe & atzvilgiu zymésime

M(X|€) = M(X]Y), P(A[E) = P(A]Y)

1 Johann Radon (1887-1956) — austruy matematikas.
2 Otton Nikodym (g. 1887) — lenku matematikas.
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ir vadinsime X sqlyginiu vidurkiu bei A salygine tikimybe atsitiktinio dydzio
Y atzvilgiu.
Paminésime keleta atskiru atveju. Jei & = {@, Q}, tai visiems w €

M(X|€)(w) = MX.

Is tikruju nesunku patikrinti, kad konstanta M X tenkina (2) lygybe, be to,
& yra vienintelis ivykis i§ £, turintis nuline tikimybe.

Jei £ yra algebra, generuota aibés E, F # &, E # Q, t.y. &€ =
={g, E, E°,Q}, tai beveik visur P atzvilgiu

_ | M(X|E), kaiwE€E,
M(X]&) = {M(X|EC), kai w € E.

4 teorema. M (M(X|E)) = MX.

Irodymas. Silygybé yra triviali 3 teoremos isvada, kai £ = Q. O

2 lema. Jei atsitiktinis dydis Y yra apibréztas tikimybinéje erdvéje
{Q, A, P}, o Ay — to dydzio generuota o algebra ir Z yra Ay mati funkcija,
tai galima rasti Borelio funkcija o, kuriai beveik visur mato P atzvilgiu
Z(w) =¢(Y(w)).

Irodymas. Pazymékime Hy klase visu Ay maciu funkciju, o Hy
klase visu funkciju f (Y(w)), kai f — bet kurios Borelio funkcijos.

Kiekvienai Borelio aibei B € B

{w:f(Y(w) €B}={w:Y(w) € f1(B)} € Ay.
Vadinasi, Hy C Hy.
Parodysime, kad Hy = Hy .
Imkime bet kuria sistemos Ay aibe A ir B € B su salyga Y ~1(B) = A.

Tada 14 € Hy, nes 14(w) = 1B(Y(w)). I8 ¢ia taip pat gauname, kad klasei
H5; priklauso ir tiesinés kombinacijos

n

chlAw

k=1
kai Ay € Ay.
Kiekviena Ay macia funkcija galima uzrasyti Sitaip:
Z(w) = lim Z,(w);
n—oo
¢ia Z,, yra atitinkamai parinktos paprastosios (Ay atzvilgiu) funkcijos. Todél

pakaks jrodyti: jei Z,(w) = ¢n(Y(w)), ¢, — Borelio funkcijos, ir Z(w) =
= lim Z,,(w), tai galima rasti Borelio funkcija ¢ su salyga Z(w) = ¢(Y (w)).
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Pazymékime By aibe tu realiuju «, kuriems egzistuoja riba lim ¢, (z). Is 1.3
teoremos analogo isplaukia, kad By yra Borelio aibé. Pazymékime

B liTan on(x), kaix € By,
ple) = { 0. kai = ¢ Bo.
Tada
Z(w) = lim Z,(w)= lim ¢,(Y(w)) = ¢(Y(w)). O

n—oo n—oo

5 teorema. Jei X ir Y yra atsitiktiniar dydzZiai ir X yra integruoja-
mas, tai viena i§ sqlyginio vidurkio M(X|Y') versiju yra atsitiktinio dydZio
Y Borelio funkcija o(Y').

Irodymas iSplaukia i§ 2 lemos. O

Remiantis ia teorema, funkcija M (X|Y") yra pastovi beveik visur mato
P prasme toms w aibéms, kurioms Y (w) yra pastovi.

6 teorema. Tarkime, kad X yra integruojamas atsitiktinis dydis, nusaky-
tas tikimybinéje erdvéje {Q, A, P}. Jei € ir F yra sistemos A o poalgebriai
ir & C F, tai beveik visur M(X|E) = M (M (X|F)|E).

Irodymas. Kadangi abi irodomosios lygybés pusés yra £ macios, tai
reikia tik isitikinti, kad

/ M(X|E)P(dw) — / M (M(X|F)|E) P(dw)
E E

visoms aibéms E € £. Pagal apibrézima kiekvienai aibei F € £
/ M(X|E)P(dw) = / X(w)P(dw).
E E
Kadangi £ C F, tai E € F, vadinasi,
/ M (M(X|F)|€)P(dw) = / M(X|F)P(dw) =
E E
= / X(w)P(dw).
E

Is ¢ia isplaukia reikiamas teiginys. O

7 teorema. Jei Xy ir Xy — integruojami atsitiktiniai dydziai, c1 ir co —
konstantos, tai beveik visur mato P prasme teisinga lygybé

M(Cle + 02X2|8) = ClM(X1|g) + CQM(Xng)

Irodym as. Pagal apibrézima visoms aibéms E € £
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/ M(c1 X1 4 2 X3|€)(w)P(dw) =

(3) o

= / (chl(w) +02X2(w))P(dw).
E

Visai taip pat

/MXklg dw /Xk (k:1,2).

/E{ClM(Xl €)(w) + caM (X2|E)(w) }P(dw) =
5@@xwwg&wmw@
(3) ir (4) lygybiu desinés pusés sutampa. Todél visoms E € €
[ M@ X1+ 2Xalé) ) Plaw) =
:L@wa&wmn+@Muu&wﬂﬂm&

Pritaike 1 lema, gauname teoremos teigini. O

8 teorema. Jei X ir'Y yra atsitiktiniai dydZiai, nusakyti tikimybinéje
erdvéje {Q, A, P}, Y ir XY yra integruojami, £ yra A opoalgebris, be to, X
yra Ematus, tai beveik visur M(XY|E) = XM (Y|E).

Irodym as. Reikia irodyti, kad visoms F € £

/me Pldw) /X M(Y]E)(w)P(dw).

Pagal salyginio vidurkio apibrézima visoms E € £

/me P(dw) /X dw),

vadinasi, pakanka irodyti, kad visoms F € &

/X M(Y|€)(w)P(dw) /X dw).

Pirmiausia nagrinésime atveji, kai atsitiktinis dydis yra Sitoks:



Salyginés tikimybeés ir salyginiai vidurkiai 129

w) =) arlp, ()
k=1

¢ia By, € €. Siuo atveju

/x M(Y|E)(w Zak M(Y [€)(w)P(dw) =

ENE},
—Zak /E . P(dw) = [E ZaklEk(w)Y(w)P(dw) =

/ X(w P(dw). .

Vadinasi, teorema yra teisinga.

Dabar tarkime, kad X ir Y yra neneigiami atsitiktiniai dydziai. Pazy-
meékime X,, nemazéjancia neneigiamu paprastuju atsitiktiniu dydziu seka,
konverguojancia i X. Pasiréme V.9.14 teorema ir ka tik irodytu atskiru Sios
teoremos atveju, gauname

X (w)M(Y|€)(w)P(dw) =

= lim [ X,(w)M(Y|E)(w)P(dw) =

n—oo E

= lim [ M(X,Y|)(w)P(dw) =

n—oo E

= lim | X, ()Y (w)P(dw) = /E X (W)Y () P(dw) =

n—oo E
= /E M(XY|€)(w)P(dw).

Jei X ir Y yra bet kokie atsitiktiniai dydziai, tai juos galime uzraSyti
sitaip: X = Xt - X, Y =Y+t —-Y~; &a X+, X", YT, Y~ yra neneigiami
atsitiktiniai dydziai. IS 7 teoremos zinome, kad beveik visur
X()M(Y[E)(w) = X H(w)M(Y]E)(w)~
— XN (W)MY[E)(w) = X~ (w)M(YF|E)+
+ X ()M (Y™ |E)(w).

Lieka pritaikyti ka tik irodyta teoremos teigini. O

Paliekame skaitytojui irodyti toliau iSvardytas salyginiu vidurkiu savybes.
Ju irodymas pagristas apibrézimu ir jau jrodytomis savybémis.

1. Jei X yra £ integruojamas atsitiktinis dydis, tai beveik visur
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M(X[€)(w) = X (w).

2. Jei X ir Xy yra integruojami atsitiktiniai dydziai ir X; < X, tai
beveik visur
M(X1[E)(w) < M(X2|€)(w).
3. Jei X yra integruojamas atsitiktinis dydis, tai beveik visur
[M(X|€)(w)] < M(|X][€)(w).

4. Jei X yra integruojamas atsitiktinis dydis, X,, (n = 1,2,...) — nema-
zéjanti integruojamu atsitiktiniu dydziu seka, konverguojanti i X, tai beveik
visur

M(Xn|E)(w) = M(X[E)(w).

5. Jei Y yra integruojamas atsitiktinis dydis, X,, (n = 1,2,...) — atsitik-
tiniu dydziu seka, konverguojanti i X, ir | X| <Y, tai beveik visur

M(Xn|E)(w) = M(X[E)(w).



