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Ivadas

Informacija perduodama kanalais, kurie kartais iSkraipo informacija. Tarsime, kad tie iSkraipymai yra
atsitiktiniai, t. y. néra nei sistemingi, nei samoningi. Koduoti informacija reiskia taip ja paruosti pries
perduodant i kanala, kad butu galima iStaisyti ivykusius iSkraipymus, jeigu ju néra itin daug. Kodavimo
teorija pasitilo konstruktyvius tokio paruosimo (kodavimo) ir iskraipymu istaisymo (dekodavimo) algoritmus.
Sie algoritmai taikomi daugelyje moderniosios komunikacijos sri¢iu.!

Klaidas taisanti koda apie 1948 metus sukonstravo R. W.Hamming. Kiekviena ketverta perduodamu
bity jis papildé trimis papildomais. Paaiskinsime jo idéja naudodami brézini.

V%V

Srityse 1,2,3,4 uzrasykime keturis bitus (simbolius 0 arba 1), kuriuos reikia perduoti. Likusiose srityse
uzrasykime simbolius taip, kad kiekviename is triju skrituliy uzrasytus simbolius sumuodami gautume lygini
skaic¢iu. Dabar ,,pasiuskime i kanala“ §i septyniu bitu rinkini. Kitame kanalo gale gavéja pasieks galbut kitas
rinkinys, kai kurie simboliai gali buti kitokie. Gavéjas gali patikrinti, ar sumos pagal visus tris skritulius yra
lyginés. Jeigu nors viena nelyginé, tai ivyko iSkraipymu. Nesunku isitikinti, kad jeigu iSkreiptas tik vienas
simbolis, tai gavéjas gali atkurti ji nesuklysdamas. Jeigu iskraipymu daugiau, atkurdami simbolius galime
ir suklysti.

Palyginkime tikimybes, kad keturi simboliai bus perduoti teisingai, kai informacijos nekoduojame ir kai
ja koduojame Hammingo kodu. Tarkime, kanalas kiekviena simbolj iskreipia su tikimybe p(0 < p < 1), be
to — visi simboliai iSkraipomi nepriklausomai. Tada tikimybés, kad keturi simboliai bus perduoti teisingai,
kai informacija nekoduojama ir koduojama Hammingo kodu lygios:

¢, it ¢ +7¢p, g=1-p
Palygine tikimybes isitikintume, kad didesné tikimybé teisingai perduoti keturis simbolius, kai informacija
koduojame.

Panagrinékime dar viena pavyzdi, kuriame skaic¢iuosime klaidingo atktirimo tikimybes.

Pavyzdys. Tarkime métoma moneta, o rezultatai rysio kanalu perduodami suinteresuotam gaveéjui.
Galima perduoti du simbolius: 0 ir 1, kanalas su tikimybe p iSkreipia simboli, t. y. pakeic¢ia kitu. Kiti
apribojimai: moneta métoma T sekundziu, atliekama m metimu per sekunde; kanalu galima naudotis irgi T'
sekundziu (nebiitinai tuo pa¢iu metu kai métoma moneta), kanalu galima perduoti 2m simboliu per sekunde.
Akivaizdu, kad rezultatus koduojant taip HERBAS — 0 ir SKAICIUS — 1 ir perduodant tiesiog i kanala
tikimybé, kad du is eilés gauti rezultatai bus perduoti teisingai lygi

q, q=1-p.

Nejaugi negalima padidinti Sios tikimybés? Jeigu kiekviena rezultata siusdami kartotume du kartus, jokios
naudos nebiitu, kadangi viena poros simboli priémus neteisingai, nezinotume, ka simboliu pora turéjo reiksti
— herba ara skaic¢iu? Siek tiek geriau butu, jei kiekviena rezultata kartotume tris kartus, o kiekviena gauta

1 Apie kodu naudojima kompaktinése plokstelése galima suzinoti, pavyzdziui, i§ straipsnio: J. H. van Lint, Mathematics
and the Compact Discs. Johanes Bernoulli Lecture 1998, Nieuw Archief voor Wiskunde, 16(3), 183-190 (1998).
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simboliu trejeta dekoduotume tuo simboliu, kuris trejete pasitaiko daugiau kartu. Taciau tada turétume
pasiusti i§ viso 3m simboliu. Ta¢iau mus riboja techninés salygos: galime daugiausi

Jeigu kiekviena perduodama simboli dubliuotume, t.y. pakartotume du kartus — neturétume jokios nau-
dos. Jeigu bent vienas poros simbolis butu iSkreiptas, nezinotume, ka ta pora reiské — nuli ar vieneta. Jeigu
kiekviena simboli pakartotume tris kartus, o kiekviena priimta simboliu trejetuka dekoduotume tuo simboliu,
kuris trejete yra daznesnis, tikimybe teisingai perduoti simboli padidintume, taciau tada per sekunde reiktu
perduoti 3m simboliy, o to neleidzia misu ,,techninés® salygos. Vis délto iSeitis yra.

Koduokime ne pavienius rezultatus, bet ju poras:

HH — 0000, HS — 0111, SH — 1001, SS — 1110.

Tarkime, kad simboliu ketvertuke vienas i§ pirmuju triju simboliu iskraipytas, tac¢iau ketvirtasis perduotas
teisingai. Nesunku suvokti, kad tokiu atveju galima vienareikSmiskai nustatyti, kuris simbolis iskreiptas.
Taigi turédami galvoje, kad atliekamas toks iStaisymas randame teisingo dvieju rezultatu perdavimo tikimy-
be:
' +3¢°p.

Pakanka panagrinéti skaitinius pavyzdzius, kad isitikintume, kad teisingo perdavimo tikimybe padidinome. I
tiesu poros rezultatu teisingo perdavimo tikimybeé yra didesné visais atvejais, kai ¢ > p. Si salyga yra visiskai
naturali: néra prasmés naudotis tokiu kanalu, kuris su didesne tikimybe simboli iskreipia negu perduoda
teisingai.

Ar negalima sugalvoti dar ,,gudresniu® kodu, t.y. su dar didesne teisingo perdavimo tikimybe? Kita
vertus, kiek naudojant tokius kodus padidéja siuntimo sanaudos? Ka tik iSnagrinétame pavyzdyje tikraja
informacija reiskia du pirmieji bitai, o kiti — papildyti, kad butu galima teisingai dekoduoti. Atsakyma i
klausima, kokiu mastu imanoma suderinti teisingo dekodavimo ir sanaudu aspektus duoda fundamentali
Claude Shannono teorema.

Tarkime, informacija yra uzrasSyta abécelés B = {0;1} abécélés zodziais, o ja reikia perduoti kanalu,
kuris su tikimybe p (0 < p < 1) kiekviena simbolj iskreipia. Simboliai iskraipomi nepriklausomai vienas nuo
kito.

Tarkime, i kanala bus siunc¢iami n ilgio zodziai i§ aibés C = {x1,...,zp},2; € B"™. Sakysime, kad
naudojame koda C. Dekoduosime i§ kanalo gautaji zodi labai paprastai: lyginsime ji su kitais kodo zodziais
ir dekoduosime tuo kodo zodziu, kuris maziausiai skiriasi nuo gautojo zodzio (t.y. turi maziausiai skirtingu
komponenciu). Si dekodavimo taisyklé vadinama minimalaus atstumo taisykle.

Tegu P; yra tikimybé, kad pasiustas i kanala zodis z; bus klaidingai dekoduotas. Apibrézkime vidutine
klaidingo dekodavimo tikimybe:

n
Po= Z P,
i=1

Teorema.

(Claude Shannon, 1948) Tegu skaic¢ius R tenkina nelygybe

1 1
? O<R<1—p10g25—qlog26, q=1-—p.

I Tada egzistuoja kodai C,, = {x1,...,xp, }, 2 € {031}, M,, = 2["F kad Po, —
0, kai n — 4o0.

Ka gi §i teorema teigia apie kodavimo sanaudas? Tarkime, mums reikia siusti informacija, uzrasyta aibés
B* 7odziais. Juos mes turime koduoti, naudodami tam tikra funkcija (kodavimo taisykle arba algoritma)
BF — C, = {x1,...,75, }. Kad Zodziu uztektu turi buti |B*| < |C,|, t.y. 28 < M,,, k < [nR]. Taigi gauname,
kad k bitu informacija yra siunciama netrumpesniu kaip % bitu zodziu. Informacijos perdavimas kanalu ja
kodavus sulétéja dydziu

<R

3| =
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4 Paskaituy kursas

Taigi Shannono teorema tarsi nurodo, kokios yra minimalios sanaudos, jeigu norime mazai iSkraipyta infor-
macija perduoti kanalu, kuriame simboliai gali buti iskraipomi. Tac¢iau kaip konstruoti geriausius kodus, t.y.
garantuojancius mazas klaidingo perdavimo tikimybes ir minimalias sanaudas, teorema nepasako. Algebriné
kodavimo teorija ir sudaro ivairus atsakymai i tokius klausimus.
1. Klaidas randantys ir taisantys kodai
1.1. Bendrosios savokos

Tarkime A yra abécéle, | A| = ¢. Zymésime: A = A,, A = Ag X Ay X ... X Ay
1.1.1 apibrézimas.

(n, N) kodu i§ abécélés A, zodziu vadinamas bet koks poaibis C C Ay, ¢ia |C| = N.

1.1.2 apibrézimas.

Tegu X =1 ...2Tpn, Y = Y1...Yn yra du aibés Ay Zodziai. Hamingo atstumu tarp x,

y vadinsime dydj
h(x,y) = Z 1.

=1 n

gasey

i 7Y;

1.1.1 teorema.

Hamingo atstumas aibéje Ay turi sias savybes:
y 1) h(x,x) =0,x € A};
2) h(x,y) = h(y,x),x,y € A;
I 3) h(x,y) < h(x,z) + h(y,z),x,y,z € Ay. Trumpai tariant Hamingo atstu-
mas yra metrika.

1.1.3 apibrézimas.

Dekodavimo taisykle f : Ay — C vadinsime minimalaus atstumo taisykle, jei su
kiekvienu d € Ay

h(d, (d)) = minh(d, ). (1.1.1)

ce

Tad gautas zodis dekoduojamas tuo kodo elementu, kuris Hamingo atstumo prasme yra arc¢iausiai — labai
paprasta idéjal Jeigu kuriam nors d minimumas (1.1.1) lygybéje pasiekiamas, kai ¢ = ¢; arba ¢ = ¢3,¢1 # ca,
tai minimalaus atstumo taisyklé apibréziama nevienareiksmiskai. Jei minimumas pasiekiamas su dviem ar
daugiau skirtingu zodziu, toki atveji vadinsime rysiu. RySio atveju galime tiesiog fiksuoti klaida (soft
decision) arba dekoduoti vienu i§ galimu budu (hard decision).

Apibrésime kodo zodziu ,,iSsibarstymo charakteristika.

1.1.4 apibrézimas.
Kodo C minimaliu atstumu vadinsime dydj

d(C) = Join, h(d,c).
c#d

Jei (n, N) kodo C minimalus atstumas yra d, tai koda vadinsime (n, N, d) kodu.
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Kodavimo teorija 5

1.1.5 apibrézimas.

Koda C vadinsime t klaidu randanciu kodu, jei bet kuriame kodo Zodyje ivykus m, m <
t, iskraipymu, gautas rezultatas d jau nebéra kodo zodis, t. y. d & C.

t klaidy randantj koda vadinsime tiksliai t klaidu randanciu, jei jis néra t + 1 klaidu
randantis kodas.

1.1.2 teorema.

(n,N,d) kodas C yra tiksliai t klaidu randantis kodas tada ir tik tada,

I kaid=1t+1.
Analogiskai apibrésime klaidas taisanc¢ius, arba autokorekcinius, kodus. Patys kodai, aisku, klaidu
netaiso. Klaidas taisome mes, naudodamiesi minimalaus atstumo dekodavimo taisykle.
1.1.7 apibrézimas.
Koda C vadinsime t klaiduy taisanc¢iu kodu, jei sin¢iamame zodyje ivykus m,m < t,

iskraipymu ir dekoduojant pagal minimalaus atstumo taisykle, dekoduojama bus visada
teisingal.

Akivaizdi ir tiksliai ¢ klaidy taisancio kodo savoka.

1.1.3 teorema.

Kodas C yra tiksliai t klaiduy taisantis kodas tada ir tik tada, kai d(C) =

E 2t + 1 arba d(C) = 2t + 2.

Isvada. Bet koks (n, N, d) kodas taiso lygiai [(d — 1)/2] klaidu.

1.1.8 apibrézimas.
Abécélés A, (n, N) kodo C koeficientu vadinsime dydj

log, N
R(C) = 8¢

n

Kodo koeficientas tam tikra prasme apibudina informacijos kodavimo sanaudas (arba informacijos greicio
sumazéjima, kai informacija koduojama siuo kodu). I8 tikruju, jeigu kodas turi IV skirtingu zodziu, o pradinis
informacijos srautas sudarytas is ¢ elementu turinc¢ios abécélés simboliu, tai galime §j srauta skaidyti blokais
po k simboliy ir Siuos blokus koduoti kodo zodziais. Taigi k£ simboliai perduodami pasiunc¢iant kanalu i§ viso
n simboliu, t.y. perdavimo greitis sumazéja koeficientu % Kuo bloko ilgis k£ didesnis, tuo didesnis perdavimo
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6 Paskaity kursas

greitis. Koki didziausia k galime pasirinkti? Reikia pasirupinti, kad kodo zodziu uztektu visiems skirtingiems
blokams, taigi turi buti ¢ < N, t.y. &k < log, N. Matome, kad koeficientas R(C) = w apibiidina
maksimaly informacijos perdavimo greiti (arba minimalias sanaudas), kuri galima pasiekti naudojantis kodu
C.

Faktai. Erdvélaivis "Mariner 9”7 1979 m. perdavinéjo nespalvotas Marso fotografijas. Kiekviena nuo-
trauka buvo skaidoma i 600 x 600 mazu kvadratéliu; kiekvienam ju buvo priskirtas vienas i§ 64 pilkumo
laipsniu. Siuos laipsnius interpretuojant kaip simbolius, gaunama 64 simboliu Saltinio abécélé. Gautas infor-
macijos srautas buvo koduojamas dvinariu (32,64, 16) kodu (Rydo-Mulerio kodu) ir perduodamas i Zeme.
Kodas taise lygiai 7 klaidas, kodo koeficientas lygus 3/16.

Erdveélaivis ”Voyager” 1979-1981 m. siunté i Zeme spalvotas Jupiterio ir Saturno nuotraukas. Nuo-
traukai koduoti buvo naudojama 4096 simboliu (tiek spalvu intensyvumo lygiu buvo fiksuojama) abécéle.
Pries perduodant simboliy srautas buvo koduojamas dvinariu (24,4096, 8) kodu (Goléjaus kodu). Kodas
taiso lygiai tris klaidas, kodo koeficientas lygus 1/2.

1.2. Tobulieji ir ekvivalentieji kodai

Naudodamiesi Hamingo atstumu, aibéje A} apibrésime spindulio r > 1 rutulius: jei x € Ay

By(x,r) ={y € Ay : h(x,y) < r}.

, tal

Nesunku isitikinti, kad elementuy skai¢ius rutulyje B,(x, ) nepriklauso nuo jo centro x, tad zymeésime
V:](TL,’F) = |Bq(X77’)‘.
Kartais dydi V;(n,r) vadinsime rutulio tariu.

1.2.1 teorema.

Teisinga lygybé

o _
l 0<h<r

Irodymas. Rutuliui su centru x ir spinduliu r priklauso tie zodziai, kurie skiriasi nuo x nedaugiau kaip
r komponentémis. Visus zodzius, kurie skiriasi nuo x lygiai k¥ komponentémis galime gauti taip: parenkame
k numeriu ir pakei¢iame zodzio x komponentes su §iais numeriais kitomis. Tai galime padaryti

(Z) (q—1)F

skirtingais budais.

1.2.1 apibrézimas.
Tegu C yra koks nors (n, N) kodas. Didziausia sveikaji skaiciy t, kuriam

Bq(clvt) mBq(CQat) = (Z)v Jel C1,C2 € Cv C1 7A C2,

vadinsime kodo C pakavimo spinduliu. Pakavimo spindulj zZymésime r, = r,(C).

1.2.2 apibrézimas.

Maziausia sveikaji skaiciy s, tenkinantj salyga

Aj C U By(c, s),

ceC

vadinsime kodo dengimo spinduliu ir zZymésime rq = r4(C).
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Kodavimo teorija 7

Nesunku jsitikinti, kad teisinga nelygybé r,(C) < r4(C). Pakavimo spindulys su minimaliu kodo atstumu
susijes taip:
d—1
C)=|——I;
p(C) [ B) ]v
¢ia [-] zymime sveikaja skai¢iaus dali. Tad pakavimo spindulys lygus maksimaliam klaidu, kurias gali istaisyti
kodas, skaiciui.
Skirtumas r4(C) — r,(C) gali buti didelis. Paprastas pavyzdys: (n,2) kodui

C = {000...00,000...11}

gauname: r, = 1,7 =n — 1.

1.2.3 apibrézimas.
Koda C vadinsime tobulu, jei

7p(C) = r4(C).

Tobulam (n, N, d) kodui C turi buti d(C) = 2t + 1, 7,(C) = t. Susumuokime Siuos pastebéjimus.

1.2.2 teorema.

(n,N,d) kodas C yra tobulas tada ir tik tada, kai d = 2t + 1 ir galioja
lygybé

7

Kita vertus, jeigu natiiraliesiems skai¢iams ¢,n, N,t teisinga lygybé NV (n,t) = ¢", tai nereiskia, kad
kodas su parametrais (n, N, 2t + 1) egzistuoja. I tikruju tobuluju kodu yra nedaug.

Apibrésime ekvivalenciu kodu savoka.

Tegu C yra (n, N) kodas, o o — n elementu perstata, t.y. injektyvus atvaizdis

o:{,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Juo apibrésime injektyvu atvaizdi Ay — A, kuri taip pat Zymeésime 0. Jei x = z1...z,, tai
0(X) = Zo(1) - - - To(n)-
I8 kodo C siuo atvaizdziu gauname nauja koda
o(C) ={o(c):ce C}.

Natiiralu kodus C ir ¢(C) laikyti ekvivalenciais. Atskiru atveju gali biti C = ¢(C). Sia savybe turintys
atvaizdziai o ypatingu budu susije su kodo struktura. Tokiu atvaizdziu o : Ag‘ — Ag aibe

Aut(C) ={o: C=0(C)}

vadinsime kodo C automorfizmu grupe. Ji i§ tikruju yra grupé algebroje priimta prasme.

Be ka tik aptarto budo, yra ir kita galimybé gauti formaliai naujus kodus, naudojant perstatas. Tegu 7 :
{1,2,...,9} — {1,2,...,q} yra kokia nors perstata, o abécélés A simboliai sunumeruoti: A =
={ai,...,a,}. Galime 7 nagrinéti kaip atvaizdi A — A, apibrézdami 7(a;) = a(;). Pasirinkime i,i <n, ir
apibréskime injektyvu atvaizdi (r,i) : A} — Ay Sitaip:

(myi)(xy .. @i cxp) =21 (X)X
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8 Paskaity kursas

Atvaizdis (r, i) keiéia tik é-aji zodzio simboli. Koda, kurj gauname i§ C imdami zodzius (,4)(c),c € C,
zymésime (m,)(C).
1.2.4 apibrézimas.

Du (n, N) kodus C,C’ vadinsime ekvivalenciais, jei egzistuoja n elementy perstata o
ir ¢ elementy perstatos w1, ..., T,, kad

C’ = (m1, 1)(... ((mn, n) (o(C))) ...

1.2.3 teorema.

a
e

1.3. Pagrindiné kodavimo problema

Jei kodai C, C' ekvivalentds, tai d(C) = d(C’).

Tarkime, i§ abécélés A = A, n ilgio zodziu norime sudaryti koda, kuris taisytu ¢ klaidu. Kadangi kodo
taisomu klaidu skai¢ius yra glaudziai susijes su minimaliu kodo atstumu, tarsime, kad ir Sis parametras api-
bréztas. Naturalu ieskoti paties geriausio (n, N, d) kodo; ¢ia n ir d reikdmeés i§ anksto pasirinktos. Geriausias
(n, N,d) kodas bus tas, kuris turés daugiausia zodziu, t. y. didZiausia parametra N.2 Zymékime:

Ay(n,d) = max{N : egzistuoja (n,N,d) kodas C C Ay}.

Kodus su parametrais (n, A,(n, d), d) vadinsime maksimaliais. Jie pasizymi tuo, kad né vieno n ilgio zodzio
negalima pridéti prie tokio kodo, nesumazinant minimalaus kodo atstumo.
Pagrindine kodavimo problema vadinsime uzdavini:
e duotiems ¢,n,d rasti A4(n,d) reiksme.
Kaip daznai buina, uzdavini lengva iSspresti su ribinémis parametry reikSmémis.

1.3.1 teorema.
Bet kokiems ¢ > 1,n > 1,

Ay(n,1) =q", A4(n,n)=q.

|-

Kita akivaizdi isvada: Ag4(n —1,d — 1) > A4(n,d). Kai ¢ = 2, galima irodyti daugiau.

1.3.2 teorema.

Teisinga lygybé As(n, 2l — 1) = Ax(n+ 1,21).

|-

Irodymas. Pakanka irodyti nelygybe As2(n,2l — 1) < As(n + 1,2l). Samprotaukime taip: kiekviena
kodo (n, Aa(n,2l — 1),20 — 1) kodo zodi z125 ...z, 7zodi pailginkime bitu z,41, kad butu teisinga lygybe

1+ T2+ ...+ Tp + Zpp1 =0 (mod 2).

2 Zinoma, epitetas ,geriausias‘ yra salyginis. Sis kodas gali biiti visai netikes naudojimosi juo paprastumo pozitriu.
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Kodavimo teorija 9

Pakanka isitikinti, kad Sitaip gauname koda, kurio minimalus atstumas yra 2.

1.3.3 teorema.

Bet kokiemsn >2, 1<d<n-1,

-
-

Irodymas. Tegu M = A,(n,d), o C koks nors (n, M, d) kodas. Suskaidykime koda C i ¢ nesikertanciu
klasiu

Ay(n,d) < gAq(n—1,d).

C,={c:ceC,c=aay...an}, a € A

Suprantama, jog egzistuoja nors vienas a, kad |C,| > M/q. IS §ios klasés ,sutrumpintu” zodziu sudarykime
nauja koda
C' ={c:c e A" ac’ € C,}.

Kadangi bet kokiems ¢’, ¢’ € C Hamingo atstumas
h(c',c") = h(ac’,ac”) > d,
tai C’ yra (n —1,|C’|,d’) kodas, d’ > d. Tada, zinoma,

M
Ayn—1,d) > [C'| > —.
q

Teorema irodyta.

1.3.4 teorema.
Bet kokiems n > 1, ¢ > 1, n > d > 1, teisingas jvertis

E i <o (33 (Da-1) s =451

k=0

Irodymas. Jei r, yra (n,N,d) kodo C pakavimo spindulys, tai rutuliai B,(c,r,),c € C, nesikerta.

Tada
U Bale,m) C A7, || Byle,mp)| < A7 = ¢™

ceC ceC

Kadangi r, = [(d — 1)/2], tai, istate rutulio turio iSraiska i$ jau irodytos teoremos, gauname

Nkzt:_o (Z)(q— 1k <qm.

Teorema irodyta.

Dar viena jverti i$ virSaus gausime pastebéje, jog nubraukdami kokio nors (n, N, d) kodo zodziu pasku-
tinius d — 1 simboliu (n > d ), gausime trumpesnius, bet visus skirtingus zodzius. Ju néra daugiau kaip
q" "1, Taigi N < ¢"~ 9+ ir teisinga tokia teorema.
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10 Paskaity kursas
1.3.5 teorema.
Bet kokiems n > 1, ¢ > 1, n > d > 1, teisingas jvertis

-
]= Agy(n,d) < ¢"91. (Singletono ivertis.)

Gausime Aq(n, d) iverti i§ apacios. Tegu (n, N, d) kodas C yra maksimalus, t. y. N = A,(n,d). Tada
§io kodo negalima papildyti nei vienu zodziu, nesumazinant minimalaus atstumo d. Vadinasi, kiekvienam
x € Ay egzistuoja ¢ € C, kad h(c,x) < d — 1. Tada rutuliai B,(c,d — 1) padengia visa aibe A7 :

U Byle.d—1) > A7
ceC

IS Sio sarySio gauname
NVy(n,d—1) = Ag(n,d)Vy(n,d — 1) > ¢".

Gautasis ivertis vadinamas Gilberto—Varsamovo jver¢iu (E.N. Gilbert, R.R. Varshamov). Prisimine rutulio
turio iSraiska uzraSysime ji taip.

1.3.6 teorema.

Bet kokiamn >1, g > 1, d > 1,

k=0

Si nelygybe vadinama Gilberto-Varsamovo iveréiu.

Jeigu informacija rengiamés koduoti n ilgio zodziu kodu, o kanale kiekvienas simbolis nepriklausomai nuo
kitu iskraipomas su tikimybe p, tai vidutiniskai zodyje ivyksta np iskraipymu. Norédami, kad vidutiniskas
klaidu skai¢ius btitu visada iStaisomas, turime naudoti koda, kurio minimalus atstumas ~ 2pn. Taigi siekiant
minimaliu sanaudu geriausia naudoti (n, A,(n, [6n]), [6n]),d = 2p, koda. Sio kodo koeficientas

R log, Aqy(n, [6n])
n

Panagrinékime Sio santykio elgesi, kai n didéja. Apibrézkime dydj

log, A 1)
() = lim sup 2B A2 10n])
n

n—oo

Pasinaudoje Singletono jverc¢iu iskart gauname:

log, A4(n, [0
a(d) = limsup w < lim sup

n—o0o n n—oo n
Pasinaudoje Gilberto-Varsamovo iver¢iu, galime dydi «(d) Sitaip ivertinti i§ apacios:
a(0) > 1 —limsuplog, Vy(n, [dn] — 1) > 1 — limsup log, Vg (n, [0n]).

Paskutinaja riba galima suskaiciuoti.
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1.3.7 teorema.
Tegu

1 1
Hy(0) = dlog, (g — 1) + dlog, = + (1 - 9) log, (=51

Tada visiems 6 > (q — 1)/q teisinga nelygybé

?] a(8) > 1 — Hy(6).

1.4. Kodai su kontroliniu simboliu

Jeigu dekoduojant aptikta klaida galime iStaisyti naudodamiesi atgaliniu rySiu su informacijos Salti-
niu (pavyzdziui, paskambine siuntéjui telefonu, arba, jei klaida ivyko nuskaitant prekés koda elektroniniu-
optiniu prietaisu, tiesiog pasitiksline prekiu apskaitos knygoje), tai pigaus ir greito klaidos aptikimo galimybé
yra svarbi. Aptarsime informacijos kodavimo pridedant kontrolini simboli idéja bei praktikoje naudojamus
atvejus.

1.4.1. Knygu numeracijos sistema ISBN?

Informacija apie Vakaru 8aliu leidyklu leidziamas knygas yra koduojama devyniais deSimtainiais skait-
menimis, o galimai pavienei paprastai klaidai aptikti pridedamas kontrolinis desimtasis.

Pavyzdziui, kode ISBN 3-540-97812-7 skaitmuo 3 reiskia Sali (Vokietija), 540 — leidykla (Springer),
skaitmenimis 97812 uzkoduoti pacios knygos duomenys, 7 — kontrolinis skaitmuo.

ISBN kodo ajas . ..aga1g kontroliné lygtis

9 10
Zz’ai = ajp(mod 11) arba Ziai = 0(mod 11). (1.4.1)
i=1 i=1

Ivykus vienai paprastai klaidai kontroliné lygybé nebegalioja, t. y. paviené paprasta klaida visuomet
aptinkama. Taip pat visada aptinkamos pavienés transpozicinés klaidos (kai sukei¢iami vietomis gretimi
simboliai).

Kadangi atskiru atveju aig gali buti lygu ir 10, tai tenka naudoti papildoma ,skaitmeni“ a;9p = X.
Sudarant kontrolines lygybes moduliu 10, to nereikia.

Idomu, kad tuo atveju, kai skaitmenys a; yra i§ dvinarés abécélés {0;1} (1.4.1) kontroliné lygybé ne tik
leidZia aptikti ivykusia klaida, bet ir atkurti viena ,,pamesta “ kanale simboli.

1.4.1 apibrézimas.
Koda is dvinarés abécélés ilgio zodziu

n

VTo(n) = {z122... 2y : Ziai = 0(mod (n+ 1))}

=1

vadinsime Varsamovo-Tenengolto kodu.

Tarkime siunciant viena VarSamovo-Tenengolto kodo zodi vienas jo bitas kanale ,pradingo® ir vietoje
zodzio z1xs . . . x, gavome zodi z} ) ... x!, ;. Remiantis kontroline lygybe galima ne tik suzinoti koks simbolis
pradingo, bet ir kurioje vietoje reikia ji iterpti.

3 International Standard of Book Numeration (angl.).
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12 Paskaituy kursas

Panagrinékime pavyzdj. Tarkime, siun¢iant kanalu kodo VTy(5) zodi = 11011 buvo gautas zodis
' = 1111, t.y. simbolis z3 = 0 buvo prarastas. Reikia surasti, koks simbolis prarastas ir kur ji reikia iterpti.
Suskaic¢iuokime gautojo zodZio svori w (nenuliniy komponenciy skaic¢iu) ir kontroline suma:

w=4, §=1-1+2-1+3-1+4-1=10.

Toliau skaiciuojame taip: siustojo Zodzio kontroliné suma galéjo buti tik s = 12; skirtumas s — s’ = 2 yra
mazesnis uz svorj w. Darome tokia iSvada: prarastasis simbolis lygus 0 ir ji reikia jterpti taip, kad
deSiniau buty lygiai s — ¢/, t.y. lygiai 2 vienetai.

Dabar tegu siunciant Zodi = 11011 buvo gautas Zodis ' = 1101, t.y. simbolis z5 = 1 buvo prarastas
(ta pati zodi gautume prarade ketvirtaji simbolj). Vél skai¢iuojame gautojo zodzio svorj ir kontroline suma:

w=3, §=1-14+2-14+3-0+4-1=7.

Skirtumas tarp kontroliniu sumu reikémiu s — s’ = 5 yra didesnis uz svorj w. Darome tokia iSvada: praras-
tasis simbolis lygus 1 ir ji reikia iterpti taip, kad kairiau buty lygiai s — s’ — 1, t.y. lygiai 1
nulis.

Kodél toks algoritmas veikia bet kokiu atveju? Tai nelabai sunkus, tac¢iau ir netrivialus uzdavinys.
Reikia pagalvoti, kas atsitinka, kai s-ojoje vietoje prarandamas nulis arba vienetas, kaip pasikei¢ia kontroliné
suma, kaip skirtumas susijes su gautojo zodzio svoriu...

1.4.2. Prekiu numeracijos sistema EAN?

Europoje pagamintos prekes koduojamos 13 deSimtainiu skaitmenu, tryliktasis skaitmuo — kontrolinis.
Kad koda galétu nuskaityti elektroninis-optinis prietaisas, skaitmenys uzrasomi ant etiketés juodais bruks-
niais.

Kontroliné lygybé tokia:

lay 4 3as + lag + 3a4 + ... + lag; + 3a12 + a3 = 0(mod 10).

Si lygybé taip pat leidzia aptikti visas pavienes paprastas klaidas. Zinoma, koeficientus prie a; kairéje
kontrolinés lygybés puséje galima ir kitaip pasirinkti. Jei w;, (w;,10) = 1, tai sekai ajas .. .a12 kontrolini
simboli galime sudaryti naudojantis kontroline lygybe

12
Zwiai = —aj3(mod 10).
i=1

Su §ia kontroline lygybe visada aptinkamos pavienés paprastos klaidos. Galima tikétis, jog isradingiau
sudarytos kontrolinés lygybeés igalins aptikti ne tik pavienes paprastas klaidas.?

1.4.3. Grupés, lotyniskieji kvadratai ir kontrolinés lygybés

Kodavimo su kontroliniu simboliu metoda galime suformuluoti bendresniame kontekste. Tegu abécélé
A kartu su dvinare algebrine operacija * sudaro grupe. Jei §; : A — A, i = 1,...,n, yra abipusiskai
vienareik§miai atvaizdziai, tai n ilgio zodziams pridésime kontrolini simboli, sudaryta taip:

aiag...anp — a102...0y0041,

ant1 = 01(ar) * ... xdp(an).

Tikétina, kad parinkus algebrine struktiira bei atvaizdzius d1(a1),...,0n(a,) imanoma pasiekti, jog kodas
su kontroliniu simboliu igalins aptikti ne vien pavienes paprastas klaidas.

2 European Article Numeration (angl.).
2 Apie tai, kaip skaitmenys koduojami juodai briksniais, taip pat apie kodo galimybes aptikti, jog ivyko klaidos, galite
pasiskaityti J. Volosatovo straipsnyje ,EAN — siek tiek matematikos buityje“, Alfa plius omega, 2000, Nr. 1, 86-90.
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Kodavimo teorija 13

Galima toliau plétoti kodo su kontroliniu simboliu tema. Ar kontrolinei lygybei sudaryti iSties butina,
kad abécéléje butu apibrézta grupés struktura? Juk kontrolinei lygéiai esminga tik, kad iS a # b iSplauktu
ac # bc visiems c.

1.4.2 apibrézimas.

Tegu n x n matricos L kiekviena eilute sudaro atitinkamai perstatyti aibés N,, =
{1,2,...,n} elementai. Matrica L vadinsime lotyniskuoju kvadratu, jei kiekvienas m € N,
ieina lygiai viena karta i kiekviena matricos stulpelj.

Turédami lotyniskaji kvadrata L = (n;;), galime abécéléje A = {a(1),...,a(n)} apibrézti algebrine

operacija taip:
a(k) * a(l) = a(ng)-
Apibréztoji operacija nebutinai komutatyvi bei asociatyvi, taciau turi savybe: jei a # b, tai ac # be visiems
c. Zodziui x1 ...z, 1§ abécélés A simboliu galime kontrolini simboli z,,4+1 sudaryti taip:
(oo ((z1 *@2) % T3) .. .) % Tuyy = Tyt

Egzistuoja bet kokios eilés lotyniskieji kvadratai. I8 tikruju A = (asj)i j=1,....n, @ij =1+ 75 — 1 (mod n)
yra lotyniskasis kvadratas.

Stai dar viena lotyniskojo kvadrato konstrukcija. Tegu GF'(q) yra baigtinis ¢ eilés kuinas (Galua kuinas),
A€ GF(q), A\ # 1,271, Tada

L={Xa+ (1-MNb}arecr(q)

yra g-os eilés lotyniskasis kvadratas.

1.5. Hadamardo matricos ir kodai

Sukonstruoti koda su dideliu minimaliu atstumu — anaiptol nelengvas uzdavinys. Pasvarstykime: pirmaji
zodi galime parinkti bet koki, ta¢iau antraji turime rinkti taip, kad jo Hammingo atstumas iki pirmojo zodzio
biitu didelis, rinkdami tre¢iaji jau turime stengtis, kad jis butu pakankamai ,,toli“ nuo pirmuju dvieju ir t.t.
Taciau matematikai néra tokie darbstus, kad jiems patiktu perrinkimo procediiros. Geriems kodams sudaryti
yra ir kitu budu.

1.5.1 apibrézimas.

n-tos eilés kvadratiné matrica H, = (h;;) vadinama Hadamardo matrica, jei

hi; =41, H,-H, =nl,,

cia H,—L'— Zymi transponuota matrica, I,, — vienetine.

1 1
w1 1)
yra Hadamardo matrica.
Is Hadamardo matricu poros galime sukonstruoti didesnio matavimo Hadamardo matrica.

Pavyzdys.
Matrica

1.5.2 apibrézimas.

Tegu A = (a;;) yra n x n, B = (b;j), m x m matricos. Ju Kroneckerio sandauga
vadinama nm X nm matrica

anB algB e almB
AgB=|( @ 1 .
allB algB e almB
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Jei A, B yra Hadamardo matricos, tai A ® B irgi Hadamardo matrica.

15

Naudodamiesi Sia teorema galime konstruoti 2™ x 2™ matavimu Hadamardo matricas.

1.5.2 teorema.

Sukeitus Hadamardo matricos dvi eilutes (stulpelius) vietomis gautoji
matrica vél yra Hadamardo matrica. Padauginus Hadamardo matricos eilute
(stulpelj) is —1, gaunama Hadamardo matrica.

|-

Abiems teoremas galime irodyti pasiréme vien Hadamardo matricos apibrézimu.

1.5.3 apibrézimas.

n-tos eilés Hadamardo matrica H, = (h;;) vadinama normaline, jei visiems j teisinga
]ygybé hlj = hjl =1.

Taigi normalinés Hadamardo matricos pirmasis stulpelis ir pirmoji eiluté sudaryti vien tik i§ vienetu.
Pasiréme ankstesniu teiginiu gauname, kad kiekviena Hadamardo matrica galima suvesti i normalini pavidala.

1.5.3 teorema.

Atitinkamas eilutes ir stulpelius dauginant iS —1 kiekviena Hadamardo
matrica galima suvesti | normaline matrica.

|+

Naudojantis Sia teorema nesunku irodyti, kad trecios eilés Hadamardo matricos néra. IS tiesu, jeigu
egzistuotu trecios eilés Hadamardo matrica, tai suvede ja i normalini pavidala gautume Hadamardo matrica

1 1
1 a
1 ¢

QS =

Cia a, b yra arba 1 arba —1. Tac¢iau §i matrica yra Hadamardo matrica, todél turi buti 1+ a 4+ b = 0. Aisku,
kad tokia lygybé negali buti patenkinta, todél trecios eilés Hadamardo matricu néra.

1.5.4 teorema.

Jei H,, yra Hadamardo matrica, tain = 1,2 arba n dalijasi is 4.

|+

Irodymas. Pakanka nagrinéti normalines n-os eilés Hadamardo matricas. Tada kiekvienoje tokios
matricos eilutéje pradedant antraja turi biti po tiek pat skaic¢iu 1 ir —1. Taigi n turi buti lyginis n = 2m.
Sukeisdami matricos stulpelius vietomis galime ja pertvarkyti taip, kad pirmieji m antros eilutés elementai
butu lygus vienetui. Tegu tarp pirmuju m trecios eilutés elementu yra j vienety ir m — j minus vienetuy.
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Tada tarp paskutiniuju m trecios eilutés elementu vienetu yra m — j, o minus vienetu — j. Antroji ir trecioji
eilutés yra ortogonalios, t.y. ju skaliariné sandauga lygi O :

j=m=j)=(m=—j)+j=0, m=2j
Taigi skaic¢ius n = 2m dalijasi i§ keturiu.

Iki Siol néra zinoma, ar kiekvienam n = 4m Hadamardo matrica egzistuoja. Taciau jeigu skaic¢ius 4m — 1
yra pirminis, tai 4m eilés Hadamardo matrica egzistuoja ir ja galima lengvai sukonstruoti. Tam reikia Siek
tiek skai¢iy teorijos ziniu. Prisiminsime jas.

1.5.4 apibrézimas.

Tegu q yra pirminis skaicius, Legendre (Lezandro) simboliu vadinama funkcija

0, jeia=0modgq,
a SUR 5 * . .
(7) = { 1,  jeilyginys x a mod ¢, turi sprendinj,
—1, jei lyginys 2 = a mod g, neturi sprendiniuy.

"4

Skaiciu teorijoje irodomi Sios Legendre simbolio savybés.

1.5.5 teorema.

Teisingos Sios lygybés:

2

_ (B (o)
. ()-(2)()

1.5.6 teorema.

Tegu skaicius k nesidalija is q. Teisingos Sios lygybés:

y o

Lezandro simboliams skaiciuoti labai pravercia Sis Gauso désnis.

8

1.5.7 teorema.

Su bet kokiais skirtingais pirminiais skai¢iais teisinga lygybé

E (g) ' (%) = (—1)P~Dle-1/2,

1.5.5 apibrézimas.

Tegu q — pirminis skai¢ius. Matrica

ﬁ S =(Sij)ij=1,a Sij = <l ;j>
L

vadinsime q— eilés Paley matrica.
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Visuomet J (O) zymésime atitinkamos eilés vien tik i§ vienetu (nuliu) sudaryta matrica, I — vienetine
matrica. Paley matrica turi sias savybes.

1.5.8 teorema.
Teisingos lygybés:

S-J=J-5=0, ST=(-1)lV25 §.87 = (-1)la=V/2(q1 - )

|

Tegu S — g-os eilés Paley matrica. Sudarysime ¢ + 1-os eilés kvadratine matrica C papildydami S eilute
0111 ... 1irstulpeliu0 —1 —1 —1 ... —1. Musu konstrukcija remiasi tokiu teiginiu.

1.5.9 teorema.

Jei q yra pirminis skai¢ius ir ¢ = 3 mod 4, tai matrica Hy4 =1+ C yra
Hadamardo matrica.

|+

Is Hadamardo matricos eiluciu galime sudaryti kodus. Pirmiausia pasirtipinkime, kad matrica biutu
sudaryta vien i§ nuliy ir vienetu.

1.5.6 apibrézimas.

\ Jei H,, yra Hadamardo matrica, tai matrica M, gauta is H,,, pakeitus 1 j 0 ir —1 i1,
vadinama dvinare Hadamardo matrica.

Kvadratine matrica, kurios visi elementai lygts 1 zymésime J,,.

1.5.10 teorema.

Tegu M, yra n-tos eilés dvinaré Hadamardo matrica, gauta i§ normal-
izuotos Hadamaro matricos, M|, — matrica, gauta i§ M,,, pakeitus 1 0ir 0] 1.
Kodas A,, kodas, sudarytas is M,, eiluc¢iy, sutrumpinty pirmuoju simboliu, B,
—i§ M,, ir M}, eiluciu, o C,, — i§ B,, eiluciy, sutrumpinty pirmuoju simboliu.
Tada A,, yra (n—1,n,n/2), B,, — (n,2n,n/2),0C,, —(n—1,2n,d), d > n/2—1
kodai.

Kodai A,,,B,, vadinami Hadamardo kodais.

|

o000 O 00 0



