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I
IVADAS

1. 1
Populiaciju

‘
kitimas

Žodis ,,populiacija “ yra kile
‘
s ǐs lotynǐsko žodžio ,,populus “ (,,liaudis “, ,,žmonės “). Lietuviu

‘
kalboje jis paprastai reǐskia vienos biologinės rūšies individu

‘
grupe

‘
. Tačiau mokslo kalboje žodžio

,,populiacija“ vartosena taip ǐssiplėtė, kad dabar šis žodis jau gali reikšti bet kokiu
‘
objektu

‘
(gyvu

‘
ar

negyvu
‘
) visuma

‘
, kuri, laikui bėgant kinta, ir kurios kitima

‘
norime kiekybǐskai ǐsreikšti. Todėl mes

galime kalbėti ir apie paukščiu
‘
, mašinu

‘
, šiukšliu

‘
, pinigu

‘
ir, be abejonės, žmoniu

‘
populiacija

‘
.

Matematikoje skiriami du populiaciju
‘

kitimo tipai: tolydusis ir diskretusis. Esant tolydžiam
kitimui, populiacijos dydis keičiasi nuolat. Diskretu

‘
populiaciju

‘
kitima

‘
galime i

‘
sivaizduoti kaip

trūkčiojanti
‘
procesa

‘
: kažkiek laiko nieko nevyksta, po to būna staigus populiacijos pokytis (perėjima),

po to vėl kažkiek laiko nieko nevyksta, po to vėl būna pokytis ir t. t. Žinoma ,,kažkiek laiko nevyk-
sta“ gali trukti ir 100 metu

‘
, ir valanda

‘
, ir sekunde

‘
, ir milijonine

‘
sekundės dali

‘
. Pagrindinis popu-

liacijos tyrimo uždavinys – numatyti, kas su ja atsitiks po tam tikro laikotarpio. Kartais kalbama
apie konkretu

‘
laiko tarpa

‘
, o kartais apie ilgalaiki

‘
populiacijos kitima

‘
. Kiekvienu atveju ka

‘
nors

pasakyti apie konkrečios populiacijos kitima
‘
galima tik nustačius pokyčius reguliuojančias taisykles.

Jei žinotume, kaip kiekviename perėjime pakinta populiacijos dydis, tai dažnai galime sužinoti, kaip
pasikeis populiacija po daugelio perėjimu

‘
. Konkrečios populiacijos kitimas gali būti pavaizduotas

ilga skaičiu
‘
virtine, kuria

‘
vadinsime populiacijos trajektorija. Schematǐskai populiacijos trajektorijos

sudarymas atrodo taip:

x0
Pradinė

populiacija

−→
Perėjimo
taisyklė

x1
Pirmoji
karta

−→
Perėjimo
taisyklė

x2
Antroji
karta

−→
Perėjimo
taisyklė

x3
Trečioji
karta

−→
Perėjimo
taisyklė

x100
Šimtoji
karta

. . .

Jeigu perėjimo taisyklė visuose perėjimuose yra ta pati S, tai populiacijos trajektorija i
‘
gauna

pavidala
‘

x0, S(x0), S2(x0), S3(x0), . . . ,

kur S2(x0) = S(S(x0)), Sn+1(x0) = S(Sn(x0)).
Aǐsku, kad tokiu atveju populiacijos trajektorija priklauso nuo pradinės populiacijos x0 ir nuo

perėjimo taisyklės S. Galime laikyti, kad pradinės populiacijos dydis x0 priklauso kažkokiai aibei X.
Tada perėjimo taisyklė S yra funkcija X → X.

Kai kurioms funkcijoms S visoms pradinės populiacijos reikšmėms x trajektorijos x, S(x),
S2(x), . . . elgesys maždaug vienodas, kitoms funkcijoms S trajektoriju

‘
elgesys labai priklauso nuo

pradinės x reikšmės. Natūraliai ǐskyla uždavinys ǐssiaǐskinti kiek yra x reikšmiu
‘
, kuriu

‘
trajektorijos

turi tam tikru
‘
savybiu

‘
. Tikimybiu

‘
teorijos požiūriu, reikėtu

‘
rasti x reikšmiu

‘
, kuriu

‘
trajektorijos turi

specialiu
‘
savybiu

‘
, mata

‘
. Vadinasi, natūralu aibėje X i

‘
vesti σ algebra

‘
A ir mata

‘
µ. Taigi natūralu

nagrinėti S apibrėžta
‘
ǐsmatuojamoje erdvėje (X,A, µ). Išmatuojama

‘
erdve

‘
(X,A, µ) kartu su trans-

formacija S : X → X toliau vadinsime dinamine sistema.
Dažnai literatūroje (žr. pavyzdžiui [9]) tokios sistemos dar vadinamos diskretaus laiko di-

naminėmis sistemomis, siekiant jas atskirti nuo kitu
‘

rūšiu
‘

dinaminiu
‘

sistemu
‘
. Kadangi kitokiu

‘
dinaminiu

‘
sistemu

‘
šiame darbe nenagrinėsime, tai visada ketverta

‘
(X,A, µ, S) vadinsime tiesiog di-

namine sistema.
Toliau pateiksime keleta

‘
pavyzdžiu

‘
susijusiu

‘
su populiaciju

‘
kitimu. Matysime kaip nuo atvaizdžio

S pavidalo priklauso i
‘
vairiu

‘
populiaciju

‘
trajektorijos.

I. Sakykime naujai atidarytame savartyne yra susikaupe
‘
1000 tonu

‘
šiukšliu

‘
. Planuojama, kad

savartynas pasipildys po 100 tonu
‘
kas mėnesi

‘
. Rasime kiek šiukšliu

‘
savartyne bus po 4 metu

‘
.
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Nagrinėjamu atveju x0 = 1000, S(x) = x + 100. Vadinasi, po 4 metu
‘
šiukšliu

‘
bus

S48(x0) = S47(x0 + 100) = S46(x0 + 200) = S45(x0 + 300) = . . . = x0 + 48 · 100 = 5800tonu
‘
.

Nesunku pastebėti, kad šiame pavyzdyje esant pradiniam šiukšliu
‘

kiekiui x0, po n mėnesiu
‘

šiukšliu
‘
bus

Sn(x0) = x0 + n · 100.

Taigi visiems x0 trajektorijos
x0, S(x0), S2(x0), . . .

lėtai didėja.

II. Sakykime 1000 Lt padedame i
‘
sa

‘
skaita

‘
, kurioje priskaičiuojama 5% palūkanu

‘
(palūkanos

skaičiuojamos karta
‘
per metus metu

‘
gale). Rasime kiek pinigu

‘
sa

‘
skaitoje bus po 25 metu

‘
, jei palūkanos

paliekamos sa
‘
skaitoje.

Nagrinėjamu atveju x0 = 1000, S(x) = 1, 05x.
Vadinasi, po 25 metu

‘
sa

‘
skaitoje turėsime

S25(x0) = S24(1.05x0) = S23((1, 05)2x0) = . . . = (1, 05)25 · 1000 = 3386, 35Lt.

Nesunku pastebėti, kad šiame pavyzdyje esant pradiniam i
‘
našui x0, po n metu

‘
sa

‘
skaitoje turėsime

Sn(x0) = (1, 05)nx0Lt.

Taigi visiems x0 trajektorijos
x0, S(x0), S2(x0), . . .

greitai auga.

III. Sakykime tvenkinyje norime i
‘
veisti upėtakiu

‘
. Sakykime pradinė populiacijos būsena x0 =

0, 2 (tai reǐskia, jog ǐsnaudota 20% tvenkinio talpos), o populiacijos kitima
‘
valdo logistinis atvaizdis

S(x) = 2, 5x(1− x). Rasime kiek upėtakiu
‘
bus po 10 metu

‘
.

Nesunku rasti, kad
S(x0) = S(0, 2) = 0, 4

S2(x0) = S(0, 4) = 0, 6

S3(x0) = S(0, 6) = 0, 6
. . . . . . . . .

S10(x0) = 0, 6.

Taigi po 10 metu
‘
upėtakiai užims 60% tvenkinio talpos.

Pasirenkant i
‘
vairias x0 reikšmes, galima pastebėti, kad

lim
n→∞

Sn(x0) = 0, 6.

Taigi visiems x0(x0 ∈ (0, 1)) trajektorijos

x0, S(x0), S2(x0), . . .

n-asis narys konverguoja prie 0,6.

IV. Sakykime tiriant tarakonu
‘
populiacija

‘
paǐskėjo, kad ji valdoma logistinio atvaizdžio S(x) =

4x(1 − x). Sakykime pradinė tarakonu
‘
populiacijos būsena x0 = 0, 2. Rasime tarakonu

‘
populiacijos

trajektorija
‘
dvidešimčiai metu

‘
.

Nesunku surasti, kad
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x0 = 0, 2, S(x0) = 0, 6400, S2(x0) = 0, 9216, S3(x0) = 0, 2890,
S4(x0) = 0, 8219, S5(x0) = 0, 5854, S6(x0) = 0, 9708, S7(x0) = 0, 1133,
S8(x0) = 0, 0402, S9(x0) = 0, 9616, S10(x0) = 0, 1478, S11(x0) = 0, 5039,
S12(x0) = 0, 9999, S13(x0) = 0, 0002, S14(x0) = 0, 0010, S15(x0) = 0, 0039,
S16(x0) = 0, 0157, S17(x0) = 0, 0617, S18(x0) = 0, 2317, S19(x0) = 0, 7121,
S20(x0) = 0, 8200.

Galime gauta
‘
populiacijos trajektorija

‘
pavaizduoti grafiškai

(1.1)

Netikėta, tačiau šiuo atveju nėra jokios aǐskios populiacijos kitimo tendencijos. Nors populiacijos
kitima

‘
valdo visǐskai tiksli formulė, tačiau populiacijos kitimas chaotǐskas.

Vykdant skaitinius eksperimentus nesunku i
‘
sitikinti, kad chaotǐska populiacijos trajektorija (1.1)

gaunama beveik visiems x0 ∈ [0, 1]. Be to, dar galima pastebėti, kad labai nežymiai pakeičiant pradine
‘

x0 reikšme
‘
trajektorija x0, S(x0), S2(x0), . . . pasikeičia neatpaži

‘
stamai.

1. 2
Tankiu

‘
kitimas

dinaminėje sistemoje

I. Kaip matėme praeito skyrelio ketvirtajame pavyzdyje intervalo [0, 1] transformacijos S(x) =
4x(1− x) beveik visos trajektorijos

x0, S(x0), S2(x0), . . .

yra chaotǐskos. Iškyla klausimas kaip galima tirti chaotǐskas trajektorijas. Juk teiginys, kad trajek-
torijos chaotǐskos ne visada mus gali tenkinti. Vienas ǐs galimu

‘
būdu

‘
aprašyti chaotǐska

‘
trajektorija

‘
,

tai pasakyti, kaip dažnai Sn(x0) pakliūna i
‘
kokia

‘
nors intervalo [0, 1] dali

‘
.

Padalinkime intervala
‘
[0, 1) i

‘
m nesikertančiu

‘
intervalu

‘

[0, 1) =
[
0,

1
m

)
∪
[

1
m

,
2
m

)
∪ . . . ∪

[
m− 1

m
, 1
)

.

Sakykime x0 ∈ [0, 1) pradinė būsena, o

x0, S(x0), S2(x0), . . . , Sn(x0)
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pakankamai ilga (n daug didesnis už m) trajektorijos dalis. Tegul

fi =
1
n

#
{

skaičius indeksu
‘
j = 1, 2, . . . , n, kuriems Sj(x0) ∈

[
i− 1
m

,
i

m

)}
, i = 1, 2, . . . ,m.

Pasirinkus x0 = π/10, n = 5000 ir m = 20 po ilgu
‘

ir varginančiu
‘

skaičiavimu
‘

gausime, jog
trajektorijos dažniu

‘
fi histograma atrodo taip:

(1.2)

Kartodami skaitini
‘
eksperimenta

‘
, kitoms pradinėms būsenoms x0, gaunamas analogǐskas vaizdas.

Žinome, jeigu būsenai x0, Sj(x0) kokiam nors j nepataiko i
‘
viena

‘
ǐs nejudamu

‘
tašku

‘
0 ir 3/4. Labiau

smulkinant intervala
‘
[0, 1) ir didinant trajektorijos ilgi

‘
gaunama histograma vis artimesnė tam tikros

tankio funkcijos grafikui.

II. Norint tiksliau nusakyti kaip netvarka
‘
gimdanti transformacija S veikia dauguma

‘
pradiniu

‘
būsenu

‘
, reikia nagrinėti ne individualias trajektorijas x0, S(x0), S2(x0), . . ., o surasti kaip keičiasi

pradinės būsenos skirstinys veikiant transformacijai S. Prielaida, kad pradinė būsena x0 pasiskirsčiusi
pagal tam tikra

‘
dėsni

‘
su tankiu f0(x) panaikina atskiros pradinės būsenos x0 i

‘
taka

‘
galutiniam rezul-

tatui.
Sakykime S : [0, 1] → [0, 1], pradinės būsenos x0 ∈ [0, 1] skirstinys turi tanki

‘
f0(x), o S(x0)

skirstinys turi tanki
‘
f1(x). Imkime N pradiniu

‘
būsenu

‘

x1
0, x

2
0, x

3
0, . . . , x

N
0 .

Bet kuriam intervalui ∆0 ⊂ [0, 1]

∫
∆0

f0(u) du = lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

1I∆0(x
j
0). (1.3)



DINAMINĖS EILUTĖS 7

Tegul
x1

1 = S(x1
0), x2

1 = S(x2
0), . . . xN

1 = S(xN
0 ).

Tada bet kuriam ∆ ⊂ [0, 1]

∫
∆

f1(u) du = lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

1I∆(xj
1). (1.4)

Bet kuriam intervalui ∆ ⊂ [0, 1]

xj
1 ∈ ∆ ⇔ xj

0 ∈ S−1(∆).

Vadinasi, 1I∆(S(x)) = 1IS−1(∆)(x). Taigi ǐs (1.4) gauname

∫
∆

f1(u) du = lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

1IS−1(∆)(x
j
0).

Lygybėje (1.3) pasirinke
‘
∆0 = S−1(∆), gauname

∫
S−1(∆)

f0(u) du = lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

1IS−1(∆)(x
j
0).

Iš dvieju
‘
paskutiniu

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia ryšys tarp tankiu

‘
f0(x) ir f1(x). Būtent∫

∆

f1(u) du =
∫

S−1(∆)

f0(u) du

Pasirinkus specialaus pavidalo ∆ = [0, x], gauname

x∫
0

f1(u) du =
∫

S−1([0,x])

f0(u) du,

arba

f1(x) =

( ∫
S−1([0,x])

f0(u) du

)′
x

beveik visiems x ∈ [0, 1].
Gavome tankio f1(x) ǐsraǐska

‘
tankiu f0(x). Gauta lygybė paprastai užrašoma pavidalu

f1 = Pf0,

kur

Pf(x) =

( ∫
S−1([a,x])

f(u) du

)′
x

(1.5)

yra vadinamasis Perono operatorius veikiantis integruojamu
‘
funkciju

‘
aibėje. Kaip matome Perono

operatoriaus pagalba galime rasti kaip keičiasi būsenu
‘
tankiai intervala

‘
[0, 1] veikiant transformacija

S.
Pastebėsime, kad Perono operatoriaus apibrėžimas, savybės ir veikimas bendresniu atveju bus

aptarti 3 skyriuje.
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III. Sakykime vėl S(x) = 4x(1−x) intervalo [0, 1] transformacija. Išsiaǐskinsime kaip ši chaosa
‘

gimdanti transformacija keičia pradinės būsenos tanki
‘
.

Iš (1.5) lygybės galima rasti, kad

Pf(x) =
1

4
√

1− x

(
f
(1

2
− 1

2
√

1− x
)

+ f
(1

2
+

1
2
√

1− x
))

(smulkiau žr. 4.1.2 pavyzdi
‘
).

Paskutinė formulė leidžia rasti bet kurios tankio funkcijos vaizda
‘

veikiant intervala
‘

[0, 1] at-
vaizdžiu S(x) = 4x(1− x). Sakykime pradinis tankis f0(x) = 1, x ∈ [0, 1]. Tada:

f1(x) = Pf0(x) =
1

2
√

1− x

f2(x) = Pf1(x) =
√

2
8
√

1− x

(
1√

1 +
√

1− x
+

1√
1−

√
1− x

)
.

Nubrėžkime gautu
‘
tankiu

‘
grafikus

Po ilgu
‘
ir varginančiu

‘
skaičiavimu

‘
galima gauti, jog Pnf0(x) turi riba

‘
. Būtent

Pnf0(x) −→
n→∞

1
π
√

x(1− x)
.

Gauto ribinio tankio pavidalas paaǐskina histograma
‘
(1.2).

IV. Sakykime intervalas [0, 1] veikiamas atvaizdžiu S(x) = {3x}.
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Transformacijos S(u) grafikas atrodo taip:

Nesunku i
‘
sitikinti, kad daugeliui pradiniu

‘
būsenu

‘
x0 trajektorijos x0, S(x0), S2(x0), . . . yra chao-

tǐskos. Ju
‘

grafinis vaizdas panašus i
‘

(1.1) grafika
‘
. Tačiau suskaičiave

‘
ir nubrėže

‘
trajektorijos

x0, S(x0), S2(x0), . . . , Sn(x0) histograma
‘
, beveik visiems x0 ∈ [0, 1] gausime vaizda

‘
skirtinga

‘
nuo

pavaizduoto (1.2) piešinyje. Būtent beveik visiems x0 dažniu
‘

fi =
1
n

#
{

skaičius indeksu
‘
j = 1, 2, . . . , n, kuriems Sj(x0) ∈

[
i− 1
m

,
i

m

)}
i = 1, 2, . . . ,m.

grafinis vaizdas maždaug toks:

(1.6)
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Rasime transformacijos S(x) = {3x} Perono operatoriu
‘

ir pažiūrėsime kaip keičiasi tankiai
veikiant transformacijai S.

Iš S(u) grafiko nesunku rasti, kad

S−1
(
[0, x]

)
=
[
0,

x

3

]
∪
[
1
3
,
1
3

+
x

3

]
∪
[
2
3
,
2
3

+
x

3

]
visiems x ∈ [0, 1].

Todėl ǐs (1.5) formulės

Pf(x) =

( ∫
S−1([0,x])

f(u) du

)′
x

=

( x/3∫
0

f(u) du +

1/3+x/3∫
1/3

f(u) du +

2/3+x/3∫
2/3

f(u) du

)′
x

=
1
3

(
f
(x

3

)
+ f

(
1
3

+
x

3

)
+ f

(
2
3

+
x

3

))
.

Pasirinke
‘
pradini

‘
tanki

‘
f0(x) = 2x, x ∈ [0, 1], gauname:

f1(x) = Pf0(x) =
1
3

(
2x

3
+

2
3

+
2x

3
+

4
3

+
2x

3

)
=

2x

3
+

2
3
,

f2(x) = Pf1(x) =
1
3

(
2x

9
+

2
3

+
2
9

+
2x

9
+

2
3

+
4
9

+
2x

9
+

2
3

)
=

2x

9
+

8
9
,

. . . . . . . . . . . .

fn(x) = Pfn−1(x) =
2x

3n
+

3n − 1
3n

.

Gautu
‘
tankiu

‘
grafikai atrodo taip:
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Aǐsku, kad šiuo atveju
lim

n→∞
Pnf(x) = 1

visiems x ∈ [0, 1].

V. Iš ǐsnagrinėtu
‘
pavyzdžiu

‘
aǐskiai matosi, kad yra glaudus ryšys tarp atvaizdžio S : [0, 1] →

[0, 1] trajektoriju
‘
x0, S(x0), S2(x0), . . . elgesio ir tankiu

‘
kitimo veikiant transformacijai f . Dar ǐsnagri-

nėsime du pavyzdžius su labai aǐskiu trajektoriju
‘
elgesiu. Parodysime, kad ir esant tokiai situacijai

tankiu
‘
elgesys suderinamas su trajektoriju

‘
elgesiu.

Sakykime S(x) = αx, α > 1 yra erdvės R transformacija.
Kadangi

S(x) = αx,

S2(x) = S(αx) = α2x,

. . . . . . . . .

Sn(x) = αnx,

tai
lim

n→∞

∣∣Sn(x)
∣∣ = ∞

visiems x 6= 0.
Taigi visos trajektorijos, kokia

‘
pradine

‘
būsena

‘
beimtume, pabėga i

‘
∞.

Antra vertus ǐs grafiko

gauname S−1([0, x]) =
[
0, x

α

]
. Todėl ǐs (1.5) formulės

Pf(x) =

( ∫
S−1([0,x])

f(u) du

)′
x

=

x/α∫
0

f(u) du =
1
α

f
(x

α

)
.
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Taigi:

Pf(x) =
1
α

f
(x

α

)
,

P 2f(x) = P
(
Pf(x)

)
= P

(
1
α

f
(x

α

))
=

1
α2

f
( x

α2

)
,

. . . . . . . . .

Pnf(x) =
1

αn
f
( x

αn

)
.

Bet kuriam [−A,A] ∈ R, turime

lim
n→∞

A∫
−A

Pnf(x) dx = lim
n→∞

A/αn∫
−A/αn

f(x) dx = 0.

Taigi bet kurio baigtinio intervalo tankis artėja i
‘
0. Ši

‘
kart trajektorijos pabėga i

‘
begalybe

‘
, todėl

bet kuris tankis ǐsnyksta.
Jei S(x) = αx, 0 < α < 1 yra erdvės R transformacija tai analogǐskai gauname:

lim
n→∞

∣∣Sn(x)
∣∣ = 0, visiems x ∈ R,

bet kokiam intervalui (−ε, ε) ir bet kuriam tankiui f(x)

lim
n→∞

ε∫
−ε

Pnf(x) dx = lim
n→∞

ε/αn∫
−ε/αn

f(x) dx =

∞∫
−∞

f(x) dx = 1.

Taigi šiuo atveju trajektorijos artėja i
‘
nuli

‘
, o tankiai veikiami transformacijos S koncentruojasi

apie 0.
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II
PAGALBINĖS SA

‘
VOKOS

IR REZULTATAI

Šiame skyrelyje ǐsdėstysime apibrėžimus ir kai kuriuos rezultatus ǐs tikimybiu
‘
teorijos ir funkcinės

analizės. Dauguma
‘
šiame skyrelyje pateiktu

‘
apibrėžimu

‘
ir rezultatu

‘
galima rasti knygose [1], [2], [3].

Pateikti faktai bus naudojami sekančiuose skyreliuose.

2. 1
Išmatuojamos erdvės
ir matai

2.1.1 apibrėžimas. Aibės X poaibiu
‘

sistema A vadinama σ-algebra, kai tenkinamos
sa
‘
lygos:

(a) jei A ∈ A, tai X \A ∈ A,

(b) jei Ak ∈ A, visiems k = 1, 2, . . . , tai
∞⋃

k=1

Ak ∈ A,

(c) X ∈ A.

Iš šio apibrėžimo aǐsku, kad ∅ ∈ A, nes ∅ = X \X. Be to, jei Ak ∈ A visiems k = 1, 2, . . ., tai
∞⋂

k=1

Ak ∈ A, nes
∞⋂

k=1

Ak = X
∖ ∞⋃

k=1

(X \Ak).

Pagaliau bet kurioms dviems A,B ∈ A skirtumas A \B ∈ A, nes A \B = A ∩ (X \B).

2.1.2 apibrėžimas. Funkcija µ : A → R apibrėžta aibės X poaibiu
‘

σ-algebroje vadinama
matu, jei tenkinamos sa

‘
lygos:

(a) µ(∅) = 0,

(b) µ(A) > 0 visoms A ∈ A,

(c) jei Ak ∈ A, visiems k = 1, 2, . . . , ir Ai ∪Aj = ∅ visiems i 6= j,

tai

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

2.1.3 apibrėžimas. Trejetas (X,A, µ), kur X yra bet kokia netuščia aibė, A - jos poaibiu
‘

σ-algebra, o µ - matas, vadinamas ǐsmatuojama erdve. Aibės priklausančios A vadinamos
ǐsmatuojamomis (nes joms ir tik joms apibrėžtas matas µ).

Aǐsku, kad trejetas:

X = {x1, x2, . . . , xN},
A = {visi galimi X poaibiai},
µ : µ(xi) = pi, i = 1, 2, . . . , N, kur p1, p2, . . . , pN neneigiami skaičiai,
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yra ǐsmatuojamos erdvės pavyzdys. Šioje erdvėje bet kurio poaibio A = {xα1 , xα2 , . . . , xαk
} ⊂ X

matas lygus µ(A) = pα1 + pα2 + . . . + pαk
.

Aibėse X = [0, 1] arba X = R dažniausiai nagrinėjama σ-algebra yra Borelio σ-algebra B. B yra
mažiausia X poaibiu

‘
σ-algebra, kuriai priklauso visi intervalai. Mažiausia σ-algebra tai reǐskia, kad

bet kuri kita σ-algebra turinti visus intervalus turi visas aibes ǐs B. Borelio σ-algebroje egzistuoja
vienintelis matas µ turintis savybe

‘
: µ([a, b]) = b− a. Šis matas vadinamas Borelio matu ir žymimas

m.

2.1.4 apibrėžimas. Išmatuojama erdvė (X,A, µ) vadinama σ-baigtine, jeigu egzistuoja seka
Ak ∈ A, k = 1, 2, . . ., tenkinanti sa

‘
lyga

‘
:

X =
∞⋃

k=1

Ak, µ(Ak) < ∞ visiems k.

Erdvė (R,B,m) yra σ-baigtinė ǐsmatuojama erdvė, nes

R =
∞⋃

k=1

[−k, k]

ir
m([−k, k]) = 2k < ∞ visiems k.

2.1.5 apibrėžimas. Išmatuojama erdvė (X,A, µ) vadinama baigtine, jeigu µ(X) < ∞.
Atskiru atveju, kai µ(X) = 1, ǐsmatuojama erdvė vadinama tikimybine.

Toliau visame darbe laikysime, kad visos nagrinėjamos ǐsmatuojamos erdvės yra σ-baigtinės.
Jeigu kokia nors savybė teisinga visoje ǐsmatuojamoje erdvėje ǐsskyrus poaibi

‘
, kurio matas lygus

0 sakysime, kad ta savybė teisinga ǐsmatuojamoje erdvėje beveik visur (b. v. ).
Iš mato adityvumo (2.1.2 (c)) savybės ǐsplaukia mato monotonǐskumas, t. y. :

A,B ∈ A, A ⊂ B ⇒ µ(A) 6 µ(B).

. Iš tiesu
‘
:

µ(B) = µ(A ∪ (B \A)) = µ(A) + µ(B \A).

Kadangi
µ(B \A) > 0,

tai
µ(B) > µ(A). /

Vadinasi, jei µ(B) = 0 ir A ⊂ B, A ∈ A, tai µ(A) = 0. Tačiau šis sa
‘
ryšis galioja tik tada, kai A

ǐsmatuojama. Tuo atveju, kai µ(B) = 0, A ⊂ B, A 6∈ A apie µ(A) nieko negalime pasakyti.

2.1.6 apibrėžimas. Išmatuojama erdvė (X,A, µ) vadinama pilna, jeigu: µ(B) = 0, A ⊂
B ⇒ A ∈ A.

Be abejo ne visi matai yra pilni. Tačiau bet kuriai ǐsmatuojamai erdvei (X,A, µ) egzistuoja pilna
ǐsmatuojama erdvė (X,A∗, µ∗), kuriai A ⊂ A∗ ir µ∗(A) = µ(A) visoms A ∈ A.
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2. 2
Lebego
integralas

2.2.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) yra ǐsmatuojama erdvė. Funkcija f : X → R
vadinama ǐsmatuojama, jeigu f−1(∆) ∈ A visiems intervalams ∆ ⊂ R.

Paprasčiausia ǐsmatuojama funkcija f : X → R yra aibės A ∈ A indikatorius

1IA(x) =
{

1, x ∈ A,
0, x 6∈ A.

Iš tiesu
‘
, bet kuriam intervalui ∆

1I−1
A (∆) =

{
A, jei 1 ∈ ∆,
X \A, jei 1 6∈ ∆.

Kadangi A ∈ A ir X \A ∈ A, tai 1IA(x) ǐsmatuojama funkcija.
Sakykime f : X ⇒ R yra aprėžta neneigiama (0 6 f(x) 6 M < ∞) ǐsmatuojama funkcija.

Padalinkime intervala
‘
[0,M ] i

‘
n lygiu

‘
daliu

‘
. Gausime

0 = a0 < a1 < . . . < an = M, ai =
Mi

n
, i = 0, 1, . . . , n.

Tegul
Ai =

{
x : f(x) ∈ [ai, ai+1)

}
, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Aǐsku, kad Ai ∈ A, i = 0, 1, . . . , n− 1, nes f yra ǐsmatuojama. Be to, visiems x∣∣∣∣f(x)−
n−1∑
i=0

ai1IAi
(x)
∣∣∣∣ 6 M

n
.

Vadinasi, bet kuria
‘
aprėžta

‘
neneigiama

‘
ǐsmatuojama

‘
funkcija

‘
galima kaip norima tiksliai toly-

giai aproksimuoti baigtine indikatoriu
‘
tiesine kombinacija. Šis faktas yra esminis Lebego integralo

apibrėžime.
Toliau pateikiame keturiu

‘
daliu

‘
Lebego integralo apibrėžima

‘
.

2.2.2(1) apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, A1, A2, . . . , An ∈ A, Ai∩
Aj = ∅, kai i 6= j, λ1, λ2, . . . , λn – realūs skaičiai. Funkcijos

g(x) =
n∑

i=1

λi1IAi(x)

integralu vadiname dydi
‘ ∫

X

g(x)µ(dx) =
n∑

i=1

λiµ(Ai).

Funkcija g(x) turinti apibrėžime nurodyta
‘
pavidala

‘
dažnai vadinama paprasta

‘
ja.

2.2.2(2) apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, f : X → R ǐsmatuojama,
neneigiama aprėžta funkcija. Tegul gn yra seka paprastu

‘
ju
‘

funkciju
‘

tolygiai koverguojančiu
‘

i
‘

f . Tada funkcijos f Lebego integralu vadinamas dydis∫
X

f(x)µ(dx) = lim
n→∞

∫
X

gn(x)µ(dx).
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Riba užrašyta paskutinėje lygybėje egzistuoja. Be to, ši riba nepriklauso nuo paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
sekos tolygiai konverguojančios i

‘
funkcija

‘
f parinkimo.

2.2.2(3) apibrėžimas. Tegul (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, f : X → R neneigiama
ǐsmatuojama funkcija. Sakykime

fM (x) =
{

f(x), jei 0 6 f(x) 6 M ,
M, jei f(x) > M .

Funkcijos f Lebego integralu vadiname dydi
‘∫

X

f(x)µ(dx) = lim
M→∞

∫
X

fM (x)µ(dx).

Nesunku pastebėti, kad
∫
X

fM (x)µ(dx) didėja didėjant M . Vadinasi, paskutinėje lygybėje užra-

šyta riba egzistuoja. Deja ši riba kai kurioms funkcijoms f gali būti lygi ∞.

2.2.2(4) apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, o f : X → R – ǐsmatuo-
jama funkcija. Tegul

f+(x) = max(0, f(x)), f−(x) = max(0,−f(x)).

Jei bent vienas ǐs dydžiu
‘∫
X

f+(x)µ(dx),
∫
X

f−(x)µ(dx)

yra baigtinis, tai funkcijos f Lebego integralu vadiname dydi
‘∫

X

f(x)µ(dx) =
∫
X

f+(x)µ(dx)−
∫
X

f−(x)µ(dx).

Jeigu abu minėti dydžiai yra baigtiniai, tai tokia ǐsmatuojama funkcija f vadinama integruojama.
Apibrėžimai 2.2.2(1)–2.2.2(4) nusako bet kurios ǐsmatuojamos funkcijos integrala

‘
erdvėje

(X,A, µ). Aibėje A ∈ A Lebego integralas apibrėžiamas lygybe∫
A

f(x)µ(dx) =
∫
X

f(x)1IA(x)µ(dx).

Toliau pateikiame pagrindines Lebego integralo savybes.

2.2.1 teorema. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė. Teisingi tokie tvirtinimai.
(L1) Jei f, g : X → R yra ǐsmatuojamos, g – integruojama ir |f(x)| 6 g(x), tai f irgi

integruojama, be to ∣∣∣∣ ∫
X

f(x)µ(dx)
∣∣∣∣ 6 ∫

X

g(x)µ(dx).
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(L2) Integralas ∫
X

|f(x)|µ(dx) = 0

tada ir tik tada, kai f(x) = 0 b. v.
(L3) Jei f1, f2 : X → R integruojamos, tada visiems realiems λ1, λ2 tiesinė kombi-

nacija λ1f1 + λ2f2 irgi integruojama, be to∫
X

(
λ1f1(x) + λ2f2(x)

)
µ(dx) = λ1

∫
X

f1(x)µ(dx) + λ2

∫
X

f2(x)µ(dx).

(L4) Sakykime: f, g : X → R yra ǐsmatuojamos funkcijos, fn : X → R ǐsmatuojamu
‘

funkciju
‘

seka, kuriai |fn(x)| 6 g(x), fn(x) → f(x) b. v. Jei g yra integruojama,
tai funkcijos fn(x) ir f(x) irgi integruojamos, be to

lim
n→∞

∫
X

fn(x)µ(dx) =
∫
X

f(x)µ(dx).

(L5) Sakykime f, fn : X → R yra ǐsmatuojamos funkcijos, 0 6 f1(x) 6 f2(x) 6 . . .,
fn(x) → f(x) b. v. Tada

lim
n→∞

∫
X

fn(x)µ(dx) =
∫
X

f(x)µ(dx).

(L6) Sakykime f : X → R integruojama funkcija, o aibės Ai ∈ A, i = 1, 2, . . .,

poromis nesikerta. Tegul A =
∞⋃

i=1

Ai. Tada

∫
A

f(x)µ(dx) =
∞∑

i=1

∫
Ai

f(x)µ(dx).

Toliau keletas pastabu
‘
.

I. Iš integralo apibrėžimo ir pateiktu
‘
savybiu

‘
ǐsplaukia, kad f integruojama tada ir tik tada,

kai |f | integruojama.

. Iš tiesu
‘
. Jei f integruojama, tai pagal apibrėžima

‘
2.2.2(4) f+ ir f− integruojamos. Vadinasi, ǐs

savybės (L3) turime, kad integralas∫
X

|f(x)|µ(dx) =
∫
X

(
f+(x) + f−(x)

)
µ(dx) =

∫
X

f+(x)µ(dx) +
∫
X

f−(x)µ(dx)

yra baigtinis. Taigi |f | yra integruojama funkcija.
Jei |f | yra integruojama, tai ǐs i

‘
verčiu

‘

f+(x) 6 |f(x)|,
f−(x) 6 |f(x)|

ir savybės (L1) ǐsplaukia, kad f+(x) ir f−(x) yra integruojamos funkcijos. Vadinasi, pagal apibrėžima
‘

2.2.2(4) integralas ∫
X

f(x)µ(dx) =
∫
X

f+(x)µ(dx)−
∫
X

f−(x)µ(dx)

yra baigtinis. Taigi f integruojama. /
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II. Bet kuriai integruojamai funkcijai f(x) egzistuoja paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
seka

fn(x) =
In∑
i=0

λin1IAi,n
(x),

(čia In ∈ N, lim
n→∞

In = ∞) turinti savybes:

lim
n→∞

fn(x) = f(x) b. v. , |fn(x)| 6 |f(x)|.

Iš savybės (L4) gauname

lim
n→∞

∫
X

fn(x)µ(dx) =
∫
X

f(x)µ(dx).

Vadinasi, norint i
‘
rodyti kokia

‘
nors nauja

‘
integralo savybe

‘
pakanka ta

‘
padaryti paprastosioms

funkcijoms, o po to pereiti prie ribos pagal paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
sekas.

III. Sakykime (X,A, µ) ǐsmatuojama erdvė, f : X → R neneigiama integruojama funkcija.
Visoms A ∈ A galima apskaičiuoti

µf (A) =
∫
A

f(x)µ(dx).

Iš Lebego integralo savybiu
‘

(L1) ir (L6) ǐsplaukia, kad µf yra baigtinis matas, t. y. erdvė
(X,A, µf ) yra baigtinė ǐsmatuojama erdvė. Be to, jei µ(A) = 0, tai 1IA(x)f(x) = 0 b. v. Vadi-
nasi, pagal (L2), µf (A) = 0. Taigi matas µf pasižymi savybe:

µ(A) = 0 ⇒ µf (A) = 0.

Vadinasi, kiekviena integruojama neneigiama funkcija apibrėžia baigtini
‘
mata

‘
, turinti

‘
užrašyta

‘
ja

‘
savybe

‘
. Pasirodo yra ir atvirkščiai – ǐs mato turinčio užrašyta

‘
savybe

‘
galima atkurti integruojama

‘
funkcija

‘
.

2.2.2 teorema (Radono–Nikodimo). Sakykime (X,A, µ) yra ǐsmatuojama erdvė, ν – ki-
tas, baigtinis matas, turintis savybe

‘
: µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0. Tada egzistuoja neneigiama

integruojama funkcija f : X → R, kuriai

ν(A) =
∫
A

f(x)µ(dx)

visoms A ∈ A.

Pastebėsime, kad funkcija f(x) teoremoje randama tam tikra prasme vienareikšmǐskai.

. Sakykime egzistuoja dvi funkcijos f1 : X → R, f2 : X → R, kurioms

ν(A) =
∫
A

f1(x)µ(dx), ν(A) =
∫
X

f2(x)µ(dx).

Vadinasi, bet kuriai A ∈ A ∫
A

(f1(x)− f2(x))µ(dx) = 0.
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Pasirinkime
A1 =

{
x : f1(x) > f2(x)

}
, A2 =

{
x : f1(x) 6 f2(x)

}
.

Tada

0 =
∫
A1

(
f1(x)− f2(x)

)
µ(dx)−

∫
A2

(
f1(x)− f2(x)

)
µ(dx)

=
∫

A1∪A2

∣∣f1(x)− f2(x)
∣∣µ(dx) =

∫
X

∣∣f1(x)− f2(x)
∣∣µ(dx).

Iš integralo savybės (L2) ǐsplaukia, kad f1(x) = f2(x) b. v. Taigi gavome, kad funkcijos f1(x) ir
f2(x) gali skirtis tik aibėje turinčioje nulini

‘
mata

‘
.

/

Nagrinėdami funkcijos pavidala
‘
Radono–Nikodimo teoremoje i

‘
rodėme toki

‘
teigini

‘
.

2.2.3 teorema. Jei f1 ir f2 integruojamos funkcijos ir visoms A ∈ A∫
A

f1(x)µ(dx) =
∫
A

f2(x)µ(dx),

tai f1(x) = f2(x) b. v.

2. 3
Erdvė Lp

2.3.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, p – realus skaičius, 1 6 p <
∞. Aibė visu

‘
ǐsmatuojamu

‘
funkciju

‘
f : X → R, kurioms∫

X

|f(x)|pµ(dx) < ∞

vadinamas Lp(X,A, µ) erdve.

Dažnai vietoje Lp(X,A, µ) rašysime tiesiog Lp, jeigu ǐsmatuojama erdvė (X,A, µ) aǐski ǐs kon-
teksto. Jei p = 1, tai erdvė L1(X,A, µ) yra tiesiog integruojamu

‘
funkciju

‘
erdvė.

Bet kuriam elementui f ∈ Lp dydis

‖f‖Lp =
(∫

X

|f(x)|pµ(dx)
)1/p

vadinamas elemento f Lp-norma.
Erdvės Lp norma turi i

‘
prastas normos savybes:

(a) ‖f‖Lp = 0 ⇔ f(x) = 0 b. v. ,

(b) ‖αf‖Lp = |α|‖f‖Lp visiems f ∈ Lp ir visoms α ∈ R,

(c) ‖f + g‖Lp 6 ‖f‖Lp + ‖g‖Lp visoms f, g ∈ Lp.
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Aǐsku, kad bet kurioms f, g ∈ Lp ir bet kuriam realiam α, αf ir f + g priklauso erdvei Lp.
Tuo tarpu f · g nebūtinai priklauso Lp. Tai galima pastebėti ǐs pavyzdžio. Būtent: f(x) = x−1/2 ∈
L1([0, 1],B,m), tačiau f2(x) = x−1 6∈ L1([0, 1],B,m). Jei f ir g dvi funkcijos ǐs erdvės Lp, dydis

‖f − g‖Lp =
(∫

X

∣∣f(x)− g(x)
∣∣pµ(dx)

)1/p

vadinamas Lp atstumu tarp f ir g.

2.3.2 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė. Erdvė Lp′(X,A, µ) vadinama
jungtine ervdei Lp(X,A, µ), jeigu 1/p + 1/p′ = 1.

Jeigu p = 1, paskutinis apibrėžimas neturi prasmės. Erdvei L1 jungtinė erdvė sudaryta ǐs visu
‘

ǐsmatuojamu
‘
, beveik visur aprėžtu

‘
funkciju

‘
. Ši funkciju

‘
aibė žymima L∞. Jeigu g ∈ L∞, tai laikome

‖g‖L∞ = {mažiausia konstanta c : |g(x)| 6 c b. v. }.

Jeigu f ∈ Lp, o g ∈ Lp′ tada f · g yra integruojama funkcija, o dydis

< f, g >=
∫
X

f(x)g(x)µ(dx)

vadinamas f ir g skaliarine sandauga. Šiai sandaugai teisinga Koši–Helderio nelygybė:

| < f, g > | 6 ‖f‖Lp · ‖g‖Lp′ .

Paskutinė nelygybė teisinga ir tuo atveju, kai f ∈ L1, o g ∈ L∞.
Vietoje normos ‖f‖L1 ateityje rašysime tiesiog ‖f‖. Pastebime, kad ši L1 norma vietoje trikampio

nelygybės dažnai tenkina lygybe
‘
. Būtent

‖f + g‖ = ‖f‖+ ‖g‖, jei f > 0, g > 0, f, g ∈ L1.

2. 4
Išmatuojamu

‘
erdviu

‘
sandauga

2.4.1 apibrėžimas. Sakykime A1, A2, . . . , Al, bet kokios aibės. Aibiu
‘

A1, A2, . . . , Al Dekar-
to sandauga vadiname aibe

‘

A1 ×A2 × . . .×Al = {(x1, x2, . . . , xl) : xi ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , l}.

Sakykime turime l ǐsmatuojamu
‘
erdviu

‘
(X1,A1, µ1), (X2,A2, µ2), . . . , (Xl,Al, µl). Galima api-

brėžti:

X = X1 ×X2 × . . .×Xl; (1)

A – mažiausia σ-algebra i
‘
kurios sudėti

‘
i
‘
eina visos aibės

A1 ×A2 × . . .×Al, A1 ∈ A1, A2 ∈ A2, . . . , Al ∈ Al; (2)
µ(A1 ×A2 × . . .×Al) = µ1(A1)µ2(A2) . . . µl(Al), (3)
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jei Ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , l.
Lygybės (1), (2), (3) deja neapibrėžia naujos ǐsmatuojamos erdvės, nes µ apibrėžtas tik spe-

cialios struktūros aibėms, kurios nesudaro σ-algebros. Tačiau funkcija
‘
µ, nusakyta

‘
(3) lygybe, galima

prate
‘
sti iki mato, apibrėžto visose σ-algebros A aibėse.

2.4.1 teorema. Sakykime (Xi,Ai.µi), i = 1, 2, . . . , l, yra ǐsmatuojamos erdvės, X, A ir µ
apibrėžti lygybėmis (1), (2), (3). Egzistuoja vienintelis funkcijos µ praplėtimas iki mato µ
apibrėžto σ-algebroje A.

Išmatuojamoji erdvė (X,A, µ), kurios egzistavima
‘

garantuoja paskutinė teorema, vadinama
ǐsmatuojamu

‘
erdviu

‘
(Xi,Ai, µi), i = 1, 2, . . . , l, Dekarto sandauga, o matas µ vadinamas matu

‘
µ1, µ2, . . . , µl Dekarto sandauga.

Iš (3) lygybės nesunku pastebėti, kad

µ(X1 ×X2 × . . . Xl) = µ1(X1)µ2(X2) . . . µl(Xl).

Vadinasi, jei ǐsmatuojamos erdvės (Xi,Ai, µi) yra baigtinės arba tikimybinės, tai tokia yra ir šiu
‘

erdviu
‘
Dekarto sandauga

(X,A, µ) =
l×

i=1

(Xi,Ai, µi).

Kadangi ǐsmatuojamu
‘

erdviu
‘

Dekarto sandauga X =
l×

i=1

(Xi,Ai, µi) vėlgi yra ǐsmatuojama

erdvė, joje egzistuoja Lebego integralas. Sakykime f : X → R. Šios ǐsmatuojamos funkcijos integrala
‘

žymėsime ∫
X

f(x)µ(dx) =
∫ ∫

. . .

∫
X1×X2×...×Xl

f(x1, x2, . . . , xl)µ(dx1, dx2, . . . , dxl).

Egzistuoja ryšys tarp integralo ǐsmatuojamu
‘
erdviu

‘
Dekarto sandaugoje ir tos pačios funkcijos

integralu
‘
atskiruose daugikliuose.

2.4.2 teorema (Fubini). Sakykime (XA, µ) = (X1,A1, µ1)× (X1,A2, µ2), f : X → R yra
integruojama µ aťzvilgiu. Sakykime beveik visiems x1 funkcija f(x1, x2) yra integruojama
µ2 aťzvilgiu. Tada funkcija ∫

X2

f(x1, x2)µ2(dx2)

yra integruojama µ1 aťzvilgiu ir∫∫
X

f(x1, x2)µ(dx1, dx2) =
∫

X1

(∫
X2

f(x1, x2)µ2(dx2)
)

µ1(dx1).

Pakutine
‘
teorema

‘
galima apibendrinti bet kokiam ǐsmatuojamu

‘
erdviu

‘
skaičiui. Jei (X,A, µ) =

l×
i=1

(Xi,Ai, µi), tai paskutinė lygybė nusakanti ryši
‘
tarp l-mačiu

‘
ir vienamačiu

‘
integralu

‘
yra tokia:

∫ ∫
. . .

∫
X1×X2×...Xl

f(x1, x2, . . . , xl)µ(dx1, dx2, . . . , dxl)

=
∫

X1

(
. . .

∫
Xl−1

(∫
Xl

f(x1, x2, . . . , xl)µl(dxl)
)

µl−1(dxl−1) . . .

)
µ1(dx1).
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l kartu
‘
sudaugine

‘
ǐsmatuojama

‘
erdve

‘
(R,B,m) gauname nauja

‘
ǐsmatuojama

‘
erdve

‘

(Rl,Bl,ml) =
l×

i=1

(R,B,m).

σ-algebra Bl vadinama Borelio σ-algebra erdvėje Rl, o matas ml vadinamas Borelio matu erdvėje Rl.
Aǐsku, kad Bl yra mažiausia σ-algebra turinti visus stačiakampius

[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [al, bl], ai, bi ∈ R.

Taip pat aǐsku, kad

ml
(
[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [al, bl]

)
= (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bl − al)

bet kuriam l-mačiui stačiakampiui.
Analogǐskai l kartu

‘
sudaugine

‘
erdves ([0, 1],B,m), gauname

(
[0, 1]l,Bl,ml

)
=

l×
i=1

(
[0, 1],B,m).

Abiem atvejais rodikliai virš Borelio σ-algebros B ir Borelio mato m paprastai praleidžiami, t. y.
rašoma (Rl,B,m) vietoje (Rl,Bl,ml) ir ([0, 1]l,B,m) vietoje ([0, 1]l,Bl,ml).

Nagrinėjant integrala
‘
erdvėje (Rl,B,m) vietoje m(dx) paprastai rašoma tiesiog dx, t. y. integralas∫

Rl

f(x) dx

suprantamas kaip integralas Borelio mato m atžvilgiu.
Borelio mata

‘
, nesvarbu kur apibrėžta

‘
: aibėje R, intervale [0.1], aibėje Rl ar stačiakampyje [0, 1]l,

galima praplėsti iki pilno mato. Šis naujas pilnas Borelio matas vadinamas Lebego matu.

2. 5
Funkciju

‘
seku

‘
konvergavimas

2.5.1 apibrėžimas. Funkciju
‘

seka fn ∈ Lp, 1 6 p < ∞, vadinama konverguojančia Čezaro
prasme i

‘
funkcija

‘
f ∈ Lp, jeigu

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

< fk, g >=< f, g >

visoms g ∈ Lp′ .

2.5.2 apibrėžimas. Funkciju
‘

seka fn ∈ Lp, 1 6 p < ∞, vadinama silpnai konverguojančia
i
‘

funkcija
‘

f ∈ Lp, jeigu
lim

n→∞
< fn, g >=< f, g >

visoms g ∈ Lp′ .

2.5.3 apibrėžimas. Funkciju
‘
seka fn ∈ Lp, 1 6 p < ∞, vadinama stipriai konverguojančia

i
‘

f ∈ Lp, jeigu
lim

n→∞
‖fn − f‖Lp = 0.
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Iš Koši–Helderio nelygybės

| < fn − f, g > | 6 ‖fn − f‖Lp‖g‖Lp′

ǐsplaukia:
fn → f stipriai ⇒ fn → f silpnai.

Taip pat galima i
‘
rodyti, kad

fn → f silpnai ⇒ fn → f Čezaro prasme.

Iš 2.5.2 ir 2.5.3 apibrėžimu
‘

matosi, kad, norint nustatyti konvergavima
‘

Čezaro prasme arba
silpna

‘
konvergavima

‘
, reikia tikrinti skaliariniu

‘
sandaugu

‘
< fk, g > elgesi

‘
visoms funkcijoms g ∈ Lp′ .

Pasirodo dažnai nagrinėjamu
‘
funkciju

‘
g klase

‘
galima susiaurinti.

2.5.4 apibrėžimas. Poaibis K ⊂ Lp vadinamas tiesǐskai tankiu, jei kiekvienam f ∈ Lp ir
kiekvienai ε > 0 egzistuoja g1, g2, . . . , gn ∈ K ir realūs skaičiai λ1, λ2, . . . , λn, kuriems∥∥∥∥f − n∑

i=1

λigi

∥∥∥∥
Lp

< ε.

2.5.1 teorema. Sakykime ‖fn‖Lp < C < ∞ visiems n, o K tiesǐskai tankus poaibis erdvėje
Lp′ . Tada fn → f silpnai tada ir tik tada, kai lim

n→∞
< fn, g >=< f, g > visoms g ∈ K.

. I. Sakykime < fn − f, g > −→
n→∞ 0 visoms g ∈ K.

Tada bet kuriai tiesinei kombinacijai

h = λ1g1 + λ2g2 + . . . + λmgm, gi ∈ K, λi ∈ R, i = 1, 2, . . . ,m.

gauname

< fn − f, h >= λ1 < fn − f, g1 > +λ2 < fn − f, g2 > + . . . + λm < fn − f, gm > −→
n→∞

0.

Pasirinkime g ∈ Lp′ . Kadangi K tiesǐskai tankus poaibis erdvėje Lp′ , tai kiekvienam ε > 0
egzistuoja tiesinė kombinacija h = λ1g1 + λ2g2 + . . . + λmgm,, λi ∈ R, gi ∈ K, i = 1, 2, . . . ,m, kuriai

‖g − h‖Lp′ < ε.

Nesunku pastebėti, kad

| < fn − f, g > | = | < fn − f, g − h + h > | = | < fn − f, h > + < fn − f, g − h > |
6 | < fn − f, h > |+ | < fn − f, g − h > |
6 | < fn − f, h > |+ ‖fn − f‖Lp‖g − h‖Lp′

6 | < fn − f, h > |+
(
‖fn‖Lp + ‖f‖Lp

)
ε 6 | < fn − f, h > |+

(
C + ‖f‖Lp

)
ε.

Vadinasi,
lim

n→∞
| < fn − f, g > | 6 lim

n→∞
| < fn − f, h > |+ ε

(
C + ‖f‖Lp

)
.

Kadangi kiekvienai tiesinei kombinacijai h

lim
n→∞

| < fn − f, h > | = 0,
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tai kiekvienam ε > 0
lim

n→∞
| < fn − f, g > | 6 ε

(
C + ‖f‖Lp

)
.

Šioje nelygybėje perėje
‘
prie ribos, kai ε ↓ 0, gauname kad

< fn − f, g > −→
n→∞

0

bet kokiai g ∈ Lp′ . Vadinasi fn → f silpnai.

II. Atvirkščiai, tegul fn → f silpnai. Tada

< fn − f.g > −→
n→∞

0

visoms g ∈ Lp′ . Tuo labiau paskutinis sa
‘
ryšis teisingas visoms g ∈ K ⊂ Lp′ . /

Erdvėje Lp([0, 1]), kai 1 6 p < ∞ tiesǐskai tankūs yra tokie poaibiai:

K1 = {Aibė funkciju̧ 1I∆(x), kur ∆ yra intervalai},
K2 = {Aibė tolydždiu̧ funkciju̧ intervale [0, 1]},
K3 = {Aibė funkciju̧ sin mπx, m = 0, 1, 2, . . .}.

Pavyzdys. Sakykime fn(x) = sinnx. Parodysime, kad fn(x) → 0 silpnai erdvėje
L2([0, 1],B,m).

. Nesunku pastebėti, kad

‖fn‖L2 =
( 1∫

0

sin2 nx dx

)1/2

=
∣∣∣∣12 − sin 2n

4n

∣∣∣∣1/2

6 1.

Taigi seka ‖fn‖L2 aprėžta.
Pasirinkime bet kokia

‘
funkcija

‘
g(x) = sin mπx ǐs tiesǐskai tankaus erdvės Lp′ = L2 poaibio K3.

Aǐsku, kad

< fn, g >=

1∫
0

sinnx sinmπxdx =
sin(n−mπ)
2(n−mπ)

− sin(n + mπ)
2(n + mπ)

.

Taigi
lim

n→∞
< fn, g >= 0 =< 0, g >

visoms g ∈ K3.
Pagal 2.5.1 teorema

‘
fn → 0 silpnai erdvėje L2([0, 1],B,m).

/

Analogǐskas 2.5.1 teoremai tvirtinimas teisingas ir konvergavimui Čezaro prasme.

2.5.2 teorema. Sakykime ‖fn‖Lp < C < ∞ visiems n, o K tiesǐskai tankus poaibis erdvėje
Lp′ . fn → f Čezaro prasme tada ir tik tada, kai

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

< fk, g >=< f, g >

visoms g ∈ K.
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Šio skyrelio pabaigoje palyginsime normas skirtingoms p reikšmėms.

2.5.3 teorema. Sakykime (X,A, µ) baigtinė ǐsmatuojama erdvė. Jei 1 6 p1 < p2 6 ∞, tai

‖f‖Lp1 6 C‖f‖Lp2

visoms f ∈ Lp2 . Konstanta C nelygybėje priklauso nuo p1, p2 ir µ(X).

. Tegul f ∈ Lp2 , tada ∫
X

|f |p2µ(dx) < ∞.

Jei 1 6 p1 < p2, tai |f |p1 6 1 + |f |p2 ..
Vadinasi, ∫

X

|f |p1µ(dx) 6 µ(X) +
∫
X

|f |p2µ(dx) < ∞.

Pažymėsime g = |f |p1 . Tada

‖f‖p1
Lp1 =

∫
X

|f |p1µ(dx) =< 1, g > .

Tegul p′ = p2/p1, o p jungtinis skaičiui p′, t. y. 1/p + 1/p′ = 1. Iš Koši–Helderio nelygybės
gauname

< 1, g > = | < 1, g > | 6 ‖1‖Lp‖g‖Lp′ =
(∫

X

µ(dx)
)1/p(∫

X

|g|p
′
µ(dx)

)1/p′

=
(∫

X

µ(dx)
)1/p(∫

X

|f |p1p′µ(dx)
)1/p′

=
(
µ(X)

)1/p
(∫

X

|f |p2µ(dx)
)p1/p2

.

Vadinasi,
‖f‖p1

Lp1 6
(
µ(X)

)1/p‖f‖p1
Lp2 .

Arba
‖f‖Lp1 6

(
µ(X)

)1/p1p‖f‖Lp2 .

Jeigu p2 = ∞, teoremos nelygybė akivaizdi. Taigi, teorema teisinga visiems 1 6 p1 < p2 6 ∞.
/

Iš i
‘
rodyto teiginio ǐsplaukia, kad ǐs stipraus konvergavimo erdvėje Lp2 ǐsplaukia stiprus konver-

gavimas erdvėje Lp1 , jei 1 6 p1 < p2.
Be to, jei seka fn stipriai konverguoja i

‘
f erdvėje Lp(p > 1) su baigtiniu matu, tai

lim
n→∞

∫
X

fnµ(dx) =
∫
X

fµ(dx).

Pakutinė lygybė ǐsplaukia ǐs i
‘
rodytos teoremos, nes∣∣∣∣ ∫

X

fnµ(dx)−
∫
X

fµ(dx)
∣∣∣∣ 6 ∫

X

|fn − f |µ(dx) = ‖fn − f‖ 6 C‖fn − f‖Lp .
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Sakykime funkciju
‘
seka fn stipriai konverguoja i

‘
funkcija

‘
f erdvėje Lp(X,A, µ). Tada pasirink-

tam ε > 0, egzistuoja netūralusis N(ε), kuriam

‖fn − f‖Lp 6
1
2
ε,

kai n > N(ε).
Taigi

‖fn+k − f‖Lp 6
ε

2

kai n > N(ε), k > 0.
Iš dvieju

‘
paskutiniu

‘
nelygybiu

‘
ir Lp normos savybiu

‘
gauname:

‖fn+k − fn‖Lp 6 ‖fn+k − f‖Lp + ‖fn − f‖Lp 6 ε.

Vadinasi,
lim

n→∞
‖fn+k − fn‖Lp = 0

tolygiai k atžvilgiu.
Sekos tenkinančios paskutine

‘
sa

‘
lyga

‘
vadinamos Koši sekomis. Parodėme, kad kiekviena stipriai

konverguojanti seka yra Koši seka. Pasirodo erdvėje Lp teisingas ir atvirkščias teiginys.

2.5.4 teorema. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, o seka funkciju
‘

fn ǐs erdvės
Lp(X,A, µ) (p > 1) yra Koši seka, t. y.

lim
n→∞

‖fn+k − fn‖Lp = 0

tolygiai visiems k > 0.
Tada egzistuoja f ∈ Lp(X,A, µ), kuriai fn → f stipriai, t. y.

lim
n→∞

‖fn − f‖Lp = 0.

Paskutinėje teoremoje suformuluota erdvės Lp savybė vadinama erdvės Lp pilnumu. Taigi erdvė
Lp(X,A, µ) yra pilna normuota erdvė.
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III
MARKOVO, PERONO IR
KUPMANO OPERATORIAI

3. 1
Markovo
operatoriai

3.1.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) yra ǐsmatuojama erdvė. Operatorius P :
Lp(X,A, µ) → Lp(X,A, µ), p > 1, vadinamas tiesiniu jeigu

P
(
a1f1(x) + a2f2(x)

)
= a1Pf1(x) + a2Pf2(x) b. v.

bet kurioms f1, f2 ∈ Lp(X,A, µ), ir bet kokiems realiems skaičiams a1, a2.

3.1.2 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) yra ǐsmatuojama erdvė, p > 1. Bet kuris tiesinis
atvaizdis P : Lp(X,A, µ) → Lp(X,A, µ) tenkinantis sa

‘
lygas:

(a) Pf > 0 visoms f > 0, f ∈ Lp,

(b) ‖Pf‖Lp = ‖f‖Lp visoms f > 0, f ∈ Lp,

vadinamas Markovo operatoriumi erdvėje Lp(X,A, µ).

Apibrėžimo sa
‘
lygose f ir Pf erdvės Lp elementai. Šiems elementams sa

‘
lyga f > 0 reǐskia,

kad f > 0 beveik visur. Ateityje nagrinėdami erdvės Lp elementus žodelius ,,beveik visur“kartais
praleisime, kaip savaime suprantamus.

3.1.1 teorema. Sakykime (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, P – Markovo operatorius erdvėje
Lp, f, g ∈ Lp. Teisingos tokios savybės.

(M1) Jeigu f > g b. v. , tai Pf > Pg b. v.
(M2) (Pf)+ 6 Pf+.
(M3) (Pf)− 6 Pf−.
(M4) |Pf | 6 P |f |.
(M5) ‖Pf‖Lp 6 ‖f‖Lp .

. (M1). Kadangi f > g, tai f − g > 0 b. v. Iš 3.1.2 apibrėžimo gauname P (f − g) > 0. Kadangi P
– tiesinis, tai Pf > Pg.

(M2). Iš f+ apibrėžimo ir Markovo operatoriaus apibrėžimo gauname:

(Pf)+ =
(
P (f+ − f−)

)+ = (Pf+ − Pf−)+ = max{0, Pf+ − Pf−} 6 max{0, Pf+} = Pf+.

(M3). Analogǐskai:

(Pf)− =
(
P (f+ − f−)

)− = (Pf+ − Pf−)− = max{0,−Pf+ + Pf−} 6 max{0, Pf−} = Pf−.

(M4). Iš i
‘
rodytu

‘
nelygybiu

‘
(M2) ir (M3) ǐsplaukia:

|Pf | = (Pf)+ + (Pf)− 6 Pf+ + Pf− = P (f+ + f−) = P |f |.
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(M5). Iš i
‘
rodytos savybės (M4), integralo savybės (L1) (žr. teorema

‘
2.2.1) ir 3.1.2 apibrėžimo

gauname:

‖Pf‖Lp =
(∫

X

|Pf |p µ(dx)
)1/p

6

(∫
X

(P |f |)p µ(dx)
)1/p

= ‖P |f |‖Lp = ‖|f |‖Lp = ‖f‖Lp . /

Bet koks operatorius P tenkinantis (M5) savybe
‘
paprastai vadinamas sutraukiančiu. Taigi visi

Markovo operatoriai sutraukiantys.

3.1.3 apibrėžimas. Funkcijos g ∈ Lp(X,A, µ), kur (X,A, µ) – ǐsmatuojama erdvė, nešėju
vadiname aibe

‘
supp g = {x : g(x) 6= 0}.

Atkreipiame dėmesi
‘
, kad erdvės Lp elementams g, supp g apibrėžiama nevienareikšmǐskai, nes

visi erdvės Lp elementai, kurie skiriasi nulinio mato aibėje, laikomi lygiais. Tačiau aǐsku, kad visu
‘

tu
‘
skirtingu

‘
nešėju

‘
matai sutampa. Kitaip sakant, visi nešėjai lygūs moduliu nulis. Posakis A = B

moduliu nulis reǐskia, kad aibės A ir B tegali skirtis nulinio mato aibėje.

3.1.2 teorema. Sakykime P – Markovo operatorius apibrėžtas erdvėje Lp(X,A, µ), p > 1.
‖Pf‖Lp = ‖f‖Lp tada ir tik tada, kai Pf+ ir Pf− nešėjai nesikerta moduliu nulis.

. I. Sakykim pradžioje µ(supPf+ ∩ supp Pf−) = 0, t. y. Pf+ ir Pf− nešėjai nesikerta moduliu
nulis. Pažymime

A = supp Pf+, B = supp Pf−.

Kadangi µ(A ∩B) = 0, pasinaudoje
‘
integralo savybe (L6) (žr. 2.2.1 teorema

‘
), gauname

‖Pf‖Lp =
(∫

X

|Pf |p µ(dx)
)1/p

=
(∫

X

|Pf+ − Pf−|p µ(dx)
)1/p

=
( ∫

A∪B

|Pf+ − Pf−|p µ(dx)
)1/p

=
(∫

A

|Pf+ − Pf−|p µ(dx) +
∫
B

|Pf+ − Pf−|p µ(dx)
)1/p

.

Iš Markovo operatoriaus apibrėžimo ǐsplaukia, kad aibėje A Pf+(x) > 0, o Pf− = 0 b. v.
Analogǐskai aibėje B Pf−(x) > 0, o Pf+(x) = 0 b. v. Vadinasi,

‖Pf‖Lp =
(∫

A

|Pf+ + Pf−|p µ(dx) +
∫
B

|Pf+ + Pf−|p µ(dx)
)1/p

=
( ∫

A∪B

|P (f+ + f−)|p µ(dx)
)1/p

=
(∫

X

∣∣P |f |∣∣p µ(dx)
)1/p

= ‖P |f |‖Lp .

Dar karta
‘
pasinaudoje

‘
Markovo operatoriaus apibrėžimu gauname:

‖Pf‖Lp = ‖P |f |‖Lp = ‖|f |‖Lp = ‖f‖Lp
.
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II. Tegul dabar ‖Pf‖Lp = ‖f‖Lp . Sakykime kaip ir pirmoje i
‘
rodymo dalyje

A = supp Pf+, B = supp Pf−.

Parodysime, kad µ(A ∩B) = 0.
Sakykime priešingai, µ(A ∩B) > 0.
Iš integralo savybės (L6) (žr. 2.2.1 teorema

‘
) gauname:

‖Pf‖Lp =
(∫

X

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx)
)1/p

=
( ∫

A∪B

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx)
)1/p

=

( ∫
A\B

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx) +
∫

B\A

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx)

+
∫

A∩B

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx)

)1/p

<

( ∫
A\B

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx) +
∫

B\A

|Pf+(x)− Pf−(x)|p µ(dx)

)1/p

.

Aibėje A \B Pf−(x) = 0 b. v. Aibėje B \A Pf+(x) = 0 b. v.
Vadinasi,

‖Pf‖Lp <

( ∫
A\B

|Pf+(x) + Pf−(x)|p µ(dx) +
∫

B\A

|Pf+(x) + Pf−(x)|p µ(dx)

)1/p

6

(∫
X

|Pf+(x) + Pf−(x)|p µ(dx)
)1/p

= ‖P |f |‖Lp = ‖f‖Lp .

Taigi gavome ‖Pf‖Lp < ‖f‖Lp . Šis prieštaravimas sa
‘
lygai rodo, kad µ(A ∩ B) = 0. Teorema

i
‘
rodyta.

/

3.1.4 apibrėžimas. Sakykime P - Markovo operatorius apibrėžtas erdvėje Lp(X,A, µ),
p > 1. Funkcija f ∈ Lp(X,A, µ) vadinama nejudamu operatoriaus P tašku, jeigu Pf = f .

3.1.3 teorema. Jei f ∈ Lp(X,A, µ) yra nejudamas Markovo operatoriaus P taškas, tai
Pf+ = f+ ir Pf− = f−.

. Kadangi Pf = f , tai ǐs Markovo operatoriaus savybiu
‘
(M1) ir (M2) (žr. 3.1.1 teorema

‘
) ǐsplaukia:

f+ = (Pf)+ 6 Pf+

f− = (Pf)− 6 Pf−.
(1)

Antra vertus, pasinaudoje
‘
integralo savybe (L3) (žr. 2.2.1 teorema

‘
) gauname:∫

X

(
Pf+(x)− f+(x)

)
µ(dx) +

∫
X

(
Pf−(x)− f−(x)

)
µ(dx)

=
∫
X

(
Pf+(x) + Pf−(x)

)
µ(dx)−

∫
X

(
f+(x) + f−(x)

)
µ(dx)

=
∫
X

P |f(x)|µ(dx)−
∫
X

|f(x)|µ(dx) =
∫
X

(
P |f(x)| − |f(x)|

)
µ(dx).
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Kadangi P |f(x)| 6 |f(x)| b. v. (žr. savybe
‘
(M4) ǐs 3.1.1 teoremos), tai∫

X

(
Pf+(x)− f+(x)

)
µ(dx) +

∫
X

(
Pf−(x)− f−(x)

)
µ(dx) 6 0.

Atkreipe
‘
dėmesi

‘
i
‘
nelygybes (1), gauname:∫

X

(
Pf+(x)− f+(x)

)
µ(dx) = 0,

∫
X

(
Pf−(x)− f−(x)

)
µ(dx) = 0.

Iš paskutiniu
‘
lygybiu

‘
, nelygybiu

‘
(1) ir integralo savybės (L2) (žr. 2.2.1 teorema

‘
) ǐsplaukia, kad

Pf+(x) = f+(x) b. v. ir Pf−(x) = f−(x) b. v. /

3.1.5 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) ǐsmatuojama erdvė. Funkcija tenkinanti sa
‘
lygas:

f ∈ L1(X,A, µ), f > 0, ‖f‖ = 1, vadinama tankio funkcija arba tiesiog tankiu. Visu
‘
tankiu

‘
aibe

‘
žymėsime D(X,A, µ).

3.1.6 apibrėžimas. Sakykime f ∈ D(X,A, µ). Tikimybinis matas apibrėžtas lygybe

µf (A) =
∫
A

f(x) µ(dx), A ∈ A

vadinamas absoliučiai tolydžiu µ aťzvilgiu, o funkcija f(x), tenkinanti paskutine
‘
lygybe

‘
, vad-

inama mato µf tankiu.

Iš Radono-Nikodimo teoremos (žr. 2.2.2 teorema
‘
) ǐsplaukia, kad tikimybinis matas ν yra ab-

soliučiai tolydus µ atžvilgiu, jeigu tenkinama sa
‘
lyga: µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.

3.1.7 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) - ǐsmatuojama erdvė, P - Markovo operatorius
apibrėžtas erdvėje L1(X,A, µ). Tankis f ∈ D(X,A, µ) vadinamas stacionariu operatoriaus
P tankiu, jeigu Pf = f .

Kitaip sakant, stacionarus tankis, tai nejudamas Markovo operatoriaus P , apibrėžto erdvėje
L(X,A, µ), tankis.

3. 2
Perono
operatoriai

Šiame skyrelyje nagrinėsime Markovo operatoriu
‘
poaibi

‘
susijusi

‘
su dinamine sistema (X,A, µ, S).

3.2.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) ǐsmatuojama erdvė. Transformacija S : X → X
vadinama ǐsmatuojama, jeigu

S−1(A) ∈ A visoms A ∈ A.
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3.2.2 apibrėžimas. Išmatuojamos erdvės (X,A, µ) ǐsmatuojama transformacija S vadi-
nama nesinguliaria, jeigu µ(S−1(A)) = 0 visoms A ∈ A, kurioms µ(A) = 0.

3.2.3 apibrėžimas. Ketvertas (X,A, µ, S), kur (X,A, µ) ǐsmatuojama erdvė, o S : X → X
nesinguliari šios erdvės transformacija vadinama dinamine sistema.

3.2.4 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema. Operatorius P :
L1(X,A, µ) → L1(X,A, µ) vadinamas Perono operatoriumi atitinkančiu transformacija

‘
S,

jeigu tenkinamos sa
‘
lygos:

(a) bet kuriai f ∈ L1, f > 0 lygybė∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx)

teisinga visoms A ∈ A;

(b) bet kuriai f ∈ L1

Pf = Pf+ − Pf−.

I. Kadangi S−1
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞⋃
i=1

S−1(Ai) ir S : X → X ǐsmatuojama, tai ǐs integralo savybės

(L6) (žr. 2.2.1 teorema
‘
) ǐsplaukia, kad lygybė

νf (A) =
∫

S−1(A)

f(x)µ(dx), A ∈ A

apibrėžia mata
‘
erdvėje (X,A, µ).

Be to transformacija S yra nesinguliari, todėl matas νf (A) tenkina sa
‘
lyga

‘
:

µ(A) = 0 ⇒ νf (A) = 0.

Vadinasi, ǐs Radono-Nikodimo teoremos (žr. 2.2.2 teorema
‘
) ǐsplaukia integruojamos funkcijos

Pf(x), tenkinančios 3.2.4 apibrėžimo (a) dali
‘
, egzistavimas.

II. Iš 3.2.4 apibrėžimo ir integralo savybės (L3) (žr. 2.2.1 teorema
‘
) ǐsplaukia, kad bet kuriai

aibei A ∈ A ir bet kuriai funkcijai f ∈ L1

∫
A

Pf(x)µ(dx) =
∫
A

(
Pf+(x)− Pf−(x)

)
µ(dx) =

∫
A

Pf+(x) µ(dx)−
∫
A

Pf−(x) µ(dx)

=
∫

S−1(A)

f+(x) µ(dx)−
∫

S−1(A)

f−(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

(
f+(x)− f−(x)

)
µ(dx)

=
∫

S−1(A)

f(x)µ(dx).

III. Antra vertus, jeigu bet kuriai funkcijai f ∈ L1(X,A, µ) ir A ∈ A∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx),
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tai bet kuriai A ∈ A gauname∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

(
f+(x)− f−(x)

)
µ(dx) =

∫
S−1(A)

f+(x) µ(dx)−
∫

S−1(A)

f−(x) µ(dx)

=
∫
A

Pf+(x) µ(dx)−
∫
A

Pf−(x) µ(dx) =
∫
A

(
Pf+(x)− Pf−(x)

)
µ(dx).

Vadinasi, pagal 2.2.3 teorema
‘

Pf = Pf+ − Pf− b. v.

Atsižvelgiant i
‘
paskutines dvi pastabas, Perono operatoriu

‘
galima apibrėžti trumpiau.

3.2.4(B) apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema. Operatorius P :
L1(X,A, µ) → L1(X,A, µ) vadinamas Perono operatoriumi atitinkančiu transformacija

‘
S,

jeigu visoms funkcijoms f ∈ L1(X,A, µ) ir visoms A ∈ A galioja lygybė∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx).

3.2.1 teorema. Sakykime P yra Perono operatorius atitinkantis dinaminės sistemos
(X,A, µ, S) transformacija

‘
S. Tada teisingi tokie teiginiai:

(P1) Visoms f1, f2 ∈ L1 ir visiems λ1, λ2 ∈ R

P (λ1f1 + λ2f2) = λ1Pf1 + λ2Pf2.

(P2) Jei f > 0, tai Pf > 0.

(P3)
∫
X

Pf(x)µ(dx) =
∫
X

f(x) µ(dx).

(P4) Jei Sn = S ◦ S ◦ . . . ◦ S yra n-tasis transformacijos laipsnis, o Pn ja
‘
atitinkantis

Perono operatorius, tai Pn = Pn.

. I. Iš 3.2.4(B) apibrėžimo ir integralo savybės (L3) (žr. 2.2.1 teorema
‘
) bet kuriai aibei A ∈ A

gauname ∫
A

P (λ1f1 + λ2f2)µ(dx) =
∫

S−1(A)

(λ1f1 + λ2f2)µ(dx)

= λ1

∫
S−1(A)

f1 µ(dx) + λ2

∫
S−1(A)

f2 µ(dx)

= λ1

∫
A

Pf1 µ(dx) + λ2

∫
A

Pf2 µ(dx) =
∫
A

(
λ1Pf1 + λ2Pf2

)
µ(dx).

Iš gautos lygybės ir 2.2.3 teoremos ǐsplaukia (P1) savybė.

II. Iš Perono operatoriaus apibrėžimo, visoms A ∈ A∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x)µ(dx).
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Kadangi f(x) > 0 b. v. , tai visoms A ∈ A pagal integralo savybe
‘
(L1)∫

A

Pf(x)µ(dx) > 0.

Sakykime kažkokiai B ∈ A, µ(B) > 0 ir kažkokiam ε > 0 Pf(x) 6 −ε visiems x ∈ B. Tada
P (−f(x))1IB(x) > ε1IB(x). Iš integralo savybės (L1) (žr. 2.2.1 teorema

‘
) gauname∫

B

Pf(x) µ(dx) 6 −εµ(B) < 0.

Gautasis prieštaravimas rodo, kad Pf(x) > 0 b. v. Taigi savybė (P2) teisinga.

III. Lygybėje apibrėžiančioje Perono operatoriu
‘
(žr. 3.2.4(B) apibrėžima

‘
) paėme

‘
A = X ∈ A,

gauname ∫
X

Pf(x)µ(dx) =
∫

S−1(X)

f(x) µ(dx) =
∫
X

f(x) µ(dx).

Taigi savybė (P3) teisinga.

IV. Kadangi transformacija
‘
Sn atitinka operatorius Pn, tai∫

A

Pnf(x)µ(dx) =
∫

S−n(A)

f(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
Antra vertus, ǐs Perono operatoriaus apibrėžimo, bet kuriai A ∈ A∫

S−n(A)

f(x) µ(dx) =
∫

S−1(S−(n−1)(A))

f(x) µ(dx) =
∫

S−(n−1)(A)

Pf(x) µ(dx)

=
∫

S−1(S−(n−2)(A))

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−(n−2)(A)

P 2f(x) µ(dx) = . . . =
∫
A

Pnf(x) µ(dx).

Vadinasi, visoms A ∈ A ∫
A

Pnf(x) µ(dx) =
∫

Pnf(x) µ(dx).

Pritaikius 2.2.3 teorema
‘
ǐs paskutinės lygybės ǐsplaukia savybė (P4). /

Iš teoremoje i
‘
rodytu

‘
savybiu

‘
aǐsku, kad Perono operatorius P dinaminėje sistemoje (X,A, µ, S)

yra kartu ir Markovo operatorius erdvėje L1(X,A, µ).
Sekantis tvirtinimas apibūdina kaip Perono operatorius keičia neneigiamos funkcijos nešėja

‘
.

3.2.2 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema, P - Perono operatorius atitin-
kantis transformacija

‘
S, f ∈ L1, f > 0. Tada teisingi tokie sa

‘
ryšiai:

(a) supp f ⊂ S−1(supp Pf),

(b) Pf(x) = 0 aibėje A ⇔ f(x) = 0 aibėje S−1(A).
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. I. Iš Perono operatoriaus apibrėžimo∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx), A ∈ A.

Arba ∫
X

1IA(x)Pf(x) µ(dx) =
∫
X

1IS−1(A)(x)f(x) µ(dx), A ∈ A.

Jei Pf(x) = 0 aibėje A ǐs integralo savybės (L2) (žr. 2.2.1 teorema
‘
) ir paskutinės lygybės

gauname f(x) = 0 aibėje S−1(A).
Atvirkščiai, jei f(x) = 0 aibėje S−1(A), tai ǐs viršutinės lygybės ir integralo savybės (L2)

ǐsplaukia, kad Pf(x) = 0 b. v. aibėje A, nes Pf(x) > 0 pagal savybe
‘
(P2) (žr. 3.2.1 teorema

‘
).

I
‘
rodėme antra

‘
ji
‘
teoremos tvirtinima

‘
.

Sakykime dabar A = X \supp (Pf). Aǐsku, kad Pf(x) = 0 aibėje A. Iš i
‘
rodytos dalies ǐsplaukia,

kad f(x) = 0 aibėje S−1(A). Vadinasi,

supp f ⊂ X \ S−1(A).

Kadangi
S−1(A) = S−1(X \ supp Pf) = X \ S−1(supp Pf),

tai gauname
supp f ⊂ X \

(
X \ S−1(supp Pf)

)
= S−1(supp Pf). /

Kai imama nebūtinai neneigiama funkcija f(x) ǐs erdvės L1 galima teigti tik tiek

f(x) = 0 visiems S−1(A) ⇒ Pf(x) = 0 visiems x ∈ A.

Atvirkščias teiginys nėra teisingas.
Atskirais atvejais, galime gauti ǐsreikštine

‘
formule

‘
Perono operatoriui rasti. Toliau šiame skyre-

lyje aptarsime tuos atvejus.

I. Sakykime X = [a, b] ⊂ R, A = B, µ = m. Lygybėje apibrėžiančioje Perono operatoriu
‘
(žr.

3.2.4(B) apibrėžima
‘
) pasirinke

‘
A = [a, x], gauname

x∫
a

Pf(y) dy =
∫

S−1([a,x])

f(y) dy.

Kadangi funkcija Pf(x) ∈ L1([a, b],B,m), tai, pasinaudoje
‘

žinoma teorema apie integralo su
kintamu viršutiniu rėžiu ǐsvestine

‘
(žr. pavyzdžiui [4]), ǐs paskutinės lygybės gauname

Pf(x) =
( ∫

S−1([a,x])

f(y) dy

)′
x

b. v. (3.1)

3.2.1 pavyzdys. Sakykime (X,A, µ) = ([0, 1],B,m), o transformacija S apibrėžta lygybe
S(x) = 2xmod 1 = {2x}. Rasime Perono operatoriaus ǐsraǐska

‘
šiuo atveju.
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Iš transformacijos S(t) = {2t} grafiko

ǐsplaukia, kad

S−1([0, x]) =
[
0,

x

2

]⋃[
1
2
,
1
2

+
x

2

]
.

Pagal (3.1) formule
‘
gauname

Pf(x) =

( x
2∫

0

f(y) dy +

x
2 + 1

2∫
1
2

f(y) dy

)′
x

=
1
2

(
f
(x

2

)
+ f

(
x

2
+

1
2

))
,

bet kokiai integruojamai funkcijai f ∈ L1([0, 1],B,m).
Parinkus f0(x) = x
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gauname Pf0(x) = x
2 + 1

4 = f1(x)

Analogǐskai

P 2f0(x) = P (Pf0(x)) =
1
2

(
x

4
+

1
4

)
+

1
2

( x
2 + 1

2

2
+

1
4

)
=

x

4
+

3
8
.

Te
‘
sdami procesa

‘
gautume, kad

Pnf0(x) =
x

2n
+

2n − 1
2n+1
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bet kuriam natūralia
‘
jam n.

Parinkus

f1(x) =
{

1, jei 0 6 x 6 1
2 ,

−1, jei 1
2 6 x 6 1,

gauname
Pf1(x) = 0 visiems x ∈ [0, 1].

Šis atvejis rodo, kad bendru atveju:

Pf(x) = 0 visiems x ∈ A 6⇒ f(x) = 0 visiems x ∈ S−1(A).

Iš tiesu
‘
Pf1(x) = 0 visiems x ∈ [0, 1], nors f1(x) 6= 0 nė vienam x ∈ S−1([0, 1]) = [0, 1].

II. Sakykime X = [a, b] × [c, d] ⊂ R2, A = B, µ = m. Pasirinke
‘
A = [a, x] × [c, d], ǐs lygybės

apibrėžiančios Perono operatoriu
‘
(žr. 3.2.4(B) apibrėžima

‘
) gauname

x∫
a

ds

y∫
c

Pf(s, t) dt =
∫ ∫

S−1([a,x]×[b,y])

f(s, t) dsdt.

Analogǐskai, kaip ir vieno kintamojo atveju ǐs pakutinės lygybės galime ǐsvesti, kad

Pf(x, y) =
∂2

∂y∂x

∫ ∫
S−1([a,x]×[b,y])

f(s, t) dsdt b. v. (3.2)

III. Sakykime vėl X = [a, b], A = B, µ = m. Jei transformacija S : X → X tenkina papildomas
sa

‘
lygas, Perono operatoriaus ǐsraǐska dar paprastesnė. Sakykime S diferencijuojama ir abipus vien-

areikšmė. Jeigu taip yra, tai S monotonǐska. Tegul S didėjanti. Tada S−1([a, x]) = [S−1(a), S−1(x)].
Iš (3.1) formulės gauname

Pf(x) =

( S−1(x)∫
S−1(a)

f(y) dy

)′
x

= f
(
S−1(x)

)(
S−1(x)

)′
x
, b. v.

Jeigu S mažėjanti, tai gaunama analogǐska ǐsraǐska, kuri nuo paskutinės skiriasi tik ženklu.
Vadinasi dinaminėje sistemoje ([a, b],B,m, S), kai S diferencijuojama ir abipus vienareikšmė

Pf(x) = f
(
S−1(x)

)∣∣∣(S−1(x)
)′
x

∣∣∣ b. v. (3.3)

3.2.2 pavyzdys. Sakykime (X,A, µ) = (R,B,m), o transformacija S apibrėžta lygybe
S(x) = ex.

Pagal (3.3) formule
‘

Pf(x) = f(lnx)
∣∣∣∣ 1x
∣∣∣∣ = 1

x
f(lnx).
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Pasirinkus f0(x) = 1
21I[−1,1](x)

gauname

Pf0(x) =
1
x

f0(lnx) =
1
2x

1I[−1,1](lnx) =
1
2x

1I[e−1,e](x).

Lygybe
‘
(3.3) galima apibendrinti. Ta

‘
atliksime sekančiose dviejose teoremose.
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3.2.3 teorma. Sakykime (X,A, µ, S) – dinaminė sistema, f ∈ L1 ∩ L∞ t. y. f aprėžta
integruojama funkcija. Tada bet kuriai A ∈ A∫

S−1(A)

f(S(x))µ(dx) =
∫
A

f(x)µS−1(dx) =
∫
A

f(x)J−1(x) µ(dx),

čia µS−1 matas, kuriam
µS−1(B) = µ

(
S−1(B)

)
visoms B ∈ A, o J−1(x) yra mato µS−1 tankis µ aťzvilgiu, t. y.

µS−1(B) =
∫
B

J−1(x)µ(dx)

visoms B ∈ A.

Kadangi S nesinguliari, tai pagal Radono–Nikodimo teorema
‘
(žr. 2.2.2 teorema

‘
) tankis J−1(x)

paminėtas teoremos formuluotėje egzistuoja.
Kai S yra erdvės Rl abipus vienareikšmė diferencijuojama transformacija, J−1(x) yra kintamu

‘
ju

‘
keitimo determinantas. Būtent

J−1(x) =
∣∣∣∣dS−1(x)

dx

∣∣∣∣.
. Pradžioje imkime f(x) = 1IB(x), kur B ∈ A. Tada

f(S(x)) = 1IB(S(x)) = 1IS−1(B)(x).

Vadinasi,∫
S−1(A)

f(S(x))µ(dx) =
∫
X

1IS−1(A)(x)1IS−1(B)(x) µ(dx) = µ
(
S−1(A) ∩ S−1(B)

)
= µ

(
S−1(A ∩B)

)
.

Analogǐskai∫
A

f(x)µS−1(dx) =
∫
X

1IA(x)1IB(x)µS−1(dx) = µS−1(A ∩B) = µ
(
S−1(A ∩B)

)
.

Pagaliau ∫
A

f(x)J−1(x) µ(dx) =
∫
X

1IA(x)1IB(x)J−1(x) µ(dx) =
∫

A∩B

J−1(x) µ(dx)

= µS−1(A ∩B) = µ
(
S−1(A ∩B)

)
.

Iš gautu
‘
ju

‘
lygybiu

‘
nesunku pastebėti, kad teorema teisinga funkcijoms 1IB(x), B ∈ A.

Iš Lebego integralo savybės (L3) (žr. 2.2.1 teorema
‘
) ǐsplaukia, kad teoremos tvirtinimas teisingas

visoms paprastoioms funkcijos, t. y. funkcijoms turinčioms pavidala
‘

f(x) =
r∑

i=1

λi1IBi
(x),

kur Bi ∈ A, λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , r.
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Jei f(x) bet kokia aprėžta integruojama funkcija, tai egzistuoja paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
seka fn(x),

kuriai:
fn(x) −→

n→∞
f(x) b. v. ir |fn(x)| 6 |f(x)|.

Kadangi sekos funkcijoms fn(x) teoremos tvirtinimas teisingas, tai pasinaudojus integralo savybe
(L4) gauname, kad teorema teisinga bet kokiai f ∈ L1 ∩ L∞.

/

3.2.4 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) dinaminė sistema, S : X → X abipus vienareikšmė
nesinguliari transformacija, P – Perono operatorius, atitinkantis transformacija

‘
S. Tada

bet kokiai funkcijai f ∈ L1 ∩ L∞

Pf(x) = f
(
S−1(x)

)
J−1(x), (3.4)

kur J−1(x) kaip ir ankstesnėje teoremoje yra mato µS−1 tankis µ aťzvilgiu, t. y.

µ
(
S−1(B)

)
=
∫
B

J−1(x) µ(dx), B ∈ A.

. Iš Perono operatoriaus apibrėžimo∫
A

Pf(x)µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x)µ(dx)

visoms A ∈ A.
Iš 3.2.3 teoremos∫

S−1(A)

f(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f
(
S(S−1(x)

)
µ(dx) =

∫
A

f
(
S−1(x)

)
J−1(x) µ(dx).

Vadinasi, ∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫
A

f
(
S−1(x)

)
J−1(x) µ(dx)

visoms A ∈ A. Iš 2.2.3 teoremos ǐsplaukia, kad

Pf(x) = f
(
S−1(x)

)
J−1(x) b. v. /

3. 3
Kupmano
operatoriai

3.3.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) dinaminė sistema. Operatorius U :
L∞(X,A, µ) → L∞(X,A, µ) tenkinantis lygybe

‘

Uf(x) = f(S(x))

vadinamas Kupmano operatoriumi.

Iš transformacijos S nesinguliarumo ǐsplaukia operatoriaus U apibrėžimo korektǐskumas. Galima
parodyti, kad:

f1(x) = f2(x) b. v. ⇒ f1(S(x)) = f2(S(x)) b. v.

3.3.1 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) – dinaminė sistema, U : L∞(X,A, µ) →
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L∞(X,A, µ) – Kupmano operatorius, atitinkantis transformacija
‘

S, o P : L1(X,A, µ) →
L1(X,A, µ) – Perono operatorius, atitinkantis transformacija

‘
S. Tada teisingi tokie tvirtin-

imai:
(K1) Visoms f1, f2 ∈ L∞ ir visiems λ1, λ2 ∈ R

U(λ1f1 + λ2f2) = λ1Uf1 + λ2Uf2.

(K2) Visoms f ∈ L∞

‖Uf‖L∞ 6 ‖f‖L∞ .

(K3) Visoms f ∈ L1, g ∈ L∞

< Pf, g >=< f, Ug > .

. I. Nesunku pastebėti, kad

U(λ1f1 + λ2f2)(x) = (λ1f1 + λ2f2)(S(x)) = λ1f1(S(x)) + λ2f2(S(x)) = λ1U(f1(x)) + λ2Uf2(x).

Taigi savybė (K1) teisinga.

II. Kadangi
‖f‖L∞ = inf{c : |f(x)| 6 c b. v. },

tai
|f(x)| 6 ‖f‖L∞ b. v.

Todėl ∣∣f(S(x))
∣∣ 6 ‖f‖L∞ b. v.

Arba ∣∣Uf(x)
∣∣ 6 ‖f‖L∞ b. v.

Paskutinė nelygybė rodo, kad
‖Uf‖L∞ 6 ‖f‖L∞ .

III. Sakykime pradžioje g = 1IA, A ∈ A. Tada

< Pf, g > =
∫
X

Pf(x)1IA(x) µ(dx) =
∫
A

Pf(x)µ(dx)

< f, Ug > =
∫
X

f(x)U1IA(x) µ(dx) =
∫
X

f(x)1IA(S(x))µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx).

Tačiau ∫
A

Pf(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx)

pagal Perono operatoriaus paibrėžima
‘
3.2.4(B). Vadinasi,

< Pf, 1IA >=< f, U1IA >

visoms f ∈ L1.
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Kai g paprasta funkcija, t. y.

g =
m∑

i=1

λ11IAi
, Ai ∈ A,

pasinaudoje
‘
i
‘
rodyta dalimi ir integralo savybe (L3) ǐs teoremos 2.2.1, gauname

< Pf, g > =
〈
Pf,

m∑
i=1

λi1IAi

〉
=
∫
X

Pf(x)
m∑

i=1

λi1IAi(x)µ(dx)

=
m∑

i=1

λi

∫
X

Pf(x)1IAi
(x) µ(dx) =

m∑
i=1

λi < Pf, 1IAi
>=

m∑
i=1

λi < f, U1IAi
>

=
m∑

i=1

λi

∫
X

f(x)U1IAi
(x) µ(dx) =

∫
X

f(x)
m∑

i=1

λiU1IAi
(x) µ(dx)

=
∫
X

f(x)U
m∑

i=1

λi1IAi(x) µ(dx) =
∫
X

f(x)Ug(x) µ(dx) =< f, Ug > .

Jeigu g bet kokia funkcija ǐs erdvės L∞, tai egzistuoja paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
seka gn(x), kuriai:

gn(x) −→
n→∞

g(x) b. v. , |gn(x)| 6 |g(x)|.

Pagal i
‘
rodyta

‘
dali

‘
< Pf, gn >=< f, Ugn >

visoms f ∈ L1 ir visiems n.
Iš Lebego integralo savybės (L4) gauname

< Pf, g > =
∫
X

Pf(x)g(x) µ(dx) = lim
n→∞

∫
X

Pf(x)gn(x) µ(dx)

= lim
n→∞

< Pf, gn >= lim
n→∞

< f, Ugn >= lim
n→∞

∫
X

f(x)Ugn(x)µ(dx)

=
∫
X

f(x)Ug(x)µ(dx) =< f, Ug >,

nes ∣∣Pf(x)gn(x)
∣∣ 6 ∣∣Pf(x)

∣∣|g(x)| 6 ‖g‖L∞ |Pf(x)| ∈ L1,∣∣f(x)Ugn(x)
∣∣ = ∣∣f(x)gn(S(x))

∣∣ 6 |f(x)|
∣∣g(S(x))

∣∣ 6 ‖g‖L∞ |f(x)| ∈ L1

ir
lim

n→∞
Ugn(x) = lim

n→∞
gn(S(x)) = g(S(x)) = Ug(x) b. v.

Taigi savybė (K3) teisinga visoms funkcijoms f ∈ L1 ir g ∈ L∞. /

Naudojant Kupmano operatoriaus savybes galima gauti ryši
‘
tarp seku

‘
fn silpno konvergavimo

ir Pfn silpno konvergavimo. Apie tai sekantis tvirtinimas.

3.3.2 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) – dinaminė sistema, o P – Perono operatorius
atitinkantis transformacija

‘
S. Jei seka fn ∈ L1 silpnai konverguoja i

‘
f ∈ L1, tai Pfn

silpnai konverguoja i
‘

Pf .
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. Sakykime fn −→
n→∞

f silpnai. Iš 2.5.2 apibrėžimo

< fn, g > −→
n→∞

< f, g >

visoms g ∈ L∞.
Iš šio sa

‘
ryšio ir savybės (K3) bet kuriai funkcijai g ∈ L∞ gauname

lim
n→∞

< Pfn, g >= lim
n→∞

< fn, Ug >=< f, Ug >=< Pf, g > .

Pagal minėta
‘
2.5.2 apibrėžima

‘
Pfn −→

n→∞
Pf silpnai. /
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IV
DINAMINIU

‘
SISTEMU

‘
TRANSFORMACIJU

‘
RŪŠYS

4. 1
Mata

‘
ǐssaugančios

transformacijos

4.1.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) – dinaminė sistema. S vadinama ǐssaugančia
mata

‘
, jeigu

µ
(
S−1(A)

)
= µ(A)

visoms A ∈ A.

Paskutinė lygybė priklauso nuo S ir nuo µ. S vadinama ǐssaugančia mata
‘

µ, o µ vadinamas
invariantiniu S atžvilgiu. Bet kuri mata

‘
ǐssauganti transformacija yra nesinguliari. Iš tiesu

‘
jei µ(A) =

0, tai ǐs užrašytos lygybės ǐsplaukia µ
(
S−1(A)

)
= 0.

Sekanti teorema rodo, kaip pasinaudojant Perono operatoriumi galima nesunkiai nustatyti ar
transformacija S ǐssaugo mata

‘
.

4.1.1 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) – dinaminė sistema, P – Perono operatorius atitin-
kantis transformacija

‘
S. Tegul be to f ∈ L1(X,A, µ), f > 0,

µf (A) =
∫
A

f(x) µ(dx).

Matas µf yra invariantinis S aťzvilgiu tada ir tik tada kai f yra nejudantis operatoriaus P
taškas.

. Sakykime matas µf invariantinis S atžvilgiu. Iš apibrėžimo

µf (A) = µf

(
S−1(A)

)
visoms A ∈ A.

Vadinasi, ∫
A

f(x) µ(dx) =
∫

S−1(A)

f(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
Iš Perono operatoriaus apibėžimo (žr. 3.2.4 apibrėžima

‘
)∫

S−1(A)

f(x)µ(dx) =
∫
A

Pf(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
Iš dvieju

‘
paskutiniu

‘
lygybiu

‘
gauname, kad∫

A

f(x) µ(dx) =
∫
A

Pf(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
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Pagal 2.2.3 teorema
‘
Pf = f b. v. Taigi f yra nejudamas operatoriaus P taškas.

Sakykime dabar, kad f nejudantis P taškas. Tada Pf = f b. v. Iš Perono operatoriaus apibrėžimo∫
S−1(A)

f(x) µ(dx) =
∫
A

Pf(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
Kadangi Pf = f b. v. , tai ∫

A

Pf(x) µ(dx) =
∫
A

f(x) µ(dx)

visoms A ∈ A.
Vadinasi, ∫

S−1(A)

f(x) µ(dx) =
∫
A

f(x)µ(dx)

visoms A ∈ A. Arba µf

(
S−1(A)

)
= µf (A), kai A ∈ A. Taigi µf yra invariantinis S atžvilgiu.

/

4.1.1. ǐsvada. Dinaminės sistemos (X,A, µ, S) transformacija S ǐssaugo mata
‘

µ tada ir
tik tada, kai P1I = 1I b. v.

4.1.1 pavyzdys. Nustatysime ar dinaminės sistemos
(
[0, 1],B,m, S

)
transformacija S(x) =

rx(mod 1) = {rx} ǐssaugo Lebego mata
‘

m. Čia r ∈ N, r > 2 fiksuotas skaičius.

. Pradžioje rasime Perono operatoriu
‘
transformacijai S(t) = {rt}:



46 DINAMINĖS EILUTĖS

Iš (3.1) lygybės turime

Pf(x) =

( ∫
S−1([0,x])

f(y) dy

)′
x

b. v.

Kadangi

S−1
(
[0, x]

)
=
[
0,

x

r

]
∪
[1
r
,
1
r

+
x

r

]
∪ . . . ∪

[r − 1
r

,
r − 1

r
+

x

r

]
=

r−1⋃
i=0

[ i

r
,
i

r
+

x

r

]
visiems x ∈ [0, 1], tai

Pf(x) =

(
r−1∑
i=0

i
r +x/r∫

i
r

f(y) dy

)′
x

=
1
r

r−1∑
i=0

f

(
i

r
+

x

r

)
b. v.

Vadinasi, visiems x ∈ [0, 1]

P1I(x) =
1
r

r−1∑
i=0

1I
(

i

r
+

x

r

)
=

r

r
= 1.

Kadangi P1I(x) = 1I(x), tai S ǐssaugo Lebego mata
‘
m pagal 4.1.1 ǐsvada

‘
.

/

4.1.2 pavyzdys. Nustatysime ar dinaminėje sistemoje
(
[0, 1],B,m, S

)
transformacija

S(x) = 4x(1 − x) ǐssaugo Lebego mata
‘

m. Po to nustatysime ar transformacija S ǐssaugo
mata

‘
µ apibrėžta

‘
lygybe

µ(A) =
∫
A

dx

π
√

x(1− x)
, A ∈ B

(
[0, 1]

)
.

. Transformacijos S(t) = 4t(1− t) grafikas
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Išsprende
‘
lygti

‘
4t(1− t) = x, gauname

t1 =
1
2
− 1

2
√

1− x, t2 =
1
2

+
1
2
√

1− x

visiems x ∈ [0, 1].
Vadinasi,

S−1
(
[0, x]

)
=
[
0,

1
2
− 1

2
√

1− x

]⋃[
1
2

+
1
2
√

1− x, 1
]
.

Iš (3.1) formulės

Pf(x) =

( ∫
S−1([0,x])

f(y) dy

)′
x

=

( 1
2−

1
2

√
1−x∫

0

f(y) dy +

1∫
1
2+ 1

2

√
1−x

f(y) dy

)′
x

=
(

f

(
1
2
− 1

2
√

1− x

)
+ f

(
1
2

+
1
2
√

1− x

))
1

4
√

1− x
b. v.

Aǐsku, kad

P1I(x) =
1

2
√

1− x

visiems x ∈ [0, 1].
Pagal 4.1.1 ǐsvada

‘
transformacija S neǐssaugo Lebego mato m.

Antra vertus

P

(
1

π
√

x(1− x)

)

=

(
1

π
√

( 1
2 −

1
2

√
1− x)( 1

2 + 1
2

√
1− x)

+
1

π
√

( 1
2 + 1

2

√
1− x)( 1

2 −
1
2

√
1− x)

)
1

4
√

1− x

=
(

2
π
√

x
+

2
π
√

x

)
1

4
√

1− x
=

1
π
√

x(1− x)

visiems x ∈ (0, 1).
Iš teoremos 4.1.1 ǐsplaukia, kad transformacija S ǐssaugo mata

‘
µ.

/

4.1.3 pavyzdys (Kepėjo transformacija). Nustatysime ar erdvės
(
[0, 1]2,B,m

)
transforma-

cija

S(x, y) =

{(
2x, y

2

)
, jei 0 6 x < 1

2 , 0 6 y 6 1,(
2x− 1, 1

2y + 1
2

)
, jei 1

2 6 x 6 1, 0 6 y 6 1

ǐssaugo Lebego mata
‘

m.
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. Transformacijos S veikima
‘
galima pavaizduoti brėžiniu.

Iš brėžinio nesunku pastebėti,kad transformcijos veikimas panašus i
‘
tešlos minkyma

‘
. Rasime šios

transformacijos Perono operatoriu
‘
. Iš (3.2.) formulės turime

Pf(x, y) =
∂2

∂x∂y

( ∫ ∫
S−1([0,x]×[0,y])

f(s, t) dsdt

)
b. v.

Rasime S−1
(
[0, x]× [0, y]

)
. Sakykime pradžioje 0 6 x < 1, 0 6 y < 1

2

Šiuo atveju

S−1
(
[0, x]× [0, y]

)
=
[
0,

x

2

]
× [0, 2y].

Vadinasi,

Pf(x, y) =
∂2

∂x∂y

( x/2∫
0

ds

2y∫
0

f(s, t) dt

)
= f

(x

2
, 2y
)
.
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Kai 0 6 x < 1, 1
2 6 y < 1 ǐs brėžinio

matosi, kad

S−1
(
[0, x]× [0, y]

)
=
[
0,

x

2

]
× [0, 1] ∪

[1
2
,
1
2

+
x

2

]
× [0, 2y − 1].

Taigi šiuo atveju

Pf(x, y) =
∂2

∂x∂y

( x
2∫

0

ds

1∫
0

f(s, t) dt +

1
2+ x

2∫
1
2

ds

2y−1∫
0

f(s, t) dt

)

=
∂

∂y

(
1
2

1∫
0

f

(
x

2
, t

)
dt +

1
2

2y−1∫
0

f

(
1
2

+
x

2
, t

)
dt

)
= f

(
1
2

+
x

2
, 2y − 1

)
.

Iš mūsu
‘
paskaičiavimu

‘
galima teigti, kad b. v.

Pf(x, y) =

{
f
(

x
2 , 2y

)
, jei 0 6 x < 1, 0 6 y < 1

2 ,

f
(

1
2 + x

2 , 2y − 1
)
, jei 0 6 x < 1, 1

2 6 y < 1,

Kadangi P1I(x, y) = 1 b. v. , tai ǐs 4.1.1 ǐsvados ǐsplaukia, kad kepėjo transformacija S ǐssaugo
Lebego mata

‘
m

/

4.1.4 pavyzdys (Anosovo difeomorfizmas). Nustatysime ar erdvės
(
[0, 1]2,B,m) transfor-

macija

S(x, y) = (x + y, x + 2y) mod 1 =
(
{x + y}, {x + 2y}

)
ǐssaugo Lebego mata

‘
m.



50 DINAMINĖS EILUTĖS

. Transformacijos S veikima
‘
parodo brėžinys

Rasime šios transformacijos Perono operatoriu
‘
. Kadangi transformacija S(x, y) beveik visiems

(x, y) abipus vienareikšmė, tai pagal (3.4) lygybe
‘

Pf(x, y) = f
(
S−1(x, y)

)
J−1(x, y) b. v.

bet kuriai integruojamai erdvėje
(
[0, 1]2,B,m

)
funkcijai f(x, y).

Kai 0 < x < 1, x < y < min{2x, 1} (balta zona)

S−1(x, y) = (2x− y, y − x).

Kai 0 < x < 1
2 , 2x < y < 1 (zona zu žvaigždutėmis)

S−1(x, y) = (2x− y + 1, y − x).

Kai 0 < y < 1, y < x < y+1
2 (vertikaliai užbrūkšniuota zona)

S−1(x, y) = (2x− y, y − x + 1).

Pagaliau, kai 1
2 < x < 1, 0 < y < 2x− 1 (horizontaliai užbrūkšniuota zona)

S−1(x, y) = (2x− y − 1, y − x + 1).

Vadinasi, visais atvejais

S−1(x, y) = (2x− y, y − x) mod 1 =
(
{2x− y}, {y − x}

)
, b. v.
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Kadangi

J−1(x, y) =
∣∣∣∣ 2 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 1,

tai
Pf(x, y) = f

(
{2x− y}, {y − x}

)
b. v.

Vadinasi, P1I(x, y) = 1 beveik visiems (x, y) ∈ [0, 1]2. Taigi Anosovo difeomorfizmas ǐssaugo
Lebego mata

‘
m.

/

4. 2
Ergodinės
transformacijos

4.2.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) dinaminė sistema. Aibė A ∈ A vadinama in-
variantine transformacijos S aťzvilgiu, jeigu S−1(A) = A.

Jeigu A yra transformacijos S invariantinė aibė, tai transformacija
‘
S galima nagrinėti atskirai

aibėse A ir X \A. Iš tiesu
‘
, jei x ∈ A, tai visi trajektorijos

x, S(x), S2(x), . . . , Sn(x), . . .

nariai irgi priklauso aibei A. O jeigu x ∈ X \A, tai Sn(x) ∈ X \A visiems natūraliesiems n.
Invariantiniu

‘
aibiu

‘
egzistavimas matosi ǐs sekančio pavyzdžio. Sakykime erdvėje(

{1, 2, . . . , 2N}, {visi poaibiai}, {aibės elementu
‘
skaičius}

)
apibrėžta transformacija S:

S(k) =

 k + 2, k = 1, 2, . . . , 2(N − 1),
1, k = 2N − 1,
2, k = 2N .

Aibės A = {1, 3, 5, . . . , 2N − 1} ir X \A = {2, 4, 6, . . . , 2N} yra invariantinės S atvžvilgiu, nes ǐs
brėžinio

matosi, kad
S−1(A) = {1, 3, 5, . . . , 2N − 1} = A,

S−1(X \A) = X \A.

4.2.2 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema. Transformacija S vadinama
ergodine, jeigu bet kuriai invariantinei S aťzvilgiu aibei A arba µ(A) = 0, arba µ(X \A) = 0.
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Aibės A ∈ A kurioms µ(A) = 0 arba µ(X \ A) vadinamos trivialiomis erdvės (X,A, µ) aibėmis.
Vadinasi, transformacija

‘
S vadiname ergodine, jeigu visos S atžvilgiu invariantinės aibės yra trivialios.

Iš apibrėžimo aǐsku, kad ergodine
‘
transformacija

‘
S būtina nagrinėti visoje erdvėje X, nes ši trans-

formacija ,,sumaǐso“ visus X elementus. Jeigu S nėra ergodinė, kartais galima pasiekti S ergodǐskuma
‘

siaurinant erdve
‘
. Nagrinėtame pavyzdyje S nėra ergodinė visoje X, tačiau nesunku pastebėti S er-

godǐskuma
‘
aibėse A ir X \A.

Ergodinės transformacijos turi keleta
‘
i
‘
domiu

‘
savybiu

‘
. Apie jas sekančios teoremos.

4.2.1 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema. S ergodinė tada ir tik tada,
jeigu bet kuriai ǐsmatuojamai funkcijai f : (X,A, µ) → (R,B):

f(S(x)) = f(x) b. v. ⇒ f(x) = c b. v.

. I. Sakykime pradžioje S ergodinė. I
‘
rodysime

f(S(x)) = f(x) b. v. ⇒ f(x) = c b. v.

Sakykime priešingai, egzistuoja kažkokia nelygi b. v. konstantai funkcija f(x), tenkinanti lygybe
‘

f(S(x)) = f(x) b. v.

Kadangi f(x) nėra lygi konstantai (b. v. ), tai egzistuoja realus skaičius r, kuriam aibės

A = {x : f(x) 6 r}, B = {x : f(x) > r}
turi teigiamus matus.

Antra vertus, aibės A ir B invariantinės, nes

S−1(A) = {x : S(x) ∈ A} = {x : f(S(x)) 6 r} = {x : f(x) 6 r} = A,

S−1(B) = {x : S(x) ∈ B} = {x : f(S(x)) > r} = {x : f(x) > r} = B.

Taigi aibės A ir B invariantinės, turinčios teigiamus matus. Vadinasi, S nėra ergodinė transfor-
macija. Gautasis prieštaravimas i

‘
rodo teoremos sa

‘
lygos būtinuma

‘
.

II. Sakykime dabar bet kuriai ǐsmatuojamai funkcijai f : X → R
f(S(x)) = f(x) b. v. ⇒ f(x) = c b. v.

I
‘
rodysime, kad S ergodinė transformacija.

Vėl sakykime priešingai: S nėra ergodinė. Tada egzistuoja invariantinė, netriviali aibė A ∈ A.
Pasirinkime f = 1IA. Kadangi A nėra triviali, tai f nėra konstanta. Tačiau

f(S(x)) = 1IA(S(x)) =
{

1, jei S(x) ∈ A,
0, jei S(x) 6∈ A. =

{
1, x ∈ S−1(A) = A,
0, x 6∈ S−1(A) = A.

=
{

1, jei x ∈ A,
0, jei x 6∈ A. = 1IA(x) = f(x).

Gautasis prieštaravimas prielaidai i
‘
rodo transformacijos S ergodǐskuma

‘
.

/

4.2.1 ǐsvada. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema, U - transformacijos S Kupmano
operatorius. Transformacija S yra ergodinė tada ir tik tada, kai bet kuris nejudamas opera-
toriaus U taškas yra pastovi funkcija, t. y.

Uf(x) = f(x) ⇒ f(x) = c.

4.2.2 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema, P - transformacijos S Perono
operatorius. Jei S ergodinė transformacija, tai egzistuoja daugiausiai vienas operatoriaus P
stacionarus tankis f∗.

Atvirkščiai, jei egzistuoja vienintelis operatoriaus P stacionarus tankis f∗ ir f∗(x) > 0
b. v. , tai S yra ergodinė transformacija.
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. I. Pradžioje i
‘
rodysime pirma

‘
ja

‘
teoremos dali

‘
. Sakykime S yra ergodinė erdvės

(X,A, µ) transformacija, tačiau egzistuoja du skirtingi operatoriaus P stacionarūs tankiai f1 ir f2.
Pažymime g = f1 − f2.

Kadangi P tiesinis (žr. (P1) savybe
‘
ǐs 3.2.1 teoremos), tai

Pg = P (f1 − f2) = Pf1 − Pf2 = f1 − f2 = g.

Vadinasi, g yra nejudamas operatoriaus P taškas. Bet kuris Perono operatorius kartu yra ir
Markovo operatorius erdvėje L1(X,A, µ). Iš 3.1.3 teoremos turime, kad

Pg+ = g+, Pg− = g−.

Tegul
A = supp g+ = {x : g+(x) > 0} = {x : f1(x) > f2(x)},

B = supp g− = {x : g−(x) > 0} = {x : f1(x) < f2(x)}.

Aibės A ir B nesikerta. Kadangi f1 ir f2 yra ne tik skirtingos funkcijos, bet ir skirtingi tankiai,
tai aibės A ir B turi teigiamus matus.

Iš 3.2.2 teoremos ǐsplaukia, kad

supp g+ ⊂ S−1(supp Pg+),

supp g− ⊂ S−1(supp Pg−).

Vadinasi,
A ⊂ S−1(A), B ⊂ S−1(B).

Kadangi aibės A ir B nesikerta, tai aibės S−1(A) ir S−1(B) irgi nesikerta. Dar karta
‘
pasinaudoje

‘
3.2.2 teorema gauname

S−1(A) = S−1(supp g+) ⊂ S−1
(
S−1(supp Pg+)

)
= S−1

(
S−1(supp g+)

)
= S−1

(
S−1(A)

)
= S−2(A).

Analogǐskai
S−1(B) ⊂ S−2(B).

Kadangi aibės S−1(A) ir S−1(B) nesikerta, tai aibės S−2(A) ir S−2(B) irgi nesikerta.
Te

‘
sdami procesa

‘
gausime:

A ⊂ S−1(A) ⊂ S−2(A) ⊂ . . . ⊂ S−n(A),

B ⊂ S−1(B) ⊂ S−2(B) ⊂ . . . ⊂ S−n(B)

ir aibės S−n(A), S−n(B) nesikerta bet kuriems natūraliems n.
Apibrėžkime

A∗ =
∞⋃

n=0

S−n(A), B∗ =
∞⋃

n=0

S−n(B).

Aibės A∗, B∗ nesikerta. Be to šios aibės invariantinės, nes

S−1(A∗) = S−1
(
A ∪ S−1(A) ∪ S−2(A) ∪ . . .

)
= S−1(A) ∪ S−2(A) ∪ . . .

= A ∪ S−1(A) ∪ S−2(A) ∪ . . . = A∗,

S−1(B∗) = S−1
(
B ∪ S−1(B) ∪ S−2(B) ∪ . . .

)
= S−1(B) ∪ S−2(B) ∪ . . .

= B ∪ S−1(B) ∪ S−2(B) ∪ . . . = B∗,

Pagaliau, abės A∗, B∗ turi teigiamus matus, nes tokius matus turi aibės A ir B.
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Gavome, kad egzistuoja dvi invariantinės, nesikertančios aibės, turinčios teigiamus matus. Va-
dinasi, S nėra ergodinė transformacija. Gautasis prieštaravimas prielaidai rodo, kad ergodinės trans-
formacijos Perono operatorius gali turėti daugiausiai viena

‘
stacionaru

‘
tanki

‘
.

II. I
‘
rodysime antra

‘
ja

‘
teoremos dali

‘
. Sakykime f∗ > 0 (b. v. ) yra vienintelis tankis tenkinantis

lygybe
‘
Pf∗ = f∗, tačiau S nėra ergodinė. Tada egzistuoja netriviali aibė A, kuriai

S−1(A) = A.

Imdami B = X \A, gausime
S−1(B) = B.

Aǐsku, kad
f∗ = 1IAf∗ + 1IBf∗.

Iš Perono operatoriaus P tiesǐskumo (žr. 3.2.1 teorema
‘
) ir lygybės Pf∗ = f∗ gauname

1IAf∗ + 1IBf∗ = P (1IAf∗) + P (1IBf∗).

Funkcija 1IBf∗ lygi 0 aibėje X \ B = A = S−1(A). Vadinasi (žr. 3.2.2 teorema
‘
), P (1IBf∗) = 0

aibėje A = X \B. Analogǐskai P (1IAf∗) = 0 aibėje B = X \A. Taigi, ǐs paskutinės lygybės ǐsplaukia

1IAf∗ = P (1IAf∗), 1IBf∗ = P (1IBf∗).

Kadangi f∗ > 0 b. v. , tai ‖1IAf∗‖ > 0 ir ‖1IBf∗‖ > 0.
Apibrėže

‘
funkcijas

fA =
1IAf∗
‖1IAf∗‖

, fB =
1IBf∗
‖1IBf∗‖

,

ir dar karta
‘
pasinaudoje

‘
P tiesǐskumu gauname

PfA =
1

‖1IAf∗‖
P (1IAf∗) =

1IAf∗
‖1IAf∗‖

= fA,

PfB = fB .

Vadinasi egzistuoja du stacionarūs operatoriaus P tankiai fA ir fB . Gautasis prieštaravimas
antros teoremos dalies i

‘
rodymo prielaidai, parodo S ergodǐskuma

‘
.

/

Jeigu S yra ergodinė erdvės (X,A, µ) transformacija, tai ji ,,judina “ visas šios erdvės aibes
A ∈ A. Natūraliai kyla klausimas apie tokios transformacijos trajektoriju

‘
elgesi

‘
. Pasirodo, ergodinės

transformacijos atveju trajektorijos
x, S(x), S2(x), . . .

ǐs tiesu
‘
turi tam tikru

‘
specialiu

‘
savybiu

‘
. Apie jas toliau.

4.2.3 teorema (Birkofo-Chinčino). Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema, S - trans-
formacija ǐssauganti mata

‘
µ, f ∈ L1(X,A, µ). Tada egzistuoja f∗ ∈ L1(X,A, µ), kuriai

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
= f∗(x) b. v.

Suformuluota
‘
teorema

‘
galima i

‘
rodyti remiantis knygoje [5] 438-439 puslapiuose pateikta i

‘
rodymo

schema. Mes apsiribosime dvieju
‘
funkcijos f∗(x), pasirodančios teoremos formuluotėje, savybiu

‘
nus-

tatymu.
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I. Beveik visur f∗(S(x)) = f∗(x).

. Iš teoremos b. v. x gauname:

f∗(S(x)) = lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(S(x))

)
= lim

n→∞

1
n

n∑
j=1

f
(
Sj(x)

)
= lim

n→∞

(
1
n

n∑
j=0

f
(
Sj(x)

)
− 1

n
f(x)

)
= lim

n→∞

n + 1
n

1
n + 1

n∑
j=0

f
(
Sj(x)

)
= f∗(x). /

II. Jei µ(X) < ∞ ir f ∈ L1 ∩ L∞, tai∫
X

f(x) µ(dx) =
∫

f∗(x) µ(dx).

. Kadangi S ǐssaugo mata
‘
, tai ǐs 3.2.3 teoremos gauname∫

X

f(x) µ(dx) =
∫

X

f(x) µS−1(dx) =
∫

S−1(X)

f(S(x))µ(dx) =
∫
X

f(S(x))µ(dx).

Analogǐskai∫
X

f(S(x))µ(dx) =
∫

X

f(S(x))µS−1(dx) =
∫

S−1(X)

f
(
S2(x)

)
µ(dx) =

∫
X

f
(
S2(x)

)
µ(dx).

Te
‘
sdami gauname, kad ∫

X

f(x)µ(dx) =
∫
X

f
(
Sk(x)

)
µ(dx)

visiems k = 0, 1, 2, . . ..
Vadinasi, visiems natūraliems n

∫
X

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
µ(dx) =

1
n

n−1∑
k=0

∫
X

f
(
Sk(x)

)
µ(dx) =

∫
X

f(x) µ(dx).

Kadangi
1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
∈ L1

tai, pasinaudoje
‘
integralo (L4) savybe (žr. 2.2.1 teorema

‘
), gauname

lim
n→∞

∫
X

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
µ(dx) =

∫
X

f∗(x) µ(dx).

Vadinasi, ∫
X

f(x)µ(dx) =
∫
X

f∗(x) µ(dx). /
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4.2.4 teorema. Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema su mata
‘

ǐssaugančia ergodine
transformacija. Tada bet kuriai integruojamai funkcijai f ∈ L1(X,A, µ)

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
=

1
µ(X)

∫
X

f(y) µ(dy) b. v.

Iš paskutinės teoremos matosi, kad ergodinės transformacijos atveju funkcijos f vidurkis sudary-
tas pagal trajektorija

‘
x, S(x), S2(x), . . . beveik visur lygus tos pačios funkcijos f vidurkiui pagal visa

‘
erdve

‘
X.

. Funkcija f∗(x) atsirandanti teoremoje 4.2.3 tenkina lygybe
‘

f∗(S(x)) = f∗(x) b. v.

Kadangi S ergodinė, tai ǐs 4.2.1 teoremos ǐsplaukia, kad f∗(x) beveik visiems x lygi konstantai.
Tegul f∗(x) = f∗ b. v. Tada ∫

X

f∗(x)µ(dx) = f∗
∫
X

µ(dx) = f∗µ(X).

Kadangi ∫
X

f∗(x)µ(dx) =
∫
X

f(x) µ(dx),

tai
f∗(x) = f∗ =

1
µ(X)

∫
X

f(y) µ(dy) b. v.

I
‘
state

‘
gauta

‘
ǐsraǐska

‘
i
‘
4.2.3 teoremos lygybe

‘
, gauname

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f
(
Sk(x)

)
=

1
µ(X)

∫
X

f(y) µ(dy) b. v. /

4.2.5 teorema (Puankarė teoerema). Sakykime (X,A, µ, S) - dinaminė sistema su mata
‘

ǐssaugančia ergodine transformacija, o µ(X) < ∞. Tada

1
n

n−1∑
k=0

Sk(x)∈A

1 −→
n→∞

µ(A)
µ(X)

b. v.

Pagal teorema
‘

trajektorijos x, S(x), S2(x), . . . , Sn(x) elementai pakliūna i
‘

aibe
‘

A vidutinǐskai
µ(A)
µ(X)n kartu

‘
, kai n pakankamai didelis.

. 4.2.4 teoremoje imdami f = 1IA, gauname

1
n

n−1∑
k=0

Sk(x)∈A

1 =
1
n

n−1∑
k=0

1IA
(
Sk(x)

)
−→

n→∞

1
µ(X)

∫
X

1IA(y) µ(dy) =
µ(A)
µ(X)

. /
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Iš paskutinės teoremos ǐsplaukia, kad esant ergodinei transformacijai S, beveik visiems x bet
kuria

‘
teigiamo mato aibe

‘
A trajektorijos x, .S(x), S2(x), . . . elementai aplanko be galo daug kartu

‘
.

4. 3
Sumaǐsančios ir
užpildančios
transformacijos

4.3.1 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) - tikimybinė erdvė, o S : X → X šios erdvės mata
‘

ǐssauganti transformacija. S vadinama sumaǐsančia transformacija, arba sumaǐsymu, jeigu,

lim
n→∞

µ
(
A ∩ S−n(B)

)
= µ(A)µ(B)

visoms A,B ∈ A.

4.3.1 lema. Sumaǐsanti transformacija yra ergodinė.

. Sakykime S yra sumaǐsanti erdvės (X,A, µ) transformacija, o B ∈ A šios transformacijos invari-
antinė aibė, t. y. B = S−1(B).

Tada
S−2(B) = S−1

(
S−1(B)

)
= S−1(B) = B,

S−n(B) = S−1
(
S−(n−1)(B)

)
= . . . = S−1(B) = B.

visiems natūraliems n. Imkime A = X \B. Gauname

µ
(
A ∩ S−n(B)

)
= µ(A ∩B) = µ(X \B ∩ B) = 0.

Kadangi S sumaǐsanti transformacija, tai

lim
n→∞

µ
(
A ∩ S−n(B)

)
= µ(A)µ(B) = µ(B)(1− µ(B)).

Vadinasi,
(1− µ(B))µ(B) = 0.

Taigi µ(B) = 0 arba µ(B) = 1. Vadinasi, bet kuri invariantinė transformacijos S aibė yra triviali.
Tai rodo transformacijos S ergodǐskuma

‘
.

/

4.3.2 apibrėžimas. Sakykime (X,A, µ) - tikimybinė erdvė, o S : X → X yra šios erdvės
mata

‘
ǐssauganti transformacija tenkinanti sa

‘
lyga

‘
: S(A) ∈ A visoms A ∈ A. Jei

lim
n→∞

µ
(
Sn(A)

)
= 1

visoms A ∈ A, kurioms µ(A) > 0, tai S vadinama užpildančia transformacija.

Nesunku pastebėti, kad nė viena abipus vienareikšmė mata
‘
ǐssauganti transformacija negali būti

užpildanti. Iš tiesu
‘
, jei S yra tokia, tai

µ
(
S(A)

)
= µ

(
S−1(S(A))

)
= µ(A),

µ
(
S2(A)

)
= µ

(
S−1(S2(A))

)
= µ(S(A)) = µ(A),

. . . . . . . . . . . .

µ
(
Sn(A)

)
= µ(A)

visiems natūraliems n.
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Galima i
‘
rodyti, kad bet kuri užpildanti transformacija yra sumaǐsanti. Tiesioginis šio fakto

i
‘
rodymas gana sudėtingas. Tačiau ǐs sekančio skyrelio rezultatu

‘
jis lengvai gaunamas. Vadinasi,

tikimybinėje erdvėje turime

S užpildanti ⇒ S sumaǐsanti ⇒ S ergodinė.

Užpildančios, sumaǐsančios ir ergodinės transformacijos yra pagrindinės mata
‘
ǐssaugančiu

‘
trans-

formaciju
‘
rūšys. Kaip atskirti šias transformacijas viena

‘
nuo kitos naudojant Perono ir Kupmano

operatorius parodysime sekančiame skyriuje. Koks šiu
‘

skirstingu
‘

rūšiu
‘

transformaciju
‘

geometrinis
veikimas galime pamatyti ǐs toliau pateiktu

‘
pavyzdžiu

‘
.

4.3.1 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 1]2,B,m

)
nagrinėjame transformacija

‘
S(x, y)

=
(
{x +

√
2}, {y +

√
3}
)
.

Kadangi S−1(x, y) =
(
{x−

√
2}, {y −

√
3}
)

b. v. , tai naudodami (3.4) formule
‘
gauname

Pf(x, y) = f
(
S−1(x, y)

)
J−1(x, y) = f

(
{x−

√
2}, {y −

√
3}
)
.

Vadinasi, P1I(x, y) = 1 b. v. Taigi transformacija S ǐssaugo mata
‘
. Naudojant sekančio skyriaus

rezultatus galima parodyti, kad S ergodinė, bet nėra sumaǐsanti. Geometrinis šios transformacijos
veikimo vaizdas toks:
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4.3.2 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 1]2,B,m

)
nagrinėjame kepėjo transformacija

‘

S(x, y) =

{(
2x, y

2

)
, jei 0 6 x < 1

2 , 0 6 y 6 1,(
2x− 1, 1

2y + 1
2

)
, jei 1

2 6 x 6 1, 0 6 y 6 1

Buvo parodyta (žr. 4.1.3 pavyzdi
‘
), kad ši transformacija ǐssaugo erdvės mata

‘
m. Naudojant

sekančio skyrelio rezultatus galime parodyti, kad S sumaǐsanti, bet nėra tiksli, (bent jau dėl to, kad
S abipus vienareikšmė). Geometrini

‘
šios transformacijos veikima

‘
rodo piešinys

4.3.3 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 1]2,B,m

)
nagrinėjame transformacija

‘

S(x, y) =
(
{3x + y}, {x + 3y}

)
.

Apskaičiavus Perono operatoriu
‘
ir pritaikius sekančio skyrelio rezultatus galim parodyti, kad ši

transformacija S yra užpildanti ervdėje
(
[0, 1]2,B,m

)
. Geometrǐskai šios transformacijos veikimas



60 DINAMINĖS EILUTĖS

maždaug toks
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V
OPERATORIU

‘
TAIKYMAS

TRANSFORMACIJU
‘

TYRIMUI

5. 1
Pagrindinės
transformaciju

‘
klasifikavimo

teoremos

Ankstesniame skyriuje buvo ǐsskirtos pagrindiniu
‘

mata
‘

ǐssaugančiu
‘

transformaciju
‘

rūšys. Er-
godinės, sumaǐsančios ir užpildančios transformacijos skirtingai veikia σ-algebros aibes. Nustatyti
konkrečia

‘
transformacijos rūši

‘
pagal apibrėžima

‘
gana sunku. Šiame skyriuje nurodysime būda

‘
, kaip

nustatyti transformacijos rūši
‘
naudojant su ja susijusius operatorius.

5.1.1 teorema. Sakykime (X,A, µ) – tikimybinė erdvė, S : X → X mata
‘

ǐssauganti
transformacija, o P – šios transformacijos Perono operatorius. Teisingi tokie teiginiai

(a) S ergodinė ⇔ Pnf → 1 Čezaro prasme visoms f ∈ D.

(b) S sumaǐsanti ⇔ Pnf → 1 silpnai visoms f ∈ D.

(c) S užpildanti ⇔ Pnf → 1 stipriai visoms f ∈ D.

Pasinaudoje
‘
funkciju

‘
seku

‘
konvergavimo apibrėžimais galime i

‘
rodyti tokia

‘
ekvivalenčia

‘
teorema

‘
.

5.1.2 teorema. Sakykime (X,A, µ) – tikimybinė erdvė, S : X → X mata
‘

ǐssauganti
transformacija, o P – šios transformacijos Perono operatorius. Tada:

(a)∗ S ergodinė ⇔ lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< P kf, g >=< f, 1 >< 1, g >, visoms f ∈ L1,

g ∈ L∞.

(b)∗ S sumaǐsanti ⇔ lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g >, visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.

(c)∗ S užpildanti ⇔ lim
n→∞

‖Pnf− < f, 1 > ‖ = 0.

. Parodysime, pavyzdžiui tvirtinimu
‘
(b) ir (b)∗ ekvivalentuma

‘
.

I. Sakykime pradžioje tenkinama teiginio (b) sa
‘
lyga, t. y. Pnf → 1 silpnai visoms f ∈ D. Pagal

2.5.2 apibrėžima
‘

lim
n→∞

< Pnf, g >=< 1, g >

visiems tankiams f ∈ D ir visoms g ∈ L∞.
Kadangi < f, 1 >= 1 kiekvienam tankiui f ∈ D, tai

lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g >

visiems f ∈ D ir visoms g ∈ L∞.
Sakykime dabar f ∈ L1(X,A, µ), f > 0. Tada f/ < f, 1 >∈ D. Pritaike

‘
pakutine

‘
lygybe

‘
funkcijai f/ < f, 1 > gauname

lim
n→∞

〈
Pn f

< f, 1 >

〉
=
〈 f

< f, 1 >
, 1
〉

< 1, g >

visiems f > 0, f ∈ L1 ir visoms g ∈ L∞.
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Operatorius P , taigi ir operatorius Pn yra tiesiniai (žr. 3.2.1 teorema
‘
).

Vadinasi, ǐs paskutinės lygybės ǐsplaukia, kad

lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f > 0, f ∈ L1, g ∈ L∞.
Pasirinke

‘
f ∈ L1(X,A, µ) ir pritaike

‘
paskutine

‘
lygybe

‘
atskirai funkcijoms f+ ir f−, gauname

lim
n→∞

< Pnf, g > = lim
n→∞

< Pn(f+ − f−), g >= lim
n→∞

< Pnf+, g > − lim
n→∞

< Pnf−, g >

=< f+, 1 >< 1, g > − < f−, 1 >< 1, g >

=
(

< f+, 1 > − < f−, 1 >
)

< 1, g >=< f, 1 >< 1, g > .

Taigi

lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.
Gavome teiginio (b)∗ sa

‘
lyga

‘
.

II. Sakykime patenkinta teiginio (b)∗ sa
‘
lyga, t. y.

lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.
Pasirinkime f ∈ D. Kadangi šiuo atveju

< f, 1 >=
∫
X

f µ(dx) = 1,

tai

lim
n→∞

< Pnf, g >=< 1, g >

visoms f ∈ D, g ∈ L∞. Pagal silpno konvergavimo apibrėžima
‘
(žr. 2.5.2 apibrėžima

‘
) gauname, kad

Pnf → 1 silpnai visoms f ∈ D. Taigi patenkinta teiginio (b) sa
‘
lyga.

Analogǐskai samprotaujant nesunku parodyti, kad (a) ⇔ (a)∗ ir (c) ⇔ (c)∗. /

5.1.1 ǐsvada. Sakykime (X,A, µ) – tikimybinė erdvė, S : X → X mata
‘

ǐssauganti trans-
formacija, U – jos Kupmano operatorius. Tada:

(a)∗∗ S ergodinė ⇔ lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< f,Ukg >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ L1,

g ∈ L∞.

(b)∗∗ S sumaǐsanti ⇔ lim
n→∞

< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.

Paskutinė ǐsvada ǐsplaukia ǐs 5.1.2 teoremos ir Kupmano operatoriaus savybės (K3) (žr. 3.3.1
teorema

‘
).

Naudojant analogǐska
‘
metoda

‘
, kaip i

‘
rodant 5.1.2 teorema

‘
galime gauti sekančius tvirtinimus.
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5.1.3 teorema. Sakykime (X,A, µ) – tikimybinė erdvė, S : X → X mata
‘
ǐssauganti trans-

formacija, P – šios transformacijos Perono operatorius, p > 1 –fiksuotas realus skaičius,
1
p + 1

p′ = 1. Tada

(a)ˆ S ergodinė ⇔ lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< P kf, g >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ Lp, g ∈ Lp′ .

(b)ˆ S sumaǐsanti ⇔ lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ Lp, g ∈ Lp′ .

(c)ˆ S užpildanti ⇔ lim
n→∞

‖Pnf− < f, 1 > ‖Lp = 0 visoms f ∈ Lp.

5.1.2 ǐsvada. Sakykime (X,A, µ) – tikimybinė erdvė, S : X → X mata
‘

ǐssauganti trans-
formacija, U – šios transformacijos Kupmano operatorius, p > 1 fiksuotas realus skaičius,
1
p + 1

p′ = 1. Tada:

(a)˜ S ergodinė ⇔ lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< f, Ukg >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ Lp,

g ∈ Lp′ .

(b)˜ S sumaǐsanti ⇔ lim
n→∞

< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g > visoms f ∈ Lp, g ∈ Lp′ .

Norint nustatyti transformacijos rūši
‘

suformuluotu
‘

teoremu
‘

pagalba nebūtina tikrinti teiginiu
‘

sa
‘
lygas visoms f ∈ Lp, g ∈ Lp′ . Pakanka nagrinėti tiesǐskai tankius erdviu

‘
Lp ir Lp′ poaibius. Tai

ǐsplaukia ǐs 2.5.3 apibrėžimo ir 2.5.1, 2.5.2 teoremu
‘
.

5. 2
5. 1. 2 teoremos
i
‘
rodymas

Šiame skyrelyje i
‘
rodysime teorema

‘
5.1.2. Teoremos 5.1.3 i

‘
rodymas analogǐskas, bet sudėtingesnis

technǐskai. I
‘
rodyma

‘
skaidysime i

‘
keleta

‘
daliu

‘
.

I. Sakykime patenkinta (a)∗ sa
‘
lyga, t. y.

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< P kf, g >=< f, 1 >< 1, g > (5.1)

visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.
I
‘
rodysime, kad S yra ergodinė transformacija. Sakykime A ∈ A yra invariantinė transformacijos

S atžvilgiu. Šitai aibei
S−1(A) = A, 0 6 µ(A) 6 1.

Kadangi S ǐssaugo mata
‘
, tai bet kuriai B ∈ A∫

B

P1IA µ(dx) =
∫

S−1(B)

1IA µ(dx) = µ
(
A ∩ S−1(B)

)
= µ

(
S−1(A) ∩ S−1(B)

)
= µ

(
S−1(A ∩B)

)
= µ(A ∩B),∫

B

1IA µ(dx) = µ(A ∩B).

Iš gautu
‘
lygybiu

‘
ir 2.2.3 teoremos gauname, kad P1IA = 1IA b. v.
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Vadinasi, (5.1) lygybės kairė pusė funkcijai f = 1IA lygi

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< P kf, g >= lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< 1IA, g >=< 1IA, g > .

Taigi, bet kuriai g ∈ L∞

< 1IA, g >= µ(A) < 1, g > .

Pasirinke
‘
g = 1IX\A, gauname

µ(A ∩ X \A) = µ(A)(1− µ(A)).

Vadinasi, µ(A)(1− µ(A)) = 0 bet kuriai transformacijos S invariantinei aibei A. Taigi bet kuri
transformacijos S invariantinė aibė yra triviali, S yra ergodinė.

II. Sakykime S yra ergodinė tikimybinės erdvės (X,A, µ) transformacija. I
‘
rodysime (5.1)

lygybe
‘
. Kadangi erdvė (X,A, µ) tikimybinė, tai bet kuri g ∈ L∞ yra integruojama. Iš Birkofo-

Chinčino teoremos (žr. 4.2.4 teorema
‘
) ǐsplaukia, kad

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

g
(
Sk(x)

)
=
∫
X

g(y) µ(dy) =< 1, g > b. v.

Pasirinkus f ∈ L1 gauname

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f(x)g
(
Sk(x)

)
=< 1, g > f(x) b. v.

Iš integralo savybiu
‘
(L3) ir (L4) (žr. 2.2.1 teorema

‘
) ǐsplaukia, kad

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

∫
X

f(x)g
(
Sk(x)

)
µ(dx) =< f, 1 >< 1, g > .

Kadangi ∫
X

f(x)g
(
Sk(x)

)
µ(dx) =

∫
X

f(x)Uk
(
g(x)

)
µ(dx) =< f, Ukg >

Bet kokiam k = 0, 1, . . ., tai

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

< f, Ukg >=< f, 1 >< 1, g > .

Pasinaudoje
‘
Kupmano operatoriaus savybe (K3) ǐs 3.3.1 teoremos, gauname (5.1) lygybe

‘
.

III. Sakykime S sumaǐsanti transformacija. I
‘
rodysime, kad

lim
n→∞

< Pnf, g >=< f, 1 >< 1, g > (5.2)

visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.
Pagal sumaǐsančios transformacijos apibrėžima

‘

lim
n→∞

µ
(
A ∩ S−n(B)

)
= µ(A)µ(B), A, B ∈ A.
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Vadinasi,

lim
n→∞

∫
X

1IA(x)1IB
(
Sn(x)

)
µ(dx) =

∫
X

1IA(x) µ(dx)
∫
X

1IB(x) µ(dx).

Pasinaudojus Kupmano operatoriaus apibrėžimu (žr. 3.3.1 apibrėžima
‘
) gauname

lim
n→∞

< 1IA, Un1IB >=< 1IA, 1 >< 1, 1IB > .

Kadangi Kupmano operatorius jungtinis Perono operatoriui (savybė (K3) ǐs 3.3.1 teoremos), tai

lim
n→∞

< Pn1IA, 1IB >=< 1IA, 1 >< 1, 1IB > .

Kadangi Perono operatorius tiesinis, tai pasinaudojus integralo savybe (L3) ǐs 2.2.1 teoremos,
gauname, kad paprastosioms funkcijoms

f =
∑
i∈I

λi1IAi
, g =

∑
j∈J

σj1IBj

lim
n→∞

< Pnf, g > = lim
n→∞

〈
Pn
∑
i∈I

λi1IAi
,
∑
j∈J

σj1IBj

〉
= lim

n→∞

〈∑
i∈I

λiP
n1IAi ,

∑
j∈J

σj1IBj

〉
=
∑
i∈I

∑
j∈J

λiσj lim
n→∞

< Pn1IAi1IBj >

=
∑
i∈I

λiσj < 1IAi
, 1 >< 1, 1IBj

>=
∑
i∈I

λi < 1IAi
, 1 >

∑
j∈J

σj < 1, 1IBj
>

=
〈∑

i∈I

λi1IAi , 1
〉〈

1,
∑
j∈J

σj1IBj

〉
=< f, 1 >< 1, g > .

Sakykime dabar f ∈ L1, o g ∈ L∞. Pasirinkime ε > 0. Funkcijai g ∈ L∞ galima surasti
paprastu

‘
ju

‘
funkciju

‘
seka

‘
{gk}, kuriai

‖g − gk‖L∞ < ε

visiems k > K.
Funkcijai f ∈ L1, galima surasti paprastu

‘
ju

‘
funkciju

‘
seka

‘
{fk}, kuriai

‖f − fk‖ < ε

visiems k > K.
Aǐsku, kad∣∣ < Pnf, g > − < f, 1 >< 1, g >

∣∣ 6 ∣∣ < Pnf, g > − < Pnfk, gk >
∣∣

+
∣∣ < Pnfk, gk > − < fk, 1 >< 1, gk >

∣∣
+
∣∣ < fk, 1 >< 1, gk > − < f, 1 >< 1, g >

∣∣.
Kai k > K, pasinaudoje

‘
Markovo operatoriaus savybe (M4), gauname∣∣ < Pnf, g > − < Pnfk, gk >
∣∣ 6 ∣∣ < Pnf, g > − < Pnfk, g >

∣∣+ ∣∣ < Pnfk, g > − < Pnfk, gk >
∣∣

=
∣∣ < Pn(f − fk), g >

∣∣+ ∣∣ < Pnfk, g − gk >
∣∣

6 ‖g‖L∞
∥∥Pn(f − fk)

∥∥+ ‖Pnfk‖ ‖g − gk‖L∞

6 ‖g‖L∞
∥∥f − fk

∥∥+ ‖fk‖‖g − gk‖L∞ 6 ε
(
‖g‖L∞ + ‖fk‖

)
6 ε
(
‖g‖L∞ + ‖fk − f‖+ ‖f‖

)
6 ε
(
‖g‖L∞ + ‖f‖+ ε

)
.
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Analogǐskai visiems k > K∣∣ < fk, 1 < 1, gk > − < f, 1 >< 1, g >
∣∣ 6 ∣∣ < fk, 1 >< 1, gk > − < fk, 1 >< 1, g >

∣∣
+
∣∣ < fk, 1 >< 1, g > − < f, 1 >< 1, g >

∣∣
=
∣∣ < fk, 1 >< 1, gk − g >

∣∣+ ∣∣ < fk − f, 1 >< 1, g >
∣∣

6 ‖fk‖ ‖1‖L∞‖1‖ ‖gk − g‖L∞ + ‖fk − f‖ ‖1‖L∞‖1‖ ‖g‖L∞

6 ε‖fk‖+ ε‖g‖L∞ 6 ε
(
‖g‖L∞ + ‖f‖+ ε

)
.

Vadinasi, visiems k > K

lim
n→∞

∣∣ < Pnf, g > − < f, 1 >< 1, g >
∣∣ 6 2ε

(
‖g‖L∞ + ‖f‖+ ε

)
+ lim

n→∞

∣∣ < Pnfk, gk > − < fk, 1 >< 1, gk >
∣∣.

Kadangi fk ir gk yra paprastosios funkcijos, tai pagal i
‘
rodyta

‘
dali

‘
riba esanti dešinėje nelygybės

pusėje lygi 0. Taigi visiems ε > 0

lim
n→∞

∣∣ < Pnf, g > − < f, 1 >< 1, g >
∣∣ 6 2ε

(
‖g‖L∞ + ‖f‖+ ε

)
.

Abiejose nelygybės pusėse perėje
‘

prie ribos kai ε ↓ 0, gauname, kad (5.2) lygybė galioja bet
kokioms funkcijoms f ∈ L1 ir g ∈ L∞.

IV. Sakykime patenkinta teiginio (b)∗ sa
‘
lyga, t. y. (5.2) lygybė teisinga visoms f ∈ L1, g ∈ L∞.

Parodysime, kad transformacija S šiuo atveju yra sumaǐsanti. Pasirinke
‘
f = 1IA, g = 1IB , A,B ∈ A,

gausime
lim

n→∞
< Pn1IA, 1IB >=< 1IA, 1 >< 1, 1IB > .

Iš Kupmano operatoriaus savybės (K3) (žr. 3.3.1 teorema
‘
) ǐsplaukia

lim
n→∞

< 1IA, Un1IB >=< 1IA, 1 >< 1, 1IB > .

Vadinasi,

lim
n→∞

∫
X

1IA(x)Un1IB(x)µ(dx) =
∫
X

1IA(x) µ(dx)
∫
X

1IB(x) µ(dx),

arba
lim

n→∞

∫
X

1IA(x)1IB
(
Sn(x)

)
µ(dx) = µ(A)µ(B).

Taigi
lim

n→∞
µ
(
A ∩ S−n(B)

)
= µ(A)µ(B)

bet kurioms aibėms A,B ∈ A. Gavome, kad transformacija S sumaǐsanti.

V. Pakutinės teoremos dalies tvirtinima
‘
i
‘
rodysime tik i

‘
viena

‘
puse

‘
. Parodysime sa

‘
lygos (c)∗

pakankamuma
‘
. Sa

‘
lygos (c)∗ būtinumo i

‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

Sakykime visoms f ∈ L1

lim
n→∞

‖Pnf− < f, 1 > ‖ = 0

I
‘
rodysime, kad transformacija S šiuo atveju yra užpildanti. Pasirinkime A ∈ A, kuriai µ(A) > 0.

Apibrėžkime funkcija
‘

fA(x) =
1

µ(A)
1IA(x).
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Kadangi funkcija fA ∈ D, tai < fA, 1 >= 1. Vadinasi,

lim
n→∞

‖PnfA − 1‖ = 0.

Pažymėkime

rn = ‖PnfA − 1‖.

Nesunku pastebėti, kad

µ
(
Sn(A)

)
=

∫
Sn(A)

µ(dx) =
∫

Sn(A)

PnfA(x) µ(dx)−
∫

Sn(A)

(
PnfA(x)− 1

)
µ(dx)

>
∫

Sn(A)

PnfA(x) µ(dx)− ‖PnfA − 1‖ =
∫

Sn(A)

PnfA(x)µ(dx)− rn.

Iš Perono operatoriaus apibrėžimo (žr. 3.2.4(B) apibrėžima
‘
) ǐsplaukia, kad bet kuriam natūra-

lia
‘
jam n∫

Sn(A)

PnfA(x) µ(dx) =
∫

Sn(A)

P
(
Pn−1fA(x)

)
µ(dx) =

∫
S−1(Sn(A))

Pn−1
(
fA(x)

)
µ(dx)

=
∫

S−1(Sn(A))

P
(
Pn−2fA(x)

)
µ(dx) =

∫
S−2(Sn(A))

(
Pn−2fA(x)

)
µ(dx)

= . . . =
∫

S−n(Sn(A))

fA(x))
)
µ(dx).

Kadangi A ⊂ S−n(Sn(A)), tai paskutinis integralas lygus 1. Vadinasi,

µ
(
Sn(A)

)
> 1− rn

visiems natūraliems n. Kadangi seka rn nykstanti, tai ǐs paskutinės nelygybės ǐsplaukia kad

lim
n→∞

µ
(
Sn(A)

)
= 1

bet kuriai A ∈ A, µ(A) > 0. Taigi S – užpildanti transformacija.

5. 3
Transformaciju

‘
tyrimo

pavyzdžiai

5.3.1 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 2π],B, m

2π

)
apibrėžta transformacija S(x) = (x + ϕ) mod 2π.

Čia ϕ fiksuotas skaičius, kuriam ϕ/2π yra iracionalus. Parodysim, kad transformacija S
yra ergodinė erdvės

(
[0, 2π],B, m

2π

)
transformacija.
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. Transformacijos S veikima
‘

galima i
‘
sivaizduoti kaip apskritimo tašku

‘
pasukima

‘
kampu ϕ prieš

laikrodžio rodykle
‘
.

Pradžioje rasime šios transformacijos Perono operatoriu
‘
. Pagal apibrėžima

‘∫
A

Pf(x)
m

2π
(dx) =

∫
S−1(A)

f(x)
m

2π
(dx),

∫
A

Pf(y) dy =
∫

S−1(A)

f(y) dy

visoms A ∈ B([0, 2π]).
Sakykime pradžioje 0 < x < 2π − ϕ. Pasirinke

‘
A = [ϕ, ϕ + x], gauname

x+ϕ∫
ϕ

Pf(y) dy =
∫

S−1([ϕ,ϕ+x])

f(y) dy =

x∫
0

f(y) dy.

Vadinasi,
Pf(x + ϕ) = f(x) b. v. ,

kai 0 < x < 2π − ϕ, arba
Pf(x) = f(x− ϕ) b. v.

kai ϕ < x < 2π.
Sakykime dabar 0 < x > ϕ. Pasirinke

‘
A = [0, x], gauname

x∫
0

Pf(y) dy =
∫

S−1([0,x])

f(y) dy.
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Kadangi nagrinėjamu atveju S−1([0, x]) = [2π − ϕ, 2π − ϕ + x], tai

x∫
0

Pf(y) dy =

2π−ϕ+x∫
2π−ϕ

f(y) dy.

Vadinasi,
Pf(x) = f(2π − ϕ + x)

kai 0 < x > ϕ.
Taigi,

Pf(x) =
{

f(2π − ϕ + x), kai 0 < x > ϕ,
f(x− ϕ), kai ϕ < x < 2π.

Kadangi P1I = 1 b. v. , tai transformacija S ǐssaugo mata
‘

m
2π . Vadinasi, ergodǐskumui patikrinti

galime naudoti 5.1 skyrelio teoremas ir ǐsvadas. Pagal 5.1.2 ǐsvada
‘
transformacija S ergodinė tada ir

tik tada, kai

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

< f, U jg >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f, g ∈ L2.
Pasirinkime pradžioje funkcija

‘
g(x) = eikx, kur k ∈ Z \ {0}, o i2 = −1. Aǐsku, kad

U jg(x) = g
(
Sj(x)

)
= eik(x+jϕ),

αn(x) :=
1
n

n−1∑
j=0

U jg(x) =
1
n

n−1∑
j=0

eik(x+jϕ)

=
1
n

eikx
n−1∑
j=0

eikjϕ =
1
n

eikx eikϕn − 1
eikϕ − 1

.

‖αn(x)‖L2 =

( 2π∫
0

∣∣∣∣ 1neikx eikϕn − 1
eikϕ − 1

∣∣∣∣2 dx

2π

)1/2

=
eikϕn − 1

2πn|eikϕ − 1|

2π∫
0

|eikx|2 dx 6
2

n|eikϕ − 1|
−→

n→∞
0.

Antra vertus

< 1, g >=

2π∫
0

eikx dx

2π
=

1
ik

(e2πik − 1) = 0.

Jei g(x) = 1, tai αn(x) ≡ 1 ir

< 1, g >=

2π∫
0

dx

2π
= 1.

Taigi visiems k ∈ Z

∥∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U jeikx− < 1, eikx >

∥∥∥∥
L2

−→
n→∞

0.
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Kadangi U tiesinis operatorius ir

sin kx =
1
2i

(eikx − e−ikx),

tai ∥∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U j sin kx− < 1, sin kx >

∥∥∥∥
L2

=
∥∥∥∥ 1

2i

(
1
n

n−1∑
j=0

U jeikx− < 1, eikx >

)

− 1
2i

(
1
n

n−1∑
j=0

U je−ikx− < 1, e−ikx >

)∥∥∥∥
L2

6
1
2

∥∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U jeikx− < 1, eikx >

∥∥∥∥
L2

+
1
2

∥∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U je−ikx− < 1, e−ikx >

∥∥∥∥
L2

−→
n→∞

0.

Analogǐska
‘
sa

‘
ryši

‘
galime gauti ir funkcijoms cos lx, l ∈ {0} ∪ N. Vadinasi,∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
j=0

U jg− < 1, g >

∥∥∥∥
L2

−→
n→∞

0

visoms funkcijoms g ǐs erdvės L2 poaibio

G =
{

sin kx, cos lx, k, l = 0, 1, 2, . . .
}
.

Poaibis G tiesǐskai tankus (žr. 2.5.4 apibrėžima
‘
) erdvėje L2. Vadinasi,∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
j=0

U jg− < 1, g >

∥∥∥∥
L2

→ 0

visoms g ∈ L2.
Imdami f ∈ L2 ir pasinaudoje

‘
Koši-Helderio nelygybe | < h, r > | 6 ‖h‖L2‖r‖L2 , h ∈ L2, r ∈ L2

gauname∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

< f, U jg > − < f, 1 >< 1, g >

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣〈f,

1
n

n−1∑
j=0

U jg

〉
−
〈
f,< 1, g >

〉∣∣∣∣
=
∣∣∣∣〈f,

1
n

n−1∑
j=0

U jg− < 1, g >

〉∣∣∣∣
6 ‖f‖L2

∥∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U jg− < 1, g >

∥∥∥∥
L2

−→
n→∞

0.

Gavome:

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

< f, U jg >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f, g ∈ L2. Pagal 5.1.2 ǐsvada
‘
transformacija S ergodinė.
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/

5.3.2 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 1]),B,m

)
apibrėžta transformacija S(x) = {rx}, r > 2, r ∈ N

– fiksuotas skaičius. Parodysime, kad S yra užpildanti transformacija.

. Iš 4.1.1 pavyzdžio gauname, kad

Pf(x) =
1
r

r−1∑
i=0

f

(
i

r
+

x

r

)
b. v.

visoms f ∈ L1 ir S ǐssaugo erdvės mata
‘
m. Sakykime f tolydi. Kadangi tolydi intervale [0, 1] funkcija

yra integruojama, tai tokiai funkcijai ǐsraǐskos

Pnf(x) =
1
rn

rn−1∑
i=0

f

(
i

rn
+

x

rn

)

dešinėje pusėje yra f integralinė suma. Vadinasi,

lim
n→∞

Pnf(x) =

1∫
0

f(y) dy

tolygiai pagal x, t. y.

max
x∈[0,1]

∣∣∣∣Pnf(x)−
1∫

0

f(y) dy

∣∣∣∣ −→
n→∞

0.

Tuo pačiu

‖Pnf(x)− < f, 1 > ‖ =

1∫
0

∣∣Pnf(x)− < f, 1 >
∣∣ dx

6 max
x∈[0,1]

∣∣Pnf(x)− < f, 1 >
∣∣ −→

n→∞
0.

Kadangi tolydžiu
‘
funkciju

‘
aibė yra tiesǐskai tanki erdvėje L1 (žr. 2.5 skyriu

‘
), tai

‖Pnf(x)− < f, 1 > ‖ −→
n→∞

0

visoms f ∈ L1.
Iš 5.1.2 teoremos ǐsplaukia, kad S yra užpildanti transformacija.

/

5.3.3 pavyzdys. Erdvėje
(
[0, 1]2,B,m

)
apibrėžta transformacija S(x, y) =

(
{x + y},

{x + 2y}
)
. Parodysime, kad S sumaǐsanti transformacija.

. Ši transformacija, kuri vadinama Anosovo difeomorfizmu, jau buvo nagrinėta 4.1.4 pavyzdyje.
Buvo rastas šios trnasformacijos Perono operatorius ir nustatyta, kad S ǐssaugo mata

‘
m. Pagal 5.1.2

ǐsvada
‘
S sumaǐsanti tada ir tik tada, kai

lim
n→∞

< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f, g ∈ L2.
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Erdvėje L2
(
[(0, 1]2,B,m

)
funkciju

‘
aibė

K =
{

sin 2π(kx + ly), cos 2π(kx + ly), k, l ∈ Z
}

sudaro tiesǐskai tanku
‘
poaibi

‘
.

Imkime
g(x, y) = exp{2πi(kx + ly)}, k, l ∈ Z,

f(x, y) = exp{−2πi(px + qy)}, p, q ∈ Z.

Nesunku pastebėti, kad

Ug(x, y) = g
(
S(x, y)

)
= g
(
{x + y}, {x + 2y}

)
,

U2g(x, y) = g
(
S
(
{x + y}, {x + 2y}

))
= g
(
{2x + 3y}, {3x + 5y}

)
,

U3g(x, y) = g
(
S
(
{2x + 3y}, {3x + 5y}

))
= g
(
{5x + 8y}, {8x + 13y}

)
,

. . . . . . . . .

Ung(x, y) = g
(
{a2n−2x + a2n−1y}, {a2n−1x + a2ny}

)
,

kur {an} yra Fibonačio skaičiu
‘
seka, t. y. seka, turinti savybes:

a0 = a1 = 1, an+1 = an + an−1.

Mūsu
‘
pasirinktoms funkcijoms f(x, y) ir g(x, y)

< f, Ung > =

1∫
0

1∫
0

exp{−2πi(px + qy)} exp{2πi(ka2n−2x + ka2n−1y + la2n−1x + la2ny)} dxdy

=

1∫
0

1∫
0

exp{2πi(ka2n−2 + la2n−1 − p)x + 2πi(ka2n−1 + la2n − q)y} dxdy.

Vadinasi,

< f, Ung >=
{

1, jei (ka2n−2 + la2n−1 − p) = (ka2n−1 + la2n − q) = 0,
0 kitais atvejais.

Parodysime, kad bent vienas ǐs reǐskiniu
‘

ka2n−2 + la2n−1 − p, ka2n−1 + la2n − q (5.3)

nelygus 0 pakankamai dideliems n, jeigu bent vienas ǐs skaičiu
‘
k, l, p, q nelygus 0.

I. Jei k = l = 0, bet p 6= 0 arba q 6= 0, tai akivaizdu, kad bent vienas ǐs reǐskiniu
‘

(5.3)
nelygus 0.

II. Sakykime dabar k 6= 0 arba l 6= 0. Žinoma, kad

lim
n→∞

an = ∞, lim
n→∞

a2n−2

a2n−1
=

2
1 +

√
5
,

todėl

lim
n→∞

(
k

a2n−2

a2n−1
+ l − p

a2n−2

)
=

2k

1 +
√

5
+ l.,
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Jei k 6= 0 arba l 6= 0, tai paskutinis narys nelygus 0. Vadinasi, pakankamai dideliems n

k
a2n−2

a2n−1
+ l − p

a2n−1
6= 0.

Taigi
ka2n−2 + la2n−1 − p 6= 0

pakankamai dideliems n.
Gavome, kad pakankamai dideliems n

ka2n−2 + la2n−1 − p = ka2n−1 + la2n − q = 0

tada ir tik tada, kai k = l = p = q = 0.
Vadinasi,

< f, Ung >=
{

1, jei k = l = p = q = 0,
0 kitais atvejais.

kai n pakankamai didelis.
Antra vertus

< 1, g >=

1∫
0

1∫
0

exp{2πi(kx + ly)} dxdy =
{

1, jei k = l = 0,
0 kitais atvejais.

Analogǐskai

< f, 1 >=

1∫
0

1∫
0

exp{−2πi(px + qy)} dxdy =
{

1, jei p = q = 0,
0 kitais atvejais.

Taigi pakankamai dideliems n

< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g >=
{

1, jei k = l = p = q = 0,
0 kitais atvejais.

Vadinasi,
lim

n→∞
< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g >

visoms funkcijoms turinčioms pavidala
‘

f(x, y) = exp{−2πi(px + qy)}, p, q ∈ Z,

g(x, y) = exp{2πi(kx + ly)}, k, l ∈ Z.

Kadangi U tiesinis operatorius, tai ǐs gautos lygybės ǐsplaukia, kad

lim
n→∞

< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f, g ∈ K ⊂ L2.
Kadangi K tiesǐskai tankus erdvėje L2, tai ǐs paskutinės lygybės ǐsplaukia (žr. 2.5.1 teorema

‘
),

kad
lim

n→∞
< f, Ung >=< f, 1 >< 1, g >

visoms f, g ∈ L2.
Iš 5.1.2 ǐsvados ǐsplaukia, kad Anosovo difeomorfizmas yra sumaǐsanti transformacija.

/
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