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IVADAS

1.1
Populiaciju
kitimas

Zodis ,populiacija ¢ yra kiles i§ lotynisko zodzio ,populus ¢ (,liaudis “, ,zmonés “). Lietuviuy
kalboje jis paprastai reiskia vienos biologinés rusies individu grupe. Taciau mokslo kalboje zodzio
»bopuliacija“ vartosena taip iSsipleté, kad dabar $is Zodis jau gali reiksti bet kokiu objektu (gyvu ar
negyvu) visuma, kuri, laikui bégant kinta, ir kurios kitima norime kiekybiskai isreiksti. Todél mes
galime kalbéti ir apie pauks¢iu, masinu, Siuksliu, pinigu ir, be abejonés, zmoniu populiacija.

Matematikoje skiriami du populiaciju kitimo tipai: tolydusis ir diskretusis. Esant tolydziam
kitimui, populiacijos dydis kei¢iasi nuolat. Diskretu populiaciju kitima galime isivaizduoti kaip
trukciojanti procesa: kazkiek laiko nieko nevyksta, po to biina staigus populiacijos pokytis (peréjima),
po to vél kazkiek laiko nieko nevyksta, po to vél biina pokytis ir t. t. Zinoma ,kazkiek laiko nevyk-
sta ¢ gali trukti ir 100 metuy, ir valanda, ir sekunde, ir milijonine sekundés dali. Pagrindinis popu-
liacijos tyrimo uzdavinys — numatyti, kas su ja atsitiks po tam tikro laikotarpio. Kartais kalbama
apie konkretu laiko tarpa, o kartais apie ilgalaiki populiacijos kitima. Kiekvienu atveju ka nors
pasakyti apie konkrecios populiacijos kitima galima tik nustacius poky¢ius reguliuojancias taisykles.
Jei zinotume, kaip kiekviename peréjime pakinta populiacijos dydis, tai daznai galime suzinoti, kaip
pasikeis populiacija po daugelio peréjimu. Konkrecios populiacijos kitimas gali buti pavaizduotas
ilga skai¢iu virtine, kuria vadinsime populiacijos trajektorija. Schematiskai populiacijos trajektorijos
sudarymas atrodo taip:

Peréjimo Peréjimo Peréjimo Peréjimo

taisykle taisykle taisykle taisykle
o — I1 — To i T3 — 100 - --
Pradiné Pirmoji Antroji Trecioji Simtoji
populiacija karta karta karta karta

Jeigu peréjimo taisyklé visuose peréjimuose yra ta pati S, tai populiacijos trajektorija jgauna
pavidala
o, S(l‘o), Sz(mo)v SS(.’ITO), RS

kur S%(zg) = S(S(z0)), S (zg) = S(S™(x0)).

Aigku, kad tokiu atveju populiacijos trajektorija priklauso nuo pradinés populiacijos o ir nuo
peréjimo taisyklés S. Galime laikyti, kad pradinés populiacijos dydis z( priklauso kazkokiai aibei X.
Tada peréjimo taisyklé S yra funkcija X — X.

Kai kurioms funkcijoms S visoms pradinés populiacijos reikSméms z trajektorijos x,S(x),
S2(x),... elgesys mazdaug vienodas, kitoms funkcijoms S trajektoriju elgesys labai priklauso nuo
pradinés x reiksmés. Naturaliai iskyla uzdavinys issiaiskinti kiek yra x reiksmiu, kuriu trajektorijos
turi tam tikruy savybiu. Tikimybiu teorijos pozitiriu, reikétu rasti x reikSmiu, kuriu trajektorijos turi
specialiu savybiu, mata. Vadinasi, naturalu aibéje X ivesti o algebra A ir mata . Taigi naturalu
nagrinéti S apibrézta iSmatuojamoje erdvéje (X, A, u). Ismatuojama erdve (X, A, 1) kartu su trans-
formacija S : X — X toliau vadinsime dinamine sistema.

Daznai literatiiroje (zr. pavyzdziui [9]) tokios sistemos dar vadinamos diskretaus laiko di-
naminémis sistemomis, siekiant jas atskirti nuo kitu rusiu dinaminiu sistemu. Kadangi kitokiu
dinaminiy sistemu Siame darbe nenagrinésime, tai visada ketverta (X, .4, u,S) vadinsime tiesiog di-
namine sistema.

Toliau pateiksime keleta pavyzdziu susijusiu su populiaciju kitimu. Matysime kaip nuo atvaizdzio
S pavidalo priklauso ivairiu populiaciju trajektorijos.

I. Sakykime naujai atidarytame savartyne yra susikaupe 1000 tonu $iuksliu. Planuojama, kad
savartynas pasipildys po 100 tonu kas ménesi. Rasime kiek Siuksliu savartyne bus po 4 metu.
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Nagrinéjamu atveju zg = 1000, S(x) = 2 + 100. Vadinasi, po 4 mety $iuksliu bus
S48 (20) = 87 (29 + 100) = S*% (29 4+ 200) = S*3 (2o + 300) = ... = zo + 48 - 100 = 5800tonu.

Nesunku pastebéti, kad Siame pavyzdyje esant pradiniam Siuksliu kiekiui xg, po n ménesiu
Siuksliy bus
S™(xg) = xo +n - 100.

Taigi visiems z( trajektorijos

Zo, S($0), 52(1'0), e
létai didéja.
II. Sakykime 1000 Lt padedame i saskaita, kurioje priskai¢iuojama 5% paltkanu (palukanos
skai¢iuojamos karta per metus metu gale). Rasime kiek pinigu saskaitoje bus po 25 metu, jei palukanos
paliekamos saskaitoje.

Nagrinéjamu atveju zg = 1000, S(x) = 1, 05z.
Vadinasi, po 25 metu saskaitoje turésime

5% (xq) = S*(1.05z0) = S?3((1,05)%x0) = ... = (1,05)° - 1000 = 3386, 35Lt.
Nesunku pastebéti, kad siame pavyzdyje esant pradiniam inasui zy, po n mety saskaitoje turésime
S™(xo) = (1,05)"xoLt.

Taigi visiems xg trajektorijos
o, S(l’o), SQ(SL‘()), e
greitai auga.
ITI. Sakykime tvenkinyje norime jveisti upétakiu. Sakykime pradiné populiacijos busena zy =
0,2 (tai reiskia, jog iSnaudota 20% tvenkinio talpos), o populiacijos kitima valdo logistinis atvaizdis

S(z) = 2,5z(1 — x). Rasime kiek upétakiu bus po 10 metu.
Nesunku rasti, kad

Taigi po 10 metu upétakiai uzims 60% tvenkinio talpos.
Pasirenkant ivairias zg reikSmes, galima pastebéti, kad

lim S™(xp) = 0,6.

n—0o0
Taigi visiems zg(xg € (0, 1)) trajektorijos
xg, S(z0), S%(x0), . . .
n-asis narys konverguoja prie 0,6.
IV. Sakykime tiriant tarakonu populiacija paiskéjo, kad ji valdoma logistinio atvaizdzio S(z) =
42(1 — z). Sakykime pradiné tarakonu populiacijos busena zy = 0,2. Rasime tarakonu populiacijos

trajektorija dvideSiméiai metu.
Nesunku surasti, kad
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20 = 0,2, S(zo) = 0, 6400, S%(z0) = 0,9216, S3(z0) = 0, 2890,
S%(z0) = 0,8219, S (z0) = 0, 5854, S8(z0) = 0,9708, 7(3:0) =0,1133,
$8(20) = 0, 0402, $%(z0) = 0,9616, S10(z0) = 0, 1478, S (z0) = 0, 5039,
S'2(z4) = 0,9999, S13(z0) =0,0002,  S(x0) = 0,0010, 515 (z4) = 0,0039,
S16(z4) = 0,0157, S17(xz) = 0,0617,  S'8(x) = 0,2317, 519(z9) = 0,7121,

520(34) = 0,8200.

Galime gauta populiacijos trajektorija pavaizduoti grafiskai

4 - P
x .
A
\ )\ f/ \ “
{ \
r \/V »
[ \ F'Y /
/ / /
\/ /
/ * ‘ \ 4
5 a /
é PR | P Ry T p._a & f’m: 4 i é >
4 1 3 4 5¢ £ &8 3 10 I} /4 6 12 20,

(1.1)

Netikéta, taciau §iuo atveju néra jokios aiskios populiacijos kitimo tendencijos. Nors populiacijos
kitima valdo visiskai tiksli formulé, tac¢iau populiacijos kitimas chaotiskas.

Vykdant skaitinius eksperimentus nesunku isitikinti, kad chaotiska populiacijos trajektorija (1.1)
gaunama beveik visiems xy € [0, 1]. Be to, dar galima pastebeti, kad labai nezymiai pakeic¢iant pradine
zo reikdme trajektorija xo, S(z0), S?(x0), . . . pasikeitia neatpazistamai.

1.2
Tankiu kitimas
dinaminéje sistemoje

I. Kaip matéme praeito skyrelio ketvirtajame pavyzdyje intervalo [0, 1] transformacijos S(z) =
4x(1 — z) beveik visos trajektorijos

o, S(LL'()), SQ(ZEO), e
yra chaotiskos. Iskyla klausimas kaip galima tirti chaotiskas trajektorijas. Juk teiginys, kad trajek-
torijos chaotiskos ne visada mus gali tenkinti. Vienas i§ galimu budu aprasyti chaotiska trajektorija,
tai pasakyti, kaip daznai S™(xg) paklitina i kokia nors intervalo [0, 1] dalj.
Padalinkime intervala [0,1) i m nesikertan¢iu intervalu

1 1 2 -1
[0,1) = [0,) U [) U...u {m,1>.
m m’m m
Sakykime x € [0,1) pradiné bisena, o

Zo, S(l‘o), SQ(Z‘Q), ceey S"(xo)
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pakankamai ilga (n daug didesnis uz m) trajektorijos dalis. Tegul

S|

4 1
fi=—# {Skaiéius indeksu j =1,2,...,n, kuriems S7(x) € [Z ,Z>}, 1=1,2,...,m.
m

Pasirinkus o = /10, n = 5000 ir m = 20 po ilgu ir varginanéiy skai¢iavimu gausime, jog
trajektorijos dazniu f; histograma atrodo taip:

Vv

(1.2)

Kartodami skaitini eksperimenta, kitoms pradinéms biisenoms z, gaunamas analogiskas vaizdas.
Zinome, jeigu biisenai xo, S7(xg) kokiam nors j nepataiko i viena i§ nejudamu tasky 0 ir 3 /4. Labiau
smulkinant intervala [0,1) ir didinant trajektorijos ilgi gaunama histograma vis artimesné tam tikros
tankio funkcijos grafikui.

II. Norint tiksliau nusakyti kaip netvarka gimdanti transformacija S veikia dauguma pradiniu
busenu, reikia nagrinéti ne individualias trajektorijas xq, S(x¢), S%(z0),..., o surasti kaip kei¢iasi
pradinés buisenos skirstinys veikiant transformacijai S. Prielaida, kad pradiné biisena xg pasiskirsciusi
pagal tam tikra désni su tankiu fy(z) panaikina atskiros pradinés biisenos z itaka galutiniam rezul-
tatui.

Sakykime S : [0,1] — [0,1], pradinés biisenos zy € [0,1] skirstinys turi tanki fo(x), o S(zo)
skirstinys turi tanki f;(z). Imkime N pradiniu buiseny

1.2 3
T, T L5 -+ - Ty -

Bet kuriam intervalui Ag C [0, 1]
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Tegul
v} =S(zg), af=8(3), ... af =S(@).

Tada bet kuriam A C [0, 1]

1 & :
/fl(u)du: lim N;HA(I{). (1.4)

N—o0
A

Bet kuriam intervalui A C [0, 1]
e A o z)eSTHA).

Vadinasi, Ta(S(z)) = Tg-1(a)(z). Taigi is (1.4) gauname

N
. 1 ;
[ a= pm > 15 )
A Jj=

Lygybéje (1.3) pasirinke Ay = S71(A), gauname

N —o0

N

o1 ;

fo(u)du = lim ~ E Tg-1(a)(x}).
s-1(a) =1

Is dvieju paskutiniu lygybiu isplaukia rysys tarp tankiu fo(x) ir f1(x). Butent

[hwa= [
A

571(A)

Pasirinkus specialaus pavidalo A = [0, z], gauname

x

[hwa= [ fawdu.

0 S—1([0,z])

arba

beveik visiems z € [0, 1].
Gavome tankio fi(x) israiska tankiu fo(z). Gauta lygybé paprastai uzrasoma pavidalu

f1=Pfo,

kur
Pf(z) = ( f(u) du) (1.5)

x

S=1([a,z])

yra vadinamasis Perono operatorius veikiantis integruojamu funkciju aibéje. Kaip matome Perono
operatoriaus pagalba galime rasti kaip keiciasi buisenu tankiai intervala [0, 1] veikiant transformacija
S.

Pastebésime, kad Perono operatoriaus apibrézimas, savybés ir veikimas bendresniu atveju bus
aptarti 3 skyriuje.
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ITI. Sakykime vél S(z) = 4x(1—=) intervalo [0, 1] transformacija. Issiaiskinsime kaip §i chaosa
gimdanti transformacija kei¢ia pradinés busenos tanki.
Is (1.5) lygybeés galima rasti, kad

pir= s (52 3+ )

(smulkiau zr. 4.1.2 pavyzdi).

Paskutiné formulé leidzia rasti bet kurios tankio funkcijos vaizda veikiant intervala [0,1] at-
vaizdziu S(z) = 4a(1 — z). Sakykime pradinis tankis fo(z) =1, z € [0, 1]. Tada:

1
N

B V2 1 1
frlw) = Ph(z) <\/1+m+¢1_m>'

fi(z) = Pfo(z)

:8\/1—w

Nubrézkime gautu tankiu grafikus

.K/L

THED |

5
x V.

Po ilgu ir varginanéiu skai¢iavimy galima gauti, jog P" fo(x) turi riba. Biitent

P" fo(x) e Y 33(11—:5)'

Gauto ribinio tankio pavidalas paaiskina histograma (1.2).

IV. Sakykime intervalas [0, 1] veikiamas atvaizdziu S(z) = {3z}.
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Transformacijos S(u) grafikas atrodo taip:

Scu)

=
3 3

Nesunku isitikinti, kad daugeliui pradiniu biisenu z¢ trajektorijos xo, S(z0), S?(x¢), . .. yra chao-
tiskos. Ju grafinis vaizdas panaSus i (1.1) grafika. Taciau suskaiCiave ir nubréze trajektorijos
x0,S(z0), S*(x0), - .., S™(x0) histograma, beveik visiems xo € [0,1] gausime vaizda skirtinga nuo
pavaizduoto (1.2) piesinyje. Butent beveik visiems zy dazniu

fi =

1 - —1 2
— # {skaiéius indeksu j = 1,2,...,n, kuriems S’ (zg) € [Z , ! )} 1=1,2,...,m.
n m

grafinis vaizdas mazdaug toks:

i1
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Rasime transformacijos S(xz) = {3z} Perono operatoriu ir paziirésime kaip keiciasi tankiai

veikiant transformacijai .S.
Is S(u) grafiko nesunku rasti, kad

s7(0a) =fog]u[53+5]u [55+3)

visiems z € [0, 1].
Todél i (1.5) formulés

z/3 1/34x/3 2/34+x/3
:< / f(u ) (/f ) du + / f(u)du+ / flu )
S=1([0,2]) 1/3 2/3

=5(@ (573 (5+3))

Pasirinke pradinj tanki fo(z) = 2z, « € [0, 1], gauname:

1/2x 2 2¢ 4 2x 20 2

fl(x)—PfO(x)—3<3+3+3+3+3> —?"‘g,
1 2x g 2x g 4 2x 2 72:5 8
3 3 3 o

2

9 Ty

9+9+3

Ty

2¢ 3" —1
fn(m):an—l(z):37+ 30

Gauty tankiy grafikai atrodo taip:
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Aisku, kad Siuo atveju
lim P"f(x)=1

n—oo

visiems z € [0, 1].

V. 1§ iSnagrinétu pavyzdziu aiskiai matosi, kad yra glaudus rySys tarp atvaizdzio S : [0,1] —
[0, 1] trajektoriju xo, S(z0), S%(x0), - - . elgesio ir tankiu kitimo veikiant transformacijai f. Dar i§nagri-
nésime du pavyzdzius su labai aiSkiu trajektoriju elgesiu. Parodysime, kad ir esant tokiai situacijai
tankiu elgesys suderinamas su trajektoriju elgesiu.

Sakykime S(z) = az, a > 1 yra erdvés R transformacija.
Kadangi

tai

visiems z # 0.
Taigi visos trajektorijos, kokia pradine busena beimtume, pabéga i co.
Antra vertus i$ grafiko

$lu)=du

A

A

ook ko bk L L Lk
Lan ar g 7 L

Y

Sk
b’y

gauname S~1([0,z]) = [0, £]. Todél i§ (1.5) formulés

z/a

Pf<x>=< / f(U)du) ~ [ fwdu=21(2).
z 0

5=1([0,2])
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Taigi: .
Pf@)==f(2).
1 1
P2fo) = P(ps@) = P(11(2)) = L7( %),
P i) = —f(2)
~an’ \an
Bet kuriam [—A, A] € R, turime
A Ala™
lim P f(x)dx = lim / f(z)dx = 0.
—-A —A/am

Taigi bet kurio baigtinio intervalo tankis artéja i 0. Si kart trajektorijos pabéga i begalybe, todél
bet kuris tankis iSnyksta.
Jei S(x) = az, 0 < a < 1 yra erdvés R transformacija tai analogiskai gauname:

lim |S"(z)| =0, visiems 1 € R,

n—oo
bet kokiam intervalui (—g, ) ir bet kuriam tankiui f(x)

e/a™

lim EP"f(;z:) dz = lim / f(z)de = /Oof(x) do = 1.

n—oo n—oo
— —e/am

Taigi Siuo atveju trajektorijos artéja i nuli, o tankiai veikiami transformacijos S koncentruojasi
apie 0.
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11 ,
PAGALBINES SAVOKOS
IR REZULTATAI

Siame skyrelyje isdéstysime apibrézimus ir kai kuriuos rezultatus is tikimybiu teorijos ir funkcinés
analizés. Dauguma Siame skyrelyje pateiktu apibrézimu ir rezultatu galima rasti knygose [1], [2], [3].
Pateikti faktai bus naudojami sekanciuose skyreliuose.

2.1
ISmatuojamos erdves
ir matai

2.1.1 APIBREZIMAS. Aibés X poaibiy sistema A wvadinama o-algebra, kai tenkinamos
salygos:

(a) jei A€ A, tai X\ A€ A,

(b) jei Ay € A, visiems k=1,2,..., tai U A € A,
k=

© XeA '

I sio apibrézimo aisku, kad § € A, nes ) = X \ X. Be to, jei A € A visiems k = 1,2,..., tai
oo
N Ar € A, nes
ki

=1
) Ar = X\ [J X\ 4p).
k=1 k=1

Pagaliau bet kurioms dviems A, B € A skirtumas A\ B € A, nes A\ B=AN (X \ B).

2.1.2 APIBREZIMAS. Funkcija i : A — R apibrézta aibés X poaibiu o-algebroje vadinama
matu, jei tenkinamos sqlygos:

(a)  w@) =0,
(b) w(A) = 0 visoms A € A,
(c) jei Ap € A, wvisiems k=1,2,..., ir A; UA; =0 visiems i # j,

tas

u(k[_] A = i“m’“)'

2.1.3 APIBREZIMAS. Trejetas (X, A, ), kur X yra bet kokia netuséia aibé, A - jos poaibiy
o-algebra, o p - matas, vadinamas ismatuojama erdve. Aibés priklausancios A vadinamos
iSmatuojamomis (nes joms ir tik joms apibréztas matas ).

Aisku, kad trejetas:

X ={x1,29,...,zN},
A = {visi galimi X poaibiai},
wrop(x) =p;, i =1,2,..., N, kur p1,pa,...,py neneigiami skaiciai,
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yra ismatuojamos erdvés pavyzdys. Sioje erdvéje bet kurio poaibio A = {Za,;Tags -+ Ta,} C X
matas lygus ((A) = pa; + Pay + - - + Day-

Aibése X = [0, 1] arba X = R dazniausiai nagrinéjama o-algebra yra Borelio o-algebra B. B yra
maziausia X poaibiu g-algebra, kuriai priklauso visi intervalai. Maziausia o-algebra tai reiskia, kad
bet kuri kita o-algebra turinti visus intervalus turi visas aibes i§ B. Borelio o-algebroje egzistuoja
vienintelis matas p turintis savybe: p([a,b]) = b — a. Sis matas vadinamas Borelio matu ir Zymimas
m.

2.1.4 APIBREZIMAS. I$Smatuojama erdvé (X, A, ) vadinama o-baigtine, jeigu egzistuoja seka
A e A, k=1,2,..., tenkinanti sqlyga:

X = U Ay, w(Ag) < oo wvisiems k.
k=1

Erdve (R, B, m) yra o-baigtiné iSmatuojama erdvé, nes

(@

R=| ][~k k]

k

1
ir

m([—k,k]) =2k < oo visiems k.

2.1.5 APIBREZIMAS. I$matuojama erdvé (X, A, p) vadinama baigtine, jeigu p(X) < oo.
Atskiru atveju, kai p(X) = 1, ismatuojama erdvé vadinama tikimybine.

Toliau visame darbe laikysime, kad visos nagrinéjamos iSmatuojamos erdvés yra o-baigtinés.

Jeigu kokia nors savybeé teisinga visoje iSmatuojamoje erdvéje iSskyrus poaibi, kurio matas lygus
0 sakysime, kad ta savybé teisinga iSmatuojamoje erdvéje beveik visur (b. v. ).

Is mato adityvumo (2.1.2 (c¢)) savybeés i§plaukia mato monotoniskumas, t. y. :

A,Be A, AC B= u(A) < u(B).

> IS tiesu:
w(B) = p(AU (B\ A)) = p(A) + u(B\ A).
Kadangi
uw(B\ A) >0,
tai
u(B) > p(A). a

Vadinasi, jei u(B) =0ir A C B, A € A, tai u(A) = 0. Tadiau sis sarysis galioja tik tada, kai A
iSmatuojama. Tuo atveju, kai u(B) =0, A C B, A & A apie (A) nieko negalime pasakyti.

2.1.6 APIBREZIMAS. I§matuojama erdvé (X, A, u) vadinama pilna, jeigu: pn(B) =0, A C
B=AcA

Be abejo ne visi matai yra pilni. Tac¢iau bet kuriai iSmatuojamai erdvei (X, A, 1) egzistuoja pilna
iSmatuojama erdve (X, A*, u*), kuriai A C A* ir p*(A) = p(A) visoms A € A.
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2.2
Lebego
integralas

2.2.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X,
vadinama ismatuojama, jeigu f~1(

A, ) yra iSmatuojama erdvé. Funkcija f : X — R
) € A visiems intervalams A C R.

Paprasciausia iSmatuojama funkcija f: X — R yra aibés A € A indikatorius

1, z€A,
]IA(”C):{O v A

I$ tiesu, bet kuriam intervalui A

_ A jeil e A
1 _ ) Je )
Iy (A)_{X\A, jei 1 A.

Kadangi A € Air X \ A € A, tai T4(z) iSmatuojama funkcija.
Sakykime f : X = R yra aprézta neneigiama (0 < f(z) < M < oo) iSmatuojama funkcija.
Padalinkime intervala [0, M] i n lygiu daliu. Gausime

i
O=ay<a <...<ap=M, ai:—l, 1 =0,1,...,n.
n
Tegul
Ai:{.’L’: f(x)e[ai,ai+1)}, 1=0,1,...,n— 1.
Aigku, kad A; € A, i=0,1,...,n— 1, nes f yra iSmatuojama. Be to, visiems x
n—1
M
’f(z)—z%aﬂl,qi(z) < -
7=

Vadinasi, bet kuria aprézta neneigiama iSmatuojama funkcija galima kaip norima tiksliai toly-
giai aproksimuoti baigtine indikatoriu tiesine kombinacija. Sis faktas yra esminis Lebego integralo
apibrézime.

Toliau pateikiame keturiu daliu Lebego integralo apibrézima.

2.2.2(1) APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, n) — idmatuojama erdvé, Ay, As, ..., A, € A, A;N
Aj =0, kaii#j, M, X, ..., Ay — realts skaiciai. Funkcijos

n

g(@) = 3 Ny, (=)

i=1

integralu vadiname dyds

[ ot@ntdn) = - x4
X =1

Funkcija g(z) turinti apibrézime nurodyta pavidala daznai vadinama paprastaja.

2.2.2(2) APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, 1) — iSmatuojama erdvé, f : X — R ismatuojama,
neneigiama aprézta funkcija. Tegul g, yra seka paprastuju funkciju tolygiai koverguojanciy
1 f. Tada funkcijos f Lebego integralu vadinamas dydis

[ f@ntdn) = lim [ g.(z)n(da),
X

X
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Riba uzrasyta paskutinéje lygybéje egzistuoja. Be to, §i riba nepriklauso nuo paprastuju funkciju
sekos tolygiai konverguojancios i funkcija f parinkimo.

2.2.2(3) APIBREZIMAS. Tegul (X, A, p) — iSmatuojama erdvé, f : X — R neneigiama
i$matuojama funkcija. Sakykime

_ S fl®), jei0< f(x) <M,
fM(x)_{M, jei f(z) > M.

Funkcijos f Lebego integralu vadiname dydj

[ f@utde) = tim_ [ futontan)

Nesunku pastebéti, kad [ fas(z)u(dz) didéja didéjant M. Vadinasi, paskutingje lygybéje uzra-
X

Syta riba egzistuoja. Deja §i riba kai kurioms funkcijoms f gali buti lygi co

2.2.2(4) APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, p) — iSmatuojama erdvé, o f: X — R — ismatuo-
jama funkcija. Tegul

fH(z) = max(0, f(x)),  f(x) = max(0, —f()).
Jei bent vienas i$ dydzZiy

[rr@utan), [ 5 @)

X X

yra baigtinis, tai funkcijos f Lebego integralu vadiname dydj

/ f(@)u(dz) / Fr@utds) - [ £ (@)u(ds

Jeigu abu minéti dydziai yra baigtiniai, tai tokia iSmatuojama funkcija f vadinama integruojama.
Apibrézimai 2.2.2(1)-2.2.2(4) nusako bet kurios iSmatuojamos funkcijos integrala erdvéje
(X, A, ). Aibéje A € A Lebego integralas apibréziamas lygybe

/f (dx) /f VLA () u(da).

Toliau pateikiame pagrindines Lebego integralo savybes.

2.2.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, u) — ismatuojama erdvé. Teisingi tokie tvirtinimas.
(L1) Jei f,g: X — R yra ismatuojamos, g — integruojama ir | f(z)| < g(x), tai f irgi

integruojama, be to
[ s@mtan)| < [ ateyutas)
X X
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[ 1s@lutdz) =0

tada ir tik tada, kai f(x) =0 b. v.

(L3) Jei f1,f2: X — R integruojamos, tada visiems realiems A1, Ay tiesiné kombi-
nacija A1 f1 + Ao fo irgi integruojama, be to

/(Alfl(l‘)—‘r)\gfg( p(dz) —/\1/f1 p(dx) +)\2/f2 dz).

X

(L2)  Integralas

(L4)  Sakykime: f,g: X — R yra iSmatuojamos funkcijos, fn : X — R idmatuojamy
funkcijy seka, kuriai |fn(x)| < g(x), folx) — f(x) b. v. Jei g yra integruojama,
tai funkcijos fn(x) ir f(x) irgi integruojamos, be to

lim fn u(dx) / f(z

(L5)  Sakykime f, fn : X — R yra ismatuojamos funkcijos, 0 < fi(z) < fa(x) < ...,
fn(x) — f(x) b. v. Tada

lim fn u(dx) / f(z

(L6)  Sakykime f : X — R mtegruojama funkcija, o aibés A; € A, i = 1,2,...,
poromis nesikerta. Tequl A = U A;. Tada

/f (dz) Z/f

7'1A

Toliau keletas pastabu.

I. Is integralo apibrézimo ir pateiktu savybiuy iSplaukia, kad f integruojama tada ir tik tada,
kai | f| integruojama.

> IS tiesu. Jei f integruojama, tai pagal apibrézima 2.2.2(4) fT ir f~ integruojamos. Vadinasi, i3
savybés (L3) turime, kad integralas

[1s@lntdn) = [ (57 @) + £~ @)utdz) / £ @ulde) + [ £ @t
X X X

yra baigtinis. Taigi |f| yra integruojama funkcija.
Jei | f| yra integruojama, tai is iverciu

ir savybeés (L1) isplaukia, kad f*(z) ir f~ () yra integruojamos funkcijos. Vadinasi, pagal apibrézima

2.2.2(4) integralas
f@)pldz) = [ FH@uide) - [ £ (@)p(da
roman - rioma- |

yra baigtinis. Taigi f integruojama. <
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II. Bet kuriai integruojamai funkcijai f(z) egzistuoja paprastuju funkeiju seka

I
fala) =3 Ainla,, ().
=0

(¢ia I, € N, lim I, = 00) turinti savybes:

n—oo

lim fu(@) = f(@) bov., |fu@)] <|f(@)]

n—oo

Is savybeés (L4) gauname

n—oo

X X

i [ . (@)utdn) = [ Fle)n(da),

Vadinasi, norint irodyti kokia nors nauja integralo savybe pakanka ta padaryti paprastosioms
funkcijoms, o po to pereiti prie ribos pagal paprastuju funkciju sekas.

ITI. Sakykime (X, A, p) idmatuojama erdvé, f : X — R neneigiama integruojama funkcija.
Visoms A € A galima apskaic¢iuoti

us() = [ fan(do).
A

Is Lebego integralo savybiu (L1) ir (L6) isplaukia, kad py yra baigtinis matas, t. y. erdvé
(X, A, puy) yra baigtiné iSmatuojama erdvé. Be to, jei p(A) = 0, tai Tu(z)f(z) = 0 b. v. Vadi-
nasi, pagal (L2), p1r(A) = 0. Taigi matas py pasizymi savybe:

H(A) = 0= py(4) = 0.
Vadinasi, kiekviena integruojama neneigiama funkcija apibrézia baigtini mata, turinti uzrasytaja
savybe. Pasirodo yra ir atvirks¢iai — i§ mato turin¢io uzrasyta savybe galima atkurti integruojama
funkcija.
2.2.2 TEOREMA (Radono—Nikodimo). Sakykime (X, A, p) yra ismatuojama erdvé, v — ki-

tas, baigtinis matas, turintis savybe: pu(A) = 0 = v(A) = 0. Tada egzistuoja neneigiama
integruojama funkcija f: X — R, kuriai

v(A) = / f(@)u(de)
A

visoms A € A.
Pastebésime, kad funkcija f(x) teoremoje randama tam tikra prasme vienareikdmiskai.

> Sakykime egzistuoja dvi funkcijos f; : X — R, fo: X — R, kurioms

v(4) = / fi@p(d),  v(4) = / fol)u(dz).
A X

Vadinasi, bet kuriai A € A
/(fl(ﬂ?) — fo(z))p(dx) = 0.

A
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Pasirinkime
Ay ={z: fi(z) > fa()}, Ay ={z: fi(z) < fa(2)}.
Tada
0= [ (@)~ fela))utdo) - [ (fi@) ~ fo(o))n(da)

A1 A2

- /|ﬁ@*b@WW@Z/M@%ﬁ@WWﬁ
X

AjUA;

Is integralo savybes (L2) iSplaukia, kad f1(z) = fao(z) b. v. Taigi gavome, kad funkcijos fi(z) ir
fa(x) gali skirtis tik aibéje turin¢ioje nulini mata.
N
Nagrinédami funkcijos pavidala Radono—Nikodimo teoremoje irodéme toki teigini.

2.2.3 TEOREMA. Jei fy ir fo integruojamos funkcijos ir visoms A € A

/ﬁwm@w=/hmmmx
A A
tai fi(x) = fo(x) b. v.

2.3
Erdve L?

2.3.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, 1) — iSmatuojama erdvé, p — realus skaicius, 1 < p <
00. Aibé visy ismatuojamy funkcijy f : X — R, kurioms

/V@WMMﬁ<w
X

vadinamas LP (X, A, i) erdve.

Daznai vietoje LP(X, A, u) rasysime tiesiog LP, jeigu iSmatuojama erdve (X, A, u) aiski i8 kon-
teksto. Jei p = 1, tai erdvé L1(X, A, u) yra tiesiog integruojamu funkciju erdvé.
Bet kuriam elementui f € LP dydis

nﬂmz(/uuWMMQup
X

Erdvés LP norma turi jprastas normos savybes:

vadinamas elemento f LP-norma.

@)  fller =0 & fx)=0 b.v.,
(b) laflle = ||| fllLe visiems f € LP ir visoms a € R,
) W +gllee <Ifllee + llgllze  visoms f,g € LP.
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Aisku, kad bet kurioms f,g € LP ir bet kuriam realiam «a, af ir f + g priklauso erdvei LP.
Tuo tarpu f - g nebiitinai priklauso LP. Tai galima pastebéti is pavyzdzio. Butent: f(z) = 2~ Y/2 €
LY([0,1], B,m), taciau f?(x) =zt & L1([0,1],B,m). Jei f ir g dvi funkcijos i§ erdvés LP, dydis

T —
X

vadinamas LP atstumu tarp f ir g.

2.3.2 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, 1) - imatuojama erdvé. Erdvé LV (X, A, 1) vadinama
Jungtine ervdei LP(X, A, u), jeigu 1/p+1/p’ = 1.

Jeigu p = 1, paskutinis apibrézimas neturi prasmeés. Erdvei L' jungtiné erdvé sudaryta is visu
iSmatuojamu, beveik visur apréztu funkciju. Si funkciju aibé zymima L>°. Jeigu g € L*°, tai laikome

llgllee = {maziausia konstanta c : |g(z)| < cb. v. }.

Jeigu f € LP, 0 g € L* tada f - ¢ yra integruojama funkcija, o dydis

< fg>= / f(@)g()u(dz)

vadinamas f ir g skaliarine sandauga. Siai sandaugai teisinga Kosi-Helderio nelygybeé:

| <frg > <Ifllzr - llgllLo-

Paskutiné nelygybé teisinga ir tuo atveju, kai f € L', o g € L.
Vietoje normos || f||z: ateityje rasysime tiesiog || f||. Pastebime, kad §i L! norma vietoje trikampio
nelygybés daznai tenkina lygybe. Bitent

If +gll =11+ llgll,  jeif>0,9>0,fgeL"

2.4
ISmatuojamu erdviu
sandauga

2.4.1 APIBREZIMAS. Sakykime Ay, As, ..., A;, bet kokios aibés. Aibiy Ay, As, ..., A; Dekar-
to sandauga vadiname aibe

Ay ><A2X...xAlz{(xl,xg,...,xl): l‘iEAi,i:LQ,...,l}.

Sakykime turime ! iSmatuojamu erdviu (X1, A1, p11), (X2, Ag, p2), ..., (X1, Ay, ). Galima api-
brézti:
X=X; xXogx...x Xy (1)
A — maziausia o-algebra i kurios sudéti ieina visos aibés
Ay X Ay x ... x A, Aie A, Ay e Asy,..., A € Ay; (2)
(A x Ag x ..o x Ap) = (A1) pe(As) ... (A4, (3)
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jeit A; € A;,i=1,2,...,1

Lygybés (1), (2), (3) deja neapibrézia naujos iSmatuojamos erdvés, nes p apibréztas tik spe-
cialios struktiiros aibéms, kurios nesudaro o-algebros. Taciau funkcija p, nusakyta (3) lygybe, galima
pratesti iki mato, apibrézto visose o-algebros A aibése.

2.4.1 TEOREMA. Sakykime (X;, A;.u;), 1 =1,2,...,1, yra iSmatuojamos erdvés, X, A ir p
apibrézti lygybémis (1), (2), (3). Egzistuoja vienintelis funkcijos p praplétimas iki mato u
apibrézto o-algebroje A.

Ismatuojamoji erdve (X, A, u), kurios egzistavima garantuoja paskutiné teorema, vadinama
iSmatuojamu erdviu (X;, A;, i), ¢ = 1,2,...,l, Dekarto sandauga, o matas p vadinamas matu
W1, a2, - . ., iy Dekarto sandauga.

Is (3) lygybés nesunku pastebéti, kad

,U,(Xl X X2 X Xl) = /,Ll(Xl)/,LQ(XQ) .. .,ul(Xl).

Vadinasi, jei iSmatuojamos erdvés (X;, A;, u;) yra baigtinés arba tikimybinés, tai tokia yra ir §iu
erdviu Dekarto sandauga

(XaA7/’[') = >< (XlaAzuul)
1=1
l

Kadangi ismatuojamu erdviy Dekarto sandauga X = X (X, A;, i) vélgi yra ismatuojama
i=1
erdvé, joje egzistuoja Lebego integralas. Sakykime f : X — R. Sios ismatuojamos funkcijos integrala

fymésime
)[f(a:)u(dx)z /// Fer, @, w)p(dzr, dos, . day).

X1><X2><...><Xl

Egzistuoja rysys tarp integralo iSmatuojamu erdviy Dekarto sandaugoje ir tos pacios funkcijos
integraly atskiruose daugikliuose.

2.4.2 TEOREMA (Fubini). Sakykime (XA, p) = (X1, A1, 11) X (X1, A2, p2), f: X - R yra

integruojama p atZvilgiu. Sakykime beveik visiems x1 funkcija f(x1,x2) yra integruojama
o atzvilgiv. Tada funkcija

/f(-rlva)HQ(de)
X

yra integruojama py atzvilgiu ir

[t aantandon) = [ ( [ o enatdr i)
X Xo

X1

Pakutine teorema galima apibendrinti bet kokiam ismatuojamu erdviu skaiciui. Jei (X, A, u) =

(X, Ai, i), tai paskutiné lygybé nusakanti rysj tarp l-maciu ir vienamaciu integralu yra tokia:

i=1
//~-~/f(lfl,@,---7Il)ﬂ(d$1,d$2,---,dxl)

X1 xXoX... X

:/( / (/f(xl,xz,--.,wz)uz(dwl)>m—1(d$l—1)~-~>M1(d331)~

X1 X1 Xy
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I karty sudaugine iSmatuojama erdve (R, B, m) gauname nauja iSmatuojama erdve

(&, B! m') = X (B B,m).

i=1

o-algebra B! vadinama Borelio o-algebra erdvéje R, o matas m! vadinamas Borelio matu erdvéje RY.
Aisku, kad B! yra maziausia o-algebra turinti visus staciakampius

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [al,bl], ai,bi € R.
Taip pat aisku, kad
ml([al,bl] X [ag,bg} X ... X [al,bl]) = (b1 — al)(bg — CLQ) . (bl — CL[)

bet kuriam [-maciui sta¢iakampiui.
Analogiskai | kartu sudaugine erdves ([0, 1], B, m), gauname

l
([0,1]",B",m") = X ([0,1], B,m).

i=1
Abiem atvejais rodikliai virs Borelio o-algebros B ir Borelio mato m paprastai praleidziami, t. y.

rasoma (R!, B, m) vietoje (R!, B!, m!) ir ([0, 1)}, B, m) vietoje ([0, 1]}, B', m!).
Nagrinéjant integrala erdvéje (RY, B, m) vietoje m(dx) paprastai rasoma tiesiog dz, t. y. integralas

/f(x) dx

suprantamas kaip integralas Borelio mato m atzvilgiu.
Borelio mata, nesvarbu kur apibrézta: aibéje R, intervale [0.1], aibéje R! ar staciakampyije [0, 1],
galima praplésti iki pilno mato. Sis naujas pilnas Borelio matas vadinamas Lebego matu.

2.5
Funkciju seku
konvergavimas

2.5.1 APIBREZIMAS. Funkcijy seka f, € LP, 1 < p < 0o, vadinama konverguojanéia Cezaro
prasme § funkcijq f € LP, jeigu

1 n
1' — =
nl_r)r;on;<fkvg> <f.g>

visoms g € LY.

2.5.2 APIBREZIMAS. Funkcijy seka fn, € LP, 1 < p < 0o, vadinama silpnai konverguojancia
i funkcija f € LP, jeigu

lim < fnag >=< fag >
n—oo
visoms g € .

2.5.3 APIBREZIMAS. Funkcijy seka f, € LP, 1 < p < oo, vadinama stipriai konverguojancia
i f€LP, jeigu
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Is Kosi—-Helderio nelygybes

| <fo=Ffog> | <Ilfa— flleellglle

isplaukia:
fn— f stipriai = f, — f silpnai.

Taip pat galima irodyti, kad
fn— f silpnai = f, — f Cezaro prasme.
I 2.5.2 ir 2.5.3 apibrézimu matosi, kad, norint nustatyti konvergavima Cezaro prasme arba
silpna konvergavima, reikia tikrinti skaliariniu sandaugu < fx, g > elgesi visoms funkcijoms g € L? .

Pasirodo daznai nagrinéjamuy funkciju g klase galima susiaurinti.

2.5.4 APIBREZIMAS. Poaibis K C LP vadinamas tiesiskai tankiu, jei kiekvienam f € LP ir
kiekvienai € > 0 egzistuoja g1, 92, - -.,9n € K ir realus skaiciai A1, Ao, ..., Ay, kuriems

Hf - Z Aigi
im1

< €.
Lpr

2.5.1 TEOREMA. Sakykime ||fn||rr < C < oo visiems n, o K tiesiskai tankus poaibis erdvéje
LP . Tada f, — f silpnai tada ir tik tada, kai lim < f,,g >=< f,g > visoms g € K.
n—oo

> I Sakykime < f,, — f,g > —— 0 visoms g € K.
Tada bet kuriai tiesinei kombinacijai
h=MXg1+ Xogo+ ...+ Angm, geEK, NeR i=1,2...,m.
gauname

<fo—fih>=M<fo—figi>+t<fo—fig2>+.. .+ An < fo—f,9m > — 0.

n—oo

Pasirinkime ¢ € LY. Kadangi K tiesiskai tankus poaibis erdvéje Lp', tai kiekvienam ¢ > 0
egzistuoja tiesiné kombinacija h = A1g1 + Aaga + ... + Angm,, i €ER, g, € K, 1 =1,2,...,m, kuriai

lg = Rl <e.
Nesunku pastebéti, kad

| <fo=Ffig>I=I<fo—-fg=—h+th>|=[<fo—fh>+<fo—fig—h>]|
<|<fo—fih>[+]<fu—Ffrg—h>|
<< fo=Fh>+1fn— flleellg =Rl Lo
| <fo=Fh> 1+ (fallee +11fllr)e << fo— Fh >4 (C+ || flle)e.

Vadinasi,
JDim [ < fo—fig>|< lim [ < fo= fh>]+e(C+ [ fller)-

Kadangi kiekvienai tiesinei kombinacijai h

lim | < f, — f,h>]|=0,
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tai kiekvienam € > 0
T | < fu— fug > <e(C+ f]1e0).

Sioje nelygybéje peréje prie ribos, kai e | 0, gauname kad

<fn_fvg> — 0
n—oo

bet kokiai g € LP'. Vadinasi fn — [ silpnai.
II. Atvirksdciai, tegul f, — f silpnai. Tada

<fan—fg>—0

n—od
visoms g € L*". Tuo labiau paskutinis sarysis teisingas visoms g € K C L. N
Erdvéje LP([0,1]), kai 1 < p < oo tiesiskai tankis yra tokie poaibiai:

K, = {Aibé funkeijy Ta(z), kur A yra intervalai},
Ky = {Aibé tolydzdiy funkcijy intervale [0, 1]},
K5 = {Aibé funkcijy sinmnrz, m =0,1,2,...}.

Pavyzpys. Sakykime f,(x) = sinnxz. Parodysime, kad fn(x) — 0 silpnai erdvéje
L*([0,1], B,m).

> Nesunku pastebéti, kad

; 1/2 .
1 2
||fn||L2 = (/Sin2 nl’d.’l}) _ ‘2 . Slznn
0

Taigi seka || f,, ||z aprézta.
Pasirinkime bet kokia funkcija g(x) = sinmnz i§ tiesiskai tankaus erdvés LP = L? poaibio K3.
Aigku, kad

1/2

sin(n —mm)  sin(n + mm)
2(n — mm) 2(n+mm)

1
< fn,g >= /sinnxsinmﬂ'xdajz
0

Taigi
lim < f,,g>=0=<0,g9 >

visoms g € K3.
Pagal 2.5.1 teorema f,, — 0 silpnai erdvéje L2([0, 1], B, m).

Analogiskas 2.5.1 teoremai tvirtinimas teisingas ir konvergavimui Cezaro prasme.

2.5.2 TEOREMA. Sakykime || fn|lr < C < oo visiemsn, o K tiesiskai tankus poaibis erdvéje
L?P . f, — f Cezaro prasme tada ir tik tada, kai

1 n
1' —_ =
nggonkg_l < frg>=</[fg>

visoms g € K.



DINAMINES EILUTES 25

Sio skyrelio pabaigoje palyginsime normas skirtingoms p reiksméms.
2.5.3 TEOREMA. Sakykime (X, A, 1) baigtiné ismatuojama erdvé. Jei 1 < p1 < pa < 00, tai

”.f”LPl < OHf”Lm

visoms f € LP2. Konstanta C nelygybéje priklauso nuo p1,ps ir u(X).

/ P2 (dz) < oo
X

> Tegul f € LP2, tada

Jei 1 < pyp < po, tai [f|Pr <1+ |fP2..
Vadinasi,
[l utde) < )+ [ 177ntdn) < oo
X X
Pazymeésime g = |f|P*. Tada

1712 / 1P (de) =< 1,9 >
X

Tegul p' = pa/p1, o p jungtinis skaiciui p’, t. y. 1/p+ 1/p’ = 1. 18 Kosi—Helderio nelygybeés
gauname

1/p " . pl/pz.
(X/ (dm) (/Iflmp dx) ))/<!|f| u(d)>

1178, < (X)) P11 f 17 -

Vadinasi,

Arba y
1o < (X)) 2N 2o

Jeigu py = oo, teoremos nelygybé akivaizdi. Taigi, teorema teisinga visiems 1 < p; < p2 < 00
<

Is irodyto teiginio iSplaukia, kad i$ stipraus konvergavimo erdvéje LP? iSplaukia stiprus konver-

gavimas erdvéje LP' jei 1 < p1 < pa.
Be to, jei seka f, stipriai konverguoja i f erdvéje LP(p > 1) su baigtiniu matu, tai

n—oo

lim fnp (dx) /f,u (dz).

Pakutiné lygybé isplaukia i$ irodytos teoremos, nes

\ ! funld) — )[ fiud)

< / o — Fli(dz) = [ — FI < Cllfan — Fllor.
X
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Sakykime funkciju seka f,, stipriai konverguoja i funkcija f erdvéje LP(X, A, u). Tada pasirink-
tam ¢ > 0, egzistuoja nettralusis N(¢), kuriam

an - f”LP <

&€,

N | =

kai n > N(e).
Taigi
[tk = fllze <

N ™

kain > N(e), k > 0.
1§ dvieju paskutiniu nelygybiu ir LP? normos savybiu gauname:

[ fntk = fuller < fovk = Flle + 1fn = fllze <e.

Vadinasi,
im [ fusr — fallzr =0
n—oo
tolygiai k atzvilgiu.
Sekos tenkinancios paskutine salyga vadinamos Kosi sekomis. Parodéme, kad kiekviena stipriai

konverguojanti seka yra Kosi seka. Pasirodo erdvéje LP teisingas ir atvirkscias teiginys.

2.5.4 TEOREMA. Sakykime (X, A,p) — ismatuojama erdvé, o seka funkciju fr i§ erdvés
LP(X, A, p) (p =2 1) yra Kosi seka, t. y.

Hm || fosr = follr =0
n—oo

tolygiai visiems k > 0.
Tada egzistuoja f € LP(X, A, 1), kuriai f, — [ stipriai, t. y.

nlLII;O an - fHLp =0.

Paskutinéje teoremoje suformuluota erdvés LP savybé vadinama erdvés LP pilnumu. Taigi erdve
LP(X, A, 1) yra pilna normuota erdve.
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IT1
MARKOVO, PERONO IR
KUPMANO OPERATORIAI

3.1
Markovo
operatoriai

3.1.1 APIBREZIMAS.  Sakykime (X, A,u) yra ismatuojama erdvé.  Operatorius P
LP(X, A n) — LP(X, A, n), p 2 1, vadinamas tiesiniu jeigu

P(a1fi(z) + asfa(z)) = a1 Pf1(z) + asP fo(z) b. v.

bet kurioms f1, fa € LP(X, A, ), ir bet kokiems realiems skaiciams ay, as.

3.1.2 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, ) yra ismatuojama erdvé, p > 1. Bet kuris tiesinis
atvaizdis P : LP(X, A, pu) — LP(X, A, p) tenkinantis salygas:

(a) Pf>0 wisoms f>=0,fe€lP,
(b) NPl = fllr  visoms f=>0,f€LP,
vadinamas Markovo operatoriumi erdvéje LP(X, A, ).
Apibrézimo salygose f ir Pf erdvés LP elementai. Siems elementams salyga f > 0 reiskia,
kad f > 0 beveik visur. Ateityje nagrinédami erdvés LP elementus zodelius ,beveik visur “kartais

praleisime, kaip savaime suprantamus.

3.1.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, u) — ismatuojama erdvé, P — Markovo operatorius erdvéje
LP, f,g € LP. Teisingos tokios savybés.

(M1) Jeigu f > g b. v. , tai Pf > Pg b. v.
M2) (P <PfT.

(M3)  (Pf)"<Pf.

(M4) [P < PIf].

(M5) [P flle < [f[lze-

> (M1). Kadangi f > g, tai f —g > 0 b. v. I 3.1.2 apibrézimo gauname P(f — g) > 0. Kadangi P
— tiesinis, tai Pf > Pg.

(M2). Is f* apibrézimo ir Markovo operatoriaus apibrézimo gauname:

(P = (P(f+— 1) = (Pt~ Pf)" = max{0, Pf* — Pf~} < max{0, Pf*} = Pf*.

(M3). Analogiskai:
(PH” =P =f7)) =@f"=Pf7)” =max{0,—Pf" + Pf } <max{0,Pf"} =Pf".

(M4). I8 irodytu nelygybiu (M2) ir (M3) isplaukia:

|Pfl=(Pf)*+ (P~ <Pfr+Pf-=P(f"+f7)=Plfl.
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(M5). I8 irodytos savybés (M4), integralo savybeés (L1) (zr. teorema 2.2.1) ir 3.1.2 apibrézimo
gauname:

1/p 1/p
wwm:(/PW @) < ([l uan) =Pl = WAl =17l
X

Bet koks operatorius P tenkinantis (M5) savybe paprastai vadinamas sutraukianciu. Taigi visi
Markovo operatoriai sutraukiantys.

3.1.3 APIBREZIMAS. Funkcijos g € LP(X, A, u), kur (X, A, p) — iSmatuojama erdvé, neséju
vadiname aibe

supp g = {z : g(x) # 0}.

Atkreipiame démesi, kad erdvés LP elementams g, supp ¢ apibréziama nevienareik§miskai, nes
visi erdvés LP elementai, kurie skiriasi nulinio mato aibéje, laikomi lygiais. Taciau aisku, kad visu
tu skirtingu neséju matai sutampa. Kitaip sakant, visi neséjai lygts moduliu nulis. Posakis A = B
moduliu nulis reigkia, kad aibés A ir B tegali skirtis nulinio mato aibéje.

3.1.2 TEOREMA. Sakykime P — Markovo operatorius apibréztas erdvéje LP(X, A, u), p > 1.
\Pfllee = ||fllLe tada ir tik tada, kai Pft ir Pf~ neséjai nesikerta moduliv nulis.

> I. Sakykim pradzioje p(sup PfT Nsupp Pf~) =0, t. y. Pf* ir Pf~ nes¢jai nesikerta moduliu
nulis. Pazymime
A =supp PfT, B =supp Pf~.

Kadangi (AN B) = 0, pasinaudoje integralo savybe (L6) (zr. 2.2.1 teorema), gauname

(/WRﬁwammoup

AUB

1/p
=(/Pﬁ—vamm»y/Wﬁ—Prpme |
A B

Is Markovo operatoriaus apibrézimo isplaukia, kad aibéje A PfT(z) > 0, o Pf~ = 0 b. v.
Analogigkai aibéje B Pf~(z) > 0, 0 PfT(z) =0 b. v. Vadinasi,

1/p
IWﬁmz</HT“H7WW@wﬁ/Wﬁ+PFWMM0
A

B

([ 1wt m) </WMuM>m|mmw

AUB

Dar karta pasinaudoje Markovo operatoriaus apibrézimu gauname:

IPfllce = IPLfllle = N lle = 11f]lz,-
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II. Tegul dabar |Pf|Lr = || fllzr- Sakykime kaip ir pirmoje jrodymo dalyje
A =supp PfT, B =supp Pf~.

Parodysime, kad u(A N B) = 0.
Sakykime priesingai, u(A N B) > 0.
I8 integralo savybés (L6) (zr. 2.2.1 teorema) gauname:

Pl = )= Pr@P ) = ([ 1Pr @) - P @ )
| ([ierr@ <>|<>)p (/ )
X

AUB

- ( / PfH() - PF ()P pu(dz) + / P+ (@) — PF ()P p(da)

A\B B\A

1/p
+ / IPf+(w)—Pf‘(w)|”u(dfc)>

1/p
< ( / PfH() = PF ()P pu(dz) + / IPf+(x)—Pf‘(x)|pu(dx)> .
A\B B\A

Aibéje A\ B Pf~(z) =0 b. v. Aib¢je B\ A Pf*(z) =0b. v.
Vadinasi,

1/p
||Pf||Lp<</|Pf+($)+Pf(x)pu(dx)Jr / IPf+(w)+Pf(fC)|pu(dfﬂ)>

A\B B\A
1/p
<([iprr@ s pr@puan) = 1P = 1l
X

Taigi gavome ||Pf|z» < | f|lze. Sis priestaravimas salygai rodo, kad u(A N B) = 0. Teorema

irodyta.
N

3.1.4 APIBREZIMAS. Sakykime P - Markovo operatorius apibréztas erdvéje LP(X, A, p),
p = 1. Punkcija f € LP(X, A, 1) vadinama nejudamu operatoriaus P tasku, jeigu Pf = f.

3.1.3 TEOREMA. Jei f € LP(X, A, u) yra nejudamas Markovo operatoriaus P taskas, tai
Pft=ftirPf~=f".
> Kadangi Pf = f, tai i§ Markovo operatoriaus savybiu (M1) ir (M2) (zr. 3.1.1 teorema) iSplaukia:

ft = (Pf)t < Pf 1
I =(Pf)<PJ. o

Antra vertus, pasinaudoje integralo savybe (L3) (zr. 2.2.1 teorema) gauname:

/ (PfH(@) — () plde) + / (Pf(x) — [~ (2)) p(da)

X X

- / (Pf* (@) + Pf~(2)) pldz) / (FH(@) + (@) p(d)

- / P|f(x)| pu(dz) / (@) plde) = / (PIf ()] — | ()]) u(d).
X X X
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Kadangi P|f(z)] < |f(z)| b. v. (zr. savybe (M4) i§ 3.1.1 teoremos), tai
[ i@ - @) utdo) + [ (Pr@) - (@) i) <o,
X X
Atkreipe démesi i nelygybes (1), gauname:

[ (@) - £ @) ulds) =0,

X

[P @)~ (@) o) =0

X

Is paskutiniu lygybiu, nelygybiu (1) ir integralo savybes (L2) (zr. 2.2.1 teorema) iSplaukia, kad
Pft(x)=fT(x) b.v.ir Pf (z)=f (x) b.v. <
3.1.5 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, 1) iSmatuojama erdvé. Funkcija tenkinanti salygas:

feLY X, Au), f=0,|fll =1, vadinama tankio funkcija arba tiesiog tankiu. Visy tankiy
aibe Zymeésime D(X, A, ).

3.1.6 APIBREZIMAS. Sakykime f € D(X, A, u). Tikimybinis matas apibréztas lygybe

ps() = [ f@uda), A€
A

vadinamas absoliuciai tolydziu p atZvilgiu, o funkcija f(x), tenkinanti paskutine lygybe, vad-
inama mato py tankiu.

Is Radono-Nikodimo teoremos (zr. 2.2.2 teorema) iSplaukia, kad tikimybinis matas v yra ab-
soliuciai tolydus p atzvilgiu, jeigu tenkinama salyga: u(A) =0 = v(A) = 0.

3.1.7 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, u) - iSmatuojama erdvé, P - Markovo operatorius
apibréztas erdvéje LY (X, A, ). Tankis f € D(X, A, ) vadinamas stacionariu operatoriaus
P tankiu, jeigu Pf = f.

Kitaip sakant, stacionarus tankis, tai nejudamas Markovo operatoriaus P, apibrézto erdvéje
L(X, A, p), tankis.

3.2
Perono
operatoriai

Siame skyrelyje nagrinésime Markovo operatoriu poaibi susijusi su dinamine sistema (X, A u,S).

3.2.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, ) iSmatuojama erdvé. Transformacija S : X — X
vadinama i§matuojama, jeigu

STH(A) e A wisoms Ac A
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3.2.2 APIBREZIMAS. I$matuojamos erdvés (X, A, u) iSmatuojama transformacija S vadi-
nama nesinguliaria, jeigu pu(S~1(A)) = 0 visoms A € A, kurioms u(A) = 0.

3.2.3 APIBREZIMAS. Ketvertas (X, A, u,S), kur (X, A, p) ismatuojama erdvé, 0 S : X — X
nesinguliar: Sios erdvés transformacija vadinama dinamine sistema.

3.2.4 APIBREZIMAS.  Sakykime (X, A,p,S) - dinaminé sistema.  Operatorius P
LY (X, A, p) — LYX, A, u) vadinamas Perono operatoriumi atitinkanciu transformacijq S,
jeigu tenkinamos salygos:

(a) bet kuriai f € L', f > 0 lygybé
[ Pra@uan = [ 5@ ue)
A 5-1(A)

teisinga visoms A € A;
(b) bet kuriai f € L'
Pf=Pft —Pf.

I. Kadangi S7'(U 4;) = U S7'(4;) ir S+ X — X iSmatuojama, tai i§ integralo savybés
i=1 i=1
(L6) (zr. 2.2.1 teorema) isplaukia, kad lygybé

= [ faudn),  Aca
S—1(A)

apibrézia mata erdvéje (X, A, ).
Be to transformacija S yra nesinguliari, todél matas v;(A) tenkina salyga:

w(A) =0=rvs(A)=0.

Vadinasi, i3 Radono-Nikodimo teoremos (zr. 2.2.2 teorema) isplaukia integruojamos funkcijos
Pf(x), tenkinancios 3.2.4 apibrézimo (a) dali, egzistavimas.

II. I8 3.2.4 apibrézimo ir integralo savybés (L3) (zr. 2.2.1 teorema) iSplaukia, kad bet kuriai
aibei A € A ir bet kuriai funkcijai f € L!

/ Pf(x) uldr) = / (PfH(x) — P~ (x)) pldr) = / P+ () ulde) — / P~ (2) ulde)
A A A

A
- / fH () ulde) - / §~ (@) p(de) = / (F*(@) — /(@) ulde)

S—1(A) S—1(A) S—1(A)

= | r@utaa).

S-1(4)
III.  Antra vertus, jeigu bet kuriai funkcijai f € L'(X, A, u) ir A€ A

[Pr@udn = [ fe)utis),

A S—1(A)
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tai bet kuriai A € A gauname

/ Pf(x) uldr) = / (FH@) - /™ (@) uldz) = / £ () ulde) — / £ (@) p(da)
A

5-1(4) S—1(A) S—1(A)

— [ Prr@utdo) - [ Pr @ utdn) = [ (PF(@) - PS (@) nldo).
A A A

Vadinasi, pagal 2.2.3 teorema
Pf=PfT—Pf~ b.v.
Atsizvelgiant i paskutines dvi pastabas, Perono operatoriu galima apibrézti trumpiau.

3.2.4(B) APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, 1, S) - dinaminé sistema. Operatorius P :

LY (X, A, p) — LY(X, A, u) vadinamas Perono operatoriumi atitinkanciu transformacijq S,
jeigu visoms funkcijoms f € LY(X, A, u) ir visoms A € A galioja lygybé

[Prautn) = [ f@) i),

A S-1(A)

3.2.1 TEOREMA. Sakykime P yra Perono operatorius atitinkantis dinaminés sistemos
(X, A, i, S) transformacije S. Tada teisingi tokie teiginiai:
(P1)  Visoms f1, fo € L ir visiems A\, A2 € R

P\ fi+ Xafa) = MPf1+ X Pfo.
(P2) Jei f>20, tai Pf > 0.

(P3) / P (z) p(de) = / f(2) pldz).
X X

(P4) Jei S, =SoSo...08 yran-tasis transformacijos laipsnis, o P, ja atitinkantis
Perono operatorius, tai P, = P".

> I. I8 3.2.4(B) apibrézimo ir integralo savybes (L3) (7r. 2.2.1 teorema) bet kuriai aibei A € A

gauname

/P(Alfl + Az fo) p(dx) = / (Arf1 + Aafa) p(dx)

A s-1(4)

= / J1u(dz) + Ao / J2 p(dz)
5-1(4) S-1(4)

=\ [ Pfi M(dI) + X | Pf /,L(d{IJ) = ()\1Pf1 + )\2Pf2> ,u(dx)
vt s -]

Is gautos lygybeés ir 2.2.3 teoremos isplaukia (P1) savybé.

II. I8 Perono operatoriaus apibrézimo, visoms A € A

[Pr@uan = [ f@pnts).

A 5-1(4)
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3

Kadangi f(z) > 0 b. v. , tai visoms A € A pagal integralo savybe (L1)

/ Pf(x) p(dz) > 0.

A

3

Sakykime kazkokiai B € A, p(B) > 0 ir kazkokiam ¢ > 0 Pf(z) < —e visiems x € B. Tada
P(—f(x)Ig(z) > elp(x). I8 integralo savybés (L1) (zr. 2.2.1 teorema) gauname

/ Pf(x) p(da) < —ep(B) < 0.

Gautasis priestaravimas rodo, kad Pf(z) > 0 b. v. Taigi savybé (P2) teisinga.

III. Lygybéje apibréziancioje Perono operatoriu (zr. 3.2.4(B) apibrézima) paéme A = X € A,

gauname

X

Taigi savybé (P3) teisinga.

IV. Kadangi transformacija S,, atitinka operatorius P,, tai
[Put@ntdn) = [ sia)utan)
A S-n(A)

visoms A € A.
Antra vertus, i§ Perono operatoriaus apibrézimo, bet kuriai A € A

f() p(de) = / f() p(de) = / P () p(dz)

S—n(A) S—1(S—(n=1)(A)) S—(n=1)(A)

- [ Pf@uan= [ P .

S—1(S—(n=2)(A)) S—(n=2)(A)

Vadinasi, visoms A4 € A

[ Put@ atde) = [ P 1) ).
A

Pritaikius 2.2.3 teorema i§ paskutinés lygybés isplaukia savybeé (P4).

[Pr@uan = [ f@utdo) = [ 1@ udo)
s-1(x) X

o

P" f(2) p(de).

<

Is teoremoje irodytu savybiu aiSku, kad Perono operatorius P dinamingje sistemoje (X, A, u, S)

yra kartu ir Markovo operatorius erdvéje L(X, A, p).

Sekantis tvirtinimas apibudina kaip Perono operatorius kei¢ia neneigiamos funkcijos neséja.

3.2.2 TEOREMA. Sakykime (X, A, u,S) - dinaminé sistema, P - Perono operatorius atitin-

kantis transformacija S, f € L', f > 0. Tada teisingi tokie sqrysiai:

(a)  supp f C S (supp Pf),
(b) Pf(x) =0 aibéje A < f(x) = 0 aibéje S™1(A).
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> I. IS Perono operatoriaus apibrézimo

[Pr@udn = [ s@uds).,  Aca

A S—1(A)

Arba
[ 1@Pi@ udn) = [ 15 @@ atdn),  AcA

X X

Jei Pf(z) = 0 aibéje A i integralo savybés (L2) (zr. 2.2.1 teorema) ir paskutinés lygybes
gauname f(x) = 0 aibéje S1(A).

Atvirkséiai, jei f(x) = 0 aibéje S71(A), tai i§ virsutinés lygybés ir integralo savybés (L2)
isplaukia, kad Pf(z) = 0 b. v. aibéje A, nes Pf(x) > 0 pagal savybe (P2) (zr. 3.2.1 teorema).

Irodéme antraji teoremos tvirtinima.

Sakykime dabar A = X \supp (Pf). Aisku, kad Pf(x) = 0 aibéje A. I8 irodytos dalies isplaukia,
kad f(z) = 0 aibéje S~1(A). Vadinasi,

supp f C X\ S71(A).

Kadangi
S’_l(A) = S_I(X\supp Pfy=X\ S_l(supp Pf),

tai gauname
supprX\(X\S’_l(supp Pf)) = S~ (supp Pf). 4

Kai imama nebiitinai neneigiama funkcija f(z) i§ erdvés L' galima teigti tik tiek
f(z) =0 visiems S™'(A)= Pf(x) =0 visiems z € A.

Atvirkscias teiginys néra teisingas.
Atskirais atvejais, galime gauti iSreikstine formule Perono operatoriui rasti. Toliau Siame skyre-
lyje aptarsime tuos atvejus.

I. Sakykime X = [a,b] C R, A = B, p = m. Lygybéje apibréziancioje Perono operatoriu (zr.
3.2.4(B) apibrézima) pasirinke A = [a, x], gauname

x

[rrwa= [ rwan

a S=1([a,x])
Kadangi funkcija Pf(z) € L'([a,b], B,m), tai, pasinaudoje Zinoma teorema apie integralo su
kintamu vir§utiniu réziu isvestine (zr. pavyzdziui [4]), i§ paskutinés lygybés gauname

Pf(x)=( / f(y)dy)l b.v. (3.1)

5-1(la,2]) ‘

3.2.1 PAVYZDYS. Sakykime (X, A,u) = ([0,1],B8,m), o transformacija S apibrézta lygybe
S(x) = 2xmod 1 = {2z}. Rasime Perono operatoriaus israiskq Siuo atveju.
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Is transformacijos S(t) = {2t} grafiko

l [
4
{1 +
X -
/
g SOy
;}:'
2

isplaukia, kad

Pagal (3.1) formule gauname

z 4 1
213

Rﬂ@(if@ww+/“f@ww>l;(j(§)+f<§+§>),
0 1 x

bet kokiai integruojamai funkcijai f € L([0, 1], B, m).
Parinkus fo(z) =z

Ay

() =%

&Y
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gauname Pfo(z) = 5 + % = fi(x)
1y
i4
21
tlt
V. o f
41{"’“] =3t P
4
‘1
: o
{ a
Analogiskai
1/ 1 1 §+l 1 T 3
P2 = P(P = —| — — _ 2 2 - _ 4 2
fola) = PR () 2(4+4>+2< 2 +4> 1738
l\';y
,i e
|
5 f
£
2
3
|
i e
q x

Tesdami procesa gautume, kad

P fo(z) = —

2n —1

+ 2n+1

2n
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bet kuriam naturaliajam n.
Parinkus

1

_f1, jeo<z<y,
fl(x)_{—l, jei & <z <,

gaunaime

Pfi(z) =0 visiems x € [0,1].

Sis atvejis rodo, kad bendru atveju:

Pf(x) =0 visiems z€ A% f(r)=0 visiems z& S *(A).

I§ tiesu Pfi(z) = 0 visiems z € [0,1], nors fi(x) # 0 né vienam z € S~1([0,1]) = [0, 1].
II.

Sakykime X = [a,b] X [¢,d] C R?, A = B, u = m. Pasirinke A = [a,z] X [c,d], i§ lygybeés
apibréziancios Perono operatoriu (zr. 3.2.4(B) apibrézima) gauname

]ds/fo(s,t) dt = // f(s,t)dsdt.

S ([a,2] X [b,y])

Analogiskai, kaip ir vieno kintamojo atveju is pakutinés lygybés galime iSvesti, kad

2
Pf(z,y) = ajﬁ // f(s,t)dsdt b.v.

S ([a,z]x [b,y])

IIT. Sakykime vél X = [a,b], A = B, up = m. Jei transformacija S : X — X tenkina papildomas
salygas, Perono operatoriaus israiska dar paprastesné. Sakykime S diferencijuojama ir abipus vien-

areik§meé. Jeigu taip yra, tai S monotoniska. Tegul S didéjanti. Tada S~!([a,z]) =[S~ (a), S~ (z)]
Is (3.1) formulés gauname

S™H (x) /
Pf(f)—( / f(y)dy> = (ST @) (ST @), b

S~1(a)

Jeigu S mazéjanti, tai gaunama analogiska iSraiska, kuri nuo paskutinés skiriasi tik zenklu.
Vadinasi dinaminéje sistemoje ([a, b], B,m, S), kai S diferencijuojama ir abipus vienareiksmé

Pf(x) f(s*(x))](s*(x))’ b. v (3.3)
3.2.2 pAVYZDYS. Sakykime (X, A,u) = (R,B,m), o transformacija S apibrézta lygybe
S(x) = e”.
Pagal (3.3) formule
1 1
Pf(e) = fna)| 3] = 1 f(ma)
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Pasirinkus fo(z) = $1_q 1j(z)

fo(x)
- '} I i

gauname

1 1

Pfo(z) = Efo(lnx) = —1_; y(Inx) = 2—]1[6_1761( ).

' 'l 2

] x

¢ 4

Lygybe (3.3) galima apibendrinti. Ta atliksime sekanciose dviejose teoremose.
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3.2.3 TEORMA. Sakykime (X, A, u,S) — dinaminé sistema, f € L' N L™ t. y. f aprésta
integruojama funkcija. Tada bet kuriai A € A

F(8(@)) plde) = / f(a)us ™ dz) = / F(@)T 7 (&) (i),
A A

S-1(A)

¢ia S~ matas, kuriam
uSHB) = (5 (B)
visoms B € A, o J~(x) yra mato uS~—! tankis p atzvilgiu, t. y.

uS U (B) = [ 77 a) uta)

B

visoms B € A.

Kadangi S nesinguliari, tai pagal Radono—Nikodimo teorema (7r. 2.2.2 teorema) tankis J~!(x)
paminétas teoremos formuluotéje egzistuoja.

Kai S yra erdvés R! abipus vienareik§mé diferencijuojama transformacija, J~!(x) yra kintamuju
keitimo determinantas. Butent
dS—Y(z)

T ) = ‘ iz

> Pradzioje imkime f(z) = Ip(z), kur B € A. Tada
f(S(x)) = Tp(S(2)) = Ts-1(p)(2)-

Vadinasi,

F(S(2)) plda) = / Ly 1) () Ls 1) (@) plda) = p(S (A) N S~(B)) = (S~ (AN BY).
S—1(A) X

Analogiskai
[ H@)nsHdn) = [ La(@) (o) 1S do) = S AN B) = (ST (AN B)),
A X

Pagaliau

/ F(2)T 7 () ulde) = / T ()T ()] () () = / T (x) ulde)

A X ANB
=pS Y(ANB) =pu(S (AN B)).

Is gautuju lygybiu nesunku pastebeéti, kad teorema teisinga funkcijoms Ip(z), B € A.
Is Lebego integralo savybeés (L3) (zr. 2.2.1 teorema) iSplaukia, kad teoremos tvirtinimas teisingas
visoms paprastoioms funkcijos, t. y. funkcijoms turin¢ioms pavidala

flz) = Z)\iﬂBi (z),

kur B;e A, A, R i=1,2,...,7.
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Jei f(z) bet kokia aprézta integruojama funkcija, tai egzistuoja paprastuju funkciju seka f,(z),
kuriai:
Fule) — f@) bov. i |fa(@)] < |f(@)].
Kadangi sekos funkcijoms f,, (z) teoremos tvirtinimas teisingas, tai pasinaudojus integralo savybe
(L4) gauname, kad teorema teisinga bet kokiai f € L' N L.

<
3.2.4 TEOREMA. Sakykime (X, A, p,S) dinaminé sistema, S : X — X abipus vienareikimé
nesinguliari transformacija, P — Perono operatorius, atitinkantis transformacija S. Tada
bet kokiai funkcijai f € L* N L™
Pf(x) = f(S7H ()] (x), (3.4)
kur J=1(x) kaip ir ankstesnéje teoremoge yra mato uS=1 tankis u atzvilgiu, t. y.
-1 _ -1
n(571(B)) = /J (x)u(dz), BeA
B
> IS Perono operatoriaus apibrézimo
[ Prayutan = [ 5@ ute)
A 5-1(A)
visoms A € A.
Is 3.2.3 teoremos
[ f@utdn = [ (55 @) ulde) = [ (57 ) @) ).
5-1(A) 5-1(A) A
Vadinasi,
[ Prautin) = [ 5(57 @) (@) ()
A A
visoms A € A. 1§ 2.2.3 teoremos iSplaukia, kad
Pf(z) = f(S™Hz))J ' (z) b.v. q
3.3
Kupmano
operatoriai
3.3.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A,u,S) dinaminé sistema. Operatorius U

L>(X, A, ) — L=(X, A, n) tenkinantis lygybe
Uf(z) = f(S(x))

vadinamas Kupmano operatoriumi.

I8 transformacijos S nesinguliarumo iSplaukia operatoriaus U apibrézimo korektiskumas. Galima
parodyti, kad:

(@) = fao(z) bove = [i(S(2)) = f2(S(z)) Db.v.

3.3.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, u,S) — dinaminé sistema, U : L>®(X, A, u) —
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L*(X, A, nn) — Kupmano operatorius, atitinkantis transformacija S, o P : LY(X, A, u) —
LY(X, A, p) — Perono operatorius, atitinkantis transformacija S. Tada teisingi tokie tvirtin-

mai:
(K1) Visoms f1, fo € L™ ir visiems A1, A2 € R
UMfi +Xaf2) = MU fi1 + AU fo.
(K2) Visoms f € L™
U fllzee < NI fllzoe-
(K3) Visoms f € L', g € L™

<Pf,g>=< f,Ug>.

> I. Nesunku pastebéti, kad

UAfi +Xaf2) (@) = (M fi + A2 f2)(S(2) = M f1(S(2)) + A2 fa(S(2)) = MU(f1(2)) + AU fa(z).

Taigi savybe (K1) teisinga.

II. Kadangi
| fllze = inf{c: [f(z)] <ec b.v. },
tai
|f(@)] < [ fllL= b.v.
Todél
[£(S@)] < [flz= b.v.
Arba

Uf(x)] < ||fllz= b.v.

Paskutiné nelygybé rodo, kad
IUfllzee < (1 fllz=-

IIT. Sakykime pradzioje g = 4, A € A. Tada
<Pfg>= / P f(2)La(z) pu(da) = / Pf(x) p(dz)
X A

< fUg> = / @)U (x) pldr) = / F(@)Ta(S(2)) pldr) = / f() pldz).

e [Prwutn = [ st
A

S71(4)

pagal Perono operatoriaus paibrézima 3.2.4(B). Vadinasi,
< Pf,lg>=< f,UL4 >

visoms f € L.
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Kai g paprasta funkcija, t. y.
m
QZZM]IA,” A € A,
i=1

pasinaudoje irodyta dalimi ir integralo savybe (L3) i teoremos 2.2.1, gauname

m

<Pf,g>= <Pf,ZAiJIAi> = /Pf(ar) iAiﬂAi(x)u(dx)

X

Pf(a)la, () p(de) =Y N < Pflla, >=> N < f,Uly, >

=1 i=1

.

s
Il
-

Ai

I
NE

Me— N —

M | F@)ULa, () p(der) = / F(2) S MU, (2) pu(d)
X =1

1

.
I

I
M—

F@U S Ala (@) ulde) = [ Fa)Ug(a) ulde) =< £.Ug >
=1 X

Jeigu g bet kokia funkcija i§ erdvés L, tai egzistuoja paprastuju funkciju seka g, (x), kuriai:

gn(x) — g(x) b.v.,  gn(z)] <lg(2)l.

n—oo

Pagal irodyta dalj
< Pf,gn >=<f,Ugn >

visoms f € L! ir visiems n.
Is Lebego integralo savybés (L4) gauname

<Pfg>= / Pf(x)g(x) pldz) = lim [ Pf(x)ga(x) udz)

n—oo

X X

= lim < Pf, g, >= lim < f,Ug, >= lim /f(m)Ugn(x)u(dx)
X

/ J(@)Ug(z) pldx) =< f,Ug >,
X

nes
|Pf(a)gn(x)| < |Pf(x)]lg(x)] < llgllL=|Pf(z)| € LT,
|f(@)Ugn(2)| = | f(2)gn(S(@))| < |f(@)l|9(S(x))| < llgllL=|f(z)] € L'
ir
lim Uga(z) = lim g,(S(z)) = g(S(x)) = Ugla) b.v.
Taigi savybé (K3) teisinga visoms funkcijoms f € L! ir g € L. <

Naudojant Kupmano operatoriaus savybes galima gauti rysj tarp seku f, silpno konvergavimo
ir Pf, silpno konvergavimo. Apie tai sekantis tvirtinimas.

3.3.2 TEOREMA. Sakykime (X, A, u,S) — dinaminé sistema, o P — Perono operatorius
atitinkantis transformacija S. Jei seka f, € L' silpnai konverquoja i f € L', tai Pf,
silpnai konverguoja i Pf.
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> Sakykime f,, — f silpnai. I§ 2.5.2 apibrézimo
n—oo

<fnyg> - <f7g>
n—oo

visoms g € L.
Is sio sarysio ir savybés (K3) bet kuriai funkcijai g € L gauname

lim < Pf,,g>= lim < f,,Ug>=<f,Ug>=<Pf,g>.

Pagal minéta 2.5.2 apibrézima Pf, — Pf silpnai. 4
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IV
DINAMINIU SISTEMU _ _
TRANSFORMACIJU RUSYS

4.1
Mata iSsaugancios
transformacijos

4.1.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, pu, S) — dinaminé sistema. S vadinama i$saugancia
mata, jeigu

-1
n(S7H(A)) = u(A)

visoms A € A.

Paskutiné lygybé priklauso nuo S ir nuo u. S vadinama iSsaugancia mata u, o p vadinamas
invariantiniu S atzvilgiu. Bet kuri mata i$sauganti transformacija yra nesinguliari. IS tiesu jei u(A) =
0, tai i§ uzraSytos lygybeés iSplaukia p(S™'(A)) = 0.

Sekanti teorema rodo, kaip pasinaudojant Perono operatoriumi galima nesunkiai nustatyti ar
transformacija S iSsaugo mata.

4.1.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, pu,S) — dinaminé sistema, P — Perono operatorius atitin-
kantis transformacija S. Tegul be to f € LY (X, A, pn), f >0,

iy (A) = / f(2) uldz).
A

Matas py yra invariantinis S atzZvilgiu tada ir tik tada kai f yra nejudantis operatoriaus P
taskas.

> Sakykime matas py invariantinis S atzvilgiu. IS apibrézimo

visoms A € A.
Vadinasi,

[t@utn) = [ @ utdo)

A S-1(A)

visoms A € A.
Is Perono operatoriaus apibézimo (zr. 3.2.4 apibrézima)

| f@utdn) = [ i) ude)
)

S—1(A A

visoms A € A.
Is dvieju paskutiniu lygybiu gauname, kad

[ t@nta) = [ Pr uido)
A A

visoms A € A.
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Pagal 2.2.3 teorema Pf = f b. v. Taigi f yra nejudamas operatoriaus P taskas.
Sakykime dabar, kad f nejudantis P taskas. Tada Pf = f b. v. IS Perono operatoriaus apibrézimo

f() uldz) = / P (x) uldr)
$-1(A) A

visoms A € A.
Kadangi Pf = f b. v. , tai

| Prautis) = [ fie)ute)
A

A

visoms A € A.
Vadinasi,

F(x) plde) = / f(2) u(dr)

S-1(A) A

visoms A € A. Arba (ST (A)) = ps(A), kai A € A. Taigi puy yra invariantinis S atzvilgiu.

4.1.1. 18VADA. Dinaminés sistemos (X, A, u, S) transformacija S igsaugo mata p tada ir
tik tada, kai PT =1 b. v.

4.1.1 PAVYZDYS. Nustatysime ar dinaminés sistemos ([0, 1], B, m, S) transformacija S(z) =
re(mod 1) = {ra} issaugo Lebego mata m. Ciar €N, r > 2 fiksuotas skaicius.

> Pradzioje rasime Perono operatoriy transformacijai S(t) = {rt}:

S ) ={‘z ‘[‘E

o~

|

2\
-~
~
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Is (3.1) lygybeés turime

Pf(z) = ( f(y)dy> b. v
S=1([0,2]) r
Kadangi
1 x 11 =z r—1r—1 a1 . rii a
S ([O,x]):[0,ﬂu{;,;+;}u...u[ — +J-HL7T+T}

visiems z € [0, 1], tai

Vadinasi, visiems x € [0, 1]
r—1 .
1 T r
Pl(x) = - E I(-+-)=-=1
(@) r = (r * r) T

Kadangi PT(z) = I(x), tai S issaugo Lebego mata m pagal 4.1.1 isvada.

4.1.2 PAVYZDYS. Nustatysime ar dinaminéje sistemoje ([0, 1},B,m,S) transformacija
S(z) = 4z(1 — x) issaugo Lebego mata m. Po to nustatysime ar transformacija S iSsaugo
mata @ apibréztq lygybe

A e B([0,1]).

dx
=]

> Transformacijos S(t) = 4¢(1 — t) grafikas

by

AN

RETE

L
L2 s

foia ]
=~
~
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Issprende lygti 4¢(1 — ¢) = z, gauname

1 1 1 1
t1:§ 2\/1—3}7 t2:§+§ 1—=x
visiems z € [0, 1].
Vadinasi,
1 1
S ([Om]):[O,Q—Q\/l—m}U{ + -V 1]

Is (3.1) formulés

Aisku, kad

visiems z € [0, 1].
Pagal 4.1.1 isvada transformacija S neiSsaugo Lebego mato m.
Antra vertus

P(mﬁ)

1 ) .
( \/(%_%\/7)( + m) 7T\/( + mx%_ém)>4\/lx

:( m2/5>4m wﬁ

visiems z € (0,1).

I8 teoremos 4.1.1 isplaukia, kad transformacija S iSsaugo mata p.

4.1.3 PAVYZDYS (Kepéjo transformacija). Nustatysime ar erdvés ([0,1]%,B8,m) transforma-

cija
(22,%), jei 0
S(xay) = { ? - 1
2

—~
[\~
8

\
—
rolm

<
+
rolm

S~—

<~
Q
S

i§saugo Lebego matq m.
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> Transformacijos S veikima galima pavaizduoti bréziniu.

1 |
¢ $ ¥
/—’N
4 /// S SN 4 —
///J/ S l//:, == ] — - — :
LA ] - ]
/ / /// i = =
S a0 m—
S S T
/
y, A—
=
/ N o
1 - ol

I8 brézinio nesunku pastebéti,kad transformcijos veikimas panasus i teslos minkyma. Rasime Sios
transformacijos Perono operatoriu. 1§ (3.2.) formulés turime

Pf(x,y)=af;y< // f(s,t)dsdt> b. v.

S=1([0,2]x[0,9])

Rasime S~ ([0,2] x [0, y]). Sakykime pradzioje 0 <z <1,0<y < %
/ S \
um
' | : n
|
|
2'3 W‘7- |
j l P s s e
7 ! /
27/ . //
¥ 7 1 -
H ' =

Siuo atveju

Vadinasi,
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Kai 0 <z <1, 3 <y < 1i§ brézinio

J $ A
/’\

 E— 4
S
g )

Y v
x — >
£i 1 X 1
matosi, kad

S=L([0,2] x [0,4]) = [o, ﬂ % [0,1] U [% % + g] % [0,2y — 1].

Taigi Siuo atveju

3 1 3+% 2y-1
82
Pf(z,y) = 8m8y</ds/f(s’t>dt+ ds / f(s,t)dt)
o 0 0

1 2y—1
J (1 x 1 1 =z 1 =z
0 0

Is miisu paskaic¢iavimu galima teigti, kad b. v.

f(3,2v), jei

Pf(z,y) = {f(%-k‘;ﬂy—l), jei

Kadangi PI(x,y) = 1 b. v. , tai i§ 4.1.1 i§vados iSplaukia, kad kepéjo transformacija S iSsaugo
Lebego mata m

4.1.4 PAVYZDYS (Anosovo difeomorfizmas). Nustatysime ar erdvés ([0,1]%, B, m) transfor-
macija

S(z,y) = (z+y,z+2y)mod 1 = ({z + y}, {z + 2y})

i$saugo Lebego matq m.
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> Transformacijos S veikima parodo brézinys

?(i‘ ) ¥
pprtl g |
xx X, /\/lllr: 3 l
XXx ! il — 1
”t, /f//‘i \
X AR —
/‘4\ \ \\Zt R
M =" 5
/ .
2 te 1 :
/
g4 - L 2 M
- (x+y 2+2y)
R REE LI
ST
=)l
- == * R
O S — *\.“,l
2 T N F ® T
~ -fa_ '%
\e\_*
\—;k R .
1 x

Rasime $ios transformacijos Perono operatoriy. Kadangi transformacija S(z,y) beveik visiems
(z,y) abipus vienareiksmeé, tai pagal (3.4) lygybe

Pf(x,y) = f(S " (2,9) ] (z,y) b.v.

bet kuriai integruojamai erdvéje ([0,1]%, B, m) funkcijai f(z,y).
Kai 0 <z <1, 2 < y < min{2z,1} (balta zona)

S~ a,y) = (20 —y,y — ).

Kai 0 <z < 3, 2z <y < 1 (zona zu zvaigzdutémis)

S x,y) =2z —y+ 1,y —x).
KaiO<y<l,y<z< yTH (vertikaliai uzbriik§niuota zona)

S Hzy) = 2z —y,y —x +1).
Pagaliau, kai % <x<1,0<y<2x—1 (horizontaliai uzbriikksniuota zona)

S Ho,y)=Q2r—y—1,y—x+1).

Vadinasi, visais atvejais

SHa,y) =2z —y,y—2)mod 1 = ({2z —y},{y — 2}), b.v.
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Kadangi

tai
Pf(z,y) = f({2e —y}{y —z}) b.v.

Vadinasi, PI(x,y) = 1 beveik visiems (z,y) € [0,1]2. Taigi Anosovo difeomorfizmas igsaugo
Lebego mata m.
q

4.2
Ergodinés
transformacijos

4.2.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, u, S) dinaminé sistema. Aibé A € A vadinama in-
variantine transformacijos S atzvilgiu, jeigu S™1(A) = A.

Jeigu A yra transformacijos S invariantiné aibé, tai transformacija S galima nagrinéti atskirai
aibése A ir X \ A. IS tiesu, jei € A, tai visi trajektorijos

z,S(x),S%(x),...,S"(x),...

nariai irgi priklauso aibei A. O jeigu € X \ A, tai S"(z) € X \ A visiems nattraliesiems n.
Invariantiniu aibiu egzistavimas matosi i§ sekancio pavyzdzio. Sakykime erdvéje
({1, 2,...,2N}, {visi poaibiai}, {aibés elementu skaiéius}) apibrézta transformacija S:

k+2, k=1,2,...,2(N —1),
S(k)={ 1, k=2N -1,
2, k= 2N.
Aibées A ={1,3,5,...,2N -1} ir X\ A ={2,4,6,...,2N} yra invariantinés S atvzvilgiu, nes is
brézinio

2M~3 M4 2N
a

matosi, kad

S71(A)=1{1,3,5,...,2N — 1} = A,
STHX\A) =X\ A

4.2.2 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, u, S) - dinaminé sistema. Transformacija S vadinama
ergodine, jeigu bet kuriai invariantinei S atzvilgiu aibei A arba pu(A) =0, arba (X \ A) = 0.




52 DINAMINES EILUTES

Aibés A € A kurioms pu(A) = 0 arba u(X \ A) vadinamos trivialiomis erdvés (X, A, p) aibémis.
Vadinasi, transformacija S vadiname ergodine, jeigu visos S atzvilgiu invariantinés aibés yra trivialios.

Is apibrézimo aisku, kad ergodine transformacija S buitina nagrinéti visoje erdvéje X, nes §i trans-
formacija ,,sumaiSo“ visus X elementus. Jeigu S néra ergodiné, kartais galima pasiekti S ergodiskuma
siaurinant erdve. Nagrinétame pavyzdyje S néra ergodiné visoje X, tac¢iau nesunku pastebéti S er-
godiskuma aibése A ir X \ A.

Ergodinés transformacijos turi keleta idomiu savybiu. Apie jas sekancios teoremos.

4.2.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, pn,S) - dinaminé sistema. S ergodiné tada ir tik tada,
jeigu bet kuriai ismatuojamai funkcijai f: (X, A, u) — (R, B):
fS@)=f(x) b.ov. = flx)y=c b o

> I. Sakykime pradzioje S ergodiné. Irodysime
f(S(z)=f(x) b.v. = f(z)=c b.v.
Sakykime priesingai, egzistuoja kazkokia nelygi b. v. konstantai funkcija f(x), tenkinanti lygybe
f(5(@)) =f(z) b.v.
Kadangi f(z) néra lygi konstantai (b. v. ), tai egzistuoja realus skai¢ius r, kuriam aibés
A={z: f(x) <r}, B={x: f(z)>r}
turi teigiamus matus.
Antra vertus, aibés A ir B invariantinés, nes
STHA) ={x: S(x) e A} ={z: f(S(x)) <r}={z: f(z) <r}=4,
STIB)={x: S(x) e B} ={x: f(S(x))>r}={z: f(x) >r}=B.

Taigi aibés A ir B invariantinés, turin¢ios teigiamus matus. Vadinasi, S néra ergodiné transfor-
macija. Gautasis prieStaravimas irodo teoremos salygos butinuma.

II. Sakykime dabar bet kuriai iSmatuojamai funkcijai f: X — R
fS()=f(z) b.v. = f(z)=c b.v.

Irodysime, kad S ergodiné transformacija.
Vél sakykime prieSingai: S néra ergodiné. Tada egzistuoja invariantiné, netriviali aibé A € A.
Pasirinkime f = 14. Kadangi A néra triviali, tai f néra konstanta. Taciau

roe=sesen={3 3054 - {8 752

S e

Gautasis priestaravimas prielaidai irodo transformacijos S ergodiskuma.

b

— A
0, 2¢S (A=A

4.2.1 1SVADA. Sakykime (X, A, u, S) - dinaminé sistema, U - transformacijos S Kupmano
operatorius. Transformacija S yra ergodiné tada ir tik tada, kai bet kuris nejudamas opera-
toriaus U taskas yra pastovi funkcija, t. y.

Uf(e) = flx) = [flz)=c

4.2.2 TEOREMA. Sakykime (X, A, p, S) - dinaminé sistema, P - transformacijos S Perono
operatorius. Jei S ergodiné transformacija, tai egzistuoja daugiausiai vienas operatoriaus P
stacionarus tankis fy.

Atvirksciai, jei egzistuoja vienintelis operatoriaus P stacionarus tankis fy ir fo(z) >0
b. v. , tai S yra ergodiné transformacija.
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> I. Pradzioje irodysime pirmaja teoremos dali. Sakykime S yra ergodiné erdvés
(X, A, ) transformacija, taciau egzistuoja du skirtingi operatoriaus P stacionarts tankiai f; ir f.
Pazymime g = f1 — fo.

Kadangi P tiesinis (zr. (P1) savybe i§ 3.2.1 teoremos), tai

Pg=P(fi—fo)=Pfi—Pfao=fi—fa=g.

Vadinasi, g yra nejudamas operatoriaus P taskas. Bet kuris Perono operatorius kartu yra ir
Markovo operatorius erdvéje L'(X, A, p). I§ 3.1.3 teoremos turime, kad

Tegul
A=supp g" ={z: g"(2) >0} ={z: fi(z) > fa(2)},
B=suppg ={z: g (z) >0} ={z: fi(z) < fa(x)}.

Aibés A ir B nesikerta. Kadangi fi ir fo yra ne tik skirtingos funkcijos, bet ir skirtingi tankiai,
tal aibés A ir B turi teigiamus matus.

18 3.2.2 teoremos isplaukia, kad
supp g C S (supp Pg*),
supp g~ C S~ (supp Pg).

Vadinasi,

AcS Y4, BcSYB).

Kadangi aibés A ir B nesikerta, tai aibés S~1(A) ir S~1(B) irgi nesikerta. Dar karta pasinaudoje
3.2.2 teorema gauname

S7HA) =S (supp ¢g7) C Sil(Sfl(supp Pg+)) = Sil(Sfl(supp g+)) = Sil(Sfl(A)) = S572(A).

Analogiskai
S~ (B) c S7*(B).

Kadangi aibés S71(A) ir S7!(B) nesikerta, tai aibés S™2(A) ir S~2(B) irgi nesikerta.
Tesdami procesa gausime:

AcC S YA CcS2(A)C...c ST"(A),
Bc S (B)cS?*B)c...c ST(B)

ir aibés S7"(A), ST"(B) nesikerta bet kuriems nattraliems n.
Apibrézkime

Ar={Jsm™4, B =[JsB).
n=0 n=0
Aibés A*, B* nesikerta. Be to Sios aibés invariantinés, nes

STHAY) =S AUSTH A US (A U...) =S H A USHA)U...
=AUSTHAUS A U...= A"

STHB) =S (BuUuSY(B)US*B)U...)
=BUS YB)US*(B)U...=DB",

Pagaliau, abés A*, B* turi teigiamus matus, nes tokius matus turi aibés A ir B.
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Gavome, kad egzistuoja dvi invariantinés, nesikertancios aibés, turin¢ios teigiamus matus. Va-
dinasi, S néra ergodiné transformacija. Gautasis priestaravimas prielaidai rodo, kad ergodinés trans-
formacijos Perono operatorius gali turéti daugiausiai viena stacionaruy tanki.

II. TIrodysime antraja teoremos dali. Sakykime f, > 0 (b. v.) yra vienintelis tankis tenkinantis
lygybe Pf. = f., tat¢iau S néra ergodiné. Tada egzistuoja netriviali aibé A, kuriai

S~1(A) = A.

Imdami B = X \ A, gausime
S~Y(B) = B.

Aigku, kad
f* = ]IAf* + ]IBf*

Is Perono operatoriaus P tiesiskumo (zr. 3.2.1 teorema) ir lygybés Pf, = f. gauname
Lafe +Upfu = P(Taf.) + P(Ipfi).

Funkcija g f. lygi 0 aibéje X \ B = A = S~1(A). Vadinasi (7zr. 3.2.2 teorema), P(Izf.) = 0
aibéje A = X \ B. Analogiskai P(1l4f.) = 0 aibéje B = X \ A. Taigi, i§ paskutinés lygybeés iSplaukia

Tafe =P(Maf,), Ipf. = P(Ipfs).

Kadangi f, > 0 b. v. | tai |Tafs| > 0ir | Igfs| > 0.
Apibréze funkcijas
_ ]IAf* fB o ]IBf*
ILaf*|l"

A
ir dar karta pasinaudoje P tiesiSkumu gauname

fa

o ]IAf* o
POAL) = i = I

Pfyg=—"
A= T

Pfp = fB.

Vadinasi egzistuoja du stacionartis operatoriaus P tankiai f4 ir fp. Gautasis prieStaravimas
antros teoremos dalies jrodymo prielaidai, parodo S ergodiskuma.
N

Jeigu S yra ergodiné erdvés (X, A, u) transformacija, tai ji ,judina “ visas Sios erdvés aibes
A € A. Naturaliai kyla klausimas apie tokios transformacijos trajektoriju elgesi. Pasirodo, ergodinés
transformacijos atveju trajektorijos
z,8(x),S%(x),. ..

i§ tiesu turi tam tikru specialiy savybiu. Apie jas toliau.
4.2.3 TEOREMA (Birkofo-Chiné¢ino). Sakykime (X, A, u,S) - dinaminé sistema, S - trans-
formacija issauganti matq p, f € LY (X, A, p). Tada egzistuoja f* € LY (X, A, ), kuriai

n—1
nlirlgo% Zf(Sk(x)) = f*(z) b. .
k=0

Suformuluota teorema galima jrodyti remiantis knygoje [5] 438-439 puslapiuose pateikta irodymo
schema. Mes apsiribosime dvieju funkcijos f*(z), pasirodancios teoremos formuluotéje, savybiu nus-
tatymu.
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I.  Beveik visur f*(S(z)) = f*(z).

> IS teoremos b. v. x gauname:
n—1 n
F(S@) = Tim 237 (SHS @) = Tm =S F(S9(@)
k=0 j=1

(1 ; 1 . 1 Y
_— (n;f(sm)—nf(x)) =l P S (81@) = )

7=0

II.  Jei p(X) < oo ir f € L' NL>®, tai

[ @ ntdn) = [ (@ i
X
> Kadangi S iSsaugo mata, tai i§ 3.2.3 teoremos gauname

[ @ aias / f@us ) = [ #(S@) ulds) = [ (S(@) (o).
X

S=H(X) X

Analogiskai

/ £(5(2)) uldr) = /X F(S(x)) uS ™ (dx) = / F(5%(2)) () = / £(5(2)) ().
X

Tesdami gauname, kad

/ f() u(dz) = / £ (5" () ulde
X X
visiems £k =0,1,2,....

Vadinasi, visiems naturaliems n

[ 5 s @)t = 25 [ 5(5% @) ntae) = [ 560 i)
b k=0 kZOX X

Kadangi
1 n—1
=Y f(S*@) el
™ =0
tai, pasinaudoje integralo (L4) savybe (zr. 2.2.1 teorema), gauname

n—1

Jim / > F(5*@) i) = )[ () ()

[ t@ntd) = [ 1@ utae).
X X

Vadinasi,

55
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4.2.4 TEOREMA. Sakykime (X, A, u,S) - dinaminé sistema su matq iSsaugancia ergodine
transformacija. Tada bet kuriai integruojamai funkcijai f € L*(X, A, i)

im ln_l k(y __ 1 v
nleoonkzzof(s ( >) M(X)X/f(y)ﬂ(dy) b. v.

I paskutinés teoremos matosi, kad ergodinés transformacijos atveju funkcijos f vidurkis sudary-
tas pagal trajektorija x, S(x), S%(z), ... beveik visur lygus tos pacios funkcijos f vidurkiui pagal visa
erdve X.
> Funkcija f*(x) atsirandanti teoremoje 4.2.3 tenkina lygybe

fr(S@) = f*(x) b.v.

Kadangi S ergoding, tai i§ 4.2.1 teoremos isplaukia, kad f*(x) beveik visiems z lygi konstantai.
Tegul f*(x) = f* b. v. Tada

[ F@utn) =5 [ uldo) = £ ucx)

X
Kadangi
[ #r@ntan = [ f@)niao).
b'e X
tai 1
@) =1 = [ Foudn b
p(X)
X
Istate gauta israiska i 4.2.3 teoremos lygybe, gauname
12 1
lin 3 (5 @) = s [ F@ntdn) b a
e 2 W(X)
= b's
4.2.5 TEOREMA (Puankaré teoerema). Sakykime (X, A, u,S) - dinaminé sistema su matq
i§saugandia ergodine transformacija, o p(X) < oo. Tada
1 n—1 (A)
- 11— B2y
no = n—oo p(X)
sk(z)ea
Pagal teorema trajektorijos z,S(z), S?(z),...,S™(z) elementai pakliina i aibe A vidutiniskai
n(A)

ek kartu, kai n pakankamai didelis.

> 4.2.4 teoremoje imdami f = M4, gauname
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Is paskutinés teoremos isplaukia, kad esant ergodinei transformacijai S, beveik visiems x bet
kuria teigiamo mato aibe A trajektorijos z,.S(x), S%(z), ... elementai aplanko be galo daug kartu.

4.3
SumaiSancios ir
uzpildancios
transformacijos

4.3.1 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, u) - tikimybiné erdvé, o S : X — X Sios erdvés matq
i$sauganti transformacija. S vadinama sumaisancia transformacija, arba sumaisymu, jeigu,

lim u(ANS"(B)) = u(A)u(B)

n—oo

visoms A, B € A.
4.3.1 LEMA. SumaiSanti transformacija yra ergodiné.

> Sakykime S yra sumaisanti erdvés (X, A, u) transformacija, o B € A §ios transformacijos invari-
antiné aibe, t. y. B = S7!(B).
Tada
S7*(B)=S8""(s"(B)) =S"YB) =B,

S™(B) =SS~ V(B))=...=5(B) = B.

visiems natiraliems n. Imkime A = X \ B. Gauname
p(ANS™(B)) =uw(ANB) =u(X \ BN B)=0.
Kadangi S sumaisanti transformacija, tai

lim u(ANS"(B)) = u(A)u(B) = u(B)(1 - u(B)).

n—oo

Vadinasi,
(1 - u(B))u(B) = 0.

Taigi pu(B) = 0 arba u(B) = 1. Vadinasi, bet kuri invariantiné transformacijos S aibé yra triviali.
Tai rodo transformacijos S ergodiskuma.
<

4.3.2 APIBREZIMAS. Sakykime (X, A, p) - tikimybiné erdvé, o S : X — X yra Sios erdvés
matq i§sauganti transformacija tenkinanti salyga: S(A) € A visoms A € A. Jei

Jim_pu(S™(4)) =1

visoms A € A, kurioms p(A) > 0, tai S vadinama uzpildancia transformacija.

Nesunku pastebéti, kad né viena abipus vienareiksmé mata issauganti transformacija negali biiti
uzpildanti. IS tiesu, jei S yra tokia, tai

visiems naturaliems n.
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o8

Tiesioginis §io fakto

Galima jrodyti, kad bet kuri uzpildanti transformacija yra sumaisanti.
Vadinasi,

irodymas gana sudétingas. Taciau i§ sekancio skyrelio rezultatu jis lengvai gaunamas.

tikimybinéje erdvéje turime
S uzpildanti = S sumaiSanti = S ergodiné.

Uzpildancios, sumaiSancios ir ergodinés transformacijos yra pagrindinés mata isauganciy trans-
formaciju rusys. Kaip atskirti Sias transformacijas viena nuo kitos naudojant Perono ir Kupmano
operatorius parodysime sekanciame skyriuje. Koks $iu skirstingu rusiu transformaciju geometrinis

veikimas galime pamatyti i§ toliau pateiktu pavyzdziu.
4.3.1 PAVYZDYS. Erdvéje  ([0,1]%,B,m) nagrinéjame transformacija  S(z,y)

= ({2 + V2 {y +V3}).
Kadangi S~'(z,y) = ({z — v2},{y — v/3}) b. v. , tai naudodami (3.4) formule gauname
Pf(z,y) = f(S (a,9) T () = f({e - V2} {y — V3}).

Vadinasi, PI(z,y) = 1 b. v. Taigi transformacija S i$saugo mata. Naudojant sekancio skyriaus
rezultatus galima parodyti, kad S ergodiné, bet néra sumaisanti. Geometrinis Sios transformacijos

veikimo vaizdas toks:

1Y
4 3 zih

I
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4.3.2 PAVYZDYS. Erdvéje ([0,1]%, B, m) nagrinéjame kepéjo transformacija

Buvo parodyta (zr. 4.1.3 pavyzdi), kad §i transformacija igsaugo erdvés mata m. Naudojant
sekancio skyrelio rezultatus galime parodyti, kad S sumaiSanti, bet néra tiksli, (bent jau dél to, kad
S abipus vienareikdmé). Geometrini Sios transformacijos veikima rodo piesinys

 d
}) S 4
[ ) /—s
B e
i
1X
S
/r‘j/
.
Y kY :
4 - -
» ﬂ/ I S e ol =
_ e |
—
:7;_\ ] t x
{ z

4.3.3 PAVYZDYS. Erdvéje ([O, 12,8, m) nagrinéjame transformacijq

S(z,y) = ({32 +y}, {= + 3y}).

Apskaic¢iavus Perono operatoriu ir pritaikius sekancio skyrelio rezultatus galim parodyti, kad si
transformacija S yra uzpildanti ervdéje ([O, 1]2,B,m). Geometriskai Sios transformacijos veikimas
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v
OPERATORIU TAIKYMAS
TRANSFORMACIJU TYRIMUI

5.1

Pagrindinés

transformaciju klasifikavimo
teoremos

Ankstesniame skyriuje buvo isskirtos pagrindiniu mata iSsauganc¢iu transformaciju rasys. Er-
godinés, sumaiSancios ir uzpildancios transformacijos skirtingai veikia o-algebros aibes. Nustatyti
konkreéia transformacijos rsi pagal apibrézima gana sunku. Siame skyriuje nurodysime biida, kaip
nustatyti transformacijos rusi naudojant su ja susijusius operatorius.

5.1.1 TEOREMA. Sakykime (X, A, u) — tikimybiné erdvé, S : X — X matq iSsauganti
transformacija, o P — $ios transformacijos Perono operatorius. Teisingi tokie teiginiai

(a) S ergodiné << P"f —1 Cezaro prasme visoms f € D.
(b) S sumaisanti < P"f —1 silpnai visoms f € D.

(¢) S uzpildanti < P"f—1 stipriai visoms f € D.
Pasinaudoje funkciju seku konvergavimo apibrézimais galime irodyti tokia ekvivalencia teorema.

5.1.2 TEOREMA. Sakykime (X, A,p) — tikimybiné erdvé, S : X — X matq i$sauganti
transformacija, o P — $ios transformacijos Perono operatorius. Tada:

n—1

(a)* S ergodiné << lim L3> < Pfg >=< f,1 >< 1,9 >, visoms f € L,
n—oo —
g e L. =

(b)* S sumaisanti < lim < P"f,g>=< f,1><1,g9 >, visoms f € L', g € L*°.

n—oo

(o)* S uzpildanti < lim |P"f— < f,1>]=0.

> Parodysime, pavyzdziui tvirtinimu () ir (b)* ekvivalentuma.

I. Sakykime pradzioje tenkinama teiginio (b) salyga, t. y. P"f — 1 silpnai visoms f € D. Pagal
2.5.2 apibrézima
lim < P"f,g>=<1,9>
n—oo

visiems tankiams f € D ir visoms g € L.
Kadangi < f,1 >= 1 kiekvienam tankiui f € D, tai

lim < P'f,g>=< f,1><1,9 >
n—oo

visiems f € D ir visoms g € L*°.
Sakykime dabar f € LY(X,A,u), f > 0. Tada f/ < f,1 >€ D. Pritaike pakutine lygybe
funkcijai f/ < f,1 > gauname

hm<PW—l;—>:<—J;—1><Lg>

n—o0 <f,1> < f,1>7

visiems f > 0, f € L! ir visoms g € L.
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Operatorius P, taigi ir operatorius P™ yra tiesiniai (zr. 3.2.1 teorema).
Vadinasi, i§ paskutinés lygybés isplaukia, kad

lim < P"f,g>=<f,1><1,9>

visoms f >0, f € L', g € L.
Pasirinke f € L'(X, A, u) ir pritaike paskutine lygybe atskirai funkcijoms f* ir f~, gauname
lim < P"f,g>= lim < P"(f" —f7),g>= lim < P"f" g>— lim <P"f ,g>
n—oo n—oo n—oo n—oo
=< ftl><l,g>—-<f,1><1,g>
=(<ffl>=-<f,1>)<lg>=<f1><1l,g>.

Taigi
lim < P"f,g>=< f,1><1,9 >

n—oo

visoms f € L', g € L.
Gavome teiginio (b)* salyga.

II. Sakykime patenkinta teiginio (b)* salyga, t. y.

lim < P"f,g>=< f,1><1,9 >
n—oo
visoms f € L', g € L*°.
Pasirinkime f € D. Kadangi siuo atveju

< f,1>= [ fuldz) =1,
/

tai

lim < P"f,g >=<1,g >
n—oo
visoms f € D, g € L*°. Pagal silpno konvergavimo apibrézima (zr. 2.5.2 apibrézima) gauname, kad
P"f — 1 silpnai visoms f € D. Taigi patenkinta teiginio (b) salyga.
Analogiskai samprotaujant nesunku parodyti, kad (a) < (a)* ir (¢) < (¢)*. <

5.1.1 1SVADA. Sakykime (X, A, u) — tikimybiné erdvé, S : X — X mata iSsauganti trans-
formacija, U — jos Kupmano operatorius. Tada:

n—1
(a)** S ergodiné < lim 1Y < fUfg >=< f,1 >< 1,9 > visoms f € L',
k=0

7L—>Oon
g€ L.

(b)** S sumaisanti < lim < f,U"g >=< f,1>< 1,9 > visoms f € L', g € L.

n—oo

Paskutiné isvada iSplaukia i$ 5.1.2 teoremos ir Kupmano operatoriaus savybés (K3) (zr. 3.3.1
teorema).
Naudojant analogiska metoda, kaip irodant 5.1.2 teorema galime gauti sekanc¢ius tvirtinimus.
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5.1.3 TEOREMA. Sakykime (X, A, u) — tikimybiné erdvé, S : X — X mata iSsauganti trans-

formacija, P — Sios transformacijos Perono operatorius, p > 1 —fiksuotas realus skaicius,

1 1 _
54’?—1 Tada

n—1 ,
(a) S ergodiné < lim % S < Phfg>=<f,1><1,9> visoms f € LP, g€ LP.
k=0

n—oo

(b) S sumaisanti < lim < P"f,g>=< f,1><1,g9> visoms f € LP, g € L.

n—oo

(c) S uzpildanti < lim |[P"f— < f,1 > ||» = 0 visoms f € LP.

5.1.2 1SVADA. Sakykime (X, A, p) — tikimybiné erdvé, S : X — X mata iSsauganti trans-
formacija, U — $ios transformacijos Kupmano operatorius, p = 1 fiksuotas realus skaicius,
Ly L —1. Tada:
p + 7 . laaa:

~ n—1
(a) S ergodiné < lim % Y < f,UFg >=< f,1 >< 1,9 > visoms f € LP,
k=0

n—oo

gelLr.

(b) S sumaisanti < lim < f,U"g >=< f,1>< 1,9 > visoms [ € LP, g € L.

n—oo

Norint nustatyti transformacijos rasi suformuluotu teoremu pagalba nebutina tikrinti teiginiu
salygas visoms f € LP, g € LP . Pakanka nagrinéti tiesiskai tankius erdviu LP ir LP poaibius. Tai
iSplaukia i§ 2.5.3 apibrézimo ir 2.5.1, 2.5.2 teoremu.

5.2
5.1.2 teoremos
irodymas

Siame skyrelyje irodysime teorema 5.1.2. Teoremos 5.1.3 irodymas analogiskas, bet sudétingesnis
techniskai. Irodyma skaidysime i keleta daliu.
I. Sakykime patenkinta (a)* salyga, t.y.
1 n—1
lim ~» < PFfg>=<f1><1,9> (5.1)

n—oo n,
k=0

visoms f € L', g € L*°.
Irodysime, kad S yra ergodiné transformacija. Sakykime A € A yra invariantiné transformacijos
S atzvilgiu. Sitai aibei
S7HA) =4, 0<pA) <1

Kadangi S iSsaugo mata, tai bet kuriai B € A

/P]IAu(dff)= / Ta p(dz) = u(ANS~(B))
B

S=1(B)

= pu(S7H(A) NSTHB)) = u(STHANB)) = W(AN B),

/ s p(dz) = p(A N B).

Is gautu lygybiu ir 2.2.3 teoremos gauname, kad P4 = 14 b. v.
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Vadinasi, (5.1) lygybés kairé pusé funkcijai f = 14 lygi
n—1 n—1

1 1
lim =Y <PFfig>=lim — ) <1l4,¢g>=<1T4,9>.
im ,;) f,g Hnnkzz0 As9 As9

n—oo n n—o00

Taigi, bet kuriai g € L™
<Ly, g>=u(l) <1l,g>.

Pasirinke g = T x\ 4, gauname

AN X\ A) = p(A)(L - p(A)).

Vadinasi, p(A)(1 — p(A)) = 0 bet kuriai transformacijos S invariantinei aibei A. Taigi bet kuri
transformacijos S invariantiné aibé yra triviali, S yra ergodineé.

II. Sakykime S yra ergodiné tikimybinés erdvés (X, A, ) transformacija. Irodysime (5.1)
lygybe. Kadangi erdvé (X,.A,u) tikimybine, tai bet kuri ¢ € L™ yra integruojama. I§ Birkofo-
Chincino teoremos (zr. 4.2.4 teorema) isplaukia, kad

1 n—1
HILH;OEZQ(S’“(HC)) = /g(y)u(dy) =<1l,g> b.v.
k=0 X

Pasirinkus f € L! gauname
1 n—1
nlin;o - Zf(ac)g(Sk(x)) =<1l,9> f(z) b.v.
k=0
I8 integralo savybiu (L3) ir (L4) (zr. 2.2.1 teorema) isplaukia, kad

n—1
nh_}rr;o%z /f(x)g(Sk(a:)) uldr) =< f,1><1,g>.
k=0 %

Kadangi
/ F(@)g(S* (@) p(da) = / F@)U*(g(x) pld) =< f,U%g >

b's X
Bet kokiam £ =0,1,..., tai
n—1

1
lim — Y < f,Urg>=<f1><1,9>.
k=0

n—oo N

Pasinaudoje Kupmano operatoriaus savybe (K3) i§ 3.3.1 teoremos, gauname (5.1) lygybe.
ITI. Sakykime S sumaiSanti transformacija. [rodysime, kad

lim < P"f,g>=<f,1><1,9> (5.2)

n—oo

visoms f € L', g € L*°.
Pagal sumaiSancios transformacijos apibrézima

lim pu(ANS™(B)) = u(A)u(B), A Be A

n—oo
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Vadinasi,

n— 00
X X X

lim /]IA(Q:)]IB(S"(JC)) p(dx) :/]IA(.’L‘) ,u(dsc)/]IB(m) p(dx).

Pasinaudojus Kupmano operatoriaus apibrézimu (zr. 3.3.1 apibrézima) gauname

lim < T4, U g >=< 14,1 >< 1,15 >.

n—oo

Kadangi Kupmano operatorius jungtinis Perono operatoriui (savybé (K3) is 3.3.1 teoremos), tai

lim < P4, 1g >=< 14,1 >< 1,15 >.

n—oo

Kadangi Perono operatorius tiesinis, tai pasinaudojus integralo savybe (L3) i§ 2.2.1 teoremos,
gauname, kad paprastosioms funkcijoms

f:Z)\i]IA“ g:ZUJ]IBj

el jeJ
lim < P"f,g>= lim (P"Y A, Zaj]IBj>
n— oo n— o0 el i
= Jim (NP 3oosle, ) =303 A lim < Pyl >
el jet icl jeJ
= Z)\iO'j <I4,,1>< l,I[Bj >= Z)\Z <Ly,,1> ZO'J‘ < 1,]IBj >
iel el jeJ

= (N 1)(1L, Y o5ls, ) =< fi1>< 1,9 >
i€l jeJ

Sakykime dabar f € L', o g € L. Pasirinkime ¢ > 0. Funkcijai ¢ € L™ galima surasti
paprastuju funkciju seka {gx}, kuriai
lg = grll= <e

visiems k > K.
Funkcijai f € L', galima surasti paprastuju funkciju seka {fx}, kuriai

If = fell <e

visiems k > K.
Aigku, kad

| <P'fg>—<f1><1l,g>|<|<P'f,g>—<P"fr,gc>|
+ ] <P frogk > — < fi, 1 >< 1,9 > |
< frl><lge>-<f1><1lg>|

Kai k > K, pasinaudoje Markovo operatoriaus savybe (M4), gauname
| <P"fg>—<P'fo,ge>| <|<P"fog>—<P'fo,g>|+| <P"fe,g>—<P"fi,gr > |
=| <P (f=fr),9>|+| <P"fr9— 9> |
< gl [P7CF = f)ll + 12" £l g — gl
<gllzee || f = full + 1 fullllg = grllze < e(llgllze + 1 fxll)
<e(llglhee +1fk = FIL+ A1) < ellglze + £+ ).
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Analogiskai visiems k > K

| <fil<lgr>—-<fl1><lg>|<|<fe,1><Lge>—<fr,1><1,9>|
+] < fil><lg>—-<f1><1,g>|
=|<fe,1><Lgr—g>|+|<fi—f1><1g>|
< fell Nl zee 1Ll lgx — gl + I1fe = FINL 2o 1] lg]| £o
<ellfell +ellgllee <e(llglloe + (1] +e€).

Vadinasi, visiems k > K
lim | < P"f,g>—<f,1><1,9>|<2(llgllr~ + I f]| +¢)

n— oo

+ lim | < P fr e > — < fr, 1 >< 1gp > |-
n—oo

Kadangi fj ir gx yra paprastosios funkcijos, tai pagal irodyta dali riba esanti desinéje nelygybés
puséje lygi 0. Taigi visiems ¢ > 0

nlingo| <P'fig>—-<f,1><1,g> ’ < 2e(llgllee + 1 fIl +€).
Abiejose nelygybés pusése peréje prie ribos kai € | 0, gauname, kad (5.2) lygybé galioja bet
kokioms funkcijoms f € Lt ir g € L°°.

IV. Sakykime patenkinta teiginio (b)* salyga, t.y. (5.2) lygybé teisinga visoms f € L, g € L.
Parodysime, kad transformacija S §iuo atveju yra sumaisanti. Pasirinke f = T4, g = Ip, A,B € A,
gausime

lim < Py, g >=< 14,1 >< 1,1 >.

n—oo

Is Kupmano operatoriaus savybés (K3) (zr. 3.3.1 teorema) iSplaukia

lim < T4, U"g >=< 14,1 >< 1,15 >.

n—oo

Vadinasi,
Jin [ 140" 1a (@) ulde) = [ a0 (o) [ Un(o) (o).
X X X
arba
lim / 4 (2) T (5™ (2)) pu(der) = p(A)u(B).
X
Taigi

lim u(ANS™(B)) = u(A)u(B)

n—oo

bet kurioms aibéms A, B € A. Gavome, kad transformacija S sumaiganti.
V. Pakutinés teoremos dalies tvirtinima irodysime tik i viena puse. Parodysime salygos (c¢)*
pakankamuma. Salygos (¢)* butinumo irodyma paliekame skaitytojui.
Sakykime visoms f € L!
lim |[P"f-< f,1>] =0
n—oo

Irodysime, kad transformacija S Siuo atveju yra uzpildanti. Pasirinkime A € A, kuriai u(A) > 0.
Apibrézkime funkcija
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Kadangi funkcija fa € D, tai < fa,1 >= 1. Vadinasi,
lim [|[P"fa — 1| =0.
Pazymeékime
=[P fa—1]|.

Nesunku pastebéti, kad

ps @) = [ = [ P - [ (P - 1) )

5™ (A) 5m(A) 5m(A)

> / PP fa () plda) — | P fa — 1] = / P fa(z) pld) — 7.

Sn(A) Sm(A)

Is Perono operatoriaus apibrézimo (zr. 3.2.4(B) apibrézima) isplaukia, kad bet kuriam nattra-
liajam n

/ P7 £ (2) plde) = / P(P"Lfa(2)) pu(da) = / PP (fa(2)) pld)

S7(4) Sm(A) S-1(57(4))
= [ PER@ = [ (P @) )
S—1(S™(A)) S2(Sm(A))
—= [ 1)t
S=n(Sn(A))

Kadangi A C S~"(S™(A)), tai paskutinis integralas lygus 1. Vadinasi,
p(S™(A) =1—r,
visiems nattiraliems n. Kadangi seka r,, nykstanti, tai i§ paskutinés nelygybés isplaukia kad

lim p(S"(4)) =1

n—o0

bet kuriai A € A, pu(A) > 0. Taigi S — uzpildanti transformacija.

5.3
Transformaciju tyrimo
pavyzdziai

5.3.1 PAVYZDYS. Erdvéje ([0,2n], B, 2%) apibréita transformacija S(z) = (z + ¢) mod 27.

Cia ¢ fiksuotas skaicius, kuriam ©/21 yra iracionalus. Parodysim, kad transformacija S
yra ergodiné erdvés ([0, 27], B, %) transformacija.
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> Transformacijos S veikima galima isivaizduoti kaip apskritimo tasku pasukima kampu ¢ pries
laikrodzio rodykle.

x |X+¢€

Pradzioje rasime Sios transformacijos Perono operatoriu. Pagal apibrézima

[P grn = [ @) 3 (@),
A

s-1(a)
/ Pf(y)dy = / Fy) dy
A s-1(a)

visoms A € B([0, 2x]).
Sakykime pradzioje 0 < x < 27 — ¢. Pasirinke A = [p, ¢ + z], gauname

T+ x
/ P(y) dy = / f(y) dy = / £() dy.
v S-1([prptal) 0

Vadinasi,
Pf(z+p)= f(z) b.v.,
kai 0 < z < 27 — ¢, arba
Pf(x) = flz—¢) b.v.

kai p < < 27.
Sakykime dabar 0 < z > ¢. Pasirinke A = [0, 2], gauname

x

[Prwa= [ twan
)]

0 S—1([0,z
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Kadangi nagrinéjamu atveju S=1([0, z]) = 27 — ¢, 27 — ¢ + 7], tai

x 2r—p+x
[Prwa= [ swaw.
0 22—
Vadinasi,
Pf(x) = f(2m — ¢ +x)
kai 0 <z > o.
Taigi,

f@er—p+x), kaiO <z >,
Pf(x){f(xcp), kai ¢ <z < 27.

Kadangi PT =1 b. v. , tai transformacija S iSsaugo mata 5-. Vadinasi, ergodiskumui patikrinti
galime naudoti 5.1 skyrelio teoremas ir iSvadas. Pagal 5.1.2 iSvada transformacija S ergodiné tada ir

tik tada, kai

n—1
1 ,
lim — § < f,Ulg>=< f,1><1,9>
n%oonjzo

visoms f, g € L?.
Pasirinkime pradzioje funkcija g(x) = e™**, kur k € Z \ {0}, 0 i2 = —1. Aigku, kad

Uig(a) = g(57 (a)) = eC+79),

1 n—1 1 n—1
— J —_ — ik(z+jp)
ap () = nZU g(x) = nZe
7=0 7=0
o1 ikwn ikjo _ 1 ikxel’w" —1
IR 2
27 . 1/2
Jon(@le = [ [ |Lere et =1 do
i)l = n etke — 1| 27
0

2m
etten —1 ikx |2 2
= — < .
2mn|etke — 1| /\e I dz < nletke — 1| s 0
0

Antra vertus

2
o AT 1 .
1 — ik 2 27r7.k_1 = 0.
s h9e /e o ik )
0
Jei g(x) =1, tal ap(z) =1 ir
27
d
<l,g>= |
21w

Taigi visiems k € Z

1 n—1
- Z Ujezkx_ < l,ezkm >
n

j=0

n—oo

L2
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Kadangi U tiesinis operatorius ir

1 . .
sinkx = 2—@_(6”” — etk
tai
1 n—1 1 1 n—1
— Ulsinkz— < 1,sinkx > =|=|(- Ulehr— <1, ¢ > )
|:% 2T

1 1 n—1
_ ? ( E Ujefikx_ < Leﬂ'kx > )
T\Nn
j=0

L2
111 n—1
AT e cr,me >
n < 5
j=0 L
1|1
+ —||—= Z U]e—lkm_ < Le—zkm > N 0
21n = ;2 n—oo

Analogiska sarysi galime gauti ir funkcijoms coslz, I € {0} UN. Vadinasi,

ln—l
fZU]g—<1,g> — 0
njzo L2 n—oo

visoms funkcijoms g i§ erdvés L? poaibio
G = {sinkx,coslx, k,1=0,1,2,... }

Poaibis G tiesiskai tankus (7r. 2.5.4 apibrézima) erdvéje L. Vadinasi,

1n—1

fZUJgf <1l,g>

n -
7=0

— 0
L2

visoms g € L2
Imdami f € L? ir pasinaudoje Kogi-Helderio nelygybe | < h,r > | < ||h| p2||7||z2, h € L%, r € L?

gauname

n—1
= ‘<f,iZUjg><f,< 1,g>>‘
J

0

n—1

1 _
EZ<f,UJg>f<f,1><1,g>
7=0

n—1
1 .
= —E Ulg— <1
‘<f’nj_0 g- = ’g>>‘

1n—1 )
EZU39_<1’9> —_ 0.
j=0

<INz
L2

Gavome: )
1 — ,
lim—§ < f,Ulg>=< f,1><1,9>
n—oo N j:0

visoms f,g € L%, Pagal 5.1.2 isvada transformacija S ergodiné.
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5.3.2 PAVYZDYS. Erdvéje ([O7 1}),B,m) apibrézta transformacija S(x) = {rx}, r 22, reN
— fiksuotas skaicius. Parodysime, kad S yra uZpildanti transformacija.

> IS 4.1.1 pavyzdzio gauname, kad

r—1 .
Pfx) = iZf(; + jf) b. v.
=0

visoms f € L! ir S igsaugo erdvés mata m. Sakykime f tolydi. Kadangi tolydi intervale [0, 1] funkcija
yra integruojama, tai tokiai funkcijai israiskos

1 r—1 .
P f(e)= = >0 f<j + f)

=0

desinéje puséje yra f integraliné suma. Vadinasi,

tolygiai pagal x, t. y.

Tuo paciu

1P f(2)— < fi1> || = / P f(e)- < f,1 > |de
0
< max ’P"f(x)f < f,1> | — 0.

z€[0,1] n—o0

Kadangi tolydziu funkciju aibé yra tiesiskai tanki erdvéje L' (7r. 2.5 skyriu), tai

[P flz)—< f,1>] — 0
n—oo

visoms f € L.

Is 5.1.2 teoremos isplaukia, kad S yra uzpildanti transformacija.

5.3.3 PAVYZDYS. Erdvéje ([0,1]2,B,m) apibrézta transformacija S(z,y) = ({z + y},

{z+ 2y}) Parodysime, kad S sumaisanti transformacija.
> Si transformacija, kuri vadinama Anosovo difeomorfizmu, jau buvo nagrinéta 4.1.4 pavyzdyije.
Buvo rastas Sios trnasformacijos Perono operatorius ir nustatyta, kad S iSsaugo mata m. Pagal 5.1.2

iSvada S sumaisanti tada ir tik tada, kai

lim < f,U"g >=< f,1><1,9g>
n—oo

visoms f,g € L.
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Erdvéje L2([(0,1]%, B, m) funkciju aibé
K= {sin 2r(kx + ly), cos 2w (kx + ly), k,l € Z}

sudaro tiesiskai tanku poaibi.

Imkime
g(x,y) = exp{2mi(kz + ly)}, k,l€Z,

f(z,y) = exp{—2mi(pz + qy)}, p.q€ZL.
Nesunku pastebéti, kad

Ug(z,y) = g(S(z,9)) = 9({z + y}, {z + 2y}),
Ug(z,y) = g(S({x + v}, {z + 2y})) = 9({2= + 3y}, {3z + 5y}),
Ulg(z,y) = g(S({2x + 3y}, {3z + 5y})) = g({Bx + 8y}, {8z + 13y}),

Ug(z,y) = 9({azn—2I + azn-1y}, {azn—17 + a2ny})7
kur {a,} yra Fibonacio skai¢iu seka, t. y. seka, turinti savybes:
ap=a1 =1, apny1=an+an_1.

Misu pasirinktoms funkcijoms f(z,y) ir g(z,y)

11
< f,U"g>= //exp{—?m’(pa: + qy) } exp{2mi(kagn—22 + kagn—1y + lasp—12 + lag,y) } dedy
0 0
11
= //exp{%m’(kagn,g + lagn—1 — p)x + 2mi(kagp—1 + las, — q)y} dedy.
0 0

Vadinasi,

n _ 17 Jel (ka2n72 + la2n71 - p) = (ka2n71 + la2n - CI) = 07
< LU >= {O kitais atvejais.

Parodysime, kad bent vienas i$ reiskiniu
kagp—2 + lagn—1 — p, kagn—1 + lagn —q (5.3)
nelygus 0 pakankamai dideliems n, jeigu bent vienas i§ skai¢iu &, 1, p, ¢ nelygus 0.

I. Jeik =1=0, bet p # 0 arba ¢ # 0, tai akivaizdu, kad bent vienas i$ reigkiniu (5.3)
nelygus 0.

II. Sakykime dabar k # 0 arba [ # 0. Zinoma, kad

lim a, = oo lim G2n=2 _ 2
n—oo " ’ n—o0 agn—1 1445

todeél

. a2n—2 D 2k
lim (k& +1— = + 1.,
n—00 ( a2p—1 a2n—2) 1+5
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Jei k # 0 arba [ # 0, tai paskutinis narys nelygus 0. Vadinasi, pakankamai dideliems n

A2n—2
fEn—2

iy p—
a2n—1 a2n—1

£0.

Taigi
kasn—2 + lagn—1 —p # 0

pakankamai dideliems n.
Gavome, kad pakankamai dideliems n

kasn_2 +lagn—1 —p = kagn_1 +laz, —q=0

tada ir tik tada, kai k =1 =p=¢=0.
Vadinasi,
no_ )1, jeik=l=p=q=0,
<f,Ug>= {O kitais atvejais.

kai n pakankamai didelis.
Antra vertus

1 1
1, jeik=1=0,

<bLg>= //exp{2m(kx +1y)} dedy = {0 kitais atvejais.
0 0

Analogiskai

11

. 1, jeip=q=0,
<fil>= //exp{f%m(pa: +qy)}dedy = {0 i{itaﬁs agvejais.
0 0

Taigi pakankamai dideliems n

1, jeik=1l=p=qg=0,

n _ J—
<HEUMg>=<f1><19>= {0 kitais atvejais.

Vadinasi,
lim < f,U"g >=< f,1><1,9g>
n—oo

visoms funkcijoms turin¢ioms pavidala

f(z,y) = exp{—2mi(pz + qy)},  p.q€Z,
g(z,y) = exp{2mi(kz + ly)}, k,le€Z.

Kadangi U tiesinis operatorius, tai iS gautos lygybés isplaukia, kad

lim < f,U"g >=< f,1 ><1,g>

visoms f,g € K C L%
Kadangi K tiesiskai tankus erdvéje L2, tai i§ paskutinés lygybés isplaukia (7r. 2.5.1 teorema),
kad
lim < f,U"g >=< f,1 >< 1,9 >

n—oo

visoms f, g € L°.
Is 5.1.2 isvados isplaukia, kad Anosovo difeomorfizmas yra sumaisanti transformacija.
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