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1
Pirmoji paskaita

Analiziné geometrija atsirado XVI amziuje. Jos esme sudaro tai, kad geometriniai
objektai uzrasomi formulémis, lygtimis. Pradininkas Dekartas, kuris jvedé koordinaciy
sistema erdvéje.

1.1 Vektoriné erdve ir operacijos su vektoriais

Kurse dazniausiai susidursime su nedidelio matavimo vektorine erdve V = k" vir$
kuno, £k =R,C, arba Q ,dimV =1, 2, 3.
Kai dim V =1,V galima sutapatinti su paciu kunu, k.
Jei dim V = 2, tai vektoriné erdvé V bus dar kitaip vadinama plokStuma.
Jeidim V = 3, tai V vadinsime paprasc¢iausiai erdve.
Priminsime keleta reikalingy apibrézimy, kurie buvo duoti algebros kurse.

Skaliariné sandauga. Tarkime, duoti du vektoriai v = (x1, s, ..., z,) ir
w = (Y1, Y2, ---, Yn), tada standartine skaliaring sandauga zymeésime

%

Jeigu naudosime nestandartine skaliarine sandaugg, tai ja Zymesime < vy, vy >.
Vektoriaus ilgis. Laikysime, kad vektoriaus v = (z1, ..., x,) ilgis |v| yra kvadratine
Saknis i$ skaliarinés sandaugos v - v, t.y.



Kampas tarp vektoriy. Kampo kosinusas tarp vektoriy v, w yra pagal apibrézima
lygus skaliarinei vektoriy sandaugai padalintai i$ jy ilgiy:

v-w

cos(v,w) = :
[v][w]
Jeigu v - w = 0, tai sakysime, kad vektoriai v ir w yra statmeni. Jeigu cos(v, w) = +1,
tai sakysime, kad vektoriai v ir w yra kolinearieji (lygiagretieji) .
Vektoriaus v projekcija i vektoriy w zymeésime pr,v. Ji lygi:
v-w
pryv = |v| cos(v, w) = —.
|w
Vektoriné sandauga (trimatéje erdvéje). Tarkime duoti du vektoriai vy ir vs,
tada vektorine sandauga Zymeésime

V1 X V2

Pagal apibrézima v = v; X vy yra vektorius su sekan¢iomis savybémis:
1. Vektoriaus v ilgis yra lygiagretainio, kurj sudaro vektoriai v; ir ve plotas.
2. v yra statmenas vy ir vy vektoriams.
3. Vektoriai v, vy, v9 turi tokig pacia orentacija kaip ir asys z,y, 2.
Tai reiskia, kad determinantas, kurj sudaro triju vektoriy v, v, vs koordinatés yra
teigiamas.
Vektoriy v galima apskai¢iuoti pagal formule:

i § ok
V1 XUy = | a1 bl C1 (]_1)
(05} bg Co

ia 1, j, k yra vienetinai vektoriai atidéti aSyse x,y, z, v; = (a;, b, ¢;),1 = 1, 2.
Misri sandauga (trimatéje erdvéje). Triju vektoriy vy, vs, v3 misri sandauga yra
skaicius, kurj Zymeésime taip (v1,ve, v3). Pagal apibrézima:

(v1,v2,v3) = (V1 X Vg) - v3 = vy - (V3 X V3)



Sio reiskinio rezultatas yra skaicius.

a b o
(U1,U2703) =|ay by c (1-2)
az bs c3

¢ia V; = (CLZ', bi, Ci),i = ]_, 2, 3.
Priminsime, kad geometriné determinanto prasmé yra orentuotas turis (arba misri
vektoriy sandauga), kurj Zymesime taip (v, va, ..., v,). Jis lygus:

aq b1 cT ... €
ag bg Cy ... €9

(01, Uy -ovy ) = : (1.3)
as b3 C3 ... €p

Gia v; = (ag, by, ¢y oy €i)y i =1,2,...,n.
Tarkime, kad plokStumoje duoti trys taskai

A1 = (Cll,bl), A2 = (CLQ,bQ), Ag = (CL3,b3>.

Pastebésime, kad lygiagretainio su dviem susikertanc¢iomis krastinémis As A ir AzA;
plotas yra dvigubai didesnis negu trikampio A;As A3. Todél pagal apibrézima trikam-
pio, sudaryto i§ dviejy vektoriy Ao — Ay = (ag —ay, by —0b1), As—A; = (a3 —ay,bs—by)
(toks vektoriy zyméjimo budas bus pakomentuotas kitame skyrelyje) arba trijy tasky
A1 Ay A3, orentuotu plotu S(A;, Ay, As) laikysime sekantj determinata

1 aq bl 1 1 aq b1 1
S(Al, AQ, Ag) = 5 a9 b2 1 |=-= a9 — a1 b2 — b1 0 (14)
as b3 1 as — ap b3 - b1 0

1 ao — a1 bg—bl 1
= =—(Ay— A1, A3 — A .
2| as—ay by — by 2( 2 1, A3 1) (1.5)

¢ia (A — Ay, A3 — Ay) yra misri vektoriy As — A; ir A3 — Ay sandauga, t.y. orientuotas
lygiagretainio plotas sudarytas i§ vektoriy A, — Ay ir A3 — A;.

Jeigu taskai A;AsAjz yra sutinkami plokStumoje einant prie§ laikrodzio rodykle,
tai orentuotas plotas yra teigiamas. Jeigu taskai A; As A3 yra sutinkami plokStumoje
einant pagal laikrodzio rodykle, tai orentuotas plotas yra neigiamas.



1.2 Afinioji erdve

Vektorinéje erdvéje néra tasky, tiesiy, yra tik vektoriai. Taigi, kas yra taskas, tiesé?
Norint atsakyti j §j klausimg reikalinga afiniosios erdvés savoka. Intuityviai tokia
savoka jau buvo naudojama mokykloje, kai taskas (z,y) buvo sutapatinamas su vek-
toriaus galu xe; + yey. Tam erdvéje reikia jvesti koordinaciy sistema.

Apibrézimas 1.2.1 Afinioji erdvé susideda 1§ tokiy objekty:
1. Tasky aibeés: T;
2. Vektorines erdvés V ;

3. Operacijos +, kuri sudeda taskus ir vektorius (rezultatas yra kitas taskas) ;

Taskai zymimi P,Q. Vektoriai: vy,vs. Bet kokius vektorius galima sudéti, padauginti
1§ skaiciaus taip kaip tai daroma vektorinéje erdvéje V . Minéti objektai tenkina tokias
aksiomas:

1. Bet kokiems taskams P, Q) € T, egzistuoja vienintelis vektorius v € V toks, kad
teisinga lygybée P = @ + v. Kitaip tariant tarp dviejy tasky yra vienintelis vektorius.
Vektoriy v = P — @ toliau Zymésime taip PQ).

2. Salio lygybé (taisyklé). PQ + QR = PR.

P=Q+wv
Q OR
\\?i P% >
PR

Pav. 1.1: Kairéje - tasko ir vektoriaus suma; desinéje - Sarlio lygybe.

Pavyzdys 1.2.2 Laikas ir datos. Datos yra taskai. Vienos datos nesudedame su kita,
bet galima paimti ju skirtumaq (gausime laikq), kuris ir yra musy erdvéje vektorius.

Pavyzdys 1.2.3 Turint vektorine erdve V jai galime priskirti afinigjq erdve A(V) =
(V,V,+), kurioje vektoriai ir bus vadinami taskais, t.y. T = V. Jeigu v,w yra i§
tasky aibés, tai apibrésime wv = w — v.



Nesunkiai patikriname abi afiniosios erdvés aksiomas.
Toliau kurse mes daznai sutapatinsime vektorine erdve V su ja atitinkancia afiniaja
erdve A(V) ir kartais todél vektoriy vadinsime tasku.

Apibrézimas 1.2.4 Tarkim, duota afinioji erdvé (T,V ,+), taskai Py, Py, ..., P, € T
i skaiciai oo, g, ..., € IR tokie, kad oy + as + ... + o, = 1. [Sraiskg

P+ P+ . +a,P=P+> ai(P—P) (1.6)
=1

vadinsime afiniuoju tasky dariniu .

Atkreipsime démesj, kad kairé lygybés pusé yra neturintis prasmés formalus uzrasas,
nes tasky aibéje neapibrézta tasko daugyba i§ skai¢iaus ir suma. DeSinéje lygybeés
puséje yra tasko p ir vektoriaus suma Y ., a;(P; — P), kuri yra apibrézta. Taigi
desinéje puséje yra taskas, o kairéje puséje yra to tasko formali iSraiSka. Kairéje puséje
néra tasko P, taigi lygybé jgauty prasme, jeigu deSiné pusé irgi nepriklausyty nuo
tasko P.

Teorema 1.2.5 Lygybés (1.6) deSinés pusé nepriklauso nuo tasko P pasirinkimo.

Irodymas: Paimkime, bet kokj tagka ). Tada
Q+> a(P-Q) = Q+(P-Q)—(P-Q)+> (P~ Q)
i=1 =1

= P+ a(P-Q—(P-Q)=P+) (P~ P)L7)
i=1 i=1
nes P=Q+ (P —Q), >, a; = 1. Taigi, lygybés desiné pusé nepriklauso nuo tasko
pasirinkimo. ®

Kas yra tiesé erdvéje A(V)? Tiese vadinsime vienmate afiniaja erdve, susidedancia
i§ tasky, gulinciy tarp dviejy tasky v, w. Kitaip tariant, tai yra aibé tasky

{tv+ (1 = t)yw = t(v —w) + w|t € k}.



Apibrézimas 1.2.6 Tiesés vektorine lygtimi vadinsime aibe tasky (vektoriy)
{w+ (v—w)t,t ek},
vektoriy (v — w) vadinsime tiesés krypties vektoriumi, t - parametru.

Atkreipsime démesj, kad vektorinés erdvés poaibiui priklauso nulinis vektorius.
Taciau tiesei nulinis vektorius nebutinai priklauso.
Kitas tiesés apibrézimas.

Apibrézimas 1.2.7 Tiesé , einanti per du taskus Py, Py yra visi taskai, kurie sudaro
afinygy daring p = a1 Py + ao Py, kai ap + ap = 1.

Teiginys 1.2.8 Taskas p = a1 P, + as P, kai oy + ay = 1,040 > 0 yra tarp tasky
Py, Py ir dalija atkarpg Py, Py santykiu oo @ aq, tai yra

PP
:P1P: = % arba ()41|P1P| :oz2|PP2| (18)
2 1
Py
P P:OZ1P1+OZQP2
[PLP| _ as
P |PP2‘ T o
1

Pav. 1.2: Atkarpos dalinimas duotu santykiu.

Irodymas:

P1P = PI—P:(a1+a2)P1—(a1P1+a2P2):ozg(Pl—Pg)
PPQ = P—PQZ(041P1+042P2>—(Ckl—FOéQ)PQ:Oél(Pl—PQ)

Taigi
PP
:PlP: :% arba O[1|P1P|:(12|PP2|.
2 1




Pastaba 1.2.9 Jeigu ayay <0, tai lygties (1.8 ) analogas yra
—Oé1|P1P| = 012|PP2|.

Jeigu ay < 0, tai taskai tieseje iSsidesto tokia tvarka P, Py, Py. Pavyzdziui taskas
P = 2P, — Py yra simetrinis taskui Py tasko Py atZvilgiu, t.y. atkarpos P, Py vidurio
taskas yra P;.

IS teiginio seka, kad atkarpos P;, P, vidurio taskas yra

1 1
9 1+2 2

tai yra kartu ir atkarpos masiy centras.

Teiginys 1.2.10 Trikampio, kurio virsunés Py, Py, P, pusiaukrastiniy susikirtimo tas-
kas yra

1 1 1
P=—-P +-P,+-P;.
31+32+33

Irodymas: Pradzioje jrodysime, kad pusiakrastinés susikerta taske P. IS lygybes

éP1+%P2+%P3:§(%P1+%P2)+%P3, (1.9)
galima matyti, kad taskas P yra tieséje tarp tasky Q2 = %Pl + %Pg ir P;. Kadangi
taskas (Q1o yra kraStinés PP, vidurio taskas, tai taSkas P priklauso pusiaukampinei,
iSvestai i$ tasko Pj, ir be to dalina ja santykiu 1:2. Analogiskai, lygybe (1.9) galima
perrasyti kitu budu ir tada matysime, kad taskas P priklauso pusiaukampinei, iSvestai
i§ tasko P, (arba P;). ®

Pagal apibézima laikysime, kad trikampio masiy centras yra pusiaukrastiniy susikir-
timo taskas.

Teiginys 1.2.11 Afinusis darinys tasky P = aA+ B +~yC' turi sekancig geometrine
prasme:

[PBC]| [APC]  [ABP]
[ABC] [ABC] ! T [ABC]’
¢ia [ABC| = S(A, B,C) yra orientuotas trikampio plotas (Zr. (1.5))

0=

10



Irodymas: Naudojantis formule ([1.5) orientuotas trikampio plotas gali buti suskai-
¢iuotas naudojant misria vektoriy sandauga pavyzdziui dviem skirtingais budais
[ABC] = 3(AC, BC) = 3(BA,CA). Tarkime, kad P = A + B + 7C. Tada

PA=P — A=BBA+~CA,

PB=P—B=aAB+1CB,
PC =P —C =aAC + BBC.

Dabar nesunkiai suskai¢iuojame orientuotus plotus

[PBC] = L(PC,BO)= L(aAC + §BC, BC) = Sa(AC, BC) = a[ABC],

APC] — %(A(J, PC) = %(AC, 0 AC + BBC) = %5(%10, BC) = BIABC),
ABP] — %(BA, PA) = %(BA, BBA+~CA) = %V(BA, C'A) = a[ABC).

I§ ¢ia ir gauname reikalingas formules. ©®
Dar vienas afiniosios erdves pavyzdys yra ploksStuma, pagal apibrézima, tai yra
aibé susidedanti i§ visy afiniyju 3 tasky dariniy {t; P, +toPs +t3P5 | t1 +to +t3 = 1}.
Suformoluosime du teiginius be jrodymo, kurie bus naudojami uzdaviniy sprendimui.

Teiginys 1.2.12 Duoti taskai Py, P, ..., P, ir kiekviename i$ jy yra svoris my, mo..my,,
tada sty tasky masiy centras yra taskas P
m1P1 + m2P2 + ...+ mnPn

P = .
my+mg+ ... +my,

Teiginys 1.2.13 (superpozicijos principas): Tarkime taskas Q1 yra tasky Py, ..., Py
SU Maseémis mq, ..., my masiy centras. Taskas Qo yra tasky Pyiq, ..., P, su masémis
M1, ..., My MaAsIy centras, tai visos sistemos masiy centras yra taskas P, kuris lygus:

(my + ... + mg)Q1 + (Mpy1 + ... + myp) Qo
mi+ ... +my, '

P =

UzZdavinys. Plokstumoje duoti taskai P, ..., P, su svoriais myq, ..., my, kurie yra
sveiki skaiciai. Naudojantis tik skriestuvu ir liniuote nubrézti sistemos masiy centra.

11



1.3 Pratimai

1.

Duoti trys trikampio krastiniy vidurio tagkai Q1 = (1, —1,0),Q2 = (0,2,3), Q3 =
(—1,1,2). Rasti trikampio virSunes.

Duotos trys trikampio virsunes @ = (1,—1,0),Q2 = (0,2,3),Q3 = (—1,1,2).
Rasti trikampio plotg.

Duotas iskilus keturkampis plokStumoje, kurio virSunés yra Pi, Py, P, Py. Ar
sekantis teiginys visada teisingas? Keturkampio jstrizainés susikerta taske

1 1 1 1
“P, 4+ -Py+-P,+ ~-P,.
gttt

Jeigu ne, tai kokiems keturkampiams teisingas.

Duoti keturi taskai erdvéje Py, Py, P3, Py (tetraedro virunés). Atkarpos tarp P; ir
P; vidurio taSka Zymeésime Pj;, atkarpa tarp jungiancia taskus F;; ir Py Zymeésime
lij|kl|. Trodyti, kad atkarpos |12|34|, |13|24], |14|23| kertasi viename taske. Ras-
Lite jj.

12



2

Antroji paskaita

2.1 ]vairios tiesés lygciy formos plokStumoje

2.1.1 Parametrine tieses lygtis

Apibrézimas 2.1.1 Parametrine tiesés lygtimi vadinsime sekancig lygciy sistemg

{x = wotdho g (2.1)

Yy = y0+6ta

Cia ¢ yra vadinama tiesés parametru. Kai ¢ prabéga visus kiino k& elementus (x,y)
prabéga visa tiese. Jeigu lygtyse (2.11) t = 0, gauname taska P = (zo, o), kuris
priklauso tiesei. Sios tiesés krypties vektorius yra v = (d, e). Jeigu eliminuotume ¢ i§
lygéiy (12.11) , tai gautume kanonines tiesés lygtis.

2.1.2 Kanonine tiesés lygtis
Apibrézimas 2.1.2 Kanonine tiesés lygtimi vadinsime tiesés lygts:

$—$o:y—y0
d e

(2.2)
Tiesé eina per taska P = (¢, yo), jos krypties vektorius yra v = (d, e).
Panaikine trupmena ir perkéle visus narius j viena puse, gauname bendraja tiesés

lygti.

13



2.1.3 Bendroji tieses lygtis
Apibrézimas 2.1.3 Bendraja tiesés lygtimi vadinsime lygts:
ax + by + ¢ = 0. (2.3)

Vektorius n = (a,b) yra statmenas tiesei ir vadinamas tiesés normaliniu vektoriumi.
Jis yra statmenas tiesés krypties vektoriui v = (b, —a). c¢ - laisvasis koeficientas, kai
c = 0, tiesé eina per koordinaciy pradzia. Keisdami konstanta c, gausime lygiagrecias
tieses.

2.1.4 Normalineé tieses lygtis
Apibrézimas 2.1.4 Normaline tiesés lygtimi vadinsime tokig formos lygts:
xcos(a) + ysin(a) —p =0, ¢ia p > 0. (2.4)

Sios lygties forma charakterizuojama dvejomis savybémis:
1. Normalinis vektorius n = (cos(«a), sin(«)) yra vienetinio ilgio vektorius.
2. Laisvasis lygties narys yra neigiamas.

Jei duota bendroji tiesés lygtis ax + by + ¢ = 0, tai nesunku uzrasyti ja normalinéje
formoje

+(ax + by + ¢)
=0, 2.5
v a? +b2 ( )

zenklas parenkamas taip, kad laisvas koefcientas buty neigiamas.

Normaliné forma yra naudinga skai¢iuojant atstuma nuo duoto tasko iki tiesés. Pa-
gal apibrézima laikysime, kad atstumas tarp tiesés ir tasko yra trumpiausias atstumas
tarp tieseés tasky ir duoto tasko.

Teiginys 2.1.5 Atstumas d tarp tasko su koordinatémis QQ = (x1,y1) ir tiesés | (uz-
duotos normaline lygtimi) (2.4 ) yra:

d = |z1 cos(a) + y1 sin(a) — p| (2.6)
Jei duota bendroji tiesés lygtis ax + by + ¢ = 0 tai:
_axy + byy + |

d
Va* + b

(2.7)
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Qo

AN

Pav. 2.1: Trumpiausias atstumas tarp tiesés [ ir tasko Q).

Irodymas: Tarkime duota normaliné tiesés lygtis. Nuleiskime statmenj i$ tasko @ j
tiese [ ir pazymékime ji Qo = (xo,%0). Tada vektorius QQo yra lygiagretus tos tiesés
normalés vektoriui. Todél skaliarinés sandaugos modulis |QQy - n| yra lygus d.

+d = QQo-n=(x1— 20,1 — Yo)n = (21 — o) cos(a) + (y1 — o) sin(a)
= 1y cos(a) + y1 sin(a) — (zg cos(a) + yo sin(a))

= 1z cos(a) + y sin(a) — p,

nes taskas @) priklauso tiesei [ ir todél tenkina lygti ([2.4') . Lygybé ([2.7) seka i3
jau jrodytos lygybeés, kadangi normaliné tiesés lygtis atitinkanti bendraja yra (2.5])
XO)

Lygtyje (12.4') geometriné laisvo nario prasmé yra sekanti.

Isvada 2.1.6 Lygtyje (12./]) p yra lygus atstumai nuo tiesés iki koordinaciy pradzios.

Irodymas: I8 tiesy, atstumas nuo tiesés iki koordinac¢iy pradzios tasko (0,0) yra
d = |0 cos(a) + Osin(a) — p| = p. (2.8)

©

2.2 Kampas tarp tiesiy

Apibrézimas 2.2.1 Jei turime dvi tieses Iy ir ly tai kampas tarp jyu yra smailus
arba status kampas tarp atitinkamy tiesiy krypties vektoriy ky ir ke arba normaliniy
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vektoriy ny ir no, t.y.
Kampas tarp tiesiy Iy ir [y = arccos(| cos(k1, k2)|) = arccos(] cos(ni,na)|)  (2.9)
Pavyzdziui, jeigu
Iy = a1+ by +c1, o= asx + boy + co,

tas

(2.10)

aaz + bib
Kampas tarp tiesiy [y ir Iy = arccos ( | a1as + biby | )

Val+ b3 \/a}+ b}

ly

l

Pav. 2.2: Kampas tarp tiesiy.

Atkreipsiu démesj, jog formuléje (2.10) butinas modulis, nes taip apibréztas kampas
tarp tiesiy nepriklauso nuo pasirinkty tiesiy krypties ar normaliniy vektoriy.

2.3 Tiesiy pluostas plokStumoje

Apibrézimas 2.3.1 Tiesiy pluostas, tai visos tiesés, kurios eina per vienqg taskq. Tas
taskas vadinamas tiesiy pluosto centru.

Jeigu Zinomas pluosto centras P = (g, o), tai visas tiesiy pluosto lygtis galima
uzraSyti taip:

a(z —x0) + By — yo) = 0, &ia a, [ bet kokie skaiciai. (2.11)

Tos tiesés normalinis vektorius yra n = («, (3).
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Teiginys 2.3.2 Jeigu duotos dviejy tiesiy lygtys
ll . a1$+b1y+01 =0 2'7’12 . a2x+b2y+62 :0,

tai visos tiesés einancios per dviejy duoty tiesiy sankirtos taskq sudaro tiesiy pluostq.
Visas tokio pluosto tieses galima uzrasyti taip:

alaz + by + 1) + Blasx + bey + ¢2) = 0, (2.12)
cia o, 3 yra bet kokie skaiciai.

Irodymas: Visy pirma pastebésime, kad lygtis (2.12/) yra bendroji tiesés lygtis, kuri
eina per tiesiy [y ir lo bendra taska B. Paaiskinsime, kodél kiekviena tiesé [ einanti
per taska B yra pavidalo (2.12). Tiesei [ nusakyti pakanka be tasko B Zinoti dar viena
taska P = (z1,y1). Tarkime, kad «, 5 yra sprendiniai lygties:

a(alxl + b1y1 + Cl) + 6((121'1 + b2y1 + Cg) =0. (2.13)

Tada aisku, kad tiesé (2.12)) su tokiais «, 3 eina per taska P, taigi tiesé sutampa su tiese
[. Dar atkreipsiu démesj, kad lygtis (2.13) visada turi sprendiniy («, § nezinomieji).
©

Sitas teiginys yra daznai pagreitina uzdavinio sprendima, kadangi juo naudojantis
uzrasomos visos pluosto tiesés neieskant pluosto centro tasko.

2.4 Pratimai

1. Duoti du tiesiy pluostai

a1(br+3y —2) + 5i(3xr —y —4) =0,
az(z —y+1) + fo(2r —y — 2) = 0.

Neskaiciuojant jy centry rasti tiese priklausancig abiems pluostams.

2. Viena trikampio vir§uné yra tiesiy pluosto a(2x + 3y +5) + 83z —y +2) =0
centras. To trikampio aukstinés yra ¢ —4y+1 =01ir 22 +y + 1 = 0. Rasti
trikampio virSunes.
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3. Rasti kampo tarp tiesiy z+ 2y — 11 = 0 ir 3x — 6y — 5 = 0 pusiaukampinés lygtj,
jeigu tam kampui priklauso taskas (1,-3).

4. Nustatyti smailus ar bukas yra kampas tarp dviejy tiesiy 3z — by — 4 = 0 ir
x + 2y + 3 = 0, kuriam priklauso taskas (2,-5).
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3

Trecia paskaita

3.1 PlokStuma erdvéje

3.1.1 Tetraedro orientuotas turis

Apibrézimas 3.1.1 Duoti keturi taskai

A= (.’171, Y1, Zl)7 B = (-7727 Y2, 22)7 C= (3337 Ys, 23); D= (-7:47 Yy, 24)-
Orientuotu tetraedro ABCD turiu vadinsime $i determinantq:

1 Y1 21

1

Ty Yo 2z 1 (3.1)
) .
1

| =

I3 Y3 Zz3
Ty Ysa 24

Teiginys 3.1.2 Sio determinanto modulis lygus tetraedro turius.

Irodymas Paimkime tris vektorlus BA BC BD. Jie turl tokias koordinates:
BA($1—I2,?/1 Y2, 21— 22), BC($3—$2793—?/2,23 ), BD($4—$2,?J4— Yo, 74— 22).

— T —
Kaip Zinome, stac¢iakampio gretasienio orientuotas turis yra vektoriy (BA, BC', BD)

misri sandauga:

T — T2 Y1— Y2 21— 22
T3 — Ty Y3 — Y2 23— 22 (3-2)
Tyg — T2 Ya— Y2 24— 22
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Atkreipkime démesj, kad Sitas determinantas yra lygus determinantui:

1 oy o2 1
To Y2 22 1 (3.3)
r3 Yz 23 1
Ty Yo 2z 1

Irodymo pabaiga seka i$ lemos.®

Lema 3.1.3 Kiekvieng staciakampy gretasiens galime padalinti j Sesis vienodo turio
tetraedrus.

Bs
B,y
By
By
Bs

/ Al AS
By

Ay
/ A2

A As

Ay

Pav. 3.1: Gretasienis ir prizmé.

Irodymas: Kiekvieng staciakampj gretasienj, kurio virSunés A, As, A3, Ay, By, Bo,
B3, B4, galime padalinti j dvi vienodo turio prizmes. Staciakampis gretasienis ir viena
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i§ prizmiy su virsunémis Ay, As, Az, By, By, B3 pavaizduoti Pav. 3.1. I§vardinsime tris
tetraedrus, kurie turi vienoda turj ir padalina prizme:
{A17 A27 A37 Bl}7 {Bb BQ7 B37 A3}7 {A27 A37 Bl; B2}®

3.1.2 PlokStumos bendroji lygtis

Per bet kokius tris tagkus erdvéje Pp, Py, Ps€ IR? galima iSvesti plok§tuma. Ta ploks-
tuma p susides i§ tasky P = a1 P + ao Py + a3P3, a1 + as + a3 = 1. Kitaip tariant
plokstuma sudaryta is trijy tasky afiniyjy deriniy.

Jeigu tie keturi taskai P; = (z;,v;, 2:), ¢ = 1,2, 3,4 tai jy orientuotas turis lygus nuliui.
Taigi gauname salyga, kad keturi taskai guli vienoje plokstumoje:

oy oz 1
Ty Y2 22 1
r3 ys 23 1

1

Ty Ys 24

(3.4)

Jeigu vietoje Py paimtume (x,y, z) tai i8skleide uzrasyta determinanta gautume ploks-
tumos einancios per tris taskus (Ps, P3, Py) lygti:

Az +By+Cz+D =0

(A,B,C) =7 - plokitumos normalinis vektorius. 7’ bus statmenas bet kokiam vek-
toriui gulin¢iam plok&tumoje t.y. '€ p (p - plokStuma) tada @’ -7 = 0, kitaip tariant
- =
nlwv

Paimkime bet kokj taska plokstumoje Py = (o, yo, 20) ir bet kokj kita taska ploks-
tumoje P = (x,y, z), tarkime, kad plok§tumos normalinis vektorius yran = (A, B, C).
Kadangi PPy L7 gauname, kad PP,- 7 =0, t.y. (z — 20,y — 0,2 — 20)(A, B,C) =0
isskleide gaunam plok$tumos lygtj, kuri eina per taska Py = (zo, Yo, 20) ir kurios nor-
malinis vektorius yra 7 = (A, B, C):

A(x — x9) + B(y — yo) + C(z — 20)) = 0, arba
Ax + By + Cz — Axg — Byy — Czy = 0.
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3.1.3 Plok$tumos normaliné lygtis

Apibrézimas 3.1.4 Plokstumos normaline lygtimi vadinsime lygts:

xcosa+ycos3+ zcosy —p =0,
¢ia cos? a + cos? f + cos?y =1

n = (cos a, cos 3, cosy) - vienetinis normalinis vektorius, t.y. jo ilgis yra vienas
In| = 1.

Teiginys 3.1.5 Plokstumos normalinéje lygtyje p yra atstumas iki koordinaciy pradzios.

Irodymas: Tarkime atstumas iki koordinaciy pradzios yra d. Tada artimiausig koordinciy
pradziai taska D priklausanti plokstumai jstate j plokStumos normaline lygtj gauname:
OD-n—p = d—p = 0, nes vektoriaus OD koordinatés yra lygios tasko D koordinatms.
Taigi d = p, ka ir reikéjo jrodyti.©

Tarkime, kad plokstuma uzraSyta bendraja lygtimi: Ax + By + Cz+ D = 0. Tada jos
normaliné lygtis bus:

n 1
JVELB IO

(Av+By+Cz+D)=0 (3.5)

3.1.4 Atstumas iki plok§Stumos

Teiginys 3.1.6 Atstumas tarp tasko A(xg, yo, z0)ir plokstumos uZrasytos bendraja lyg-
timi yra :

A$0+Byo+CZ0+D
JA ¥ By C?

Irodymas: Toks pat kaip ir tiesés atveju (zr. teiginj puslapyje 12).

(3.6)
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3.1.5 Kampas tarp plokStumy

Apibrézimas 3.1.7 Kampas tarp plokstumuy yra smailus kampas tarp ju normaliniy
vektoriy.
Tarkime, kad plok§tuma p; turi normalinj vektoriy ny, o ps — no, tada kampas tarp jy

bus:

1 - No

(3.7)

arccos

11| |2

3.1.6 PlokStumy pluostai

Pav. 3.2: Plokstumy pluostas.

Apibrézimas 3.1.8 Plok$tumuy pluostu vadinsime visas plokstumas einancias per
vienq tiese.

Tarkime, kad tiesé uzduota dviem plokStumomis

L1 :30
’ 3.8
{L2 . (3.9

tada plokStumy pluostas gali buti uzrasytas tokia forma: aL;+ /3Ly =0
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3.1.7 Plokstumy grjztés

Apibrézimas 3.1.9 Plok$tumos grjZzte vadinsime visas plokstumas kurios eina per
vieng taskq .

Imkim taska P, tada:

Ly(P) = Ly(P) = Ls(P) = 0,

visas plokstumas galime uzrasyti tokiu budu:

OéL1+ﬁL2+’}/L3 = O
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4

Ketvirtoji paskaita

4.1 Jvairios tieseés lygciy formos erdveéje
Apibrézimas 4.1.1 Tiesé einanti per du taskus py,ps yra aibé tasky:
{tp1 + (1 = t)p2 = t(p1 — p2) + p2 € R}

Vektorius (p; — p2) yra vadinamas tiesés krypties vektoriumi.

4.1.1 Parametriné tieses lygtis

Apibrézimas 4.1.2 Parametrine tiesés lygtimi erdvéje vadinsime sekancig lygciy
sistemaq

= x; + at,
y = y+0t, (4.1)
z = z1+ct.

(a,b, c) - tiesés krypties vektorius, (x1,y1, 21) - taskas per kurj eina tiesé, ¢ - vadinamas
tieseés parametru.

4.1.2 Kanonine tiesés lygtis

Apibrézimas 4.1.3 Kanonine tiesés lygtimi erdvéje vadinsime tiesés lygty:

25



=T _Y=—WhN 22—~ (4.2)

a b c

(a, b, c) - tiesés krypties vektorius, (x1,y1, 21) - taskas per kurj eina tiesé.

4.1.3 Bendroji tiesés lygtis

Apibrézimas 4.1.4 Bendroji tiesés lygtis yra apibrézta dviejy plokstumy pi, po
sankirta:

{p1:A1x+Bly+C’1z+D1:0,

4.3
p21A2$+B2y+CQZ+D2:0. ( )

Plokstumos susikera ir jy susikirtimo taskai sudaro tiese:

Pav. 4.1: Dviejy plokstumy susikirtimas

Daznai sprendziant uzdavinius tiesés lygtis yra apibrézta kaip dviejy plokStumy
sankirta ir reikia uzrasSyti tiesés kanonine lygtj. Tai galime padaryti vienu i§ dviejy
budy:

I budas:
Tarkime, kad tiesé apibrézta dvejomis plokStumomis pi, po, tada galime paimti tokia
plokStumy kombinacija ¢ = a1p1 + aop2, kad iSnykty kintamasis z plokStumoje gy,
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analogiskai paimkime konbinacijg go = [1p1 + (2p2, kad iSnyktu kintamasis x ploks-
tumoje go, tada tos pacios tiesés taskai yra bendri plokstumy ¢i,q, taskai ir tiese L
galime uzrasyti lygtimis:

sb(r — — — =0
{ q1 ('T .731) a(y yl) ) (44)
@ c(y—y) —b(z—21) =0,
L=piNpa=qNgq
L- priklauso plokstumy pluostui
q1 = 1p1 + Qap2,
q2 = Bip1 + Bape.
Tada pirma ir antra lygtj uzraSome kanonine forma:

Tr— T Yy—u 2=z
- — 4.5
a b c (4.5)

Pastaba 4.1.5 Kai plokstumos lygtyje Axr+By+Cz+D = 0 ir C' = 0 tai geometriskai
reiskia, kad plokstuma lygiagreti z aSiaz.

II budas:
Tarkime, kad tiesé apibrézta dvejomis plokStumomis p, po, kuriy normaliniai vektoriai
yra n; = (A;, B;, C;), i = 1,2. Tada tiesés krypties vektoriu galime rasti vektoriskai
sudaugine vektorius ni,no: k = ng X na.
Pagal vektorinés sandaugos apibrézima k& L ny, k L ny (k statmenas n; ir ng). Kai
zinome tiesés krypties vektoriy, dar reikia paimti viena taska, priklausantj tiesei, ir
tada galésime uzraSyti kanonines tieseés lygtis:
Kanonineés tieses lygtys:

r—% Y—"Yo __*FT (4.6)
B Ci| A G Ay B '
By

A2 Cg A2 BQ

(70, Yo, 20) - bet koks taskas priklausantis tiesei.
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4.1.4 Kampas tarp plokstumos ir tieses

Apibrézimas 4.1.6 Kampas tarp plokstumos ir tieses yra smailus kampas ¢ tarp
tieses ir jos projekcijos toje plokstumoje.

Ji galima apskai¢iuoti radus kampa tarp tiesés krypties vektoriaus k ir plokStumos
normalinio vektoriaus n pagal formule cos(k,n) = sin ¢

|

'd

Pav. 4.2: Kampas tarp tiesés ir plokstumos

Tarkime Ax + By + Cz + D = 0 yra plok§tumos lygtis, k = (a, b, ¢) tiesés krypties
vektorius.

) aA+bB + cC
sin(p) = (4.7)
VA2 + B2+ C?Va> + 02 + 2
p = arcsin Inekl
[n|K]
Kampas tarp tiesés ir plok§tumos smailus arba 90°, todél uzrasom modulj.
4.1.5 Kampas tarp tiesiy
Apibrézimas 4.1.7 Kampas tarp tiesiy - tai kampas tarp ju krypties vektoriy
kq - ko
= arccos 4.8
g Eallka )

Tiesés Ly krypties vektorius kq, tiesés Lo krypties vektorius k.
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4.1.6 Atstumas tarp dviejy tiesiy

Teiginys 4.1.8 Atstumg tarp dviejy tiesiy

Ll:fl’—xl:?J—yl:Z—«Zl7
a b c

T — T2 Y—1Y2 Z — 22
Loy : = =
> k [

galime apskaic¢iuoti pagal formule:

Ty —T1 Y2—Y1 22— 21

a b c
n k [
d(Ly, Ly) = = = = (4.9)
b ¢ . a c L a b
k1 n 1 k

Irodymas: Turime dvi tieses L; ir Ly. Tiesés L; krypties vektorius k1 = (a,b,c),
tiesés Lo krypties vektorius ko = (n,k,l). Taskas A = (z1,y1,21) yra tieséje L,
B = (x2,y2, 22) yra tieséje Lo. Per taska B galime iSvesti tiese L' lygiagriacia tiesei
Lli

=22 Y~ Y 7%

L
a b c

Per tieses L; L’ galime iSvesti plokStuma p, kurios normalinis vektorius yra vektoriné
sandauga vektoriy (a,b,c) x (n, k,1), todél plokstumos lygtis yra :

T—T2 Y—Y2 22— 22
a b c =0
n k [

Atkreipkime démesj, kad plokStuma p lygiagreti tiesei L;, todél atstuma tarp ploks-
tumos p ir tiesés L, galime rasti kaip atstuma tarp tos plokstumos ir bet kokio tasko
toje tieséje. Pagal Zinoma formule:

_ $1A+le+Zlc+D
W)= (4.10)
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¢ia plokstumos lygtis apibrézta pagal formule: p : Az + by + Cz+ D = 0, o taskas

T = (21,41, 21).
Gauname, kad atstumas lygus:

Ty — %1 Yo—Y1 22— 21

k z
(4.11)

Sis atstumas ir yra trumpiausias atstumas tarp tiesiy Ly ir Ly. Teorema jrodyta.®

Isvada 4.1.9 duvi tiesés susikerta tada ir tik tada kai atstumas tarp ju lygus nuliue

(d=0), t.y. kai:
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5

Penktoji paskaita

5.1 Antros eilés kreives

Tarkime duotas dviejy kintamyjy polinomas:

Flz,y) = Z amx"yi. (5.1)

1,5€D

Jo laipsniu (Zymeésime degF' ) vadinsime skai¢iy degF' = maz{(i+j)|i,j € D, a;; # 0}.

5.1.1 n-tosios eilés kreivés

Apibrézimas 5.1.1 Tasky aibé C, = {(v,y) € R?*|F(z,y) = 0}, plokstumoje va-
dinama n-tosios eilés (arba n-ojo laipsnio) kreive (¢ia n = degF).

Pavyzdziui, bendras 2-osios eilés kreivés lygties pavidalas yra:
F(z,y) = ana’® + 2a132y + axy® + a13T + azsy + ass = 0. (5.2)

Gali buti, kad kreivé neturi realiy tasky: {(z,y) € R?* | 2> + 4> + 1 = 0} # @. Tokia
kreivé yra vadinama menama elipse (arba dar tiksliau menamu apskritimu).

Pavyzdziai su kuriais jau susiduréte mokykloje :
Lygties 22 + y? — 1 = 0 sprendiniai yra apskritimas,
y? = x paraboleé,
yx = 1 hiperbole.
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5.1.2 Elipseé

Pav. 5.1: Elipsé ir jos direktrisés

Apibrézimas 5.1.2 Elipsé - tai geometriné tasky vieta, kuriy kiekvieno atstumuy nuo
dviejy pastoviy tasky suma yra pastovi.

Pastovius taskus Zymeésime Fj ir F3 ir vadinsime elipsés 7idiniais. Bet kurio kreivées
tasko A atstumag nuo F) zymésime ri, nuo F, - ry, r1 ir ro laikysime teigiamais ir juos
vadinsime spinduliais. Be to j elipsés apibrézima jeinanc¢ia pastovig suma iki zidiniy
zZymeésime 2a, todeél i§ apibrézimo gauname, kad elipé yra aibé tasky:

{A | |AF\| + |AFy| = 2a arba r1 + 19 = 2a} (5.3)

Pastaba 5.1.3 Atskiras elipsés atvejis yra apskritimas tada ir tik tada, kai jos Zidiniai
sutampa.
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5.1.3 Elipsés kanonine lygtis

Tarkime, kad F} ir F5, yra ant x aSies ir vienodai nutole nuo koordinaciy pradzios.
Taigi $iy tasky koordinatés yra tokios: Fi(—c;0), Fy(c;0). Pazyméje bet kurio kreivés
tasko A koordinates raidémis (z,y) randame:

r = |FlAl =V (x+c¢)2+y?r = |FRA =+(r—c)?+y?
Taigi pagal 5.3 kreives lygtis yra:

Viz+e)?+ 2+ (z—c)+y*=2a (5.4)
¢ < a pagal trikampio krastiniy savybe, kadangi dviejy krastiniy suma (lygi 2a) yra
didesné uz trecia (lygia 2c).

Perkéle antraji narj i deSine lygybeés puse ir pakéle visa lygti kvadratu gauname:
(x+ ) +9° =4a® —da/(x — )2 +y> + (v — ¢)* + 1,

dabar Saknj perkéle j kaire puse, o visus kitus narius i deSine ir suprasting gauname:

ay/(x—c)2+y2=a’ —cx
Pakele Sia lygti dar karta kvadratu ir atitinkamai pertvarke, gauname:
(a® — )a? + a*y? = a*(a® — &)

Pazymime a? — ¢ = b? ir $ig lygtj padaline i§ a?b® gauname:
2
! (5.5)

Gautaja lygti vadiname elipsés kanonine lygtimi.
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5.1.4 Elipsés parametrine lygtis

Tasko A koordinates galima iSreiksti taip: = = acosy,y = bsing. Tai nesunkiai
galima patikrinti jstacius uZraytas iSraiskas j lygtj (5.5), kadangi cos? ¢ +sin? p = 1,
jeigu ¢ € [0; 27].

Pagal 8ias koordinates sudarome sistema:

T = acosy,
5.6
()t &
Gavome elipsés parametrine lygtj. Ja galime iSreiksti ir kitaip:

ro= a%—;iz’ (5'7)
y = bli—tﬁ,éia t =tan (%)

Taigi gavome kitokia parametrinés lygties iSraiSka. Norint jsitikint, kad 8i parametrizacija
yra elipseé reikia jsitikint , kad jstate j lygtj (5.5) $ia parametrizacija gauname tapatybe:

(1—t%)? 4¢*

=1
A+ 22  ([1+e?

5.1.5 Elipses ekscentricitetas

Apibrézimas 5.1.4 Raide e Zymésim teigiamq skaiciy £ ir vadinsime jj elipés eks-
centricitetu. Jis tenkina nelygybes 0 < e < 1.

Pastaba 5.1.5 Jeigu elipsé yra apskritimas, tai jos ekscentricitetas lygus 0, nes ats-
tumas tarp zZidiniy lygus 0.

5.1.6 Elipses direktrises

Apibrézimas 5.1.6 tiesés [y : a+ex = 0 irly : a —ex = 0 yra vadinamos elipsés
direktrisemis.

Pazymékime raide d; atstuma nuo elipsés tasko A(z,y) iki direktrisés ; , i = 1,2. Jis
yra lygus:
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dy = d(A 1) = a+ex

=la/e+ x| =ale+ z, (5.8)

dy = d(A, ) = L=

_\afe—al = afe -z, (59)

¢ia moduli galima nuimti, kadangi —a < x < a. Atstuma nuo A iki zidinio F pazymeéje
ry ir atitinkamai iki F5 - ro gauname:

e T2
12 1
1 X e (5.10)

éiq lygybe galima patikrinti patikrinus Stai tokia lygybe:

T _C
dl_CL
arba
(x+e)?+y? ]
|a+x§| '

Pakéle kvadratu ir suprastine Sia lygybe gausime elipsés kanonine lygtj (kiekvienas
patikrina savarankiskai).

Isvada 5.1.7 Taskai, kuriy atstumy santykiai nuo tasko ir nuo tiesés yra lygqus eks-
centricitetui 1 > e > 0 sudaro elipse. Sitg elipse (aibe tasky) galime uZrasyti taip:

{A|%:e<l} (5.11)

[svada galima naudoti kaip kita ekvivalenty elipsés apibézig.

5.1.7 Parabolé

Apibrézimas 5.1.8 Parabolé yra geometriné aibé tasky, kuriy kiekvieno atstumai
nuo pastovaus tasko ir pastovios tiesés yra lygus.
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Pav. 5.2: Parabolé ir jos direktrisé

Pastovy taska vadinsime parabolés zidiniu ir zymésime F', pastovia tiese vadin-
sime parobolés direktrise. Kitaip formuluojant parabolé yra antros eilés kreive, kurios
ekscentricitetas lygus vienetui.

Taigi parabolé yra aibé tasky: {A | d(l, A) = d(F, A)}. Pazymékime, d = d(l, A),r =
d(F, A). Tarkime zidinio koordinatés F'(c,0), direktrisés lygtis: [ : x4+ ¢ = 0, bet kurio
tasko A(z,y) atstumas nuo zidinio F, kurj Zymime r, lygus r = \/(z — ¢)? + y2. Taigi
i§ parabolés apibrézimo gauname, kad \/(z — ¢)? + y? = |r+¢|. Pakéle lygtj kvadratu
ir suprastine, gauname: y*> = 4cx. Pazymékime p = 2c. Tada lygtis

y* =2p (5.12)

yra vadinama parabolés kanonine lygtimi, p vadinamas parabolés parametru. Parametro
geometriné prasmé yra: atstumas tarp parabolés virSuneés ir Zidinio lygus p/2.

5.1.8 Hiperbole

Apibrézimas 5.1.9 Hiperbole vadiname geometrine wvietq tasky, kuriy kiekvieno
atstumo nuo pastovaus tasko ir atstumo nuo fiksuotos tiesés santykis lygus konstantai
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(kuri vadinama hiperbolés ekscentricitetu) didesnei uz vienetq.

Taigi hiperbole galime uzrasyti sekanc¢iu budu:

R ly

Pav. 5.3: Hiperbolé ir jos direktrisés

{A[%%%ﬁ?—-e>l} (5.13)

Analogigkai kaip ir elipsés atvejy gauname kanonine hiperbolés lygti. Tarkime zidinio
koordinatés F»(c,0), o direktrisés lygtis: s : ex — a = 0, ¢ia neZinomieji a, e, ¢ tenkina
sarysj ae = c. Bet kurio tagko A(z,y) atstumas iki zidinio F5, kurj zZymime ry, lygus
ro = \/(x — ¢)2 4+ y2. Taigi i§ hiperbolés apibrézimo gauname, kad \/(z — ¢)? + y? =
lex — al|. Pakéle lygti kvadratu, pasinaudoje sarySiu ae = c ir suprastine, gauname
hiperbolés kanonine lygtj :

R (5.14)



¢ia a®+b* = ¢* (atkreipsiu démesj, kad elipsés atveju buvo kitaip a* = b*+¢?). Skaiciai
a, b vadianami realiuju ir menamu hiperbolés pusasiais. Jeigu lygtyje (5.14) y = 0, tai
T = *a.

Apibrézimas 5.1.10 Sujungtine hiperbole vadinsime aibe tasky tenkinanciy lygts:

2 yQ

X

Jeigu lygtyje (5.15) = 0, tai y = £b.

Apibrézimas 5.1.11 Hiperbolés asimtotémis vadinsime tieses:

= 0. (5.16)

Asimptote yra tokia tiese, kuri lie¢ia antros eilés kreive (hiperbole) be galo nutolusiame
taske (tikslesnis zodziy "lie¢ia", "be galo nutolusiame taske" vartojimas bus paais-
kintas véliau). Atstumas tarp asimtotés ir hiperbolés vis mazéja, kai hiperbolés sakos
artéja ] begalybe.
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Pav. 5.4: Hiperbolé (y aSies nekerta, nupiesta raudonai), jos asimptoés ir sujungtiné
hiperbolé (x asies nekerta, nupiesta mélynai)
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Sestoji paskaita

6.1 Hiperbole

Teorema 6.1.1 Tarkime, kad taskas A(x,y) priklauso hiperbolei (5.17). PaZymékime
atstumus tarp tasko A ir hiperbolés asimptociy t1,ty (apibrézty lygtimis (5.16)) d(A,t1)
ir d(A,ts). Tada

d(A,t;) = |t:i(A)|/ —+— i=1,2; d(A, t1)d(A, tg)—]./( blz)

cia t;(A), i = 1,2 yra skaicius gautas jstacius tasko A koordinates j asimptociy t;, i =
1,2 lygtis. Taip pat

lim d(A,t) =0, lim d(A,¢) =0,

TY—00 TYy——00

t.y. atstumas tarp asimtotés ir hiperbolés vis mazéja, kai hiperbolés Sakos artéja 3
begalybe.

Irodymas: Atstumas tarp tiesés ¢ (f3) ir tasko A yra skaciuojamas pagal formule

27)
d(A, 1) f - —‘ /,/ b2 — (A /,/ (6.1)
d(A, t,) = y‘/,/—+b—2—t2 /,/ (6.2)



Sudaugine tas lygybes mes gausime

d(A, t)d(A,ts) =

r Yy
_+_
a b

Tz Yy 1 Iy
a b‘/(cﬁ—i_bg)_

1 1
1/<$+b_2)’

(6.3)

(6.4)

nes tagkas A(x,y) priklauso hiperbolei (5.14), t.y. #2/a* — y*/b* = 1. Lygybes (6.1.1)
seka i§ lygybiy (6.1), (6.2). Atkreipsiu démesj, kad uzrasas zy — oo reigkia, kad

x,y > 0 arba z,y < 0, t.y. hiperbolés taskas A(x,y) yra pirmame arba tre¢iame

ketvirtyje. ©®

6.1.1 Kitoks hiperbolés apibrézimas

Apskai¢iuokime atstuma r; nuo tasko A(z;y) priklausancio hiperbolei

A
a2 b2

iki tagko Fy(—c;0) (kuris, kaip véliau paaiskés, turi pilng teise vadintis kitu hiperbolés

zidiniu):

2
7“12\/($+C)2+y2=\/x2+20x+02+52 (:E_z_l> =
a

c2 cC 2
=1/ Z2* +2cx +a*= (—x—f—a) =
a a

c
a—i——x‘ = |a + ex|.
a

Panasiai rastume ir atstuma 5 nuo tos hiperbolés zidinio Fy(c;0) iki tasko A(z;y) ant

hiperbolés (kas jau buvo panauduota isvedant kanonine hiperbolés lygtj):

c
a——x’ = |a — ex|.
a

9 =

I3 hiperbolés lygties isplaukia, kad 2% > a2, todél galimi du atvejai:

1) x < —a. Tada

c c
—rx<—c, a+-zr<a—c<0,
a a
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todeél
c
r = — <a, + —x) .
a
Taip pat Siuo atveju gauname, kad
c c
——x>c, = a—-z>a+c>0,
a a
todeél

ro =a— —I,
a

t.y. 79 — 11 = 2a.

2) x > a. Tada

c c

—r>c¢c, a+-x>a+c>0,

a a

todél
c
r =a-+ —x.

a

Siuo atveju matome, kad

c &
——r < —c¢, = a—-r<a—c<0,
a a

c
ro=—a—-x),
a

Siuos atvejus galime sujungti j viena: kad ir kuris hiperbolés taskas buty, |r; —

tai

t.y. 1 — 1o = 2a.

ro| = 2a. Taigi, jrodéme Sitokia hiperbolés savybe: hiperbolés kiekvieno tasko
atstumuy nuo dviejy pastoviy tasky, vadinamy hiperbolés zidiniais, skirtumo
modulis pastovus. Kartais pasinaudojus §ia savybe yra apibréziama hiperbolé. Tai
yra ekvivalentus jos apibrézimas. Tada jos kanonine lygtj gautume panasiai kaip elipsés
atveju.
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6.1.2 Asimptotiné hiperboleés lygtis

Apibrézimas 6.1.2 Asimptotine hiperbolés lygtimi vadinama hiperbolés lygtis
koordinaciy sistemoje, kurios asys yra tos hiperbolés asimptotés (jos nevisada yra stat-
menos).

Naujasias koordinaciy aSis parinke taip, kaip parodyta paveiksle, randame ty aSiy
vienetinius vekrorius (jie néra vienas kitam statmeni):

05

Pav. 6.1: Koordinaciy aSys,vienetiniai vektoriai

Agies Oz’ vienetinis vektorius yra:
1

——5 (@

Va? + b?

ASies Oy’ vienetinis vektorius yra:

—b
—ey.

a
D= aett Ve

e
61_

1 a b
———(a;b) = + .
v = Gt e

Tarkime, kad taskas A = (z,y). = xe; + yey = 2’} +y'ey, = (2/,y')e. Dabar jau

/_
62_

nesunku matyti, kad koordinaciy trasformacijos formulés yra:

X

a / a /
= —X +— s
1/012_|_b2 «’a2+b2y

b / b /
= — T —|— s
VcrVere Ve i
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t.y.

(—2"+ ).

V=VE

Sias x ir y israiskas iraSe | kanonine hiperbolés lygtj ir ja pertvarke gauname asimp-
totine hiperbolés lygtj:

Daznai asimtotiné hiperbolés lygtis uzrasoma Sitaip: zy = k I8 jos turime: = = %, 0

i§ ¢ia aiskéja, kad mokykliniame kurse minéta hiperbolé (atvirks¢iojo proporcingumo
grafikas) yra ¢ia nagrinéjamy hiperboliy atskiras atvejis (lygiaasé hiperbolé t.y. hiper-
bolé kurios asimptotés viena kitai statmenos).
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7

Septintoji paskaita

7.1 Antros eilés kreives

7.1.1 Bendroji antros eilés kreives lygtis

Kaip jau zinome antros eilés kreivés bendroji lygtis atrodo taip:
F(z,y) = anx® + 2a122Yy + asy® + 2a13x + 2a93y + ass = 0. (7.1)

Musy tikslas yra issiaiskinti, kokia geometrine aibe apibrézia antros eilés kreive
C ={(z,y) | F(z,y) = 0}. Tai bus nesunku padaryti suradus paprastesne kreivés C
lygti. Lygtis (7.1) keisis, jeigu mes pereisime prie kitos koordinaciy sistemos.

7.1.2 Staciakampés Dekarto koordinaciy transformacijos

Dabar uzraSysime dekarto koordinaciy transformacijas, t.y. formules, kaip skaici-
uoti to paties tasko koordinates skirtingose koordinaciy sistemose. Koordinaciy sis-
tema yra budas vienareikSmiskai nusakantis kiekvieno tasko koordinates. Staciakampe
Dekarto koordinaciy sistema s plokStumoje apibrézia trejetas s = (O, eq, e3), ¢ia O yra
koordinaciy pradzios taskas; e = {e1, e} yra statmeni vienetiniai vektoriai sudarantys
desininés orientacijos baze. Tada kiekvienas taskas A turi koordinates (z, y), tokias pat
kaip ir vektorius AO, t.y. skaiciai x, y apibrézti pagal formule AO = A—O = xe;+yes.
Jeigu aisku kokia koordinaciy sistema s = (O, ey, e2) naudojama, tai pazymejime
(x,y)s indeksas s gali buti praleistas.
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Pav. 7.1: Staciakampés Dekarto koordinaciy sistemos transformacijos

Nesunkiai matosi, kad kiekviena staciakampe Dekarto koordinaciy sistemos trans-
formacija i§ senos koordinaciy sistemos s = (O, ey, e2) i nauja koordinadiy sistema
s = (0, €, e,) susideda i§ postumio j taska O = (xg,yo) ir posukio kampu « (7r.
Pav. [7.1). Tarkime tagkas A turi koordinates (z,y)s pradinéje koordinaciy sistemoje
s = (0O,e1,e3), t.y. AO = zej + yes, Cia ey (atitin. ey) yra vienetinis vektorius
aSyje = (atitin. y). Tas pats taskas turi kitas koordinates A = (Z,%)s pastumtoje
koordinaciu sistemoje s = (O’ ey, e3), ty. A0 = (Z,y)s = Te; + yéa. Kadangi
AO = AO' + O'O = ey 4+ yes + xoeq + yoez nesunkiai gauname, kad

r=T+xy Yy=7-+Yo- (7.2)

Dabar rasime tasko A = (2/,1')s koordinates pasuktoje koordinaciy sistemoje. Ne-
sunkiai matosi, kad

e} = cosa e +sina ey, (7.3)

ey = —sina e; + cosa es.
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Taigi
AO" = (2,y)y =2'el +y'é
2'( cosa e +sina ey) +y'(—sina e + cosa ey)
= (2'cosa—y'sina)e; + (2'sina + y cosa)ey
= Zey + yey = (T,7)s = AO'.
Gauname transformaciju formules

r = T+xy=12 cosa—y sina+ z,
y = y+yo=a'sina+1y cosa+ yp. (7.5)
Atkreipsiu démesj, kad transformaciju formulés nepriklauso nuo to ka pirmiau atliksime

postumj j taskg O" ar posukj kampu a.
Formules (7.5) patogu uZrasyti matricinéje formoje X = CX’ ¢ia

T cosa —sina T T
X=|y |, C=| sihna cosa y |, X=1| 1 (7.6)
1 0 0 1 1

Matrica C' galima uzraSyti kaip dviejy kity sandauga LP, pirma atitinka lygiagrety
postumj, antra atitinka posukj.

1 0 a9 cosae —sina 0
L=|01 vy |, P=| sina cosa 0 (7.7)
0 0 1 0 0 1

7.1.3 Kreiveés lygties prastinimas

Musy tikslas siame skyrelyje bus kreivés lygties F'(z,y) = 0 (zr. [7.1) prastinimas. At-
likdami koordinaciy sistemos pakeitimus mes sieksime, kad lygtyje iSnykty koeficientai
prie nariy xy, x, y. Pradzioje patogu panaikinti koeficienta prie zy. Tai galima
padaryti pasukus koordinaciy sistema.

Posukis Padarykime koordinaciy sistemos posukj:

r = 2'cosa —y'sina (7.8)

y = a'sina +y cosa
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Tada pasikeis kreives C' = {(z,y) | F(z,y) = 0} lygtis ji bus F'(2',y’) = 0 (pati kreivé
nesikeicia). Ja nesunkiai rasime

F(x,y) = F(cosa 2’ —sina ¢/, sina 2’ + cosa ¢f')
= F'(2',y) = a1 (cosa o' — sina y')* + 2a15(cosa 2’ — sina i) (sina 2’ + cos o y/')
tage(sina 2’ + cosa y')? + 2a13(cosa 2’ — sina y) 4 2ag3(sina 2’ + cosa ') + ass

= aya’” + 2a1,7"y + abyy” + 2a350" + 2ah3y  + ajy
Cia nesunkiai randame
o = —ay; sin a cos a + ajp(cos® a — sin® ) + agy sin a cos (7.10)
Koeficientas a}, = 0 tada ir tik tada kai
— ay sinavcos a + aja(cos? o — sin® @) + agy sinacosa = 0. (7.11)

Sioje lygtyje cosa # 0, nes priedingu atveju gautume, kad sino = 0 (priminsiu ao #
0). Taigi lygtj galima padalinti i§ cos . Gauname

app tan® a + (ay; — ag) tana — ajg = 0 (7.12)

iSsprende randame

app — Qg \/(011 — ag)? + 4ai,

tana =

(7.13)

Kadangi diskriminantas teigiamas tai visada yra du sprendinai (tanc«); ir (tana)s.
Kiekvienas sprendinys atitinka tiese, kuri sudaro (tana); (arba (tanca)s) kampa su
Oz asimi. Beje, pagal Vieto teorema, (tan«);(tana)s = —1, t.y. atitinkancios tieses
yra statmenos. Norint, kad a}, = 0 galima imti bet kokj sprendinj.

Postumis Dabar laikysime, kad po posukio lygtis yra paprastesné

F'(a,y) = a2 + dypy® + 2050 + 2ahsy’ + alyy = 0 (7.14)
Galimi du atvejai:
1. a},ah, # 0 arba

2. vienas i§ koeficientu a}q, ab, lygus nuliui.
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Pirmu atveju isskiriame pilnus kvadratus, t.y.

WA / / a/13 2 / / a’,23 ? / a,123 a’,223
Fl@y)=ay |2+ ) van v+ ftays— = ——= (7.15)
ayy Qg9 ay; Qg
= alnffﬂ2 + a122y//2 + ag3, (7-16)

¢ia ", y" yra pastumtos naujos koordinatés

a’ al
=2+ —/13, y” = y’ + —/23. (7.17)
a a
11 22

Nesunku matyti, kad lygties a};z"? + abyy”? + a3 = 0 sprendiniai apibrézia
e Elipse, jeigu ? <0, ﬁ <0ir aly # 0.
e Tus¢ia aibe (menama elipe), jeigu % > 0, % > 0 ir ajy # 0.
e Vieng taska, jeigu a} a5, > 0 ir a4y = 0.
e Hiperbole, jeigu a} a5, < 0 ir ajs # 0.

o e - ;o o
e Dvi susikertancias tieses, jeigu aj a5, < 0 ir ag; = 0.

Antru atveju vienas i$ koeficienty a};, a5, lygus nuliui. Dél konkretumo laikysyme,
kad a}; = 0. Tada sutraukiame pilng kvadrata prie ¢/, t.y.

2
CL, a/2
F/(,I,7 y/) = (1,22 (y, + g) + 2(1’131‘, + ag3 — g (718)
o) o)
A7) / / als s
2 gy + 2ay5(z" + 55+), kai ajy # 0
= CL/22y” + 261/131'/ + (Ig3 = ) " kai /2013_ 0 (719)
Ay + a3, Kal a3 =
Ga z”,y" yra pastumtos naujos koordinatés
a// a/
g =+ 22 "=y + -2 (arba 2’ = 2’ kai a}; = 0). (7.20)
2a73 o)

Nesunku matyti, kad lygties abyy”* + 2a);2" + a4 = 0 sprendiniai apibrézia

e Parabole, jeigu a)y # 0.
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e Tuscia aibe (dvi menamas lygiagrecias tieses), jeigu aj3 = 0 ir ajya%, > 0.
e Dvi lygiagrecias tieses, jeigu aly = 0 ir ahyals < 0.

e Vieng dviguba tiese (t.y. kreivés lygtis yra tiesés lygtis pakelta kvadratu), jeigu
als =0 ir afy = 0.
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8

Astuntoji paskaita

8.1 Antros eilés kreives

8.1.1 Invariantai

Apibrézimas 8.1.1 Antros eilés kreivés kooficienty funkcija vadinama invariantu,
jeigu ji nesikeicia atlikus dekartine koordinaciy transformacijq (atlikus koordinaciy
sistermos posukj ir postumg)

Pasirodo (jrodysime véliau), antros eilés kreivé turi tris pagrindinius invariantus:
1)

I = ay; + ag

2)
ai11ai2
I, =
A210A22
3)
1112013
I3 = | ajpa22a93
113023033

Galima jrodyti, kad visi kiti (algebriniai) invariantai gali buti gauti taip f(Iy, Is, I3),
¢ia f yra bet kokia (algebriné) funkcija.
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8.1.2 Kreives nustatymo lentele

Invariantai yra svarbus dél sekancios priezasties: pagal juos galima nustatyti kokia
geometrine aibe apibrézia duota kreive. Tai matyti sekancioje lenteléje:

I I I3 | kiti pozymiai
Menamoji elipsé, pvz. 2> +y>+1=0|#0 | >0 | #0 IiI3>0
Realioji elipsé, pvz. 22+ 3> —1=0 £0|>0]#0 LiI; <0
Hiperbolé <0]#0
Parabolé =0|#0
Dvi susikertancios tiesés <0|=0
Dviguba tiesé, lygtis (az + by + ¢)? #0|=0|=0
Dvi lygiagrecios tiesés #0|=0]|=0
Vienas tagkas, pvz. 22+ y?> =0 >0=0

Toliau pradzioje jrodysime, kad I3, I, I; yra invariantai. Po to paaiskinsime, kodél
yra teisingi lenteléje surasyti faktai.
Antros eilés kreives lygti galima uzrasyti tokiu budu:

F(z,y) = XAXT, (8.1)
¢ia X = (z,y,1), X7 reigkia transponuota matrica (t.y. stulpeli), A yra simetriné ma-
trica:

a11012G13

A= | apa0as ty. A= AT,

13023033

Lygybe (8.1) nesunkiai galite patikrinti patys jstate ir sudaugine nurodytas matricas.
Priminsiu (paskaita 7), kad kiekviena dekartinés stac¢iakampés koordinaciy sistemos
transformacija galima uzrasyti tokiu budu:

x =12’ cosa — vy sina + xy,
y = 2'sina + y' cos a + yo.

Jeigu X = (z,y,1) atitinka senas koordinates, X' = (z/,¢/,1) - naujas koordinates,
tada X = X' M, ¢ia
cosa  sina 0
M = —sina cosa 0

To yo 1
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Jeigu lyginti su formulémis (7.6) i§ paskaitos 7, tai X = X, M = C7.
F(z,y) = XAXT = X'MAX'M)" = X'MAMTX" = X' A'XT,
Kadangi det M = 1, gauname

det A" = det M - det A - det M" = det A. (8.2)

I§vada 8.1.2 I3 yra invariantas.
Irodymas: Remiantis lygybe (8.2) ir apibrézimu
Is =det A =det A'.

Taigi I3 nepriklauso nuo dekarto koordinaciy transformacijy. ©®
Pazymékime Ay (atitinkamai A}, M,) matrica, kuri gauta i§ matricos

A (atitinkamai A’, M) i8braukus paskutine eilute ir paskutinj stulpelj.
Tada nesunku patikrinti, kad

A, = MyAgMT — ( cosa  sina ) (an a1 > < cosa —sina ) (8.3)

—sina  cosa a12 A9 sina  cosa

Kitaip tariant atlieckant dekarto transformacijas kreives kvadratiné dalis (koeficientai
a1, @12, ) priklauso tik nuo posukio ir visiskai nepriklauso nuo postumio.

Isvada 8.1.3 I, yra invariantas.
Irodymas: Remiantis lygybe (8.3) ir apibrézimu

Iy = det Ay = det A, nes det My =1
Taigi 15 nepriklauso nuo dekarto koordinaciy transformacijy. ©

Isvada 8.1.4 [, yra invariantas.
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Irodymas: Naudojantis lygtimi (8.3) galime rasti

aly = cosa apcosa+apsina)+sina( appcosa+ agnsina)

Uy = — sin a(—ay; Sin a + a3 cos @) + cos a—ais Sin a + ag cos a)

Taigi @}, + aby = (cos? a + sin® a)(ay; + ag) = a1y + ag. ©
Dabar jau nesunku paaiSkinti lentelés atsiradima. Prastindami lygti mes keitéme
koordinaciy sistema ir suvedéme lygtj j vieng i$ formy:

1) F(x,y) a2 + abyy® 4 dbs, elipsé reali (menama) arba hiperbolé  (8.4)
2) F(z,y) aboy* + 2ai52’, parabolé (8.5)
3) F(z,y) = abyy* + ajss, dvi lygiagrecios tiesés galbut sutampancios (8.6)
4) F(z,y) = a},2™ + abyy?, dvi susikertancios tiesés arba vienas taskas (8.7)

Kadangi dabar jau zZinome, kad invariantai nesikeicia jeigu atliekame dekarto koordinaciy
transformacijas tai jie bus tokie patys kaip ir suskaciuoti formoms esan¢ioms desinéje.
Juos lengvai suskaiciuti

1) I = dyy+ady, I =a)ay, I3 =dana; (8.8)
2) I} = aby, I, =0, Iy =—aad), (8.9)
3) I Uy, Io =0, I3 =0 (8.10)
NI = ayy+ay, Ih=a,ay,, l3=0 (8.11)

Isvada 8.1.5 Koeficientai a!y, abs yra Saknys charakteringosios lygties, kuri pagal
apibrézimq lygi:

N, +1,=0 (8.12)
Taip pat ayy = I3/ 15, jeigu Iy # 0.

Irodymas: Kadangi [} = a}; + aby, Iy = a),al,, tai iSvada seka i§ Vieto teoremos. ©

Dabar jau galutinai aisku, kad lentelé yra sudaryta pagal invariantus apskai¢iuotus
formoms 1),2),3) ir 4). Tarkime reali elipsé atitnka 1) forma, kai a};/ajs, aby/a%; <
0, t.y. Is > 0ir I1I3 < 0. Analogiskai matosi ir kiti atvejai, kuriuos skaitytojas
iSsinagrineti gali savarankiskai.
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8.1.3 Vektoriy skaliariné sandauga ir antros eilés kreives

Jeigu duota simetriné matrica A, tai plok§tumoje galima apibrézti skaliarine sandauga
tarp vektoriy V = (V1,Vy) ir W = (W, Wy)

Wi
1

Savybés

<V, W >=< W,V >

N< VW + Wy >=< VIV >+ <V, W, >

Atkreipsime démesj, kad ji gali buti i§sigimusi, t.y. < V,V >=0 bet V # (0,0).

Isvada 8.1.6 Kiekviena antros eiles kreiwé uZduoda tam tikrg skaliarine sandaugq
plokstumoje.

Priminsiu, kad algebros kurse kaip tik ir nagrinéjamos skaliarinés sandaugos, bei jy
klasifikacija.
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9

Devintoji paskaita

9.1 Antros eilés kreives
(antra dalis)

9.1.1 Antros eilés kreiveés ir tiesés sankirta
Tarkime antros eilés kreivé uzduota lygtimi:
F(z,y) = an@® + 2a197Y + a9y + a137 + agzy + azz = 0

ir duota parametriné tiesés lygtis:

= t
{ x To+p (9‘1)
y = Yot+qt
(p, q)- tiesés krypties vektorius
(20, yo)- taskas per kurj eina tiese
Tada jstate tiesés lygtis i kreives lygt] gauname:
F(z(t),y(t)) = Nt* + 2Pt + Q,
Cia
Q = F([Eo, ?JO);
N = aup’ + 2a13pq + asq’, (9.2)

P = (a11mo + aiayo + a13)p + (a1220 + a2yo + azs)q.
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Lygtis Nt? + 2Pt + Q gali turéti iki dviejy skirtingy Sakny. Kai jos diskriminantas
D = 4(P? — NQ) > 0, yra du bendri kreivés ir tiesés taskai. Kai D = 0, tie taskai
sutampa, t.y., egzistuoja tik vienas bendras kartotinis tagkas, kuris vadinamas kreives
lietimosi tasku, o pati ties¢ vadinama liestine.

Apibrézimas 9.1.1 Tiese (9.1) vadinsime lieciamaga kreivei
C = {(z,y)|F(z,y) = 0}, jeigu D = 4(P*> — NQ) = 0. Cia Q,N, P apibrézti for-
mulémis (9.2).

Atkreipsiu démesj, jeigu tiesé ir 2-os eilés kreive turi vieng bendra taska, tai dar ne-
garantuoja, kad Sita tiesé yra liestiné. Pavyzdziui, parabolés simetrijos aSis ir parabolé
kertasi viename taske; tiesé lygiagreti hiperbolés asimptotei irgi kerta hiperbole vie-
name taske. Taciau abi jvardintos tiesés néra liestinés, nes susikirtimo taskas néra
kartotinis, t.y. taska atitinkanti Saknis néra kartotine.

Kai D < 0, tiesé ir kreivé nesikerta.

9.1.2 Kreives liestinés lygtis

Duota : C' = {(z,y)|F(x,y) = 0} (kreivé), taskas (z¢,yo) € C priklausantis kreivei.
Rasime lestinés taske lygtj. Kadangi (z9,70) € C, tai Q = 0, todél Nt + Pt = 0.
Todél t = 0 (t.y. D = 0) bus vienintelé lygties Saknis tada ir tik tada, kai P = 0.
Kitaip tariant:

4 Q122 + A22Yo + A23

q a12To + a12Yo + a3

Taigi liestinés kanoniné lygtis bus:

T—%o Y—Yo

p q

T — Xo N Y—Y%

a12%To + QoYo + a2z —(a11%o + aiayo + ai3)

Gauname:

(a1120 + arayo + a13)(x — 20) + (a1220 + a22yo + a23)(y — o)
= P(I’anmﬂ? — X0, Y — yo) =0
- bendroji tieses lygtis
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9.1.3 Antros eilés kreivés liestinés (kitas ekvivalentus apibrézimas)

Tieseés ir kreives padétis plokstumoje gali atrodyti taip:

Pav. 9.1: Nekerta tada ir tik tada kai P2 — NQ < 0

Pav. 9.2: Lie¢ia tada ir tik tada kai P> — NQ =0

Pav. 9.3: Kerta tada ir tik tada kai P2 — NQ > 0

Apibrézimas 9.1.2 Tarkime, turime kreive {(z,y) | F(x,y) = 0} 3 (xo,y0) = A.
Imkime kitg taskg B = (x1,y1) € {F = 0}. (A, B) Zymésime tiese, einanciq per
taskus A ir B. Ji vadinama kreivés kirstine. Kreivés liestine taske A gausime taskq
B artindami prie A, jg Zymésime la, t.y.

Ly = lim I(A, B)
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Pav. 9.4: Kirstines (zalia) ir liestiné (raudona)

Teorema 9.1.3 Tarkime, turime kreive {F = 0} ir jai priklausantj taskq A(zo,yo).
Tuomet liestines L4 lygt; galime uZrasyti taip:

Fi(zo,y0)x + Fa(x0, y0)y + F5(x0,y0) = 0. (9.3)

Primename, kad F}, F, ir F3 gauname is lygties

411012013 x
F((L’, y) - (JI, Y, 1) A120A22023 Yy 3
13023033 1
Fy = anzo+ apyo + a3,
Fy = apzo+ axnyo + as,
F3 = ai3ro + assyo + ass,

Irodymas: Tegu l(A, B) : =2 = Z=0b kreivés {I" = 0} kirstiné per taskus A(w, yo)
ir B(zq,y1). Sia tiese uzradius y — yo = (Lyo> (x — x0), matome, kad jos krypties

Z1—xo

koeficientas lygus gi:z‘; Artiname taska B prie tasko A, t.y., ieSkome ribos

. Y1 — Yo
lim .
(z1,91)—(x0,y0) T1 — Lo

Ji lygi v/(z0). I8 matematinés analizés kurso Zinome, kad dviejy kintamyjy funkcijai
F(z,y) = 0 egzistuoja tokia y = ¢(x), kad

29



1) F(z,¢(x)) = 0 x4 tasko aplinkoje,
2) ¢(z) = — (Llgeaed) (2o},

Nesunkiai matome, kad

(?9_5 = 2F1(l',y),
oF _ QFQ(J:,Z/)

Taigi [ 4 lygtj gauname tokig:

_F1(370a3/0>
F2($0,yo)
Fi(xo,y0)(z — x0) + Fo(z0,90)(y — vo) =0

Y—Yo= (x — xp) arba

Paskutinéje lygtyje atskliaude gauname:
Fi(wo,y0)x + Fa(7o, yo)y — F1(o, yo)To — F2(7o, yo)yo = 0. Kadangi
—Fixg — Foyo = F3(x0, o), tai gauname reikiama teoremos formle. ®
Remiantis teorema nesunkiai ganame:
Parabolés liestinés lygtis: Jei turime parabole y* = 2px, A(xo,yo) - jai priklau-
santis taskas, tai l4 : yyo = p(z + xo).
Hiperbolés liestinés lygtis: Hiperbolés i—z - g—; = 1 liestiné taske A(xo, yo), kuris

priklauso hiperbolei yra: [, : 23 — 42 = 1.
Elipsés liestinés lygtis: Elipsés ﬁ—z + ?;—; = 1 liestiné taske A(zo,yo), kuris prik-

lauso elipsei yra: [4 : 3 + % =1.

9.1.4 Asimptotinés kryptys

Apibrézimas 9.1.4 Krypties vektoriy (p,q) vadinsime asimptotinés krypties vektori-
umi kreivei {F=0}, jei N = 0(N = a11p* 4 2a15pq + agq® = 0).

Atkreipsime démesj, kad hiperbolé z%/a* — y?/b? = 1 turi dvi asimptotes, taigi ir du
asimptotinés krypties vektorius. p/a £ q/b =10

Parabolé y? = 2px turi vienag asimptotinés krypties vektoriy, jo kryptis sutampa su
simetrijos a§imi, t.y., parabolés asimptotinés krypties vektoriaus koordinatés (p,0).
Elipsé neturi realiy asimptiniy krypciy.
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9.1.5 Antros eilés kreives centras

Apibrézimas 9.1.5 Antros eilés kreivés centru vadinsime taskq (zo, yo), kuris tenkina
abi lygtis:
{ annzo + aayo + arz = Fi(xo, 1) = 0, (9.4)
a12T0 + Ay + azz = F(wo,0) = 0. '
Jeigu Sita lygciy sistema neturi sprendinio, sakysime, kad kreivé neturi centro. Pavyzdziui,
centro neturi parabolé. Jei sistema turi be galo daug sprendiniy, tai sakysime, kad

kreive turi be galo daug centry, pvz., jeigu kreive yra dvi lygiagrecios tiesés.

Nustatyti, kiek centry turi kreive, galime i$ invarianto 5. Vienintelj centra kreive

. . a11012 . . .
turi, kai Io = # 0. Tada centro koordinatés pagal Kramerio formules yra:
a12G22
—@13G412 a11 — ais
— Q23022 Q12 — 23
To=—"""—>F 5 Yo=—"7F7
IQ 7 IZ

Jei Iy = 0, galimi du variantai:
a) [y = cF, t.y., lygéiy koeficientai proporcingi. Tada lygéiy sistema turi be galo
daug sprendiniy, o kreive - be galo daug centry.
b) Fy # cFy,Ve. Tada kreivé centry neturi.

Teorema 9.1.6 Jei atliksime postumj § taska (xo,yo), kuris yra kreivés {F = 0} cen-
tras, tai isnyks koeficientai prie x' iry', t.y. tiesiniai kreivés nariai.
Irodymas: [rodoma tiesiog jstacius reikSmes
x=a 4+ x
{ Y=y +y
1lygt
Flz,y) = zF(z,y) +yF(z,y) + Fi(z,y)
= 2ol (2,y) + yoFa(e, ) + 2’ (a0 + arayo)
+y'(a1220 + azyo) + F3(z + 20,y + o)
= woF (2, y) +yola(2,y) + 2 Fi(2o, vo)
+y' (20, yo) + F3(w0, yo)
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Pasinaudojus lyg¢iy sistema (9.4) ir gauname reikiama rezultata. ©
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10

Desimtoji paskaita

10.1 Antros eilés kreives(tesinys)

10.1.1 Optinés antros eilés kreiviy savybes

Pav. 10.1: Elipsés optiné savybe

Teorema 10.1.1 Tarkime, turime elipsés (arba hiperbolés) kanonine lygtj:

2 2 1.2 2

LY (arba——y

a? EZD
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Kaip Zinome, Sios kreivés turi po du Zidinius Fy, Fy. Tegu taskas A = (xo,yo0) - taskas,
priklausantis elipsei (arba hiperbolei). Tada atkarpos FyA ir FyA sudaro vienodus
kampus su liestine.

la

Pav. 10.2: Hiperbolés optiné savybe

Irodymas: Zinodami tagko A koordinates, galime uzraSyti liestines lygtj:

Iy % + % =1 (++ kai elipsé; - kai hiperbolé)

r2 &

Kampai « ir § bus lygus tada ir tik tada, kai lygus santykiai o ir %, Cia r =
|F1 Al mo = |Fo, Al, dy = d(Fy,1a), do = d(F2,14) (atstumas tarp Zidinio ir liestinés).
Atstumas tarp tiesés ir tasko randamas pagal zinomas formules:

‘_c:v_o_l‘ m|

dy = d(Fy, 1) = a® = a
VE @) @) ()

Primename, kad e = < - kreivés ekscentricitetas.

ro = |FR Al = |exy + af

Q=
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Analogiskai m = |exg — a ir

‘ erg—a }
a

2o\ 2 2
(2)"+ ()
Matome, kad 72 = 74, todél kampai tarp liestinés ir atkarpy F1 A bei F5A yra lygus.
®

dy =

Teorema 10.1.2 Tarkime, turime parabolés kanonine lygti: y*> = 2px. Tegul parabolés
Zidinys yra F. Tarkime taskas A = (xg, yo) priklauso parabolei. Tada kampas tarp F A
ir liestinés L4 lygus kampui tarp La ir parabolés simetrijos asies.

°?\

Pav. 10.3: Parabolés optiné savybé

Irodymas: Zinodami tasko A koordinates, uzrasome liestinés lygtj:

la = yyo = p(x + o)

Pazymékime K taSka, kuris yra liestinés [, ir Ox aSies susikirtimo taskas. Kampas
tarp F'A ir liestinés [4 lygus kampui tarp 4 ir parabolés simetrijos aSies tada ir tik
tada, kai |KF| = |FA|. Ox aSies lygtis yra y = 0. Sukerte Sias dvi tieses [ ir Oz.
Randame, kad K = (—0,0). Kadangi |[FA| = d(A,l) = & 4 w0, ¢ia | - parabolés
direktrisé, ir |KF| = & + 20, gauname |KF'| = [FA[. ©

Parabolés optinés savybé yra placiai naudojama pramonéje. Pavyzdziui ant stogy
daug paraboliniy anteny. Jos priima lygiagreciai ateinancius signalus is kosmoso ir jie
visi sueina j zidinj. Taigi zidinyje gaunamas pakankamai stiprus signalas.
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10.2 Antros eilés pavirsiai

10.2.1 Bendroji antros eilés pavirsiaus lygtis

Apibrézimas 10.2.1 Antros eilés pavirsiumi vadinsime tasky aibe
{(z,9,2) | F(2,y,2) =0}, cia

F(z,y,2) = anz® + any® + az3z” + 2a122y + 2a1372
+2a93y2 + 20147 + 2004y + 20342 + A44

éiq lygti taip pat patogu uzrasSyti kaip matricy sandauga:

11012013014

Q12022023024
F=(z,y,21)
113023033034

— N e 8

A14Q24A340 44

10.2.2 Sfera

Apibrézimas 10.2.2 Pavirsius, gaunamas sukant apskritimq aplink sukimosi asj,
vadinamas sfera. Jei sferqg kirsime plokstuma, visada gausime apskritimg.

Sferos kanoniné lygtis yra
(—a)+(—b)"+(z—c) =1

Cia (a,b,c) = C - sferos centras, r - spindulys. Sia lygtj taip pat galima pertvarkyti
taip:

24y + 22 =20 — 2y —2cz — 1 +a+ P+ =0

Taigi, jei turime antros eilés pavirSiaus lygti, uzrasyta bendruoju pavidalu, sfera at-
pazinsime i§ to, kad joje néra dviguby sandaugy xy, xz, zy.

10.2.3 Kugis

Apibrézimas 10.2.3 Kugiu vadinamas pavirsius, sudarytas i§ tiesiy, einanciy per
vienq taskq. Sis taskas vadinamas kugio virsune.
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Pav. 10.4: Kugis

Tarkime kugio virsunés Dekarto koordinatés yra x1,y1,2;. Vadinasi bet kurios
tiesés, iSvestos per taska (xy,y1, 21) lygtis yra

I T |

= arba
l m n
Y — 1 m z— 2z n
:—:p, :—:q
T — I l T — T )

Tiesei judant, [, m ir n, o kartu p ir ¢, kinta, bet kadangi tiesé brézia pavirsiy, tai p ir
q turi buti susieti tam tikra funkcine priklausomybe, kuri priklauso nuo to, kokj kugj
tiesé brézia. Jeigu $i funkciné priklausomybé yra duota lygtimi f(p,q) = 0, tuomet
iraSe vietoj p ir q jy reikSmes, gauname ieSkomaja kugio lygti, iSreikta tokiu pavidalu:

— zZ—Z
f(y ?Jl? 1>:0
r—T1 T — T

Jeigu kugio virsuné yra koordinaciy pradzios taske, tai kugio lygtis yra f(%,2).

10.2.4 Cilindras

Apibrézimas 10.2.4 Tiesé, judédama erdvéje, taip kad visq laikq lieka sau lygiagreti,
brézia pavirsiy, kur; vadiname cilindru.

Paimkime lygtj f(x,y) = 0 bei plokStumoje esancia kreive k, kurios taskai (z,y,0)
tenkina §ig lygtj. Lygtj f(x,y) = 0 taip pat tenkina visi tie erdvés taskai, kuriy pirmos
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Pav. 10.5: Cilindras

dvi koordinateés x ir y sutampa su kurio nors kreivés k tasko koordinatémis. Kadangi
koordinaté z j lygti nejeina, tai jos skaitiné reik§mé jtakos neturi. Todél tagkas (z,y, z),
tenkinantis f(z,y) = 0, yra ties¢je, lygiagre¢ioje asiai z ir kertancia kreive k. Taigi visi
taskai (z,y, 2), tenkinantys lygtj f(z,y) = 0 yra pavirSiuje (jis vadinamas cilindru),
kurj sudaro tiesés, lygiagrecios z aSiai ir kertancios kreive k.

Cilindrinj pavirSiy nubrézia judanti tiesé, kai 8i visa laika lieka lygiagreti kuriai nors
duotai tiesei ir kerta duota kreive. Si tiesé vadinama vedamaja, o judancios tieses
atskiros padétys - sudaromosiomis.

Cilindra dar galima apibrézti taip:

r=my+ a,
z=mny + b,

Cia (m,n) - konstanta.
Atitinkama parametriné cilindro uzra§ymo forma:

r = mt+ a,
y=t,
z=mnt+b.

I$ ¢ia matome, kad vedamosios tiesés krypties vektoriaus koordinatés yra (m, 1,n). Jei
F(a,b) = 0, tai cilindro lygtis F'(x — my, z —ny) = 0.
Cilindra galima nesunkiai supainioti su kreive, kadangi jo lygtyje néra vieno kintamojo.

22

Pavyzdziui, lygtis 5 + ‘11’—2 = 1 gali buti elipsés, bet taip pat ir cilindro lygtis. Siuo
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atveju z gali buti bet koks. Jeigu z fiksuotas, pavirSiui priklauso visa kreivé, t.y.,
pastumtas cilindro "dugnas" -elipsé.

10.2.5 Sukimosi pavirsiai

Apibrézimas 10.2.5 Sukimosi pavirsiumi vadiname pavirsiy, kury gauname, Suk-
dami kreive aplinkt tiese - sukimosi asj.

Kiekvienas sukamos kreivés taskas brézia apskritimg, kurio plokStuma yra statmena
sukimosi a8iai ir kurio spindulys yra lygus tasko atstumui iki sukimosi agies. Tarkime,
kreivé k duota xy plokstumoje lygtimi f(z,y) = 0, sukama apie y a$j. Norédami
iSvesti §io sukimosi pavir§iaus lygtj, imkime bet kurj jo taska M (z,y, 2). Sis taskas
yra apskritime, kurj brézia atitinkamas kreivés taskas N(X,Y,0), besisukdamas apie
y a8j. Kadangi C(0,Y,0) yra to apskritimo centras, tai:

CM|=|CN| taigiva?+22=X
| v

Be to, pastarasis apskritimas yra plokStumoje, statmenoje y agiai, todél Y = y.
Gautas X ir Y iSraiskas panaudojame lygtyje f(X,Y) = 0. Gauname

f(Va? + 2%, y)

Sia lygtj tenkina visi sukimosi pavirsiaus taskai M (z, y, z). Vadinasi ji ir yra minéto
pavirsiaus lygtis.

Pavyzdys 10.2.6 Sukime tiese 2z + 3y — 1 = 0 apie z asj. Gausime pavirsiy, kurio
lygtis

22+ 3y +22-1=0,
t.y., kugs, kurio lygtis (22 — 1)? = 9(y* + 2?)

Sukimosi elipsoidas. Sis pavir§ius gaunamas sukant elipse aplink vieng i§ jos
agiy. Sukdami elipse i—z + Z—z =1,z =0,a* > V? aplink elipsés didZiaja asj (t.y. = ag),
gauname pavirsiy

2?2 2P
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kurj vadiname iStestu sukimosi elipsoidu. Sukdami ta pacia elipse aplink y asj (elipsés
mazaja as}), gauname pavirsiy

IZ + 22 y2

kurj vadiname suplotu sukimosi elipsoidu.

Apibrézimas 10.2.7 Elipsoido kanonine lygtimi yra vadinama sekanti lygtis

1'2 y2 22

§+—+§:1. (10.2)

Kuo skiriasi sukimosi elipsoidas, kurio lygtis (10.1), ir bendresnis kanoninis elip-

soidas? Geometrigkai (topologiskai) ju forma yra ta pati. I§ sukimosi elipsoido galime
gauti bedra kanoninj elipsoida atlikus sekancig erdvés transformacija:

bz
r=X, y=Y z=—,
c

t.y. erdveés tempima z aSies atzvilgiu.

Pav. 10.6: Elipsoidas

Sukimosi paraboloidas. Si pavirSiy gauname, sukdami parabole aplink jos
simetrijos a%j. Apibréze parabole lygtimis y?> = 2a%z, 2 = 0 ir apsuke aplink z agj,
gauname sukimosi paraboloido lygtj:

22 4 g2 B 22 P

p 2z arba ﬁ—{_ﬁ:%

Apibrézimas 10.2.8 Kanonine elipsinio paraboloido lygtimi vadinsime

.’L'2 2
=+ Z—Q =2z (10.3)
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Pav. 10.7: Elipsinis paraboloidas

Jis vadinamas elipsiniu todél, kad kertant jj plokStuma z = const pjuvyje gausime
elipse. Nuo sukimosi paraboloido jo forma nedaug skiriasi. Reikia tik atlikti erdvés
tempima y aSyje, t.y.
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11

Vienuoliktoji paskaita

11.1 Antros eilés pavirSiai(tesinys)

Mes nagrinéjome antros eilés pavirSius kurie panasus j cilindrus, kugius arba sukimosi
pavirSius. Taciau yra pavirSiy, kurie nepatenka j tokia klase.

Hiperbolinis paraboloidas.

Pav. 11.1: Hiperbolinis paraboloidas (balnas).

Jei parabolei x = 0,y = —2b?z leisime judéti taip, kad jos ploks§tuma buty lygia-
greti su pradine plokstuma, o virsuné slinkty parabole y = 0, 2% = 24z , tai gausime
pavirsiy, kurio lygtis

22 2
a? b2
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Sis pavirgius vadinamas hiperboliniu paraboloidu (arba balnu - dél formos). Kirtus
hiperbolinj paraboloida plokstuma z = const, gaunama parabolé. Jo lygt] uzrasius
_EenE-y
2 Y

matome, kad, kai z = 0, gauname dvi tieses £ = £¥. Kertant hiperbolinj paraboloida

plokStuma y = const, gaunama parabolé.

Viensakis hiperboloidas.

Pav. 11.2: Viensakis hiperboloidas.

éi pavirsiy gauname, sukdami hiperbole aplink jos menama asj. Nustate hiperbole

lygtimis z—j — ?;—; = 1,z = 0 ir apsuke aplink y asj, gauname sukimosi hiperboloido

lygtj:

422y
a2 B !
Atlikus transformacija = X,y =Y, 2 = Z - ¢, gauname vienSakio hiperboloido lygtj:
X y? Z?
T |

a? b2 + c?

Kertant jj plokStuma Y = const, gaunama elipsé, o kertant Z = const - hiperbolé.

Dvisakis hiperboloidas.

Sis pavirSius gaunamas sukant hiperbole aplink jos tikraja asj. Paéme ta pacia
hiperbole ir apsuke ja aplink x asj, gautume dvisakio sukimosi hiperboloido lygtj:

e

A
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Pav. 11.3: Dvisakis hiperboloidas.

arba (transformavus):

Kaip matome, nuo vienSakio hiperboloido lygties dvisakio hiperboloido lygtis skiriasi
tuo, jog pirmojoje yra vienas minusas, o antrojoje - du.

Pastaba 11.1.1 IS nagrinéty pavirsiy be galo daug tiesiy turi kugis, cilindras, hiper-
boloidinis paraboloidas bei viensakis hiperboloidas, o elipsoidas, elipsinis paraboloidas
ir dviSakis hiperboloidas neturi né vienos.

11.1.1 Tiesés ir pavirsSiaus sankirta
Tarkime, turime pavirsiy

S ={F(x,y,2) = ana® + agy® + az3z® + 2a102y + 20,312
+2a23yz + 2&14I + 2a24y + 2&342’ +ay = 0}

ir tiese
T = pt + 2o
Lo y=at+uyo
z=rt+ 2

Cia t - parametras, (p,q,r) - krypties vektorius, (xg, Yo, 20) € [.
Imkime to pavirsiaus ir tos tiesés sankirta:

F(pt + xg, qt +yo,7t + 20) = Pt* +2Qt + R =0 (11.1)
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P = anp’® + ang’ + azr’ + 2a13pr + 2a3qr + 2a12pq (11.2)
Q = pFi(xo,Y0, 20) + qF2 (o, Yo, 20) + rE3(20, Yo, 20), (11.3)
R = F(zo,Y0, 20), (11.4)
Fi = anxo+ anyo + aizzo + aug, (11.5)
Fy = anwo+ axayo + aszo + as, (11.6)
F3 = a3+ asayo + aszzo + asa. (11.7)

Sukirtus tiese ir pavirsiy, galimi keturi variantai:

1) Yra du sankirtos taskai. Tada ir tik tada kai lygtis (11.1) turi du sprendinius, t.y.
D =4(Q — PR) > 0;

2) Yra vienas susikirtimo taskas. Tada ir tik tada kai lygtis turi viena kartotine Saknj,
t.y. D =4(Q — PR) =0;

3) Visa tiesé guli pavirsiuje. Tada ir tik tada kai lygtis turi be galo daug sprendiniy,
ty. P=Q=R=0.

4) Tiesé nekerta pavirsiaus. Tada ir tik tada kai lygtis sprendiniy neturi, t.y. D =
4(Q — PR) < 0.

Isvada 11.1.2 Jei trys tieses taskai priklauso tiesés ir pavirsiaus sankirtai, tai visa

tiese guli pavirsiuge.

11.1.2 Antros eilés pavirSiy tiesinés sudaromosios

Apibrézimas 11.1.3 Zinome, kad tam tikri antrosios eilés pavirsiai, pavyzdzZiui, kugiai
ir cilindrai, yra sudaryti 1§ tiesiy. Jos vadinamos ty antrosios eilés pavirsiy tiesinéemis
sudaromosiomis.

Vienasakio hiperboloido tiesines sudaromasias galima rasti taip: uzrasome jo lygti
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Pav. 11.4: Viensakis hiperboloidas.

arba

Tarkime, kad

z _ Y = )\(1_5)
1. a b c/?
lk{A(f‘%) T AeR

Kadangi pastarosios dvi lygtys yra pirmojo laipsnio lygtys, o kintamyjy z, vy, 2
koeficientai neproporcingi, tai jos nusako tiese. Kai x, y, 2z tenkina tas lygtis, jie
tenkina ir vienSakio hiperboloido lygtj. Tai nesunkiai matosi sudauginus plokstumy
lygtis. Vadinasi tos lygtys yra vienaSakio hiperboloido tiesiniy sudaromuyjy lygtys.

Panasiai
2,
e { z

yra to vienaSakio hiperboloido kitos Seimos tiesiniy sudaromyjy lygtys.

SIS

£+h) -

a

INNIQ

a8

c)
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Teorema 11.1.4 Teisingi tokie faktai apie Sias dvi tiesiy Seimas:

1), NG, =0, jeigu Ay # Az .

2) 2 NG, =0, jeigu py # o -

3) BN lﬁ = P, P - taskas, priklausantis pavirsiui S.

4) Sakykime, P € S. Tada yra tokie \, p, kad P = 1512

5) TpS =< 1}, lz >. Cia TpS - pavirsiaus lieciamogi plokstuma taske P,
<1, lZ > - plokstuma einanti per tieses I ir th.

Juos jrodysime kitoje paskaitoje.
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12

Dvyliktoji paskaita

12.1 Antros eilés pavirSiai(tesinys)

12.1.1 Antros eilés pavirsiy tiesinés sudaromosios (tesinys)

Vienuoliktoje paskaitoje pateikéme penkis teiginius apie antros eilés pavirsiy tiesiniy
sudaromuyjy Seimas (7r. (11.1.4) juos ) dabar jrodysime.

Irodymas:

1) Imkime vieng antros eilés pavirsiaus tiesing sudaromaja

Jei Sios tiesés susikerta, reiSkia, egzistuoja keturiy lyg¢iy sprendinys (z, vy, z), tenk-
inantis jas visas. Taciau tai jmanoma tik tada, jei A = X. Tai nesunkiai galima
pastebéti palygine pirmasias lygciy sistemos lygtis.

2) Analogiskas pirmajam.

3) Apjunkime I} ir [2 lygtis j vieng sistema. Gausime keturias lygtis su trimis
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nezinomaisiais:

ati=n1-3),
p(G—5)=1+%
ati=201+3),
Me-t)=1-:

Jos turés vienintel] sprendinj, kai sistemos rangas bus mazesnis uz keturis arba
determinantas lygus O:

a5 TH 11w
L VI R
L—ll%—%—k abc| 1 1 =X =X
2 2 1 DD W . |

Apskaiciave §j determinanta, matome, kad jis tikrai lygus nuliui, todél egzistuoja
Sios lygciy sistemos sprendinys, vadinasi, vienos Seimos tiesé kerta kitos Seimos tiese.
2y

4) Imkime taska P = (20, %o, 20), priklausantj pavirsiui £ — b—j + 'Z—z = 1. Jo tiesiniy

sudaromuyjy lygtys tokios:

ir

l

=N

Norédami rasti konkrecius A, o jstatykime tasko P koordinates j visas keturias lygtis.
Gausime atitinkamas X ir p reikSmes:

Zo Yo _ 20
/\:a+b:1 c
Z0 Zo __ YO
1+c a b
Zo Yo Z0
_a+b_1+c
= 1—2 = Zo_ Y-
c a b

1l2

5) Tegu L =< I3,I” > plokituma einanti per tieses [}, 1.

A
lie¢iamoji pavirsiaus plokstuma taske P =I5 N 12

Irodysime, kad tai yra
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Isveskime ploktumag per tris taskus P, B, C, priklausanc¢ius pavirsiui ir ja pazymékime
< P, B,C >. Artinkime taskus B ir C' prie tasko P. Pagal apibrézima ribiné plokstu-
mos padeétis ir bus lie¢iamoji plokstuma TpS, t.y.

lim < P,B,C >=1TpS
B—P,C—P
Norédami patikrinti, kad L yra lie¢iamoji plokStuma galime taskus pasirinkti tokiu
budu B € I},C € I2. Tada visada L =< P, B,C > ir todél L =TpS. ®

Teiginys 12.1.1 Imkime tris tieses erdvéje. Jas visas kertanciy tiesiy yra be galo
daug. Sios tiesés sudaro antros eilés pavirsiy (vienSakj hiperboloidg arba hiperboling
paraboloidg).

Irodymas: Pirmiausia jrodysime, kad tris tieses tikrai kerta be galo daug tiesiy.
Imkime tris tieses [y, l5, 3, iSsirinkime tagka P € [y ir pazymékime plokStumas
Ly =<Ul,,P > Ly =<lI3,P > (¢a < [, P > yra plok§tuma einanti per tiese [ ir joje
negulintj taska P). Tegul 8iy plok§tumy sankirtos tiesé yra L; () L3z = lp. Nesunku
suprasti, kad [p - tiesé, kertanti [y, [ ir [3.

Dabar jrodysime, kad aibeé tiesiy S = | pel, Lp sudaro antros eilés pavirSiy. Imkime,
bet kokius tris taskus A, B,C € I, bei plokitumas L{ =< A l; >, L{ =< Al >.
Tada pasidomékime pavirsiumi, kurio lygtj galima uzrasyti kaip determinanta:

LY(C)LY Lg(C)Ly

LAk Loy |~

F(x7 y’ z) =
Cia, LB(C) reigkia skai¢iy, kurj gauname j lygtj LP jstate taska C. Kadangi visi
determinanto nariai yra tiesinés formos, tai jj skai¢iuodami, gausime antros eilés lygtj.
Tegul S = (z,y,2) | F(z,y,z) =0 yra pavirSius apibréztas $ia lygtimi. Irodysime,
kad [y, 1y, 15 € S'. Tsties [} = L4 () LP.Taigi, jeigu taskas P priklauso [, tai L{(P) = 0
ir LP(P) = 0. Todél F(P) = 0. Vadinasi ir tiesé [; priklauso pavir§iui S’, nes visi
jos tagkai priklauso pavirsiui. AnalogiSkai jsitikiname, kad tiesé I3 = L4 () L? taip
pat priklauso pavirSiui. Istacius taskus A, B ir C' taip pat gauname determinanta
lygu 0 (kitaip tariant F'(A) = F(B) = F(C) = 0), todél $ie taskai pavir§iui taip pat
priklauso. O kadangi jie visi guli vienoje tiesé¢je lo, tai ir visa tiesé turi priklausyti S’.
Taigi Iy, 5, I3 € S’. Kadangi tiesé Ip, kerta pavirSiy trijuose skirtinguose taskuose (tai
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tie taskai, kuriuose tiesé kerta tieses [1,ls,l3), o pavirSius S’ yra antros eilés, visa tiesé
lp privalo priklausyti pavirgiui. Isvada: S = .5’, nes S’ priklauso visos judancios tiesés
lp. ®

Isvada 12.1.2 Sakykime, erdvéje duotos keturios tiesés ly,ls, I3, ly, kurios tarpusavyje
nestkerta. Tada tiesiy, kurios kerta visas keturias tieses, gali buti: tuscia aibé, viena ,
dvi arba be galo daug.

Irodymas: IS pradziy imkime tris tieses [y, l3, l3. Jos priklauso paviriui S (viensakiui
hiperboloidui arba hiperboliniui paraboloidui). Ketvirtoji tiesé I, §j pavirsiy gali:

a) nekirsti,

b) kirsti viename taske A,
c) dviejuose taskuose P ir @
d) guléti pavirsiuje.

Atveju a) néra tiesiy kertanciy visas keturias. I8 tikryjy, jeigu buty tokia tiesé [, tai ji,
kadangi kerta ir pirmas tris, turi priklausyti pavirsiui S. Bet [Nly = A, taigi A € SNiy.
Gauta prieStara ir parodo, kad tokios tiesés [ néra.

Atveju ¢) imkime tiese lp, einancia per taska P ir priklausancia kitai pavirSiaus
tiesiniy sudaromuyjy Seimai nei [y, ls ir 3. Tada [p kirs visas keturias tieses. Analogiskai
jas kirs tiesé g, einanti per taska (). Daugiau tokiy tiesiy, kurios kirsty tieses l1, l2, I3, 14
néra, nes tokia tiesé privalo guléti pavirsiuje, kadangi kerta tieses [y, o, [3, t.y. tokios
yra tik [p arba lg .

Atveju b) yra vienintelé tiesé [, kertanti visas duotas tieses. Samprotavimai
analogiski kaip ir atveju c).

Atveju d) yra begalo daug tiesiy, kurios kerta visas duotas tieses. Kadangi $iuo
atveju tiesés [y, s, 3,14 € S yra vienos pavirSiaus Seimos ir kiekviena kitos Seimos tiesé
kirs visas duotas tieses. ®

12.2 PayvirSiaus liecianc¢iamoji plokStuma.

Imkime pavirsiy S = {(x,y,2) | F(z,y,2) = 0} ir jam priklausant] taska A(xo, yo, 20)-
Ieskosime tiesiy 4, kurios eina per taska A ir kerta pavirsiy S su kartotinumu du, t.y
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tieseé liecia pavirSiy tame taske. Tegul

xr = pt + X,
la:q y=qt+yo,
z =71t + 2,

¢ia t - parametras, k = (p, ¢, r) - krypties vektorius. Sias x, y ir z reikSmes jstatykime j
pavirsiaus lygtj gausime Pt*+2Qt+ R = 0 ( formules P, Q, R 7r. (11.2) (11.3)(11.4)).
Primename, kad R = F'(xq, o, 20), taigi R = 0, nes taskas A priklauso pavir§iui. Tada
lygtis yra trumpesné (Pt +2Q)t = 0. Si lygtis turi kartotine saknj ( ¢ = 0) tada ir tik
tada kai () = 0. Priminsiu, kad

Q == F1($0790720)p+F2($0;?JO,ZO)Q+FS(xO>yOaZO)T
- (Fl(xOJ Yo, ZO)? FQ(QEO, Yo, 20)7 F3<I07 Yo, ZO))(pJ q, T)‘

Taigi salyga () = 0 galima interpretuoti taip: tiesé einanti per taska esantj pavirsi-
uje yra lie¢iamoji tada ir tik tada jeigu jos krypties vektorius k = (p,q,r) yra stat-
menas vektoriui (Fi(xo, Yo, 20), F2(zo, Yo, 20), F3(To, Yo, 20)). Pagal apibrézima liecia-
moji pavirsiaus plokStuma sudaryta i$ lieCiamyjy tiesiy, taigi tokios plokstumos nor-
malinis vektorius yra (F(xo, Yo, 20), F2(%0, Yo, 20), F3(Z0, Yo, 20)). Vadinasi lie¢iamosios
plokstumos lygtis tokia:

(x — x0) F1 (20, Yo, 20) + (¥ — yo) F2(20, Yo, 20) + (2 — 20) F3(20, Yo, 20) = 0

¢ia
oF
Fi(xo,y0, 20) = %(ﬂ?o, Yo, 20) = a11To + A12Yo + A1320 + 14,
oF
Fy(xo, o0, 20) = a—y(iUo, Yo, 20) = A21T0 + A22Yo + G320 + Q24,
oF
F3(z0, 0, 20) = &(900, Yo, 20) = a31%0 + A32Yo + az320 + A34.

Pavyzdys 12.2.1 Imkime elipsoidg (hiperbolini paraboloidq, viensakj hiperboloidg)

1'2 y2 2’2

2ipta!
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ir jam priklausanti taskq (xo, Yo, 20). Skaiciuojame Sio pavirSiaus lieciamagjq plokstumaq:

2 2z
(2= 20) =3 £ (y = o) 2 & (2 = 20) 5 = 0

Padaline Sig lygty i§ dviejy ir prisimine, kad pavirsiaus lygtj tenkina taskas (o, Yo, 20)
gauname
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13

Tryliktoji paskaita

13.1 Bezjé kreives

Apibrézimas 13.1.1 (Iskilo apvalkalo) Tasky Py, Pi, ..., Py iskilusis apvalkas -
tai visy jo iskilyjy dariniy aibé

{toPo +t1P1+ ...+ tqPy | to+t1+ ... +tg =1}

Intuityviar plokstumos tasky aibés iskilgjs apvalkq galime rasti taip: jsivaizduokime
stulg, juosianty sukaltus pasirinktuose taskuose vinis. Belieka tik uZverzti siulg - tada
Jis taps ieskomo wSkilo apvalko krastu.

Apibrézimas 13.1.2 (Bezje kreivés) Apibrésime d-tojo laipsnio Bezje kreive. Ji

. d o

yra sudaryta i§ tasky P(t) = Z?:o Bi(t)P;, 0 <t < 1. Cia B(t) = ( , ) (1—t)d=i
i

yra Bernsteino polinomas.

Tokiu budu Bezje kreivé yra kontroliniy tasky P; afinusis darinys, nes

Sopi0 =3 (1) -0t = - ro=1

=0

Be to B;(t) > 0, jeigu 0 <t < 1.
Isvada 13.1.3 Visa Bezje kreivé P(t) priklauso kontroliniy tasky iskilajam apvalkui.
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1-o0jo laipsnio Bezjé kreivé atrodys taip:

P(t) = P,Bt+ PBl = By(1—t)+ Pyt, 0<t <1

Tai yra atkarpa PyPy, kuria taskas P(t) dalija santykiu &. Tuo tarpu kvadratiné

Bezje kreivé yra parabolés lankas (jrodysime véliau). Pirmiausia iSnagrinésime atskira
atvejj, kai kontroliniai tagkai turi koordinates Ey = (0,0), By = (3,0), By = (1,1).
Tada juos atitinka Bezje kreive
Pt) = (1-1)2Ey+2(1 —t)tE) +t*E, =
1

— ((1—t)2-0+2(1—t)t-§+t2-1,(1—t)2-0+2(1—t)t-0+t2-1)

= (tvtz)
yra parabolé, nes jos grafikas sutampa su funkcijos y = 22 grafiku. Pastebésime, kad

atkarpos EgFE; ir E1Fs yra liestinés taskuose Ey ir Fy. Galima jrodyti, kad bet kokia
kvadratiné Bezje kreive

Q)= (1—1)*Py+2(1 —t)tP, +t*Py
yra afinusis kreivés P(t) vaizdas.

Teiginys 13.1.4 Tarkime, turime parabolei priklausancius taskus A, B ir C. 1$veskime
per juos liestines la, lp ir lo ir paZymékime jy susikirtimo taSkus: la(\lp = K,
laNlc =M, lglc = N. Tada teisingas toks teiginys:

|AM|  |MC| |KN|
IMK| |CN| |NB|

Jrodymas: Imkime parabole y = 2px?. Tegu jai priklausanciy tagky koordinateés
A = (a,2pa?), B = (b,2pb?), C = (c,2pb?), o tasky K, M, N pirmasias koordinates
pazymékime k, m, n. Raskime k koordinates:

la:y+ 2pa® = 4dpza

{ gy + 2pb® = 4pxb
4pr(a — b) = 2p(a® — b?)
C 2p(a@® =) a+b
~ dpla—b) 2
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m ¢ k n )

Pav. 13.1: Parabolés liestinés

Analogiskai randame m = irn= %

Tuomet atitinkami santykiai bus:
|AM] a—m| o= |
K] Jm =] e =2 [
[KN| _ Jke—nl _ |5t — 5t |
INBl b |- [
MO = |5t -] |5
ON] = Je—nl ~ |- T |5

©

Isvada 13.1.5 Antros eilés Bezjé kreivé yra parabolé.
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13.1.1 de Casteljau algoritmas ir kreives poliné forma

Pradésime nuo paprasto pastebéjimo, kad pirmo laipsnio Bezje kreivés formulé

L(t) = (1 — t)Py + tP; apibrézia afininj atvaizdj. Tikrai, apibrézimo sritis ¢ia yra
realiyjy skaiciy tiesé R, kurioje fiksuoti du taskai O ir 1. Bet kuris taskas ¢t € R gali
buti uzragytas naudojant koordinates t = (1 — ¢)0 + 1 tasky 0 ir 1 atzvilgiu. Be to,
L(0) = By ir L(1) = P;. Gauname formule

L((1 =)0+ t1) = (1 — t)L(0) + tL(1),

kuri jrodo atvaizdzio L afiniSkuma.
Pirmas netrivialus atvejis - tai kvadratiné Bezje kreive

Q)= (1 —t)’Py+2(1 — t)tP, +t*Py
Apibrézkime dviejy kintamyjy ¢; ir t5 funkcija ¢:
Q(tl,tg) = (1 — tl)(l — tg)Po -+ ((1 — t1>t2 + tl(l — tg))Pl + tltgpg

Simetrinis bi-afininis (afininis pagal kiekviena kintamajj) atvaizdis ¢ yra vadinamas
kreivés @) poline forma. Dirbti su ¢ yra patogiau, nes galime naudotis afiniskumu
keisdami tik po vieng argumenta. Pavyzdziui:

q(t,0) = q((1 —=¢)0+t1,0) = (1 — t)q(0,0) + tq(1,0)

Q(Ov 1) = Q(lv 0)

Pav. 13.2: de Casteljau algoritmas

Kaip matome ¢(¢,0) dalija atkarpa, kurios galai yra ¢(0,0) = Fy ir ¢(1,0) = P,
santykiu ¢ : (1 —¢). Analogiskai ¢(¢,1) dalija atkarpa tarp ¢(0,1) = Py ir ¢(1,1) = P,
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tuo paciu santykiu. Dabar turédami ¢(¢,0) ir ¢(¢,1) galime rasti
q(t, 1) = q(t, (1 =)0+ 11) = (1 = )q(t,0) + tq(t, 1)

Taigi po pakartotinio atkarpy dalijimo santykiu ¢ : (1 — t) paskutiniame Zingsnyje
gauname Bezje kreivés taska Q(t). Tai ir yra garsusis de Kastelzo algoritmas.

Kubinés Bezje kreivés atveju poliné forma turés jau tris kintamuosius, bet visos
minetos konstrukcijos bus visiskai analogiskos.

13.1.2 Bezje pavirsiai

Norint gauti ne kreive, o pavirsiy, vietoj vieno kintamojo ¢ reikia imti du - ¢ ir s.
Gausime vadinamaja bi-laipsnio (n, m) Bezjé pavirsiy:

P(t,s)= Y PyB)B}(s),

eIV ) >

P eR0<t<1,0<s<1

Sakykime, turime bi-laipsnio (1,1) Bezjé pavirSiy. Jam sudaryti reikés keturiy
kontroliniy tasky Py, Po1, Pio, P11- Atkarpas Py FPpy ir PioPy; dalijame santykiu ﬁ ir
gautus taSkus sujungiame, o gauty atkarpa dalijame santykiu *. Gauname ieSkoma
taska P(t,s) bei dvi tiesiy Seimas, kurios ir sudaro pavir§iy (galima jrodyti jog gauta
pavirgiaus skiauté yra dalis hiperbolinio paraboloido). Bi-laipsnio (2, 2) Bezjé pavirsiui
sudaryti reikés jau 9 tasky.

Pavyzdys 13.1.6 Praktikoje, pvz., kompiuterinéje grafikoje, naudojami splainaz -
kreives, sudarytos S gabaleliy, Siuo atveju Bezje kreiviy. Norédami nupiesti tam
tikrg figurg, atsidedame kontrolinius taskus ir bréZiame per juos tieses, kurios bus
musy figuros liestinés. Kuo daugiau Sy tasky paZymesime, tuo tikslesnis bus vaiz-
das. Norint gauti taisyklingesng piesing, tikslinga imti kas antrqg kontroling taskq,
o kitus atidéti per vidury tarp greta esanciy kontroliniy tasky. Kiekvienoje gautos
lauztes dalyje bus nubrézta parabolés dalis, ir Sios dalys glodziai susijungs, tad gau-
tos kreivés kampuotumo Zmogaus akis nepastebés. Praktiskai reikia ne C, o C? glo-
dumo, kad net monochrominéje sviesoje nesimatyty, kur jungiasi atskiros figuros dalys.
Tam reikéty naudoti kubines Bezje kreives. Apie tai placiau galite paskaityti http:
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http://www.mif.vu.lt/~kkk/geom.pdf�
http://www.mif.vu.lt/~kkk/geom.pdf�

//www. mif. vu. Lt/ “kkk/ geom. pdf. Auksc¢iau aprasytu budu daznicusiai kuriami
kompiuteriniai Sriftai.
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Uzdaviniai sprendziami per pratybas. Apie juos informacija yra faile :

http://www.mif.vu.1lt/ zube/paskaitos/pratybos.pdf
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Dalykine Rodykle

hiperbolés kanonine lygti
hiperbolé , 137

afinioji erdveé, [7
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antros eilés kreivés, 31

atstumas
atstumas tarp plokstumos ir tasko,
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atstumas tarp tiesés ir tasko, [14
tarp dviejy tiesiy, 29

Bendroji antros eilés kreivées lygtis, 45
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Elipsés direktrises, 34
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kitoks hiperbolés apibrézimas, 41

Invariantai, 51
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tarp tiesiy, 28
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Kreives lygties prastinimas, 47
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orientuotas turis, 6
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plokStumy grizte, 24
plokstumy lygtys
plokstumos bendroji lygtis, 21
plokstumos normaliné lygtis, 22
plokstumuy pluostas, 23

skaliariné sandauga, |4
Staciakampés Dekarto koordinaciy trans-
formacijos, 45

tetraedro orientuotas turis, [19
tiese, I8

einanti per du taskus, 9
tiesés krypties vektorius, 9
tieses lygtys erdvéje

bendroji tiesés lygtis, 26



kanoniné tiesés lygtis, 25
parametrine tieseés lygtis, 25
tieses lygtys plokstumoje
bendroji tiesés lygtis, [14
kanoniné tiesés lygtis, 13
normaliné tiesés lygtis, 14
parametrineé tiesés lygtis, 13
tiesiy pluostas plokstumoje, [16

Vektoriy skaliariné sandauga, 55
vektoriai
kolinearieji, [5
statmeni, |
vektoriaus ilgis, 4
vektoriné sandauga, 5
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