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1 SKYRIUS

Variacinio skatiavimo lygtys

1.1 PAPRASCIAUSI VARIACINIO SKAI CIAVIMO
UZDAVINIY PAVYZDZIAI

Vienas i$ pirmyjy variacinio skéiavimo uzdaviniy yra 1696 m. J. Bernulio suformu-
luotas uzdavinys apie brachistochrone:

luZzdavinys.PlokstumojeOzxy yra du taskai, nesantys vienoje vertikalioje
tiesgje. Teguy,y, ir xs,ys yra Siy tasky koordinas. 1S taskdx1,y1) j taska(xs, yo)
kreivel be trinties slenka materialus taskas. Pradiniu laiko momentu jo gvelyigus
nuliui. Aibéje tokiy kreiviy reikia rasti ta, kuria slinkdamas materialus taskas pasiekty
taska(zs, y2) per trumpiausia laika. leSkomoji kréiV yra vadinama brachistochrone.

Tarkime, koordinaiy aSysr, y parinktos taip, kaip nurody{2. 1 paveikstlyje,

Y
2.1 pav.
o kreive [ apibrezta lygtimi
y=y(x), v € [r1, 7] (1.1)
Tada
y(@1) =91, y(a2) = yo. 1.2)
Pagal energijos tveras sn]
mv?2
5 = m9(y —yu);

Cia: m — slenkagio taSko mas, g — laisvojo kritimo pagreitis. Kadangi
dl Sdx
= — = 1 re___
vi=Z=V1i+y o,

71 + yl2 dx

29(y — y1)

tai

dt =
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Suintegrave Sia lygybe nug iki x5, gausime

\/1+y
\/299 Y1)

CiaT — laikas, kurj sugaiSta materialus taSkas gdiamas kreivé iS tasko(z1,y1) |
taska(xzz, y2)

Kiekvienai pakankamai glodziai kreivéj apibeztai (1.1) lygtimi ir tenkinartiai
(1.2) salygas,[1.9) integralas jgyja konki&a skaitine reikSme. Tadj jj galima Ziureti
kaip j funkcionala ir nagrinejama uzdavinj performuluoti taip:

Teguy = y(z),z € (a,b) yra diferencijuojama funkcija, tenkinanltl.) salyga.
Aibeje tokiy funkcijy reikia rasti ta, kuriail(3) funkcionalas jgyja maZiausia reikSme.

2uzdavinys.Teguv = v(z,y, z) yra Sviesos sklidimo nehomogegje me-
dZiagoje greitis. Rasti Sviesos sklidimo trajektofijgungiartia taskugxy,yi, z1) ir
(302, Y2, 22)-

Tarkime, Sviesos sklidimo trajektorija yra apiarama lygtimis:

Z2

T=1(y) = (1.3)

y= y(x)v z = Z(x)a T € [IlaxZ]' (14)

Tada
y(@1) = y1, y(w2) =y2, z2(x1) =21, 2(z2) = 22. (1.5)

A T, dz
1 ! !
|v] = p7ie +y 4z R

tai Sviesos spindulys, iSeinantis i$ tagka, y1, 21 ), pasieks taska
(z2, Y2, 22) per laika

Kadangi

1 12 12
T=1 / |+y Rk (L.6)
szv

Pagal Fermagknj Sviesa sklinda ta trajektorija, kuria laikesgra minimalus.
Kiekvienai pakankamai glodZiai trajektorijai apibeztai (L.4) lygtimis ir tenki-

nartiai (1.5) salygas,1.6) integralas jgyja konki&a skaitine reikSme. Tad | inte-

gralal galime Zureéti kaip j funkcionala irl.3) uzdavinj galime performuluoti taip:

1Tegu X yra normuota erdw su normd| - ||. Tada funkcijap(z,y) = ||z — y||, z,y € X apibezZia
atstuma tarp taska ir y erdweje X. Tegu9Jt yra kokia nors aib elementyr erdweje X. Tada atvaizdis
f: 91 — R vadinamas funkcionalu su apé#imo sritimit. Pavyzdziui, integralas

71

nagrirejmas funkcijy aibje
M = {y € C[0,1] : y(0) = a, y(1) = b}
yra funkcionalas su apibzimo sritimi9)t erdweje C [0, 1] .
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Teguy = y(x), z = z(x), = € [z1,x2], yra diferencijuojamos funkcijos, tenki-
nartios (1.5) salygas. Tokiy funkcijy aige reikia rasti tas, kuriom4d.(€) funkcionalas
jgyja maZiausia reikSme.

3uzdavinys.Tegul yra uZdaras komitas erdejeR®, o0 S — pavirsius, uz-
temptas ant komrol. Tokiy pavirSiy ailgje reikia rasti ta, kurio plotas yra maZiausias.

Tarkime, ortogonalioje koordiiay sistemojeDxyz pavirsSiusS apibeziamas lyg-
timi v = u(x,y), x,y € Q, 9N — konuro ! projekcija j plokStumaDaxy (Zr. 2.2
pav.).

s

: ]
/ -
€L 0N

2.2 pav.
Tada pavirSiau$' plotas

|S|El(u):/\/1+u§+u§dxdy. (1.7)
Q

Jeigu taskaée, y) € 09, tai taSkagx, y, u(z,y)) € I. Taireiskia, kad funkcija(z, y)
taskuosdz, y) € 0N jgyja Zinoma reikdme. Sia salyga galima uzraSyti taip:

U0 = (@, 9); (1.8)
Ciay — zinoma funkcija.

Kiekvienai diferencijuojamai funkcijai, tenkinartiai (1.8) salyga,l..7) integralas
jgyja konkreia skaitine reikSme. Vadinasi, j integrdlgalime zureti kaip j funkcio-
nala. Tai leidZia 3 uzdavinj performuluoti taip:

Teguu = u(x,y) yra diferencijuojama srityj€) funkcija, tenkinantilL.8) salyga.
Tokiy funkcijy aileje reikia rasti ta, kuriall(.7) funkcionalas jgyja maziausia reikSme.
4uzdaviny s PlokStumojexy yra du taskai, sujungti atkarpa ir kreileku-
rios ilgisa. Tokiy kreiviy aitéje reikia rasti ta, kuri kartu su atkarpa apriboja didZiausio

ploto figura.

Tarkime, kad tie taSkai yra aSyje ir turi koordinates$z,0), (x2,0), o kreivel
galima apibezti lygtimiy = y(z),z € [z1, z2]. Tada

y(z1) =0, y(xz) =0. (1.9)

Figuros, apribotos kreiveir atkarpajzy, z2], plotas lygus

Z2

1] = I(y) = / y de. (1.10)

1
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Kreivesl ilgis
lI] = G(y) :/\/1+y’2 dz. (1.11)

Kiekvienai diferencijuojamai funkcijay = y(x), = € [z1, z2], tenkinaiiai (1.9)
salyga, .10 ir (1.1]) integralai jgyja konkréias skaitines reikSmes. Teldj juos
galima zureti kaip j funkcionalus ir 4 uzdavinj performuluoti taip:

Teguy = y(x), = € [x1, 2], yra diferencijuojama funkcija, tenkinanfl.g) sa-
lyga. Tokiy funkcijy aileje reikia rasti ta, kuriail.10) funkcionalas jgyja didziausia
reikSme, olL.11) funkcionalas jgyja reikSme.

Visuose Siuose uzdaviniuose ieSkome funkcijos (arba keliy funkcijy), kuri tenk-
ina tam tikras papildomas salygas ir suteikia funkcionalui ekstremalia, t.y. minimalia
arba maksimalia, reikSme. Tiesa, 4 uzdavinyje ieSkomoji funkcija kartL Sy t{ri
tenkinti dar ir (L.17) salyga, kuri yra visai kitokio pdldZio. Apibendrindami Siuos
uzdavinius sakysime, kgeagrindinis variacinio ska@iavimo uZdavinysra rasti tokia
funkcija, kuriai nagriejamas funkcionalas jgyja ekstremalia reikSme. Sis uzdavinys
yra analogiSkas elementariems anadizzdaviniams, kai yra ieSkomi vienos arba keliy
kintamyjy funkcijos ekstremumo taskai. Vieno kintamojo diferencijucjamos funkcijos
f atveju salygef’(x) = 0 yra butina lokalaus ekstremumo egzistavimo salyga. Funkci-
onalo atveju taip pat yra iSvedamatina ekstremumo egzistavimo salyga. DaZniausiai
tai yra daliniy iSvestiniy lygtis. Ja turi tenkinti ieSkomoji funkcija, jeigu tik ji egzis-
tuoja. I1Svesdamiltina ekstremumo egzistavimo salyga, naudosime kelis teiginius. Jie
yra vadinami pagrindiemis variacinio ska&iavimo lemomis.
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1.2 PAGRINDINES VARIACINIO SKAICIAVIMO LEMOS

1.1lema. Teguf yra tolydi segmentgu, b] funkcija ir

b
/f(m)n(m) dx =0, VYneCi(a,b).

Tadaf(x) =0, Vz € [a, b].

< Tarkime prieSingai, kad lemos salygos yra patenkint@$atefunkcijaf(z) # 0.
Tada egzistuoja taskas < [a,b] : f(xg) # 0. Teguf(xzg) > 0. Kadangi funkcijaf
yra tolydi, tai egzistuoja taske, aplinka(zg — €, z¢ + ¢) tokia, kadf(z) > 0, Vz €
(zo—e, zo+e). Jeigu taSkas, yra segmentdu, b] krastinis taSkas, pavyzdziuig = b,
tai reikia imti vienpuse Sio tasko aplinka. Agje C3°(a, b) imkime kokia nors funkcija
n, Kuri yrateigiamavz € (xg —e, o +¢) ir lygi nuliui, kai = € [a, b]\ [zo —¢€, o +€].
Tada

T+e

b
0= [ s@nia)ds= [ fwn)de>o.

Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Téigi= 0, Vz €
[a, b]. Atvejis, kai f(xg) < 0, nagrirejamas analogiSkat.

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypiy, trilypiy ir apskritalypiy integraly
atveju.

1.2lema. Teguf) yra apéZta erdejeR"™ sritis, f € C(Q) ir
[ @@ ds=0. wecr@.
Q

Tadaf(x) =0, Vx € Q.

Pastaba. Sios lemos jrodymas yra analogi3kag lemos jrodymui. Be to,
1.2 lema iSlieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje srif} pakeisime glodZiw-meciu
pavirSiumis.

Kity trijy lemy jrodymas yra visiSkai kitokio palnZio.

1.3lema. Teguf yra tolydi segmentgu, b] funkcija ir

b
/ﬂmwmm:m Vi € C1(a,b) : n(a) = n(b) = 0.

Tada funkcijaf yra konstanta.
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< Pazynekime

Tada .
/ (f(x) - C)dz =0, (1.12)

Tegu

Akivaizdu, kad taip apilizta funkcijan tenkina lemos salygas, o jos iSvestifi(x) =
f(z) — C. Tockl

/(f(x) —O)f(z)dx =0. (1.13)

a

Padauginel.12) lygybe iS—C ir prideje prie (L.13, rezultata uzraSysime taip:

/(f(x) _C)dz=0.

Tatiau Si lygyke yra galima tik tuo atveju, kai(z) = C, VY € [a,b]. >
Sj teiginj galima apibendrinti.
1.4lema. Teguf yra tolydi interval€a, b] funkcija ir

b

/ F@)n™ () dz = 0,

a

Vi € C*(a,b) : n(a) = - =n™"Y(a) =0,n(b) = --- = n™~D(b) = 0.
Tada

f(x) = CO + Cl(x — (l) + CQ(IE — CL)2 + -+ Cnfl({L‘ — a)"_l;
CiaCy,C1,Cs, . ..,C,_1 yra tam tikros konstantos.
Sio teiginio jrodyma galima rasfB[ knygoje.

1.5lema. Teguf ir g yra tolydZios segmente, b] funkcijos ir

b
/ (9(@)n(@) + F(@) (@) dz =0, VyeCl(ab):nla)=nb)=0. (114)

a

Tadaf € C(a,b) ir f'(z) = g(z), Vx € [a,b].
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< Tegu

Tada

/ (f(z) — w(@))f () dz =0, Ve Cha,b).

Funkcijaf — w tenkinal.3lemos salygas. Ta ji yra konstanta, t.y.

T

o) = /g(t) dt + C.

a

Akivaizdu, kad taip apitzta funkcija yra tolydi ir turi tolydzia iSvesting = g. >
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1.3 BUTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SALYGA.
OILERIO LYGTIS.

TeguQ) C R?, F € C(Q x R); [ — glodi kreive, gulinti srityjeQ ir jungianti du taskus.
Tarkime, kreivel galima apibeZzti lygtimiy = y(z), « € [a,b] It y(a) = o, y(b) = B.
TadaVz € [a,b] taSkas(z, y(z)) € . Aibe diferencijuojamy funkcijy, tenkinaiy
Sias salygas, pazyekime raidei.

ApibréZkime funkcionala

b
I(y) :/F(Ly,y')dm, y € M. (1.15)

a

Tada pagrindinis variacinio sk&davimo uzdavinys formuluojamas taipasti funkcija
y € M tokia, kad funkcionala$ jgyty ekstremalia, t.y. minimalia arba maksimalia,
reik§me.éia yra kalbama apiabsoliutyjjekstremuma, t.y. ieSkoma funkcija tufitd
tokia, kad

I(y) <I(§), Vjem

arba
I(y) > I(y), VyeM.

Norint apibezti lokalaus ekstremumo savoka, reikia apitr funkcijos (kreies) ap-
linkos savoka.

Tegue > 0 yra fiksuotas sk&ius iry € 9t. Funkcijosy nulines eies (arba
stipriaja)e aplinka vadinsime aibe

Mo ={yeM: Jax, [y(z) —y(z)| < e}

Funkcijosy pirmosios eiés (arba silpnaja) aplinka vadinsime aibe
My = {y € M: max [y(z) —y(z)| + max [§'(z) —y'(z)| < e}
z€a,b] z€la,b]

Apibrézimas. Sakysime, kad funkcija € 9t suteikia funkcionaluil
stipryjj (silpnajj) lokaly ekstremuma, jeigu kokioje nors stipriojajeaplinkoje 9t
(silpnojojec aplinkojet,)

I(y) <I(y), YyeM (YyeM)

arba
I(y) = 1(y), VyeMy (VyeM).

Jeigu kokia nors funkcijg suteikia funkcionaluil absoliutyjj ekstremuma, tai ji
suteikia ir stipryjj lokaly ekstremuma, tuo labiau ir silpnajj lokaly ekstremumaélTod
jeigu kokia nors salyga yrautina tam, kad funkcija suteikty funkcionalui silpnajj
lokaly ekstremuma, tai i salyga yratma ir tam, kad funkcija suteikty funkcionalui
T stipryjj lokaly ekstremuma, tuo labiau ir absoliutyjj ekstremuma. Taigi iSvedant b
tina ekstremumo salyga, reikia iSnagrinsilpnojo lokalaus ekstremumo atvejj.
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P astaba. Integralakturi prasme ir tuo atveju, kai funkcija néra tolydziai
diferencijuojama intervalé, b]. Tiksliau integralad turi prasme, kai funkcijg tolydi
intervalefa, b] ir turi tolydZia daline iSvestine visame intervale, iSskyrus, baigtinj tasky
skakiiy, kuriuose turi pirmosusies tokj (tokios funkcijos vadinamoslalimis glo-
dZiomis funkcijomi¥. Todel aikes 9t apibezime vietoje tolydziai diferencijuojamy
intervale[a, b] funkcijy, galime imti dalimis glodZias funkcijas.

Toliau vietoje natiralios tolydumo salygos reikalausime, kad funkciaturety
tolydZias dalines iSvestines iki antrosiosesilimtinai pagal visus savo argumentus.
Atkreipsime @émesj | tai, kad, jrodant kai kuriuos teiginius, pakanka reikalauti tik
pirmyjy iSvestiniy tolydumo.

Tarkime, funkcijay € 9t suteikia [(L.15) funkcionalui silpnajj lokaly ekstremuma,

o funkcijan € C}(a,b). Funkcijay + en priklauso kokiai nors silpnai funkcijog
aplinkai, jeigu skaiiauss modulis yra pakankamai mazas. Bbtbkiomse reikSmems
yra teisinga viena i$ nelygybiy

I(y) < I(y+en) arba I(y) > I(y+en).
Tegud®(e) = I(y + en). Pagal apibezima

b

#/(0) = ting DI T g/ i) + By o) 0] d

a

Takass = 0 yra funkcijos® lokalaus ekstremumo tadkas. ®d’(0) = 0. Sia
salyga galima perrasyti taip:

b
/[Fy(ac,y,y’)n(x) + Fy/(m,y,y’)n’(x)} dr =0, VneCi(a,b). (1.16)

a

Taigi funkcijay turi tenkinti (1.1€) integraline tapatybe.

Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcijae 97t tenkina (L.1€) integra-
line tapatybe, tai nehiinai ji suteikia funkcionalui silpnajj lokaly ekstremuma. Siuo
atveju sakysime, kad funkcionaldggyja stacionariajaeikSme, o funkcijay yra sta-
cionarusidunkcionalo! taskas.

Panaudoje integravimo dalimis formule, perrasysithé ) integraline tapatybe
taip:

b P
JFvns) = [ By @) i@ s =0, e Chiab).

Pagall.3lema funkcijay turi tenkinti lygtj

T

Fy(z,y,y) - / Ey(ty(t). ' (£)) dt = C. (1.17)

a
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Si lygtis vadinamaOilerio lygtimi (integraline forma).

|rodyta teiginj galima suformuluoti taigeigu funkcijay € 9 suteikia funkciona-
lui | silpnajj lokaly ekstremuma, tai egzistuoja konstaBtéokia, kad funkcijay yra
(1.1%) integralires lygties sprendinys.

P astaba. ISvesdanii.(L?) lygtj, nesinaudojome tuo, kad funkcifa turi toly-
dzia iSvestinef,. Galima jrodyti (zr. B]), kad funkcijay tenkina taip pat integraline
lygt]

F(xa% y/) - y,Fy’ (CE, y,yl) - /Fx(t,y(t)’ y/<t)) dt=C, =w¢€ [a> b]' (1-18)

Grjzkime dabar priel.1€) integralires tapatybs. Pagel.5 lema koeficientas prie
7’ turi tolydzia kintamojax atzvilgiu iSvestine. Toel (1.16) integraline tapatybe gal-
ima perrasyti taip:

Fy’ (xa ya ?/)77

r=a

b
=y /[Fy(ay»y’) - %(Fy/ (l‘a%y'))}n(@ dz =0,

vn € Ci(a,b) . Kadangin(a) = n(b) = 0, tai
/ d / 1
[Fy(ac,y,y ) — ﬁ(F"' (,y,y ))}n(m) dx =0, VneCgyla,d).

Sioje integraligje tapatyBje reiskinys, esantis lauZtiniuose skliaustuose, terikifia
lemos salygas. Tad funkcijay yra diferenciali@s lygties

d
Fy<x7yay/) - I(Fy'(l‘ayﬂy/)) =0 (119)
sprendinys. Si lygtis vadinan@ilerio lygtimi (diferencialine forma). Padaugine Oile-
rio lygtj iS ¢/, ja kartais patogu perraSyti taip:

% (F(:La Y, y/) - y/Fy’ (Z, Y, y/)) - Fz(xv Y, y/) =0 (120)
Suformuluosime jrodyta teiginj Jeigu funkcijay € 9 suteikia funkcionaluil
silpnajj lokaly ekstremuma, tai ji turi tenkir(tL.19) ir (1.20) lygt;.
Pastaba. Funkcijd, (z,y,vy") turi pilngja tolydZia kintamojox atzvilgiu
iSvestine. Taiau jos negalima skleisti pagal Zinoma &tides funkcijos diferencijav-
imo formule, t.y. negalima panauduoti forrasl

d

a(Fy’) = Fhy + Fyy’yl + Fy’y’y”a

nes funkcijay turi tik pirmosios eiés tolydzia iSvesting’.



1.3 BUTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SALYGA 13

[rodysime, kad idvestiy” egzistuoja ir yra tolydi, jeigur,,, # 0. Sis teiginys
kartais yra vadinamas Hilberto teorema. Funkcfoantros eis iSvestiBsF,,/, F,,
F,., yratolydzios. Toél

By + ax,y(z + ax), y'(z + ax)) — Fy (2, y(x),y'(2)) _
AT

/
= [Py ] + (B 152 + [Py 22

Cia reikiniai lauZtiniuose skliaustuose yra atitinkamy isvestiniy rediestarpiniuose

taSkuose. Be to, kaiz — 0, reiSkinys kaieje Sios lygyles pugje turi riba%(Fy/), o}

reiskiniai [F, |, [Fyy], ﬁ—g, ir [Fy,] areja atitinkamai prieF,,., Fy,/, y', it Fy,.

Todel, jeiguF,/,, # 0, tai reiékinysAA—% turi riba ir

im Ay’ =y = i (Fy) = Foy — Fyy’y/.

Az—0 AT Eyry

Taigi, jeiguF,,,, # 0, iSvestirey” yra tolydiir (1.19 Oilerio lygtj galima perrasyti
taip:
Fyryy" + Fyyy) + Foyy — Fy = 0. (1.21)

Si lygtis yra diferencialig antros e#s lygtis, o jos bendrasis integralas turi dvi laisva-
sias konstantas. Jas galima surasti iS Siy salygy:

y(a) = a, yb) =4 (1.22)

Pastaba. Jeigh,, = 0 tik kai kuriuose taSkuose, tai Siuose taSkuose iSvesti-
ney” arba neegzistuoja, arba turilk;.

Antros eibs lygtims, iS kuriy galima iSreiksti iSvesting, yra teisinga tokia teo-
rema.

1.1teorema. (Bernsteino) Lygtis
y' = @(z,y,y)
turi vienintelj sprendinj, tenkinan{1.22) salygas, jeigu funkcij& ir jos iSvestires
o, ®, yra tolydZios ir egzistuoja konstantabei apéZtos neneigiamos funkcijos
v(z,y), u(x,y) tokios, kad
2
|2(2,y,9)| < v(z,y)y" +u(z,y), @y(z.y.y) >k

Sios teoremos jrodyma galima rasi] knygoje.
Pavyzdziai:

1. Pateiksime pavyzdj funkcionalo, kurio ekstremalteikia jam silpna lokaly ek-
stremuma, téiau nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumo. Tegu

1
I(y) = /y’3 da.
0
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IS pradziy tarkime, kad
M = {y € C'0,1] : y(0) = 0, y(1) = 1}.

Oilerio lygties
d . 2
%(311 )=0

bendrasis sprendinys= Cx + Cs. Taigi hagrirejamo funkcionalo ekstremed
yra tiees. Pareikalave, kad jos priklausyty aib®@j gausime vienintele leistina
ekstremale

Yy =x.
Kiekvienai funkcijain € C}(0, 1) yra teisinga nelygy®

1
Iy+n) — /17 (3+n")dz >0,
0
jeigu tik
17 lc a8 < 3-
Todeél rasta ekstremaly = z suteikia funkcionalui silpna lokaly ekstremuma.
Parodysime, kad ji nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumao.
Tegu9t yra aite dalimis glodziy funkcijy, tenkindiiy krastines salygag0) =
0, y(1) = 1. Kiekvienamn > 2, apibzkime funkcija

—/nz, x €1[0,1/n);
Me(x) =3 —1/y/n, x €[1/n,1/2];
—1/v/n+ 2z —-1)/y/n, xell/2,1]

Akivaizdu, kad ji yra tolydi intervalé, 1 ir turi tolydZia iSvestine visame inter-
vale, iSskyrus tasSkus/n ir 1/2. Be to, krastiniuose taSkuogé0) = 0,7(1) =0
ir jos norma

Inllcioa = 1/vn — 0,

kai n — oo. Todel funkcijay + n,, priklauso bet kokiai stipriai funkcijogy
aplinkai, jeigu tikn yra pakankamai didelis skaus. T&iau

1
y+n7l / 1+nn
0

1/n 1
=1+ /(3n7n3/2)d:v+/(12/n+8/n\/ﬁ)d:v:f\/ﬁ+o(1)H—oo,
0 1/2

kain — oo. Taigi funkcijay = x nesuteikia funkcionalul stipry lokaly mini-
muma.
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2. Tegu
M= {y € C'[-1,1] : y(—1) = 0,y(1) = 2e?sh 5}.

Reikia rasti funkcijay € 91, kuri funkcionalui
1
I(y) = /6””(3/2 +6y?) da
-1

suteikty ekstremalia reikSme.
Sio funkcionalo ekstremales rasime i Oilerio lygties

x d x, I\ __
12e*y — dac(2e y) =0.
Suprastine ja gausime lygtj

y'+y —6y =0,

kurios sprendiniai
Y= Cle—?)w 4 02621:

yra nagrirgjamo funkcionalo ekstrerm&s. Tarp Siy ekstremaliy randame ta, kuri
tenkina nurodytas salygas. Po elementariy@&gimy gauname

Y= _6—31 4 62w+5

|rodysime, kad rasta ekstrengasuteikia funkcionalui absoliuty minimuma.
Laisvai pasirenkame funkcijge C{(—1,1) . Tada

Iy+n)—1I(y) = /{eg”[(y’ +1')? +6(y +n)%] — e[y’ + 6y} da =

-1

1
/ e [2y'n + 12yn +1/* + 6% dz =
—1

d
—(2e"y") |n dz.

1 1
/ [ +677 | dx + 2e"yn x__1+/[12ezy— e
Z1 21

Kadangin(—1) = n(1) = 0 ir ekstremad y tenkina Oilerio lygtj, tai skirtumas
1
Ily+n) — / [ +677 |dx > 0.
—1

Pagal apibeZima tai ir reiSkia, kad ekstrenga) suteikia funkcionaluil absoli-
uty minimuma.
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Siame pavyzdyje Oilerio lygties ekstremales radome gana lengvai. Bendru atveju
Oilerio lygtis integruojama gana retai. ISskirsime kelis pagieassius Oilerio lygties
integravimo atvejus.

1. Tarkime, funkcijaF' = F(x, y), t.y. funkcija F' tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojoy’. Tada Oilerio lygtis

nera diferencialie lygtis. Jos sprendinyg = y(z) arbaz = xz(y), bendru
atveju, rera leistina ekstremal(ji netenkina papildomy salygy). Telddazniau-
siai toks variacinis uzdavinys sprendiniy neturi.

2. Tarkime, funkcijaF = M (z,y) + N(x,y)y’, M, N € C'([a,b] x R'). Tada
Oilerio lygtis

taip pat rera diferencialig lygtis ir bendru atveju variacinis uzdavinys sprendinio
neturi. Jeigu
M’U(xay) - Nx(l‘,y) = 07

tai reiskinysM (z,y) dz + N(x,y) dy yra pilnas diferencialas ir integralas

b b
I(y) = /(M(:r,y) + N(z,y)y') do = /(]\/[(:my)da:%—N(x,y)dy)

a a

nepriklauso nuo integravimo kelio. Tai reiSkia, kad su kiekviena leistina funkcija
y integralas! (y) yra pastovus ir variacinis uzdavinys neturi pré&sm

3. Tarkime, funkcijaF' = F(z,y'), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo
Tada Oilerio lygtis

d

—F, N =

turi pirmajj integralaF, (x,y’) = C. Gauta lygtis yra pirmos ek diferencialig

lygtis. ISsprende ja rasime ekstremales.

4. Tarkime, funkcijaF’ = F(y,y’), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamoja
Tada Oilerio lygtis

d

= (Flu.y) —y'Fy(y,y)) =0

turi pirmajj integralaF (y,vy') — v'Fy (y,y’) = C. Gauta lygtis taip pat yra
pirmos eiks diferencialig lygtis. ISsprende ja rasime ekstremales.

Pavyzdys (uzdavinys apie brachistochrone). PlokSturfajg yra du taskai,
nesantys vienoje vertikalioje tieg. Tegury,y; ir z2,ys yra Siy tasky koordinas.
IS tasko(z1,y1) | tasSka(z2, y2) kreivel be trinties slenka materialus taskas. Pradiniu
laiko momentu jo greitisv lygus nuliui. Aibgje tokiy kreiviy reikia rasti ta, kuria
slinkdamas materialus taskas pasiekty tdskay.) per trumpiausia laika.
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Tarkime, taSkagz1,y1) yra koordin&iy pradzZios taskas0,0). Tada (Zr. 1.1
skyrelj) laikasT, kurj sugaiSta materialus taskas, @ddmas kreive iS tasko(0, 0)
i taska(zz,y2) lygus

/W

Siame integrale pointegrabrfunkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamajoTodeél jj
atitinkanti Oilerio lygtis turi pirmajj integrala

1 /2 /2
[1+y? oy _c
4 Vv +y?)

Suprastine §j reiSkinj gausime pirmosasilpaprastaja diferencialine lygtj

y(1+y'%) =Ch.

Teguy’ = ctgt. Tada

C
y=Csin’t = 71(1 — cos 2t).

Kadangi
d 2C sint cost dt
do — 75/9 _ cbasmtcostat C1(1 — cos 2t) dt,
y ctgt
tai
_ G

(Qt —sin 2t) + Cy.

Tarkime, kait = 0 taSkasz(0 ),y(O) = (0,0). Tada konstant&> = 0 ir gauname
ieSkomos ekstrema$ parametrines lygtys:

_ G

5 — (2t —sin2t), y= %(1 — cos 2t).

Sios lygtys apibeZia vienparametrine cikloidziy $eima. Konsta@tarandama i$ sa-
lygosy(z2) = yo. Taigi brachistochroa yra cikloice.

Parodysime, kadiltina lokalaus ekstremumo egzistavimo salygearpakankama.
Tarkime funkcijay, tenkinanti salygag(0) = 1, y(7) = 2 yra stacionari funkcionalo

T

I(y) = / 4y (z) — 2592 (2)] de

0

reikSme. Tada ji tenkina Oilerio lygt

4y" + 25y = 0.
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Sios lygties bendrasis sprendinys
5 !
Yy = Clcosg —l—C’zsm?x.
Pareikalave, kad taip ap#tta funkcijay tenkinty nurodytas salygas, gausime

5z 49 5z
= COS — Ssin —.
y 2 2

Kiekvienai funkcijain € C}(0, 7) skirtumas
Iy - 1) = [lan” = 257 da,

Imkime Cia )
n(z) = - sinmz, mn,m € N.
Tada
Iy +n) — I(y) = m(4m? — 25)/2n>.

Kartu galime tvirtinti, kadl(y + ) < I(y), kaim < 5/2ir I(y +n) > I(y), kai
m > 5/2. Taigi stacionarus funkcionalo taskas o#hai yra ekstremumo taskas.
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1.4 KELIYFUNKCIJY ATVEJIS

Teguy = (v1,...,yn) yra tolydZiai diferencijuojama vektorinfunkcija, tenkinanti
salygas

yla)=ca, yb)=p6 a=(a1,...,an), B=(01,---,0n) (1.23)

Tokiy funkcijy aiteje nagri@sime funkcionala

b
I(y) = /F(a:,y,y')da:. (1.24)

Pagrindinis variacinio skaéiavimo uZdavinys, taip pat stipriojo ir silpnojo lokalaus
ekstremumo savokos Siam funkcionalui formuluojamos taip kaip ir vienos funkcijos
atveju.

Tarkime, funkcijay, tenkinanti auk8&iau nurodytas salygas, suteikia24) funk-
cionalui silpna lokaly ekstremuma. Tada kiekvienai fiksuotai vektorinei funkgijai
M1y smn)s mi € Ci(ab), i = 1,2,...,n, ir vektoriuie = (e1,...,6,), & —
neneigiami reals skatiai, yra teisinga viena i$ nelygybiy

Ily) < I(y+en), I(y)>1I(y+en), en=(e1m,--,nMn),

n

1/2
jeigu tik skatius|e| = (Z 52> yra pakankamai mazas. Tegu

%
i=1

O(e) =I(y +en).
Pagal apibezima
b
3.,(0) = / [Py .0/ i) + By (0.0 (@) de, Wk = 1,2,

a

TasSkas: = 0 yra funkcijos® lokalaus ekstremumo taskas. ®@., (0) = 0, Vk =
1,2,...,n. TaigiVk = 1,2, ..., n funkcijayj turi tenkinti integraline tapatybe

b
[ [P mt@) + By o i) dz =0,

a

Toliau, kaip ir vienos funkcijos atveju, galima jrodyti, ka& = 1,2,...,n funkcija
yi tenkina Oilerio lygtj integraline forma:

Fy (2, 9,9) —/Fyk(ty(t),y’(t))dt = Ck (1.25)
ir Oilerio lygtj diferencialine forma:

d
Ey(z,y,y") — ﬁ(Fy;C (z,y,9")) =0. (1.26)



20 1. VARIACINIO SKAI CIAVIMO LYGTYS

P astab a. Jeigu funkcijasuteikia [(L.24) funkcionalui silpna lokaly ekstremu-
ma ir determinantas
det|F1/L7/{ (37, ya y/)| 7é Ov

tai galima jrodyti (zr. B]), kadvVk = 1,2, ..., n funkcijayy turi antros eiks tolydzias
iSvestines. Siuo atvejliL(2€) Oilerio lygtys yra antros eds lygtys ir jy bendrieji in-
tegralai turi2n laisvyjy konstanty. leSkomoji vektogrfunkcijay turi tenkinti (1.23)
salygas. | jas jeina lygidin skaliariniy salygy. Taigi laisvyjy konstanty yra lygiai
tiek pat, kiek ir salygy joms rasti.

P avyzdys. Rastifunkcionalo

w/2

2 2
I(y) = /(yi +yy +2y1y2 + 2zy1) dz, Yy = (y1,92)
0

ekstremales, tenkin&ras krastines salygas
y1(0) = =1, 52(0) =1, wy1(7/2) =0, y2(7/2) = —7/2.
IS Qilerio lygeiy
yi —y2 =z, yy —y =0,
eliminave ieSkoma funkcijg;, gausime lygtj

yé‘ — Y2 = .
Jos bendrasis sprendinys
yo = C1e” + Coe™ + C3cosx + Cysinx — x;
CiaCy, Cy, C3, Cy — laisvosios konstantos. IS antrosios Oilerio lygties randame
y1 =194 = Cre” + Coe™® — C3cosx — Cysinx.
Pareikalave, kad funkcijog , y» tenkinty krastines salygas, gausime
Ci=0,=Cy,=0, C3=1.
Taigi leistina ekstremalyra kreie, apibeZiama dviem skaliaram funkcijom:

Y1 = —COST, Yo =COST — T.
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1.5 AUKSTESNES EILES ISVESTINIY ATVEJIS

Nagriresime funkcionala

b
I(y) = /F(fv,y,y’, ™) da. (1.27)

Tarkime, funkcijay yran karty tolydZziai diferencijuojama ir tenkina salygas
y(a) =a, y'(a) = a1,...,y" V(@) = an_1, (1.28)

y(b) =B, Y/ (b) = B,...,y" " (b) = B, (1.29)

o funkcija F' turi pirmos eiles tolydZias dalines iSvestines pagal visus argumentus.

Absoliutaus ekstremumo uzdavinys.27) funkcionalui formuluojamas taip kaip
ir (1.15) funkcionalui. Lokalaus ekstremumo uzdavinj galima apirrjvairiai. Tai
priklauso nuo to, kaip apiBSime kreies aplinkos savoka. Naggfamu atveju kreigs
aplinkos savoka nataliai galima apibezti nuo nulires iki n-osios eiés. Nulires eies
aplinka yra vadinama stipriaja,ro-0sios eies aplinka — silpnaja.

Tegu funkcijay, tenkinanti iSvardytas salygas, suteikiaX7) funkcionalui lokaly
ekstremuma (nesvarbu kokj), o funkcijse C{(a, b). Tada realaus kintamojo funkcija
®(e) = I(y + en) taSkes = 0 turi lokaly ekstremuma ir

b
) = [ [Fop (o) + By oy (@) + -

o @y ™ ()] do = 0.
Kelis kartus pritaike integravimo dalimis formule, perraSysime Sia tapatybe taip:

b

/{Fy(n) — /Fy(nfl) dx +//Fy(n72) dxdr — - --
a a a

a

+ (—1)"/06---/963, do---dz} 5" (x) dx = 0. (1.30)

Kadangi reiSkinys figriniuose skliaustuose tenkifiadlemos salygas, tai funcijaturi
tenkinti integraline Oilerio lygtj:

Fy(m — /Fqu) dx + //Fymfz) dxdr — --- (2.31)

—|—(—1)”/-~-/Fydm---dx:C’o—i-C'l(x—a)+~-~+C’n_1(az—a)"_1.
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Diferencijuodami jan karty, gausime diferencialin@ilerio lygtj:

d drdrd

% ( . %{% [%Fy(n) - Fy(n—l):| + Fy(n—2)} — (132)
+(—1)”*1Fy,) +(~1)"F, = 0.

Jeigu funkcijaF’ turi tolydzias dalines iSvestines pagal visus savo argumentys iki

1)-os eiks imtinai, o funkcijay — tolydzias iSvestines ikin-os eikes imtinai, taill.32)

lygtj galima perrasyti taip:

d d'll
F Fyt oo (=)
+---+ (-1 T

y‘%y F,

ym = 0. (1.33)

Pavyzdys. Rasti funkcionalo

1
I(y) = / " 4y — 2ay) do
0

ekstremales, tenking&ras krastines salygas

Oilerio lygties
y @ -y =12z

bendrasis sprendinys
y = Cy 4 Cox + Cse™% + Che® — 22,
CiaCy, Cy, C3, Cy — laisvosios konstantos. IS kraStiniy salygy randame
Ci=0C3=C4=0, Cy=2.
Taigi leistina ekstremalyra kreiw, apibeziama lygtimi

y = 2x(1 —2?).
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1.6 DAUGIALYPIO INTEGRALO ATVEJIS

Nagrinesime funkcionala

I(u) = | F(x,u,u,)dx. (1.34)
/

Cia:Q c R" - apezta sritis;S = 02 — dalimis glodus pavirSiug;’ — funkcija, turinti
tolydZias dalines iSvestines iki antroséalimtinai pagal visus savo argumentus:
tolydziai diferencijuojama srityj€ funkcija, tenkinanti salyga

ulg=¢(z), eS8, ¢eC(S). (1.35)

Tokiy funkcijy w aibeje reikia rasti ta, kuriZ.34) funkcionalui suteikia absoliuty ek-
stremuma. Lokalaus (silpnojo ir stipriojo) ekstremumo savoXo34 funkcionalui
apibreziamos visiSkai taip pat kaip ir vienitia atveju. Reikia tik apil@Zti funkcijos
u silpnaja ir stiprigja aplinkas.

Tarkime, aileje funkcijy, tenkinaéiy nurodytas salygas, egzistuoja tokios, kuri-
oms (L.39) funkcionalas jgyja baigtine reikSme. Daugiatnaatveju, skirtingai nuo
vienm&io, gali neluti né vienos diferencijuojamos funkcijos, tenkirgars (1.35) sa-
lyga, kuriai (1.34) funkcionalas jgyty baigtine reikSme. Smulkiau apie tai 8] |
knygoje.

Tegu funkcijau, tenkinanti|(L.35) salyga, suteikigl(.34) funkcionalui silpna lokaly
ekstremuma, o funkcija € C}(Q2). Be to, tegu srityje? funkcija« yra dukart difer-
encijuojama. Funkcijas + e yra kokioje nors silpnoje funkcijos aplinkoje, jeigu
skatiause modulis yra pakankamai mazas. Bbtbkiemse yra teisinga viena i$ nely-
gybiy

I(u) < I(u+en), I(u)>I(u-+en).

Tegu®(e) = I(u + en). Pagal apibeZzima

'(0) = [ |Fu(z,u,ug)n(z) + z”: Fu,, (,u,u;)1, (z)| dz.
/!

Q

TaSkass = 0 yra realaus kintamojo funkcijo® lokalaus ekstremumo tasSkas. &d
®’(0) = 0ir ¥n € C}(Q) yra teisinga integralia tapatyke:

/[Fu(x, u, ug)n(z) + i: Fu,, (T30, g )Ny (x)} dx = 0. (1.36)
o k=1

Pritaike integravimo dalimis formule, Sia tapatybe perrasysime taip:

/[Fu(x7 Uy Ug) — i % (Fuzk (z,u, ux))}n(x) dx+

k=1

n

Q
—|—/ Fu, (2,u,u;)cos(n,zp)n(z)dS =0, Vne ().
Lk

=1
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Funkcijan(z) = 0, kaiz € S. Todel integralas pavirSium$ yra lygus nuliui ir yra
teisinga integralia tapatyle

/[Fu(x, Uy Uy ) — z": % (Fu% (z, u,uz))}n(x) de =0, Vne€ C(l)(Q) .

o k=1

Reiskinys, esantis lauZtiniuose skliaustuose, tenki@demos salyga. Taal jis yra
lygus nuliui, t.y.

F(z,u,u;) — i: d (Futk (a:,u,uﬁ) =0. (1.37)

dzx
=1 'k

|rodyta teiginj suformuluosime taigeigu dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija
u suteikia(1.34) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma, tai ji turi tenk{Ati37)
Oilerio lygtj.

Glodus Oilerio lygties sprendinys vadinamas ja atitirdiarfunkcionalo ekstre-
male Aisku, ekstremad ne visada suteikia funkcionalui silpna lokaly ekstremuma.
Nagrirgjamu atveju, kaip ir vieno realaus kintamojo funkcijai, reikalingas papildomas
tyrimas.

P astab a. ISvesdanii.G7) lygtj reikalavome, kad funkcija buty dukart dife-
rencijuojama. Priminsime, kad viengia atveju reikalavome tik pirmos iSvestis
tolydumo, o antros edls iSvestigs tolyduma jrodme. Be to, viennidu atveju is
pradziy iSvedme integraline Oilerio lygtj (j kuria jeina tik pirmosios iSve&#), o
po to diferencialine (j kuria jau jeina ir antrosios iSvegii AnalogisSka teorija yra
galima ir daugiaméu atveju. T&iau ji jau rera tokia paprasta.

Pavyzdys. Teg yra apezta sritis erdgje R", S = 99 — dalimis glodus
pavirsius,p — tolydi pavirSiujeS funkcija. leSkoma dukart diferencijuojama sritype
funkcija, kuri pavirSiujeS jgyja Zinoma reikSmep ir funkcionalui

1) = [Vt s

suteikia minimalia reikSme. Sis variacinis uzdavinys susiveda j krastinio uzdavinio

" d Uy, )
;dfﬂz<m> 0, z€Q wuls=¢), z€b8
sprendima. Gauta lygtis yra netiesiantrosios eds daliniy iSvestiniy lygtis ir vadi-
namaminimaliy pavirsiylygtimi. Gerai zinoma, kad Sis uzdavinys, dviéna atveju,
bet kokiai tolydZiai funkcijaip turi vienintelj sprendinj tada ir tik tada, kai sriti3 yra
iSkila. Jeigu srities dimensija yra dideésmZ du, tai srities iSkilumasena natiralus
dvimatgs situacijos apibendrinimas. ¢lau Sis uZdavinys turi vienintelj sprendinj,
jeigu pavirSiusS yra klases C? ir jo vidutinis kreivumas yra neneigiamas (Z(7]).
AnalogiSkas teiginys yra teisingas ir prie mazesniy glodumo salygu9Jz{4]).
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1.7 BENDRESNI FUNKCIONALAI.
NATURALIOSIOS KRASTINES SALYGOS

|rodyti Siame skyriuje teiginiai iSlieka teisingi ir bendresniy pavidaly funkcionalams.
DaZniausiai tai funkcionalai, j kuriuos, be jprasto integralo, jeina papildomi nariai,
priklausantys nuo Zzinomy funkcijy reikSmiy integravingédiy taSkuose arba integrav-
imo srities krastiniuose taSkuose. |rodysime, kad tokiems fukcionalams Oilerio lygtis
iSlieka ta pati, o papildomi nariai turi jtakos tik kra&ims salygoms. Be to, skirtingai
nuo anksiau iSnagrigty uzdaviniy, nereikalausime, kad ieSkomoji funkcija tenkinty
kokias nors iSankstines salygas.

Vienm&Ciu atveju nagrigsime funkcionala

b
I(y) = / F(z,9.9') dz + o(y(a)) + d(y(b)); (1.39)

Cia: F' — funkcija, turinti tolydzias dalines iSvestines pagal visus argumentus iki antros
eiles imtinai, op ir 1) — diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama funkcijasuteikia |(L.38 funkcionalui bent sil-
pna lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkgijg C'[a,b]. Funkcijay +
en priklauso kokiai nors silpnai funkcijog aplinkai, jeigu tik skatiause modulis
yra pakankamai mazas. Priminsime, kad taSkuoseb funkcijai y nekeliame jokiy
iSankstiniy salygy. Tosl funkcijan taSkuoser ir b gali jgyti bet kokias reikSmes.

Tegu®(e) = I(y + en). Tada

I(y +en) — 1(y)

! 1 —
PO =T

b
= / [Fy(x,y, 4" )n(z) + Fy (2,9, 9" )0 ()] de + ¢ (y(a))n(a) + ' (y(b))n(b).

a

Taskass = 0 yra lokalaus ekstremumo taskas. ®da’(0) = 0. Taigi funkcijay turi
tenkinti integraline tapatybe

b
/ (Fy (5 0(@) + By (9, ()] s+ & (9(a)) () + & (5(6))n(b) = 0.

a

Panaudoje integravimo dalimis formule, ja perrasysime taip:

b
/{Fy(.’t,y,y/) - %(Fy’ (x,yay/))}n(x) da+

z=b

+¢'(y(a))n(a) + 4’ (y(b))n(b) = 0. (1.39)

r=a

+ Fy(z,y,y )n(x)
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Imdamin € C}(a,b), gausime, kad funcija turi tenkinti Oilerio lygtj:

d

Fy = ——(Fy) =0. (1.40)
Grjzkime dabar prield.39 integralires tapatybs. Kadangi funkcija tenkina [(L.40)
Oilerio lygtj, tai (1.39 tapatybe galima perrasyti taip:

z=b

+ ¢ (y(a))n(a) + ' (y(0))n(b) = 0.

r=a

FIJI (l‘, Y, Z/)U(x)

Priminsime, kad funkcijay taSkuosea ir b gali jgyti bet kokias reikSmes. Tedl
paskutirgje tapatybje koeficientai priep(a) ir prie n(b) turi buti lygus nuliui, t.y.
tasSkuosex ir b turi buti patenkintos tokios salygos:

= ¢'(y(a)), (1.41)

vy = V' (y(D)). (1.42)

Sios krastigs salygos yra vadinamesitiraliosiomiskrastiremis salygomis.

Pastaba. Nagraant (L.39 funkcionala ieSkomai funkcijai n&lleme inter-
valo (a, b) taskuose jokiy iSankstiniy salygy. VisiSkai taip pat nagjamas funkci-
onalas, kai viename kraStiniame tasSke ieSkoma funkcija tenkina nurodytas salygas, o
kitame krastiniame taSke nekeliame jokiy iSankstyniy salygy. PavyzdZiui, jeigu taSke
x = a nekeliame jokiy iSankstyniy salygy, o tadke-= b reikalausime, kad ieSkoma
funkcija tenkinty krastine salyggb) = 3, tai Oilerio lygtis iSlieka ta pati, o kraStés
salygos bus tokios:

Fy

Fylo=a = ¢'(y(a)), y(b) =p.
P avyzdys. Raskime funkcionalo

1
I(y) = / e (y'% + 62 + 12y) dx
0

ekstremales, tenkin&ras nafiralias krastines salygas.
Funkcionalal atitinka Oilerio lygtis

y'+y' —6y—6=0,
o natralias krastines salygas galima uzraSyti taip:
y'(0)=0, ¥'(1)=0.

ISsprende §j uzdavinj randame leistina ekstrergate —1. Parodysime, kad funkcio-
nalui I ji suteikia absolity minimuma. Kiekvienai funkcijai € C[0, 1] skirtumas

1
Iy+n)—I(y) = /e””[n/2 + 692 + 2y’ + 12yn + 129] da.
0
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Pritaike integravimo dalimis formule, po to pasinaudoje Oilerio lygtimi beiiraio-
siomis krastiemis salygomis, gausime

1
d
I(ly+n)—I(y) = /[12e“c +12e"y — %(26%/)]7765“
0

1 1
12y [z + / ¢ (1 + 617 do = / & + 6n%) da > 0.
0 0

Taigi rasta ekstremaly = —1 suteikia funkcionalui absoluty minimuma.
P avyzdys. Raskime funkcionalo

I(y) = / 22y de — 2y(1) + 2(2)

ekstremales, tenkin&ras nafiralias krastines salygas.
ISsprende Oilerio lygtj
d
—(22%y') =0
d:c( zy) ’
randame ekstremaliy Seima
y=C1+ Cy/x.

Naturaliasias krastines salygas galima uZrasyti taip:
y'(1)=-1, 49(2) = -y(2).
Pareikalave, kad rastos ekstregsatenkinty Sias salygas, gausime
y=1/2+1/xz.

Patikrinsime, kad Si ekstrentasuteikia funkcionalui absolity minimuma. Kiekvie-
nai funkcijain € C1[1, 2] skirtumas

Ity +mn) — 1(y)

/ 200+ 2/ dr — 20(1) + 24(2)0(2) + 12 (2).

Panaudoje integravimo dalimis formule, Oilerio lygtj beiuvatias krastines salygas,
§j skirtuma perraSysime taip:

2
Iy +n)—1(y) = /an’Qda?HiQ(?) > 0.
1

Taigi rasta ekstremaly = 1/2 + 1 /2 suteikia funkcionalui absoluty minimuma.
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Daugiam&iu atveju nagrigsime funkcionala

u) = /F(J:,u,ux)dx—l—/np(x,u) ds; (1.43)
Q s
Cia: Q yra apezta sritis erdgje R", S = 99 — dalimis glodus pavirSiust” ir ¢ —
pakankamai glodzios funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama srityfe funkcija« suteikia (L.43) funkcionalui
bent silpna lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkgcifa C'(Q) ir skaiiy
e, kurio modulis yra pakankamai maZzas. Tada funkeija en priklauso kokiai nors
silpnai funkcijosu aplinkai, o realaus kintamojo funkcij&(c) = I(u + en) taSke
¢ = 0 jgyja ekstremalia reikme. Tetljos iSvestik taskes = 0 yra lygi nuliui. Sia
salyga galima uZzraSyti taip:

/{ (2, u, uy) idi( e, (T u,um))}n(ac) dx+

Q k=1

+/[i Fy,, (x, u, ugy) cos(n, xg)n(x) + @y (x, u)] 1(z)dS =0, (1.44)

S k=1

vn € CL(Q) . Imkimen € C}(Q2) . Tada integralas pavirsiunsi paskutirgje tapatybje
bus lygus nuliui. Atmete jj, gausime tapatybe

/[Fu(x, Uy Ug) — i: %(Fumk (x,u, uI))}n(x) dx = 0.
k=1

Q

Pagall.? lema Si tapatyb yra galima tik tuo atveju, kai funkcija tenkina Oilerio

lygtj:
F, Z ( urk) —0. (1.45)

Grjzkime dabar prieX.44) mtegrallres tapatybs. Kadangi funkcija: tenkina (.45
lygtj, tai (1.44) tapatyleje integralas sritim2 lygus nuliui ir yra teisinga tapatgb

/[Z Fy, (z,u,u;)cos(n,zy) + <pu(x,u)]n(aj) dS =0, VneCiQ).
% k=1

Kadangi funkcijan pavirSiausS taSkuose gali jgyti bet kokias reikSmes, tai Si tapatyb
yra galima tik tuo atveju, kai reiSkinys lauztiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y.
pavirSiausS taskuose funkcija turi tenkinti salyga

ZFu” (z,u,uy) cos(n, zg) + @u(x,u) =0, z €.
k=1

Si krastire salyga taip pat yra vadinamairaliajakrastine salyga.
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Pavyzdys. Teg® yra apezta sritis erdgje R", S = 99 — dalimis glodus
pavirSius,x — tolydi pavirSiujeS funkcija, |x(z)| < 1,Vz € S, k — Zinoma teigiama
konstanta. Reikia rasti dukart diferencijuojama sritpjéunkcija, kuri funkcionalui

1
[(u):/\/@dx—k/nudS—i-/ﬁkqux
Q

s Q
suteikia minimalia reik$n¥ Sis variacinis uzdavinys susiveda j krastinio uzdavinio

Ug,

Zn:i ——— | =ku, x€,
dri \ 1+

Ug,
ZZ:; \/W% kK, x€S
sprendim@fiiay = (7,--.,7v,) — vienetinis normads vektorius pavirSiup, iSorinis
srities() atzvilgiu. Kaik = 0, gauta lygtis yra minimaliy pavirSiy lygtis. Ji turi spren-
dinj, tenkinantj pirmaja krastine salyga, tik prie tam tikry papildomy salygy. Sios
salygos yra susijusios su sriti@sSkilumu (zr.[1.€ skyrelj). Jy galima atsisakyti, jeigu
pirmaja krastine salyga (priminsime, kad ji yra tiesirpakeisime nataliaja (netie-
sine) kraStine salyga. Tiksliau yra Zinoma, kad, bet kokiai tolydZiai funkeijanod-
uliu maZesnei uz vieneta, suformuluotas krastinis uzdavinys turi vienintelj sprendinj,
nepriklausomai nuo sritie® geometriniy savybiy (zri12], [13], [14]).

2Kai n = 2 ieSkoma funkcija apraso skiis, esagio cilindriniame kapiliare, laisvajj pavirsiy.
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1.8 KINTAMUY INTEGRAVIMO R EZIY ATVEJIS

Tegul,, ir I, yra kokios nors glodZZios kreds plokstumoj&?, ol — glodi kreive, kurios
vienas galas yra kregjel,, o kitas — kreiejel,. Tokiy kreiviy aibe pazyrekime raide
9. Tarkime, kreived, [, ir [, galima apibeZti atitinkamai lygtimis:y = y(z), y =
az) iry = p(x). Aibejed ieSkosime kreigs! : y = y(x), kuri funkcionalui

I(y) = /F(m,y,y’)dw (1.46)

suteikia ekstremuma.

Tarkime, kreie ! : y = y(z) suteikia (L.4€) funkcionalui silpna lokaly ekstremu-
ma, o kreies!(e) : y = y(z,e) yra "artimos" kreiveil ir y(z,0) = y(z). Kadangi
"artimas" kreives turime imti iS a#s901, tai jy galai turi guéti kreivesel,, ir I, (Zr.12.3
pav.).

2.3 pav.

Tarkime, kreiesi(e) taskai, esantys kredsel, ir [, turi koordinatesi(e), y(a(e), ¢)
ir b(e), y(b(e), €). Akivaizdu, kada(0) = a, b(0) = b.
|statykime | (L.4€) integrala vietoje funkcijog funkcija y(z,¢), o integravimo
réZiusa ir b pakeiskime eZiaisa(e) ir b(e). TaSkas = 0 yra funkcijos
b(e)
be) = [ Flaye.2).y/(,0)do
a(e)

lokalaus ekstremumo tasSkas. ®@'(0) = 0. Kadangi

(I)/(O) = bl(o) ’ F(‘rvyvy/)‘m.:b - al(o) : F(.’E, yvy/)|x=a+

b(e)
y(z,¢) ' (z,¢)
! !
+/[Fy(az,y7y) 9 + By (z,9,9") 9% ]dw
a(e)

tai funkcijay turi tenkinti integraline tapatybe

e=0

b'(0) - Fla,y,y)|,_, — a'(0)- F(x,y,9")|,_,+
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b(e)
+ / [Fy(x, v, y')
a(e)
Pastebsime, kad

y(z,e)
Oe

0y’ (x, e
+ Fy(z,9,9) yég >]d93

= 0. (1.47)

e=0

b(e) b(e)

d /0y(z,e)
_ , n_a )
szoi/Fy (:c,y,y)dx( Oe )dz
a(e) a(e)

Be to,
4 (a(e),€)
(15:1/ £),¢

2 yoero|_ =y v+ 2D

=Y (@) d(0) + =

5::0.
Todel (1.47) tapatybe galima perrasyti taip:

b (0)(F (2,9, 9") — Fy (2, 9,9)y') | ,_y—

—a'(0)(F(z,y,y') — Fy (0,9 )') | _,+

dy(b(e), ) dy(a() €)

r, ; ay(vle), &) I 7T

+ 1y (ﬂY,Z/,Z/ ) b de r—a de e=0
b

+/[Fy(x,y,y’) - %(Fy,(x’y,y/))} 8y(ax€,g)

0 _EJ’<$ayay/) +

e=

_dz=0. (1.48)

IS pradziy imkime "artimas" kreiveKe) taip, kad jy galai sutapty su ekstre@si
galais, t.y.

yla(e),e) = y(a), y(ble),e) = y(b) (1.49)

visoms galimoms parametroreikSmems. Tadall.4€) integralireje tapatybje visi
neintegraliniai nariai yra Iygs nuliui ir ja galima perrasyti taip:

b

/{Fy(rc,y, y') — % (Fy (fc,y,y’))} 8y59m€75)

a

Pagall.llema Si tapatyb yra galima tik tada, kai funkcija tenkina Oilerio lygtj:

d
Fy(zy.y) - — (Fy (.9, y/)) — 0. (1.50)
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Grjzkime prie (.48 tapatyles. Kadangi funkcijay tenkina [L.50) Oilerio lygtj, tai
(1.48) tapatybe galima perraSyti taip:

b'(0) - (F(a,y.9") = Fy (2, 9,9)y) |,y

—a'(0) - (F(z,y,9') — Fy (z,9,9))| _ +

dy(b(e). €) dy(ae).e) | _,
r=b de T=a de e=0 ’
Imdami Sioje tapaty®je funkcijagy(z, ) taip, kad jos tenkinty antraja i%.49 salygu,
gausime, kad taske = a funkcijay tenkina salyga

- Fy/(xa%y/)

e=0

+Fy’ (Jf, yv y/)

dy(a(e),¢)
r=a de

=0.

a/(0) - (F(z,y,9) = Fy (.99 ) e=0

+ Fy/(xmyvy,)

r=a

Reikalaudami, kad funkcijog(z, €) tenkinty pirmaja i$1.49 salygy, gausime, kad
taSkexr = b funkcijay tenkina salyga

dy(b(e), e
b/(o) ' (F($7y7y/) - Fy’($7y7y/)y/)‘ + Fy’($7yay/) M =0.
—b z=b de e=0
Sios salygos vadinamdgansversalumealygomis. Kadangi taskai
(a(e),ylale).e)) ir  (b(e), y(ble),e))

guli kreivesel,, ir [y, tai iSvestires

dy(a(e),e)|  _ / dy(b(e),e) | _ iy g

dE P =« (CL) a (0)7 dE R - /8 (b) b (0)7

Todel transversalumo salygas galima perrasSyiti taip:

F(z,y,y)|  +((z) =y (2))Fy(z,y,y) = 0,

(@, y,9)],_, + (& (@) =y (@) Py (z.9,9)],_, (L.51)

F(xv Y, y/)’x:b + (6I($) - y/(x))Fy’ (xa Y, y/)|3c=b

Taigi transversalumo salygos apliia rysj tarp ekstremas$! krypties koeficienta)’
ir kreiviy 1, I, krypties koeficientyy’, 5’ kiekviename kreiviy,, [, taske.
Pastabos:

1. Jeigu tik vienas ekstrenmig! galas yra jtvirtintas, tai transversalumo salyga turi
buti patenkinta nejtvirtintame gale.

2. Tarkime,F(z,y,y") = Q(z,y)\/1 + y'*. Tada pirmaja i¥1.57) transversalumo
salygy galima perrasyti taip:
+ Q(Oz/ _ y/) Y

\V1+y? —
Q\1+y o M+y°
Suprastingia panasius narius, gausime

Q1+ a'y)|p=a = 0.

/

=0.

Tr=a
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Jeigu pirmasis daugiklis Sioje salygoje nelygus nuliui, tai antrasis daugiklis yra
lygus nuliui ir galime tvirtinti, kad ekstremas ir kreives, kuria ji slenka, krypties
vektoriai yra ortogonals. Siuo atveju transversalumo salyga susiveda j ortogo-
nalumo salyga.

3. Jeigu kreiwe [, yra apibgZta lygtimia(z,y) = 0, tai transversalumo salyga
galima uZraSyti taip:
AN , / , /
g (2,9) ay(z,y)

4. Funkcionalo
b
I(y)=/F(m,y7y’)dﬂf, y= W1 Yn)

atveju, kai taSkag laisvai gali juckti pavirSiumia(z,y) = 0, transversalumo

salyga yra tokia:
F(z,y,y") —y1 (@) Fy (2,9,9") — - =y (@) Fyr (2,9, 9)
g (z,y)
_Bleyy) _ Bu@wy)
ayl (:C, y) O‘yn (‘Tv y)

Pavyzdziai:

1. Rasti atstuma nuo ta3Ke-2, 3v/3) iki pusapskritimio
h:y=+1—(z—1)2:=06(x), z€l0,2].

Sio uzdavinio sprendimas susiveda j tokj variacinj uzdavinj. &fébglodziy
kreiviy [ : y = y(x), kurios vienas galas jtvirtintas tasKe-2,3v/3), o ki-
tas galas guli pusapskritimg = §(z), z € [0,2], reikia rasti ta, su kuria

funkcionalas
b

I(y) = / V1+y?de
-2

jgyja minimalia reikSme.
Sj funkcionala atitinka Oilerio lygtis

d y'
Jos bendrasis sprendinys= C1x + Cs priklauso nuo dviejy laisvy konstanty.

Be to, yra nezinoma ib reikSme. Taigi yra tris nezinomos konstantas, Cs ir
b. Joms rasti turime dvi kraStines ir viena transversalumo salygas:

—201 4 Cs = 3V/3,
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bCy + Cy = /1— (b— 1)2,
1—b el
VI+Ci 4 (——m—m = - C1)——= =0
! («/1—(b—1)2 1)\/1+012

IS pirmyjy dviejy krastiniy salygy ir téeosios transversalumo salygos randame:

C) = —Cy = —V/3,b = 1/2. Todel ekstremad y = —/3z + /3, 0 ieSkomas

atstumas
1/2

d:/\/1+(\/§)2d:v:5.

. Aibeje glodziy kreiviy, kuriy vienas galas yra jtvirtintas koordinppradzio-

je, o kitas galas yra tiégel, : y = ma + n rasti ta, kuri suteikia ekstremuma
funkcionalui

b
\/l—l—y’2
I(y):/TdJ;.
0

Kadangi pointegralia funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamajo tai na-
grinéjamo funkcionalo Oilerio lygtis turi pirmajj bendrajj integrala

Vity? 1 y?

Y ; 1—|—y’2_

Atskire Sioje lygtyje kintamuosius ir suintegrave, gausime Oilerio lygties ben-
drajj sprendin]

1
=
Taigi ekstremads yra apskritimai. Kadangi ieSkoma ekstreenairi eiti per ko-
ordingiy pradzia, taC? = 1/C? ir ekstremags lygtj galima perradyti taip:

(x + 02)2 + 2

22 — 202 4+ 9° = 0.

Ekstremags ir kreivesl, sankirtos taske turiliti patenkinta transversalumo sa-

lyga
1 _Gob

m y(b)
Be to, jy sankirtos taskas turi gl tiegje

Yy =mx—+n.

IS pastaryjy dviejy lygiy randame’y; = —n/m. Todel ieSkoma ekstremas
lygt] galima perrasyti taip:

(45 0= (0)"
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1.9 TRUKIY SPRENDINIY ATVEJIS

IS pradZiy iSnagriesime viena pavyzdj. Akivaizdu, kad

I(y) = /y2(1 —y)2dx >0, Vy:yeC-1,1],y(=1)=0, y(1) =1.

Funkcija
~ T, TE [07 1]7
yw) = {0, z€[~1,0]
taSkexr = —1 lygi nuliui, o taSkez = 1 lygi vienetui. Jos iSvestmy’ taSkex = 0

turi trukj. Todel funkcijay néra tolydziai diferencijuojama intervale 1, 1]. Vis délto
integralas/ (y) turi prasme ir

1
1) = [#0-7)dz =0,

-1

Taigi minimuma funkcionaluf suteikia funkcija, kuri nepriklaus6'[—1, 1] erdvei.
Apibendrindami §j pavyzdj, matome, kad kartais funkcionalo ekstremumo reikia
ieSkoti platesaje funkcijy klagje. Siame skyrelyje tokia klase laikysime visuma dal-
imis glodziy kreiviy.
Tarkime, dalimis glodi kreig! : y = y(x) suteikia ekstremuma funkcionalui

b
I(y) = /F(m,y,y')dx. (1.53)

Be to, tegu funkcijog iSvestire ¢’ turi trukj tik viename task& € (a, b).
Artimas kreives pazygkimel(s). Atskirai iSnagriresime du atvejus. Teglfe) :
y =y(z) +en(x), n € C(a,b) (Zr. 2.4 pav.).

l Y

Funkcija

b b
<I’(€)=I(y+€77)=/F(w7y+€n,y’+6n’)dw+/F(x,y+€n,y’+€n’)dw
a b
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turi ekstremuma taske= 0. Todel

b b
¥ (0) = [(Fyn+ Fyr)da+ [ (B + By do =
a b
r d / d
- /(Fy B %Fy)ndaz i /(Fy B %Fy/>ndx Eym 2=b—0 Eym o=b40 0
a b
IS Sios integraligs tapatybs gauname, kad funkcijatenkina Oilerio lygtj
d
F, — %Fy/ =0, (1.54)
o reiskinysF, (x,y,y’) taSkexr = 7 yra tolydus, t.y.
Fylioo=Folp o (1.55)
Teguli(e) : y = y(z,€), y(T(e),e) = y(z) (2r.12.5 pav.) ir
b(e)

B(e) = I(y(z,2)) = / F(z,y(z, €).' (¢,€)) da+

o

b(e)
Tada oo
¥(0) =3"OF|
r=b-+
e oy Fo oy
Y Y Y Yy
F,-—=+F,——)d F,—= + F, d .
+/<985+ y@s) xs:o+/(y85+ y@s) Tezo
a b(e)

TaSkas: = 0 yra funkcijos® lokalaus ekstremumo taskas. B@’(0) = 0. Kadangi
taSkuoser = z £ 0 iSvestire

d i %l _
dgy(x(e),s) e=0 0)- ¢/ (=) e=b+0 Ocle=0 0,
tai Sia salyga galime perraSyti taip:
2O =y Fy)|,po =2 O)(F =y Fy)| ot
b(e) b

= 0.
e=0

o [ (5= gm)giad o [ (R G e
a b(e)
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IS Sios tapatybs gauname, kad funkcija tenkina (.54 Oilerio lygtj, o reiskinys
F(z,y,y') — vy Fy(z,y,y') taSkex = Z yra tolydus, t.y.

(F—y'Fy) |w:b—0 =(F-y'Fy) (1.56)

r=ph+0"

Taigi taskeZ funkcija y turi tenkinti (1.5%) ir (1.56) salygas. Sios salygos yra
vadinamosErdmano—\Vejerstrassalygomis.

Tarkime, yra Zinomas bendrasis Oilerio lygties integralas. Kadangi Oilerio lygtis
yra antros e#s lygtis, tai jis priklauso nuo dviejy laisvyjy konstanty. Be to, inter-
valams(a, Z) ir (Z, b) jos apskritai yra skirtingos. Tiksliau, tegu

y = wi(z,C1,Co)
yra bendrasis integralas intervdle z), o
Yy = wz(% Cs, 04)

yra bendrasis integralas interva(@, b). Siuo atveju turime 5 laisvasias konstantas
C1,Cs,C3,Cy ir y(Z). Joms apibezti taip pat yra 5 salygos: dvi kraStis salygos

dvi Erdmano —Vejerstraso salygos ir funkcijpsolydumo salyga taske.
P astaba. AnalogiSkas Erdmano—\VejerStraso salygas galima iSvesti ir daugia-
lypio integralo atveju.
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1.10 1ZOPERIMETRINIS UZDAVINYS

Kokioje nors uzdary, gulitiy plokStumoje, tam tikro ilgio kreiviy adje ieSkosime
tokios, kuri apriboja didZiausio ploto fima. Toks uZdavinys vadinamas izoperimetri-
niu uzdaviniu siauraja prasme (2t.1 skyrelio 4 uzdavinj). Jis susiveda j uzdavinj,
kai reikia rasti funkcija, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremuma, o kitas funk-
cionalas jgyja konkr&a reikSme. Bendru atveju galima ieSkoti funkcijos, kuri vienam
funkcionalui suteikia ekstremuma, o kiti funkcionalai jgyja nurodytas reikSmes. Taip
suformuluotas uzdavinys vadinamas izoperimetriniigja prasme.

Nagriresime paprasausia izoperimetrinj uzdavinj. Tegt yra aite diferencijuo-
jamy segmentén, b] funkcijy, tenkinagiy krastines salygas

y(a) =a, y(b) =5, (1.57)
ir tokiy, kad funkcionalas

b
J(y) = / U,y o) do = d; (1.58)

a

Ciad — tam tikras skdiius. Aibeje 1 reikia rasti funkcija, kuriai funkcionalas

b
I(y) :/F(:z:,y,y')dx (1.59)

a

jgyja ekstremalia reikSme.

Pastaba. Suformuluotas uzdavinys turi prasme, jelgata funkcionaloJ
reiksme d yra grieZtai tarp jo ekstremaliy reikSmiy, t.yéna jo ekstremali reikSe
PrieSingu atveju egzistuoja tik viena arba kelios ekstrésydturioms funkcionalag
jgyja duota reik3me. Sios ekstreraslir sudaro visa leistiny kreiviy aibe. Taigi, na-
gringjant tokj atvejj, bendra teorija netenka pra&sm Kartu galime tvirtinti, kad tais
atvejais, kai ekstremalsuteikia griezta ekstremuma, ka tik iSskirtas reikalavimas yra
butinas.

Tarkime, funkcijosF ir U turi tolydZias dalines iSvestines pagal visus argumentus
iki antros eibs imtinai, o skdiiy d parinktas taip, kad aé9t yra netusia. Taikant
Lagranzo daugikliy metoda, izoperimetrinis uzdavinys susiveda j jau iSregrmari-
acinio skatiavimo uzdavinj be papildomy funkciniy salygy. |rodysime pagiassia
Oilerio teoremos varianta.

1.2teorema. (Oilerio) Tarkime, funkcijay € 9 suteikia(1.59 funkcionalui ekstre-
muma ir réra funkcionalaJ ekstremad. Tada egzistuoja skaiis \ toks, kad funkcija
y yra funkcionalo

H(y) = 1(y) + \J(y) (1.60)

ekstremad.
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< Tarkime, kad funkcijay € 91 suteikia (.59 funkcionalui ekstremuma irara
funkcionalo.J ekstremaé. Laisvai pasirenkame funkcijas, 7. € C3°(a,b) . Funkcija
y + e1m + e2m2 priklauso kokiai nors silpnai funkcijog aplinkai, jeigu tik skatiy e,
ir eo moduliai yra pakankamai mazi. Apiatkime dviejy realiy kintamyjy funkcija
D(e1,e2) = J(y +e1m1 + e2m2). JOs pirmos eds iSvestigs

b
_/[q,y_%(q;y,)}md% i=1,2.

61:4’:‘2:0

0d
661'

a

Pagal teoremos salyga funkcijanera funkcionala/ ekstremad. Tockl reidkinys

d
[‘I'y - %(\PU’)}
tapiai nelygus nuliui ir funkcija), galima parinkti taip, kad

b

— /{xyy - %(qzy,)}ng dz # 0.

5125220

oo
862

a

KadangiJ(y) = d, tai taskag0, 0) yra lygties®(¢1,22) = d sprendinys. Remiantis
neiSreikstiniy funkcijuy teorema, lygti®(c1,22) = d apibZias, kaip kintamojozs,
funkcija, jeigu tik skatiause; modulis yra pakankamai maZas. Be to, iSvestin

fb[q’y - %(\I’y’)}nl dx

a
b

() o

a

d52 q)gl

dz’fl e1=0 (I)EQ

51:62:O

TaSkas; = 0yra funkcijos@(sl) = I(y+e1m +e2(21)n2) lokalaus ekstremumo
taskas. Todl

@' (1), _, =0
Sia salyga galima uZrasyti taip:
b b
/[Fy ) mde+ % L /[Fy L B e =
b b
= /[Fy - %(Fy,)]m dz + A/[\Ily - %(\py,)]m dz = 0; (1.61)

Cia
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TeguF + AV = H. Tadal(.6]) tapatybe galima perrasSyti taip:

d
/{Hy - @(Hy')}m dr =0, VneCy(a,b).

Pasinaudojd..1lema, gausime, kad funkcijaturi tenkinti Oilerio lygt;:

d

Hyf%

(H,) =0. (1.62)

Taigi y yra funkcionalo

ekstremad.

Jeigu i§ anksto yra Zinoma, kad ekstreagzistuoja, tai remiantis Oilerio teo-
rema ja galima rasti. 13 tikryjy, integruodarii.62) Oilerio lygtj rasime jos bendrajj
sprendinjy = y(C1, Cs, A). Jis priklauso nuo trijy laisvy konstanty: dviejy integrav-
imo konstantyCy, Cs ir parametro\. Remiantis Oilerio teorema ieSkomas sprendinys
priklauso Siai ekstremaliy Seimai. Teldbelieka tik apibezti parametrug’y, Cs ir .

Jie randami i$ dviejyl(,57) krastiniy salygy ir'1.58) funkcines salygos.

Pastabos:

1. Teorema iSliks teisinga, jeigu joje funkcijapakeisime vektorine funkcijg =
(y1,...,yn). Beto, vietojell.58) funkcines salygos galime imti bet kokj baig-
tinj skaiciy tokiy salygy.

2. Suformuluotas izoperimetrinis uzdavinys susiveda j pdpaasia variacinj uz-
davinj su funkcionall/ = I+ \J. Jeigu funkcionalg? padauginsime i$ kokios
nors konstantos, tai gauta funkcionala atitiks ta pati ekstremaliy Seima kaip ir
funkcionalaH. Todel funkcionalaH galime uzraSyti simetrigje formoje

H =X I+ X J.

ISskirkime atvejj, kai\; = A\, = 0. Tada ail@ funkcinalol ekstremaliy, ku-
rioms funkcionalas/ jgyja pastovia reikSme sutampa su aibe funkcinalek-
stremaliy, kurioms funkcionalakjgyja pastovia reikSme.

Pavyzdziai:
1. TeguM yra tokiy funkcijy {y € CL(0,n), y(0) = y(r) = 0} aibe, kad
funkcionalas

™

J(y) = /ysinxda: =1.
0
Aibeje M reikia rasti funkcija, kuri funkcionalui

I(y) = /y’g(ﬂc) da

0
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suteikia bent silpna lokaly ekstremuma.
Sudarome funkcionala
H(y) = I(y) + AJ(y).
Jj atitinka Oilerio lygtis
2y" — Asinz = 0,

kurios bendrasis sprendinys

A
y= —Esinx—FC’lx—FCg.

Pareikalave, kad ekstrenga) € 9 gausimeC; = Cy = 0, A = —4/x. Todel
ieSkoma ekstremal
Yy = —sinx.
™
Parodysime, kad ji suteikia funkcionalfiabsoliuty minimuma.
Tegu funkcijan € C1(0, ) ir tenkina salyga/(n) = 0. Tada funkcijay+n € 9

ir skirtumas
I(y+n)—f(y)=/[(y'+n’)2—y’2} dz:2/y’n’dz+/n’2dx:
0 0 0
e [ 7z [ /2
=2y'n —Q/yndx—i—/n dr =
=0
0 0
12 72

:2/y77dm—|—/n dm:/n dx > 0.

0 0 0

2. Aibeje glodziu ilgiod kreiviy, jungiartiy du dotus taskud ir B, rasti ta, kuri,
kartu su atkarpal B, apriboja didZiausio ploto figra.
Tarkime, taSkaid ir B yra x aSyje ir turi koordinates, 0 ir b,0. Be to, tegu
kreive [, jungianti Siuos taskus, randasi vir&sSies ir ja galima apieti lygtimi
y =y(z), z € (a,b). Figuros, esatios tarpx asies ir kreies! (Zr.[2.6 pav.),

Y

plotas lygus
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Kreivesl ilgis
b
J(y) = /\/1 + 9% dx = d.

Taigi reikia rasti funkcijay, kuri suteikia funkcionaluil didZiausia reikSme ir
tenkina papildoma salygé(y) = d.
ApibréZime funkcionala

b
H(y):/H(y,y’)dm; H(y,y) =y+A\/1+y>

Kadangi funkcijaH tiesiogiai nepriklauso nue, tai §j funkcionala atitinkanti
Oilerio lygtis tiri pirmajj bendrajj integrala

/
y+ M 1+y? - —L— =C
V14 y?

Suprastine jj, gausime
A

\/1+y’2.

y=0Cr—
Tarkimey’ = tg . Tada
y=C1 — Acosp.

Diferencijuodami §j reiSkinj pagal, gausime

d
y = )\singo—(p =tg .

dx

IS Cia randame
x = Asinp + Co.
Kartu gauname Oilerio lygties ekstremaliy Seima
y=C1—Acosp, z=Asinp+ Cs.
Eliminave i3 Siy ly@iy parametrg, gausime lygtj
(x —Co)* + (y — C1)% = N2

Akivaizdu, kad Si lygtis apil®zia apskritimy Seima. Taigi, jeigu ieSkoma ek-
stremad egzistuoja, tai ji apit@zia apskritima. Parametrds;, Cs ir A vien-
areikSmiskai galima rasti i$ dviejy krastiniy salygy ir papildomos furdécsa-
lygos.
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1.11 SALYGINIO EKSTREMUMO UZDAVINYS

Variacinio skatiavimo uzdaviniuose papildomos salygos galtivairaus pavidalo.
Kartais papildoma salyga susiveda j tai, kad ieSkomoji ekstremuai gukti tam tik-
rame paviriuje. Siame skyrelyje nagesime paprasausia variacinio skaiavimo
uzdavinj su tokia salyga. Tarkime, funkcijgsz € C![a, b] tenkina krastines salygas

yla) =ay, yb) =01, z(a)=as =z(b) =05 (1.63)

ir lygtj
d(x,y,z) =0. (1.64)

Tokiy funkcijy aikeje reika rasti tas, kurioms funkcionalas

b
I(y,z) = /F(ay,z,y',z’)dw (1.65)

a

jgyja ekstremalia reikSme.

Geometrie Sio uzdavinio interpretacija yra tokia. Reikia rasti kreive, kuri yra
(1.64) pavirSiuje, eina per du taskus ir suteikiagZ) funkcionalui ekstremuma.

Jeigu iSl(.64) salygos: galetume iSreiksti kaip funkcija nueir y, tai jstate gauta
jos israiSka ] .65 funkcionala gautume uzdavinj be jokios papildomos salygos. Pa-
nauduosime Sia &a iSvesdami lygtis, kurias turi tenkinti ieSkomosios funkcijois
Z.

Tarkime, funkcijosy ir z tenkina [(L.64) lygtj, (1.6 krastines salygas ir suteikia
funkcionalui(y, z) bent silpna lokaly ekstremuma. Be to, tegu funkcijoslaline
iSvestire

P, (z,y(x),2(x)) #0, V€ [a,b]°. (1.66)
Tada iS/(.64) lygtiesz galima iSreiksti kaip kintamyju: ir y funkcija. Vadinasi, 1.64)
lygtj galima uzrasyti taipz = o(z,y) ir z(x) = ¢(x,y(z)). |state j (L.65) vietoje z
funkcija ¢, gausime funkcionala:

b b
/F(x,y,w(x,y)7y’7<px(x,y)+<py(fc,y)y’)dw5/\If(x,,%y’)dw-

a a

Funkcijay suteikia Siam funkcionalui ekstremumadj@u dabar jau besalyginj). Tetl
ji turi tenkinti Qilerio lygtj:

—(¥y) =T, =0. (1.67)
Kadangi

\I/y:Fy‘i‘Fz(Py“"Fz’((pa:y"'@yyy,)v Uy = Fy + Forpy,

3Sia salyga galima pakeisti bendresne
2 2
@y (2, y(2), 2(2)) + (2, y(2), 2(2)) #0, Vz € [a,b].
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d d d (0]
@(\I/y/) = %(Fy') + %(FZ’)@ZJ +FZ’(‘Pch +§0yyy/)a Py = _5y7

tai (1.67) lygtj galima perradyti taip:

d d

() =By~ (- () — o) gL =0, (1.68)
ISilgai kreivesy = y(z), z = z(x) reiSkinys

d
@(Fz') - F;

P,

yra kintamojoz funkcija. Pazynekime jj A(x). Tada (L.69) lygtis iSsiskaido | dviejy
lygCiy sistema:

d
—(By) = F, = A2)®, =0,
(o) = B A@). =0

Sia sistema galima uZra3yti taip:

d

—(Ep) —Fy =0, (1.69)
L)~ =0, (1.70)
de\ # =7 '

Cia F* = F + \®. Kartu jroceme tok| teiginj: Tarkime, diferencijuojamos funkci-
josy ir z tenkina(1.64) lygtj, (1.69 krastines salygas (1..65) funkcionalui suteikia
ekstremuma. Tada jos turi tenkiii.69 ir (1.70) lygtis.

ISvestos/1.69) ir (1.70) lygtys yra Qilerio lygtys funkcionalui

b
I'(y,2) = /F*(x,y,z,y’,z’) dx.

a

Atkreipsime @mesj j tai, kad Lagranzo daugiklisyra kintamojox funkcija. Elimi-

nave\ ir z is (1.64), (1.69 ir (1.70 lygCiy, gausime funkcijog atzvilgiu antrosios

eiles diferencialine lygtj. Jos bendrasis integralas priklauso nuo dviejy laisvyjy kon-

stanty. Sioms konstantoms aibti yra dvi krasties salygosy(a) = a1, y(b) = 1.
Pavyzdys. Glodziy sferoje

Sp={(z,y,2) e R®: 2? + 4> 4 22 = R?}
kreiviy ailkeje, jungiaBiu du duotus sferos taskus, reikia rasti maziausio ilgio kreive
(tokios kreives vadinamos geode&mis kreiemis).
Sferinese koordinagse sferos lygtis yra apietiama taip:

= Rcospcosf, y= Rsinpcosf, z= Rsinb,
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v €[0,27n], 0 € [—7/2,7/2].

Tarkime, ¢ = (0) yra ieSkomos kre@s sferojeSy lygtis. Be to, tegu duotus
taSkus sferoje atitinka parametforeikSnes 6, 6,. Tada kreies, jungiagios Siuos
sferos taskus, ilgis

02
I(p) = / \/E(p’2 +2F 0 + GO'* db;
01

¢aE = rl = R*cos’0, F = ryorg = 0, G = rj = R? yra sferos pirmosios
kvadratires formos koeficienta#) = 1. Nagrinejamu atveju funkcionalas

02
I(go):/\/1+cp’200520d0.
01

Jj atitinka Qilerio lygtis
d @' cos? 6
| —L=_"_ | =o0.
do 1+ ¢%cos?d

@' cos?

Jos pirmasis integralas

— = (.
14 ¢'* cos2 6
Atskire kintamuosius jj galima perraSyti taip:
d—< g0

d<p _ \/1-C?

C2
1— _512 tg? 6

1

Integruodami abi Sios lygties puses, gausime bendrajj Oilerio lygties sprendinj

(p = — arccos _ G tg 8+ Cs.
Vi-ct
Jj galima perrasyti taip:
tgl = 7671 “ cos(Cy —p) = —= 1C71 “
Padaugine kaire ir deSine Siy lygybiy puse®Rigos 6 ir grize prie kintamyjyz, y ir
z, gausime

/ 2 / 2
z=Ax+ By, A= 1’%1701005027 B = Rlic1
1 1
IS Cia iSplaukia, kad ieSkoma kre&wra plokStumoje, eindioje per koordinéiy pra-
dZia. Tokios plokStumos iSkerta sferoje didziosius apskritimuselgalime tvirtinti,
kad geodezia kreive sferoje yra mazesnis didziojo apskritimo lankas, jungiantis du
duotus apskritimo taskus.
Pastabos:

(cos Cq cos ¢ + sin Cy sin ).

sin Cs.
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1. Jeigu (L.64) salygoje funkcija® nepriklauso nuo iSvestiniy’ ir 2/, tai tokia
salyga yra vadinamholonomine prieSingu atvejwneholonomine |rodytas tei-
ginys iSlieka teisingas ir neholonongs salygos

‘I)(x,y,z,y’,z/) =0 (171)
atveju (zr. B, [3]).

2. Oilerio lyggiy sistema holonomas ir neholonomies salygos atvejais iS egs
skiriasi. Tai susije su tuo, kad neholonominiy salygy atvéj9) ir (1.70)
lygtys yra pirmos e#s lygtys funkcijos\ atzvilgiu.

3. Nagrirgjant tokio tipo uZdavinius, holonominiy arba neholonominiy salygy gali
buti bet koks baigtinis skaius (zr. B]).

P avyzdys. Kokia uzdara kreiveuri skristi lektuvas, kad per laik& apskri-
ety didziausio ploto figra, jeigu ktuvo greitis, kai Bra \ejo, lygusuvg, 0 vejo greitis
a yra patovus ir turi pastovia kryptj.

Tarkime \ejo kryptis yra nukreipta aSies kryptimi ir ektuvo paétj laiko momentu
t galima apibezti lygtimis:

Be to, tegu
a = aft)

yra kampas tarp aSies ir €ktuvo krypties. ektuvo gre€io vektorius
v(t) = (2'(t), ' (1))-
Antra vertus Sis gréio vektorius
v(t) = (vg cosa + a,vpsin ).
Sulygine Sias reikSmes gausime
2 =vgcosa+a, Yy =vysina. 1.72)

Plotas figiros, kurios konturu skrendaktuvas, iSreiSkiamas integralu

T
/y—yo:
0

Taigi reikia rasti kreivel, kuri tenkinty (L.72) salygas ir suteikty funkcionalui(l)
didziausia reikSme.
Apibrezkime funkcionala

M\H

T
I“(l) = /[my’ —yx' — M\ (2’ —vgcosa —a) — \a(y — asina)]dt.
0
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Cia turime tris neZinomas funkcijos

Jas atitinka trys Oilerio lygtys:

d d )
%(Fx/)fo—O < %(*y*)\l)*y —O,
i(F)—F—O <:>£( — X))+ =0
ar v T e T YT =0

d

%(Fa/) —F,=0 <= —\isina+ Aycosa=0.

IS pirmyjy dviejy lygiy randame
204+ Co = Ag, 2y+Ci1 = —)1.

Koordin&iy pradzia perkelkime lygiagéai koordin&iy aSims taip, kad konstan-
tos Cy, Cy buty lygios nuliui. Tada, paZygje naujas koordinates tomis giamis
raidemis, gausime

x=XA/2, y=-—X\/2.

Apibrezkime polines koordinates
T =7rcosp, Yy=rsine.

IS pastaryjy dviejy formuliy iSplaukia, kad

tgp= ¥ =N
14 X )\2.
Be to, reisSkinys
A1 "
— = Ctg Q.
N 08
Todel yra teisiga formwé
tgp = —ctga.
IS jos randame
a=p+m7/2

Kartu galime tvirtinti, kad kiekvienu laiko momentikampas tarpéktuvo krypties ir
packties vektoriy yra status.
|state rastav reikSme j [(L.72) formules, gausime sistema

¥ = —vpsing +a, Yy = wvgcosp.
Padaugine pirmaja lygytj i8, antraja iSy ir abi gautas lygtis sugle gausime lygtj

xx' +yy = ax = arcos = arsina.
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Ja galima perrasyti taip:

T .
r— = arsindao.

dt
Kadangisin o = ' /v, tai

dr _ady

dt  wodt

Suintegrave pastaraja lygtj, gausime
r = gy +C.
Vo

Tai yra elipgs lygtis, kurios vienas i$ zidiniu yra koorditig pradzios taske. Jos
ekscentricitetas = a/vy < 1 (pagal uzdavinio prasme). Tedelipses didZioji aSis
nukreiptay aSies kryptimi.

——

R —
R —

R —

2.7 pav.

Taigi didZiausio ploto figra, kuria apibeZia skrisdamasektuvas, yra elips. Sios
elipses didzioji aSis yra nukreipta statmenajw krypciai. Be to, Ektuvo kryptis
kiekvienu laiko momentu yra ortogonatiktuvo radiuso vektoriui (Z2.7 pav.).
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1.12 VARIACINIO SKAI CIAVIMO UZDAVINYS

PARAMETRINE FORMA
Tegu! yra kokia nors kreig, esanti plokstumoj&?. Sioje plokstumoje ne visada
egzistuoja ortogonali koordigay sistemaDzy, kurioje kreivel galima apibeZzti lyg-

timi y = y(z). Todel natrralu iSnagrieti bendrajj atvejj, kai krei& ! yra apibezta
parametriemis lygtimis:

x=(t), y=1v), telt,ta]

Tokiy kreivesi parametrizacijy egzistuoja be galo daug. IS tikryjy, jeigu
g:(11,7m2) — (t1,t2)

yra kokia nors monotonisSkai dgjanti diferencijuojama funkcija ir

tai _
T = @(7)7 Yy = 1/’(7)7 TE [Tla TQ]
yra kita kreives! parametrizacija.
Pavyzdys. Paramet@s lygtys:

x =acost, y=asint, tE[-m, 7|

plokstumojeR? apibeZia apskritima. Tegu = tg¢/2 Tadat = 2 arctg 7 ir gauname
kitas apskritimo parametrines lygtis:

1—72 2a1

:a71+72’ y:71+72, T € (—00,00).

x
Tegul yra kokia nors kreig, apibezta parametriemis lygtimis
v=x(t), y=y(t), telt,ta]

Apibrézkime funkcionala

ta

HU:/F@%%@Mﬁ. (1.73)

ty

| §j integrala reikia Ziyeti kaip j funkcionala priklausanti nuo kredg!l, o ne kaip |
funkcionala, priklausanti nuo dviejy funkcijy ir y. Paprasiausias variacinio skéi
avimo uzdavinys Siam funkcionalui formuluojamas t&lpikia rasti glodZia kreive,

kuri Siam funkcionalui suteikia ekstremalia reikSriiaip suformuluotas uzdavinys turi
prasme, jeigu funkcionalo reik@mepriklauso nuo konkéeos kreives! parametrizaci-
jos. Taigi formuluojant variacinio skéiavimo uZdavinj parametrine forma pointe-
gralines funkcijos negalima pasirinkti laisvai. Rasime salygas, kurias turi tenkinti
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funkcija F', kad [1.73 funkcionalas nepriklausyty nuo konkies kreives! parametri-
zacijos.
Tegux ir y yra kokio nors parametro funkcijos ir z(t;) = a, z(t2) = b. Tada
integrala
b

/F(x, v,y ) dx

a

galima perrasyti taip:
2

Y .
/F(:I:,y, g_j)xdt.
t1
Atkreipsime @&mesj j tai, kad Sio integralo pointegradifunkcija tiesiogiai nepriklauso
nuo kintamojot ir yra homogenig pirmo laipsnio funkcija kintamyju: ir  atzvilgiu.
Jrodysime, kad[{.73 funkcionalas nepriklauso nuo konkies kreives! paramet-
rizacijos tada ir tik tada, kai pointegraéirfunkcijaF’ tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojot ir yra homogenig pirmo laipsnio funkcija kintamujy: ir ¢ atzvilgiu.
Tegu
z=p(t), y=v(), telt,ta],
yra kokia nors krei@s! parametrizacija ir

g: (7—157-2) - (tlatQ)

yra monotoniskai digjanti diferencijuojama funkcija. Tada

r=o(1r)=¢(g(1), y=1u(r)=4¢g(r), 7¢€ln,mnl

yra kita kreives! parametrizacija. JeiglL(73 funkcionalas nepriklauso nuo konkre-
Cios kreies! parametrizacijos, tai

2

[ Fltot. o090, 0) de =

t

- / F(r, (1), $(r), §(r), 9(r)) dr. (1.74)

Tegu
h : (tl,tg) — (’7’1,7’2)
yra funkcijosg atvirkstire funkcija. Tada

dr=hit)ydt, $(t) = Frh(t), 0(t) = Sht). h(t) >0
ir (1.7 lygybe galima perrasyti taip:

[ Fltsoto). vt eto. vy de =
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2

= /F(h(t),w(t),w(t%¢(t)/h(t),¢(t)/h(t))h(t) dt.

ISvedant Sia lygybe, vietoje visos kréll galima imti bet kokj jos lanka. Tazl
ji iSliks teisinga, jeigu integravimoéziust,,t, pakeisime bet kokiais kitaiseFiais
th,th o t1 <) < th <ty Tefiau tai yra jmanoma tik tuo atveju, kai pointegratn
funkcijos sutampa, t.y. kai

F(t,0(8), ¥ (1), (1), $(t)) =
= F(h(t), o(t), (t), () /() (1) /h(1)) h(t). (1.75)
Pame ((.75) formuleje funkcijah(t) = t + C, gausime
F(t,o(t),9(t), o(t), () = F(t + C,o(t), (1), 9(1),4(1)).

Si lygybe yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojot, t.y. kai
F=F(z,y,i,59).

Imkime (1.75) formuleje funkcijah(t) = kt, k = Const > 0. Tada
F(o(t),0(t), 9(1),9(1)) = F(p(t), (1), &(t) /K, (1) k).
Pastaroji lygyke yra ekvivalenti tokiai:
F(a,y, ki, ky) = kF(z,y,2,9). (1.76)

Pagal apibeZima tai reikia, kad’ yra homogenia pirmo laipsnio funkcija kintamyjy
& ir g atzvilgiu. Tiksliau, funkcijaF' yra teigiamai homogen@pirmo laipsnio funkcija
kintamyjy z ir ¢ atzvilgiu, nes daugikli¢ > 0.
Jeigu funkcijaF' tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojoir teigiamoms daugiklio
k reikSmems tenkina/1.7€) salyga, tai yra teisingal(75) formule. Savo ruozZtu tai
reiSkia, kad'1.73 funkcionalas nepriklauso nuo konkies kreives/ parametrizacijos.
PavyzdzZiai:

1. Tegul yra uzdara kreig plok$tumojeR?, apibeZta parametrmis lygtimis:
z==z(t), y=uyt), tElt,ts]

Tada plotas figros, apribotas kreive lygus

2. Tegul yra kreive plok§tumojeR?, apibrezta parametriemis lygtimis:

x=ux(t), y=y(t) tE [t1,ta].
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Tada kreies! lanko ilgis
to
I(l) = / Va2 + g2 dt.
t1

Abiem atvejais pointegralinis reiskinys tiesiogiai hepriklauso nuo kintamajoyra
homogenig pirmojo laipsnio funkcija kintamy g, ¢ atzvilgiu.

Tarkime, funkcijal’ tiesiogiai neprilauso nuo kintamojar teigiamoms daugiklio
k reik§mems tenkina®.7€) salyga. Be to, teg yra kokia nors sritis plok$tumojg?;
M — aibe glodZiy trajektorijy, esdiy srityje 2 ir jungiarCiy du taskus (trajektorija
— tai kreive kartu su a@jimo kryptimi). Pagrindinis variacinio sk&avimo uzdavinys
funkcionalui

to
10) = [ Plovy.d.9)d (L.77)
ty

formuluojamas taipaibéjed reikia rasti kreive, kur(1.77) funkcionalui suteikia eks-
tremuma.Cia turime omenyje absoliutyjj ekstremuma. Norint ap#ir lokaliojo ek-
stremumo salyga, kaip ir neparametriniu atveju reikia agatirkreives aplinkos sa-
voka.
Sakysime, kreig [, yra kreives! stiprioje e aplinkoje, jeigu egzistuoja parametri-
zacijos
l: TZ()D(t)a y:’(/)(t)a te (t17t2)7
h:z=pi(t), y=i(t), te(t,t2),
tokios, kad

(p1(t) = ()" + (¥a(t) = ¥(1)* <%, Wt e [, o],
Jeigu kartu su Sia nelygybe yra patenkinta dar ir nelggyb

2

(@1(t) — (1)) + (1) — (1) <
<é’ \/%bz(t) + R\ + 030, V€ [, ta),

tai sakysime, kad kre@/; yra kreives! silpnojee aplinkoje.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad Sios nelygs yra invariantias galimy kreies!
parametrizacijy atzvilgiu. Be to, jos turi paprasta geometrine prasme. Pirmaoji nely-
gybeé rodo, kad atstumas tarp atitinkamy kesv ir kreivesi; tasky nevirSija. Jeigu
yra teisinga antroji nelygyd tai galima jrodyti, kad kampas tarp liestiniy atitinkamu-
ose kreies! ir kreivesl; taSkuose nevirSijac /2 (smulkiau apie tai zr/d] knygoje).

Tarkime, kreie

L: 1':1'(t), y:y<t)7 te[tlatQ]v lem

suteikia I(L.77) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma. Be to, tegun, €
CSO (tl, tg) . Tada kreie

h:w=xt)+em(t), y=y(t)+eam(t), telti,to],
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yra kokioje nors kreies! silpnoje aplinkoje, jeigu tik; ir eo moduliai yra pakankamai
mazi skatiai. Integralas
I(ll) = @(61752).

yra dviejy realiy kintamuyjy funkcija. TaSka$,0) yra funkcijos ® lokalaus ek-
stremumo taskas. Téd

®.,(0,0) =0, &.,(0,0)=0.

IS Siy salygy, lygiai taip pat kaip ir neparametriniu atveju, gauname, kad funkcijos
x = x(t) ir y = y(¢) tenkina Oilerio lygtis:

d
i

Jeigu funkcijose ir y yra dukart tolydZiai diferencijuojamos, tai aldi.7€) lygtys
yra antros e#s diferencialips lygtys. Kadangi kre@s/ parametrizacijy yra be galo
daug, tai Sios lygtys turiltti priklausomos. PrieSingu atveju jos agbty ne tik kreive
[, bet ir jos parametrizacija. |rodysime, kad abiq€) lygtis galima suvesti j viena.

Kaire ir deSine/1.7€) formules puses diferencijuokime parametratzvilgiu, o po
to imkime parametr& = 1. Tada gausime formule

F) — F, =0, %(Fy) —F, =0 (1.78)

Fyi + Fyj = F.

Diferencijuodami Sia formule kintamyju, y, 2, ¢ atzvilgiu, gausime atitinkamai to-
kias formules:
szi”Fm-i-Z)Fyx, Fy:szy+yFuy7

0=3Fs; +9Fsy, 0=iFsy+yFy,. (1.79)
Paskutines dvi formules galima perrasyti taip:
Fie  Fiy  Fy
T A e

Bendra Siy santykiy reikSme pazgkime F;. Pasinaudojel(.79 formulemis, (L.79
lygtis perraSysime taip:

EFs0 + 0Fsy + EFs + §Fsy = 2F30 + U Fya,
TFyy +yFyy + TFys + §Fyy = 2 Fyy + 9Fy,.
Suprasting vienodus reiSkiniushk;, Fyy, Fyy iSreiSkeF, gausime dvi lygtis:
9[(Fiy — Fya) + (9 — &) F1] =0,
& [(Fyw — Fay) + (& — 9it) Fy] = 0.

Kadangiz? + 2 # 0, tai reikinys lauztiniuose skliaustuose tuttblygus nuliui.
Vadinasi, I(.79) lygtys susiveda ] viena Oilerio—\Vejerstraso lygtj:

Fiy — Fyo + (93 — &)1 = 0. (1.80)
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Prie Sios lygties su dviem nezinomom funkcijanir y reikia prijungti dar viena lygtj,
kuri charkterizuoja konkrety paramettgparinkima. PavyzdZziui, jeigu parametta
apibeztume kaip kreigs! lanko ilgj s, tai i5 formuksds? = dx? + dy? iSplaukty, kad
funkcijos ir y turi dar tenkinti lygtji2 + 2 = 1.

Jeigu (L.80) lygtyje F; # 0, tai ja galima perrasyti taip:

Fioy— Fyo & — 9
i (552 + 92)3/2 - (L'v2 + 1'12)3/2 :

Kairé Sios lygties pusyra nulires eies homogenia funkcija kintamyjuyz ir ¢ atZvil-
giu, o deSie pu® yra kreies! kreivis. Tocel paskutim lygtis, kartu ir[(..80) nesike€ia,
pakeitus kreies/ parametrizacija.

ISvesdami 1.78) Oilerio lygtis, reikalavome tik pirmyjyz ir ¢ iSvestiniy toly-

dumo. Toel Siose lygtyse iévestini%(FT-) ir %(Fy) negalima skleisti pagal Zinoma
sucktines funkcijos iSvesties skatiavimo formule. Norint jrodyti antros &bk iSves-
tiniy Z ir ¢ tolyduma, reikia jrodyti Hilberto teoremos analoga parametriniu atveju.
Tokia teorema yra teisinga. Reikia tik salyfg, # 0 pakeisti salygd; # 0 (jrodyma
Zr. |3] knygoje).

Suformuluosime paprégusia izoperimetrinj uzdavinj parametrine forma. Tegu
M yra aike glodziy kreiviy, apibtezty parametriamis lygtimis

r=ua(t), y=yt), teltto]

ir jungiarciy du duotus tasku®;, P,. Reikia rasti tokia kreivg € 91, kad funkciona-
las

to
1) = / Fla,y,i,7) dt
ty

igyty ekstremalia reikSme, o funkcionalas
t
J() = /\Il(x,y,m',g)) dt = d = const;
t1
Cia F' ir ¥ yra teigiamai homogenés pirmo laipsnio funkcijos kintamuji, ¢ atzvil-
giu.

teisingi ir funkcionalams parametgje formoje. Tarkime, funkcijo$’ ir ¥ yra dukart
diferencijuocjamos visy savo kintamyjy atzvilgiu. Tada yra teisinga tokia teorema.

1.3teorema. Tarkime kreiel, apibeZta parametrigmis lygtimis

z==x(), y=uy(t), tEelt,ta],

yra suformuluoto izoperimetrinio uzdavinio sprendinys. Tada egzistuoja tokia kon-
stanta)\, kad ji yra funkcionalo

12
HO) = [ Hpag) e, H=F+ .
t1
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ekstremad, t.y. tenkina Oilerio lygtis:

d

d
7 (Hi) —H, =0,

2
Pavyzdys. Aigje uzdary kreiviy, kurios apibtia figira ploto S, rasti ta,
kurios lanko ilgis maziausias.
Tarkime,l yra uzdara kreig, apibeZta parametrimis lygtimis

Hy) — H, = 0.

z=uz(t), y=yt), tEet,ta]
UzZdarumo salyga reiSkia, kad jos abu galai sutampa, t.y

x(t) = x(tz), y(t) = y(t2).

Kreivesl lanko ilgis
2}
I(l) = /\/x'Q + g2 dt.
t1

Figuros, apribotos kreivé plotas

ta

J(l):%/(xy—yﬁc)dtzs.

t1

Taigi reikia rasti tokia uzdara kreivg kuriai funkcionalad jgyja ekstremalia reikSme,
o funkcionalas/ zinoma reikSmes.
Apibrézkime funkcionala

to
) = [ Hisy.d9)d
t1

Cia funkcija
A
Sj funkcionala atitinka Oilerio lygtys:

d d
SHy-H,=0, =
dt dt

Jos susiveda j Oilerio —\Vejerstraso lygtj

Hy—H, =0.

Hyy — Hy dij — i

H1(¢2+y2)3/2 - ($2+y2)3/2'

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad reiSkiniai

Hy, ) o
(Hyy — Hys) = N, Hy = =% = (3% + %) 732

—3y
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Todel pastaraja lygtj galima perrasyti taip:

ij—gi 1

= (32 + 2)3/2 .

Cia 1/r yra kreives! kreivis. Taigi kreives! kreivis yra pastovus. Vadinasi ieSkoma
kreive yra apskritimas.

P astab a. Siateorija galima apibendrinti, kgra kreive erdeje R* arbaR".
Be to, ja taip pat galima apibendrinti ir kartotiniams integralams.
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1.13 TRANSVERSALUMO SALYGA PARAMETRINEJE
FORMOJE

Tarkime, funkcijaFF = F(x,y,,y) tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojoir yra
teigiamai homogeni pirmojo laipsnio funkcija iSvestinig:, ¢ atzvilgiu; 9t — aibe
glodziy kreiviy, kuriy vienas galas laisvai gali giilkreivel; : o(z,y) = 0, 0 kitas
yra fiksuotas taSké, (z2, y2). Be to, tegu funkcijax turi tolydzias pirmos eds dalines
iSvestinesy,, oy, i$ kuriy bent viena nelygi nuliui.

leSkosime kreiesl € M, kuri funkcionalui

to
10) = [ Flaey.ai)e (1.81)
t1

suteikty ekstremalia reikSme.

Tarkime, kreie ! € 91, apibezta parametrigmis lygtimis

x:m(t)v y:y(t)’ te [t17t2]a

suteikia ([.81) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma. Be to, tegu krédiv
apibezta parametriemis lygtimis,

T=uat)+em(t), §=uy(t)+eam(t), te[t,ts]

priklauso aibedt. Tadan, (t2) = 12 (t2) = 0, tadkag(t1), §(t1)) € Iy ir  yra kokioje
nors silpnoje ekstremas! aplinkoje, jeigu tik skaliy 1, e2 moduliai yra pakankamai
mazi.
Apibrezkime dviejy realiy kintamyjy funkcija
to
P(e1,62) = /F(x(t) +e1m(t), y(t) +eana(t), (1) + e (t), y(t) + e2n2(t)) dt.

t1
Kreive ! € 9. Todel tadket = ¢, turi buti patenkinta salyga

V(er,e2) = a(x(ty) +em(tr),y(t1) + eamz(t1)) = 0.

Taskaq0, 0) yra funkcijos® lokalaus ekstremumo taSkaslif0, 0) = 0. Todel egzis-
tuoja tokia parametra reikSne, kad

=0.

61:(32:0 -

o, + )\\Ilsl| =0, &, + )\\1152]

E1=€2 =0 -
ISvestires
12

d t=t:
‘1)51(61752)|51:82:O = /{Fx - %(FJ)}M dt + Fym|,_, = —Fim|,_, ,

t1
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to
d t=t
(I)sz (61’81)‘61:62:0 = /|:F’ll — % (Fy)i|’l]2 dt + Fyn2|t:tj = _Fynz‘t:tl’
t1
nes ekstremalr = z(t), y = y(t), t € [t1, 2] tenkina (L.78) Oilerio lygtis irn; (o) =
n2(t2) = 0. 18vestires
Ve, eymo = Qulz().y()m )],

v, |51:52:0 = ay(a?(t),y(t))ng(t)|t:tl,
Todel taSket = ¢, turi buti patenkintos tokios salygos:

(=F3 +Xag)m =0, (=Fy+ Aay)n2 = 0.

Suprastine Sias lygybesg(t) ir n2(t1) ir eliminave parametra gausime, kad taske
t = t; turi buti patenkintatransversalumesalyga

F@Ozy — Fyaz =0. (182)

Parodysime, kacl(82) transversalumo salyga sutampa §bf) transversalumo
salyga, kai parametras= x. IS tikryjy, tegut = z. Tada

F(z,y,i,9) = F(z,y,1,9/2)d = F(z,y,y)4,
FoeFPii-Fy- (L) = F-yF,
x Yy j)2 y Yy
o5 1 =
Fy=i-Fy-~=Fy
ir (1.82) transversalumo salyga galima perrasSyti taip:
(F — y/ﬁy/)ay — Fy/am =0.

Akivaizdu, kad pastaroji salyga sutampal&bg) transversalumo salyga.

P astaba. Jeigu kitas ekstregml galas ®ra jtvirtintas, o laisvai gali jueti
kreivels : B(x,y) = 0, tai Siame ekstremas gale turi fiti patenkinta transversalumo
salyga

Fify — FyB, = 0. (1.83)

Pavyzdys. Tegd yra aile glodziy kreiviy, kuriy vienas galas yra tegs
l1 : ax 4 by + ¢ = 0, o kitas taskePs(z2, y2). Aibéje 9t reikia rasti kreivel, kurios
ilgis yra maZiausias.

Tarkime, kreie ! € 9, apibeZta parametrizmis lygtimis:

x==xz(), y=uy(t), tEe€lt,ta],

turi maziausia ilgj
to

I(l) = /\/a'c2 + y2 dt.

t1
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Tada funkcijose ir y tenkina Oilerio lygtis:
i(#) —0, i(#) _o.
dt /52 + y'2 dt /32 +yQ
Jy pirmieji integralai:
T Y
— =0, —=0,.
VE+E D R

Siose lygtyse konstant@s;, C, yra priklausomos. Tiksliau jos tenkina salyga

C? 4+ 03 =1.
Be to, _
y_C
z Ci

Todel galime tvirtinti, kad ieSkoma ekstrenéayra tieg. TaSket = ¢, ekstremad yra
tiessjel;. Todel Siame taske turilti patenkinta transversalumo salyga

Z b— y a
\/:t2+y2 \/$2+y2

Ja galima perrasyti taip:
y b

£ a
Taigi ekstremad [ ir tiese [; yra statmenos. Pareikalave, kad ekstramalty per tasSka
P,, gausime ekstremas lygtj

b
Y—yo = a(w—xz)-

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad ekstremig! ir tiesesl; sankirtos tasSko koordinas

b2z — abys — ac —abxa + a®ys — be
xl = 2 2 b yl = 2 2 )
a?+b a’+b

0 atstumas tarp taskf;, P, lygus

_axs 4 bys + ¢

d
J@ T



2 SKYRIUS
Geometriee lauko teorija

Pirmame skyriuje buvo iSvestositinos kai kuriy funkcionaly ekstremumo egzista-
vimo salygos, t.y. Oilerio lygtys. Sios lygtys yra svarbi ir kartu iSskatidiferen-
cialiniy lygCiy klas. Jy iSskirtinuma nusako tai, kad Oilerio lygtj galima suvesti |
visiSkai simetrine pirmosios @ diferencialiniy ly@iy sistema. Be to, Oilerio lygties
sprendiniy aibje galima iSskirti tam tikras sprendiniy aibes (ekstremaliy laukus). Ge-
ometrire teorija, apraSanti Siuos laukus, yra svarbi tiek variaciniame&iskaine, tiek
artimose disciplinose, tokiose kaip optika, mechanika, kvantiechanika ir t.t.

2.1 KANONINE OILERIO LYGCIY FORMA

Tegu,l : y = y(x), z € [a,b] yra funkcionalo

b
I(y) = / F(z,y,y) dz, 2.1)

ekstremad, t.y. tenkina Oilerio lygtj. Be to, tegu kiekviename ekstrezsahske
Fyy(z,y,y") #0.
Oilerio lygtyse (L.17) ir (1.18) iSskirkime neintegralinius reiSkinius
p=Fyl(z,yy) iv H=F(yy)—yFy(@yy)
KadangiF,, (z,y,y") # 0, tai lygtj
p=Fy(z,y,y)

galima iSspresty’ atzvilgiu ir v iSreiksti perz, y ir p. Parodysime, kad Oilerio lygtj

Fy(l'vyvyl) - %(Fy/(x,y,y/)) =0 (22)
galima perradyti taip, kad j ja tiesiogiai jeity funkcijpsir H. Tuo tikslu kartu su
kintamaisiaisz, y ir ¢y’ nagriresime kintamuosiug, y ir p. |raSykime j reiSkinj H
vietoje 3y’ jo iSraiSka perr,y ir p. Tada gausime reiskinj, priklausanti nuo Siy trijy
kintamujy. Pazyrakime jj ta p&ia raideH. Tuo atveju, kai funkcijg? = H(z,y,y'),
jos diferencialas

dH =dF —y'dp—pdy' = F,dz+ F,dy+pdy' —y' dp— pdy’ =

= F,dz + F,dy — y' dp. (2.3)
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Jeigu j H ziuresime kaip j funkcija nuo kintamyjy, y ir p, tai jos diferencialas
dH = H, dz + H, dy + H, dp. (2.4)
Sulygine jy iSraiSkas, gausime
H,=F,, H,=F, H,=-y.
Todel (2.2) Oilerio lygtj galima perrasyti taip:

dp d
H,= 2" H,= di (2.5)

Gauta sistema vadinantégamiltonoarbakanonine Oilerio lygiy sistemaTaigi viena
antros eibs diferencialine Oilerio lygtj su viena nezinoma funkgjjauve@me j dvie-
ju pirmos eiks diferencialiniy lygiy sistema su dviem nezinomomis funkcijorpig
p. Beto, i512.2), (2.4) ir (2.5) formuliy iSplaukia, kad iSilgai ekstrenes

dH
dr "

Jeigu funkcijaF tigsiogiai nepriklauso nua, tai ir funkcija H taip pat tiesiogiai
nepriklauso nua. Siuo atveju iSilgai ekstremas

dH

I =0 ir H = const.

Analogiskai nagrigjami keliy nezinomy funkcijy bei salyginio ekstremumo uz-
davinio atvejai. ISnagriesime salyginio ekstremumo uZdavinj. Tegu vekteffimnkci-
jay=y(x), z € [a,b], y = (y1, ..., yn) tenkina neholonomines salygas

Yi(r,y,y') =0, Vi=1,2,...,m, m<n

b
= /F(x,y,y') dz
a

suteikia ekstremalia reikSme. Be to, tegu

ir funkcionalui

det|way z))| #0, V€ la,b]

m

F*(2,y,9/,\) = F(a,u,9) + Y_ M) iz, y,9);
=1

Cial = (A1,..., ), A\; — LagranZo daugiklia; = 1,2, . .., n. I8skirkime reiskinius:

pi:F;;(xayvy/7>‘)a H:F 7yaya Zyv v ayvylvA)'



62 2. GEOMETRINE LAUKO TEORIJA

Kadangidet|Fy£y} = 0 ir ekstremads taSkuose yra patenkintos neholonassisaly-

gos, tai is lygiy

pi:F;f(xayvyl7A)a i:172a"'7n
galima iSreikstiy, perz,y;, \; Ir p;, i = 1,2,...,n. Toliau kartu su kintamaisiais
x,y; ir y, nagriresime kintamuosius, y; ir p;, i = 1,2,...,n. [raSykime j reiSkinj
H vietojey’ jo iSraiSka petr, y, p ir gauta reiskinj pazymkime ta péia raideH. Tuo
atveju, kai funkcijad = H(z,y,y’, \), jos diferencialas

dH =dF" — id(ygpi) =Fodr + XW:F; dy; + ipi dy;—

i=1 =1 =1

= (Zpi dy; + i dpi) = Fyde+) Fydy—> yidpi.
i=1

i=1 i=1

Jeigu j H ziuresime kaip j funkcija nua, y; ir p;, tai

n n
dH = Hydz +» Hy, dy; + Y  Hp, dp;.
=1

=1
Sulygine gautus reiSkinius, turime

Fr = sz HyL = F;; Hpi = _y;

Todel antros eiés Oilerio ly@iy sistema

Fy —%(Fyg) =0, i=1,2,...,n

susiveda ] kanonine pirmos ed diferencialiniy ly@iy sistema

dpq; dyi .
dx = Yio %:_lev 221,2,...,71.

Pastaroji sistema vadinantéamiltonoarbakanonine Oilerio lygiy sistema.
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2.2 EKSTREMALIY LAUKAI IR TRANSVERSALES

Tegu yra jungioji sritis plokstumoj&k? ir {1} — aike kreiviy klagsC' . Jeigu ailes
{1} kreiviy galai priklauso sritie§ krastiniams taSkams ir per kiekviena sritiesaska
eina tik viena kreie [ € {l}, tai sakysime, kad a{!} yra laukas dengiantis sritj.
Be to, jeigu aile {i} yra kokio nors funkcionalo ekstrengs, tai sakysime, kafl} yra
ekstremaliy laukas

ISskirsime kelis specialius ekstremaliy laukus. Tarkime, funkcionalo

1) = / Fla,y,y/) dz 2.6)

l
ekstremaliy aib {1} yra vienparametri@ kreiviy $eima, apit@zta lygtimi3
y=(x,h), he€lhi,hs], x € [a(h),bh)];

Cia funkcijay yra tolydi ir turi tolydzias dalines iSvestines,, ¢n, ¢.r. Be to, tegu
ekstremaliyl galai yraC' klases kreiesey;, v ir funkcijos ¢ iSvestire

on(z, h) > 0.

Tada aile {/} yra ekstremaliy laukas. Toks laukas vadinamassavu laukuAtkreip-
sime cemesj j tai, kad lygtly = ¢(x, h) galima iSspresti parametfoatzvilgiu

h = h(z,y),

o rasta funkcijah yra vienareik3ra ir turi tolydZias dalines iSvestines iki antrosésil
imtinai uzdaroje srityje, apribotoje kr&wmis~yi, v2, y = @(x, hy) ir y = p(x, hs).

Tarkime dabar, kad ekstremaliy aifi}, apibezta lygtimis

y=wp(z,h), helhi,h, z€la,bh),
iSeina i$ vieno taskdl(a, ), t.y.
w(a,h) =a, Vh € [h,hal.

Be to, tegwa’ > a ekstremaliy aib

Yy= @(x7h’)> h e [hlah2]7 T e [alvb(h)}

1Jeigu nagrigjamas funkcionalas parametrine forma ir jo ekstremaliye ajb} yra apibeZta
parametrigmis lygtimis

T = @(ta h)7 Yy = ’¢(t7}b)> te [t17t2]7 h e [hlv }L2]7
tai ekstremaliy lauky apibzimas yra analogidka<ia tik i$ funkcijy o ir 1 reikalaujama, kad jostiy
dukart tolydziai diferencijuojamos uzdarametiskampyje[t1, t2] X [h1, he] ir determinantas

Pt Ph
det 0.
Lo 7
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yra laukas. Tada aibf} vadinsimecentriniu ekstremaliy lauku
Apibréezimas. Tegy!} yra funkcionalol ekstremaliy laukas. Sakysime,
kreive v yra lauko{!} transversal, jeigu bet kuri lauko ekstrem@lkertantiy, kerta ja
transversaliai.
Konkretumo @lei nagriresime [2.6) funkcionala. Tada ekstreng! : y = y(x) ir
kreivesy : y = g(x) sankirtos taske transversalumo salyga yra tokia

F(z,y,y") —y'Fy(x,y,y") + g'Fy(x,y,y") = 0. (2.7)
Ja galima perrasyti taip
H(x,y,y") dx+ p(z,y,y') dg = 0.

Si salyga nusako ry$j tarp ekstremsiir transversab krypties koeficienty jy sankir-
tos taSke. Toel kiekviename ekstremad lauko tasSke yra Zinoma lauko transversal
kryptis, jeigu tik

H*(z,y,y') + p*(z,y.y) # 0. (2.8)

Tegu lauko ekstremas yra apibeziamos lygtimisy = ¢(x,h). Tada visas lauko
transversales rasime iSsprende pirmossadiferencialine lygtj

d
Fy (e, ple, ), ¢y, 1) 57 = @l )y, ple, ), il 1) =

—F(xaw(xah)»wlx(%h)) =0; (2.9)

Ciah = h(x,y). Kartu galime tvirtinti, kad per kiekviena lauko taska eina vieniatel
transversa. Taigi transversaliy aébyra vienparametrinis kreiviy laukas, jeigu tik
yra patenkintalZ.8) salyga. Toliau §j lauka vadinsinteansversaliy laukuRysSis tarp
ekstremads ir transversak krypties koeficienty, jy sankirtos taSke apitiamas?.9)
formule. IS jos matome, kad kampas tarp krypties vektoriy yra nelygus nuliui, jeigu
reiskinys I # 0. Siuo atveju ekstremaliy ir transversaliy laukai apitia srities)
tinkla (zr.[3.1 pav.).

3.1 pav.

Pavyzdys. TegW(z,y,v') = Q(z,y)v1+y'?ir Q(z,y) # 0. Tada trans-
versalumo salyga reiSkia ortogonaluma ir transversaliy bei ekstremaliy laukas-apibr
Zia ortogonaly tinkla.
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Pastaba. Jeigu ekstrerasalir transversak sankirtos taské' = 0, tai Siame
taSke ekstremallieCia transversale. Tad ten, kur yra svarbus tinklo egzistavimas,
reikalausimé, kad reikinys

F(z,(x,h), ¢ (2, h)) # 0.

Turint lauko transversale, galima iSspresti atvirkstinj uzdavinj, t.y. rasti ekstrema-
liy lauka. 1S tikryjy, transversalumo salyga kiekviename transvessaiSke viena-
reikSmiSkai apibeZia lauko ekstremas kryptj. Tada galime rasti ekstremales (Oile-
rio lygties sprendinius), kurios eity per laisvai pasirinkta transvesseSka ir jame
turety reikiama kryptj. 15 bendros diferencialiniy Big teorijos yra zinoma, kad
toks uzdavinys turi vienintelj sprendinj, jeigu transveesalaSkuose kryptims, tenki-
nartioms transversalumo salyga, Oilerio lygties koeficientas prie antésigilestigs
F,,» # 0. Taigi, jeigu transversalumo salyga kiekviename transvessaSke viena-
reikSmiSkai apibeZia lauko ekstremas kryptj ir yra patenkinta pastaroji salyga, tai
lauko transversalvienareikSmiSkai apibria patj lauka.

Pavyzdys. TegW(z,y,y') = v/1+ 3> Tada Oilerio lygties

Fy(z,y,y') - %Fy/ (z,y,9") =0
sprendiniai (ekstremas) yra tiegs plokstumoj&?. Siy ekstremaliy aibje iSskirsime
kelis skirtingus ekstremaliy laukus.

1. Tegu{l} yra aite lygiagréiy tiesiy, dengiatiy visa plokstumaR?. Tada taip
apibeZta aile yra ekstremaliy laukas. Sio lauko transve¥sajra tiegs, ortogonalios
ekstremaliy lauko{l} tiesems. Jeigu transvergel yra tie®, tai ja atitinkantis ek-
stremaliy laukas yra agblygiagreiy tiesiy, statmeny tiesei

2. Tegu{l} yra aite spinduliy, iSeinatiy i$ koordin&iy pradzios ir dengiatiy
visa plok$tumaR?. Taip apibéZta aile yra ekstremaliy laukas. Sio lauko transversal
yra apskritimai, su centru koorditi@ pradzioje. Jeigu transvergal yra apskritimas
su centru koordin&y pradZzioje, tai ja atitinkantis ekstremaliy laukas yra iSefiais
koordin&iy pradzios spinduliy ag

3. Tegu2 yra iSkila sritis, taSkasdl ¢ 2, {I} aibe atkarpy, kurios eina per tasKkar
dengia sritjQ). Taip apibezta aile yra ekstremaliy laukas. Jeigu taskhs 092, tai ek-
stremaliy laukas yra centrinis su centru tagkeleigu taskasl ¢ 012, tai ekstremaliy
laukas yra nuosavas. Abiem atvejais lauko transvessala sritjQ2 dengiantis lankai,
kuriuos iSkerta apskritimai su centru tadkeJeigu transversaly yra apskritimo, ku-
rio centras taskel, lankas, kertantis sritf2, tai ja atitinkantis ekstremaliy laukas yra
statmeny transversalgiir esartiy srityje(2 atkarpy aie.

4. Teguy yra C? klases kreiwe. 13 kiekvieno kreiés~ tasko, ta péia kryptimi, ke-
liame jai ilgio h statmen;j. Aile tokiy atkarpy yra ekstremaliy laukas, jeigu tik kasé
h < hg, ho yra pakankamai mazas teigiamas skas. Kreive v yra Sio lauko transver-
sak. Kiti atkarpy galai aplazia kreive, kuri statmena kiekvienai lauko ekstremalei.
Todkl ji yra ekstremaliy lauko transvergallmdamih € [0, ko] gausime transversaliy
lauka.

2Jvairiose lauko teorijos taikymuose $io reikalavimo galima atsisakyti. Taip pat galima atsi§agyti (
salygos. Smulkiau apie tai Zi8][knygoje.
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Kreives! : y = y(z), = € [a, b] lanko I-ilgiu vadinsime integralo
b
I(y) Z/F(ax%y’)dﬂc

reikSmeé. JeiguF (z,y,y') = /1 + y'2, tai kreives! lanko I-ilgis sutampa su kreas
[ lanko ilgiu.

Tegu {l} yra centrinis ekstremaliy laukas su centru tagKe, ). Kiekvienoje
lauko ekstremadje! atidekime vienodd-ilgio lanka, kurio pradzia yra taské(a, o),
0 galas — tasSké. Lanky galai apibezia kreivey (zr.13.2 pav.).

Y

3.2 pav.

2.1teorema. Kreivé v yra ekstremaliy laukdl} transversa tada ir tik tada, kai
kiekvienos ekstreméasi lanko, kurio pradZia yra taské, o galas kreieje~, I-ilgis
yra pastovus.

< Tarkime, ekstremal! ir kreive v kertasi taSkeB (b, 3). Be to, tegu ekstremas!
lanka A B ir kreive ~ galima apibeZzti lygtimis

Tada jy sankirtos tasSke
9(b) = ¢(b,b,9(b)).
Kiekvienam taskuiB(b, 3) € v ekstremads!, jungiartios taskus ir B(b, 3) lanko

I-ilgis
b

() = / F(z, plx,b, (b)), & (2,5, g(5))) da

a

yra pastovus. Taal jo iSvestire, kintamojob atzvilgiu, lygi nuliui, t.y.

F(z,0,¢)| _,+

3Analogigkai apibeZiamas kreigsl, apibreztos parametramis lygtimis
x:I(t)’ y:y(t)r te [t],tg],

lanko I-ilgis. Reikia tik i$ pointegraligs funkcijosF' (¢, z,y, ,y) pareikalauti, kad ji tiesiogiai neprik-
lausyty nuo kintamoja ir buty teigiamai homogen@pirmojo laipsnio funkcija kintamujg:, ¢ atzvilgiu.
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b
+ / Fy(x,0,¢") (¢v + 039 (b)) + Fy (z,0,¢") (0} + £39 (b)) da = 0.

Kadangi kreie ! : y = ¢(x,b, 3) yra funkcionalol ekstrema, tai pastaraja salyga
galima perrasyti taip:

F(z,0,0")| _, + Fy(z,0,¢) (ep+ 0pg'(b)|,_, = 0.
Ekstremags! ir kreives~y sankirtos taskg(b) = (b, b, g(b)). Todel

g'(b) = &' (b,b,g(b)) + (b, b, g(b)) + (b, b, g(b))g' (b).

F(a,0,0)],_y — (¢'(2,b,9(b)) — ¢’ (b)) By (2,0, )| ,_, = 0.
Taigi kreivey : y = g(z) yra ekstremaliy laukd!} transversa.

Tegu kreiey : y = g(x) yra transvers@l. Tada kiekviename jos taSk&b, g(b))
integraloI(b) iSvestire lygi nuliui. Tocel integralasl (b) = const. Taigi kiekvieno
ekstremats/ lanko AB, kurio pradZia yra taskel, o galas taSké3 € ~, I-ilgis yra
pastovusr

Pavyzdys. TegW(z,y,9') = 1+ y'>. Tada ekstremak yra tiegs, iSei-
nartios is taskaA. Kreive v yra apskritimas su centru tasSke

Tegu {I} yra ekstremaliy laukas i, yra Sio lauko transversal Kiekvienoje
lauko ekstremdlje ta pdia kryptimi aticekime vienodal-ilgio lanka, kurio pradZia
yra transversaje, . Tada kiti lanko galai plokstumoj&? apibeZia kreivey, (Zr.3.3
pav.).

)
B
A 2
71
T
3.3 pav.

2.2teorema. Kreivé~y, yra ekstremaliy laukél} transversa.
< Tarkime, ekstremall kerta kreivesy, , v, taSkuosed(a, ), B(b, 3). Be to, tegu
Lry=o(z,a,0b,8), n:iy=g0(®), r2:y=g).
Ekstremaés! ir kreiviy 1, 2 sankirtos taSkuose
g91(a) = ¢(a,a,h(a),b,8), g2(b) = ¢(b,a,a,b,ga(b)).
Ekstremags! lanko, jungiagio taskusA(a, ) € v, ir B(b, 3) € 72, I-ilgis

b
I(a’b) = /F(xa@(xvavgl(a)abvg2(b))7Qp/(xva’gl(a)abvg2(b))) dz

a
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yra pastovus. Toal jo iSvestires kintamyjya ir b atzvilgiu lygios nuliui. Prilygine
nuliui iSvestine kintamoj® atzvilgiu, gausime (Zi2.1teoremos jrodyma), kad krev
2 : y = g=(x) yra transversa@l, t.y. tenkina salyga

F(x7¢7¢1)’x=b - (90/ - gé)Fy’((E,Sﬁy(p/”x:b =0.

Taigi kreivey : y = go(x) yra funkcionalo transversal>
Per kiekviena laukd!} taSka eina lygiai viena transversal Tockl yra teisinga
atvirkstine teorema.

2.3teorema. Tegu~i, 2 yra lauko{l} transversas. Tada visi ekstremaliljc {i}
lankai, jungiantis transversalgs, v, turi vienodal -ilgj.

Pavyzdys. TegW(z,y,y') = 14y ir 41,7, yra transversa@s. Ek-
stremaks yra tiegs statmenos transversals. To@l lankali, jungiantis Sias transver-
sales, yra to paties ilgio atkarpos, e&as abiejy transversaliy nornésle.

P astab a. Sios teoremos islieka teisingos ir funkcionalui parametrine forma.
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2.3 JUNGTINIAI TASKAI

Tegu,lp : y = ¢(z, ho),z € [a,b] yra ekstremal, einanti per taska (a, «) ir turinti
Siame taSke krypties koeficientq, t.y. ¢’ (a, hg) = ho. Be to, tegu

Fyy(a,a, hg) # 0.

TadaF), , (a,a,h) # 0, jeigu tik h yra pakankamai artk,. Todél tokiomsh reiks-

mems Oilerio lygtis

d
Fy—%Fy/ :0

turi vienintelj sprendinj, tenkinantj pradines salygas
y|x=a =, y’\xza = h.

Visy Siy sprendiniy aapibeZzia pluosta ekstremalifj }, iSeinartiy iS taskoA(a, «v).
Aibe {l} yra vienparametri@ kreiviy Seima. Kiekviena ekstremalgalima apibeZzti
lygtimi

y=@(x,h), hehy,hsl;

Cia h yra ekstremaids! krypties koeficientas taske t.y.
y'(a,h) = h.

Kai h = hg, gauname ekstremalg.

Apibréezimas. Jeigu pluostfi} gaubiamoji turi su ekstremallg bendra
taskaB(b, 3) ir B(b,3) # A(a,«), tai tadkasB(b, 3) vadinamasungtiniu tagké
taskuiA(a, «), o reikSme b — jungtine reikSmeeikSmeia, ekstremadsl, atzvilgiu.

Tarkime, taSka® (b, 8) yra jungtinis taSkui (a, ). Tada jis priklauso ekstremaliy
pluosto, iSeinagio iS taSkoA(a, o), gaubiamajaiy. Kiekviename gaubiamosios taske
turi buti patenkinta salyga

dy(x,h)
o =0 (2.10)
Kadangi taskas3 (b, 3) priklauso gaubiamajaj ir ekstremaleiy, tai
8y(b, ho) _
o =0 (2.11)

Taigi kiekviena reikSme, jungtine reikSmeu, galima rasti iS[2.11) lygties. Atkreip-
sime cemes;j | tai, kadlZ.11) salyga yra tik lntina gaubiamosios egzistavimo salyga.
Todel norint jsitikinti, ar 2.11) lygties sprendiniai i$ tikryjy yra jungtés reiksnes,
reikia atlikti papildoma tyrima. Be to, norint i§ Sios lygties rasti jungtinius taskus,
reikia iS anksto tusti visa pluoSta ekstremaliy. Tebpateiksime kita, tiesioginj, jung-
tiniy taSky radimo metoda.

Kiekvienamh € [hy, hs] ekstremat i : y = p(z, h) tenkina Oilerio lygtj

Fy o, ol ), (0, ) = 0 Fyp ol ), ', 1) = 0

4Taip suformuluotas jungtinio tasko apitiimas funkcionalui neparametrine forma yra teisingas ir
funkcionalui parametrine forma.
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Diferencijuodami ja parametrio atzvilgiu, gausime lygtj
/ d /

Fyy(ﬁh(l', h) + Fyy'@h(x7 h) - dix (Fy’ywh(x7 h‘) + Fy’y’(ph(xv h)) =0.

Imkime Ciah = hq ir pazymekime reiskin]
8()0(177 hO) _
T u(z).

Tada pastaraja lygtj galima perraSyti taip:
d

Su_dx

(Ru') = 0;
Cia
R(x) = Fyy (a:, o(x, ho), ¢ (z, ho)),

S(l‘) = Fyy (x, (p(:& h0)7 90/(337 ho)) - %Fy’y (:E, 50(*% ho), ‘pl(ma hU))'

Pastaroji lygtis yra tiesimantros e#és diferencialig lygtis. Ji vadinamalakobio lyg-
timi.
Teguug yra Jakobio lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas
uO‘z:a = 07 u6|x:a =1.

|rodysime teorema.

2.4teorema. Tarkime, iSilgai ekstremakl reisSkinysR # 0. Tada

1. Jeigu reikSma b yra jungtiré reikSmei ekstremadsl, atZvilgiu, taib yra lygties
uo(x) = 0 sprendinys.

2. Jeigub yra lygtiesug(x) = 0 sprendinys, tai reikS&b yra jungtiré reikSmei.

< Tegu reikSng b yra jungtire reikSmeia ekstremadsi atzvilgiu. Tada ji tenkina
(2.179) lyotj, t.y.

a%@(l% hO) -0
oh '
Funkcijosug ir dp/0h tenkina Jakobio lygtj ir tas [@#as pradines salygas
dp(a, h
ug(a) =0, 7@((% o) _ 0;
oy’ (a,h
ugp(a) =1, 759}1 0) =1.
Todel jos sutampa, t.y.
Op(x, h

ir galime tvirtinti, kadug(b) = 0.
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|rodysime atvirkstinj teiginj. Tegu(b) = 0, b > a. Apibrezkime funkcija

#(@,h)—p(x,ho) i .
ey = [ EAERELaih
spe(x, ho) = uo(z), kaih = hg.

Funkcijavy yra tolydi pagal abu kintamuosius ir turi pirmos &l tolydZias dalines
iSvestines. Be to,

’(/J(b, ho) = UQ(b) =0.
Funkcijosy daliné iSvestire
(b, ho) = ug(b) # 0.

IS tikryjy, jeigu tiesies homogenies antros eds lygties sprendinys kokiame nors
taSke yra lygus nuliui kartu su savo iSvestine, tai jis yra tapatingai lygus nulitiada
up(a) = 1 # 0. Gauta prieStara jrodo, kad taskash,) yra lygties

Y(z,h) =0

sprendinys ir Sios lygties galima iSreiksti kaip tolydZia funkcija. Be to, kah — hy,
x > b. Todel egzistuoja tokia tolydi funkcija = ¢(d) (¢ — 0, kai § — 0), kad

Y(b+¢e(d), ho +6) =0,

jeigu tik 0 yra pakankamai mazas teigiamas gkas. Remiantis funkcijog apibrezi-
mu, galime tvirtinti, kad tokioms reikSmems yra teisinga lygydbg

p(b+e(6),ho +6) = (b +(6), ho).
Tai reiSkia, kad pakankamai mazoms teigiamo@msikSmems kreies
y =@, ho+06), y=p(x ho)
kertasi taskeBs (b + €(4), (b + (9), ho + 0)) ir taSkas
Bs(b+e(8), (b +£(8), ho + 6)) — B(b, (b, ho),

kai & — 0. Vadinasi reikSrma b yra jungtire reikSmeia ekstremadsi, atzvilgiu.
ISvados:

1. Jeigu reikSma b yra jungtire reikSmeiq, tai reikSne a yra jungtire reikSmeb.

2. Tarkime, jungtires reikSnesb, b > air b/, b’ > o’ yra maziausios reikSemsa
ir . Tada, jeigw’ > a, taib’ > b.

3. Tegu jungtire reikSne b, b > a yra maZiausia reikSmei. Tadab yra tolydia, o
taip pat kity parametry, apitiar€iy ekstremald,, funkcija.
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Apibrezimas. Sakysime, ekstrerad) : y = o(x, ho), € [a, b] tenkina
Jakobio salyggeigu
uo(z) #0, Vz € (a,b).
Jeigu pastaroji nelygybyra teising&/z € (a, b], tai sakysime, kad ekstrengd}, tenk-
ina sustiprinta Jakobio salyga
Tegu{!l} yra ekstremaliy laukas, dengiantis sfitj Sakysime ekstremal < {I}

yra apsupta ekstremaliy lauKa}, jeigu kiekvienas jos taskas yra sriti€svidinis
taskas.

2.5teorema. Tarkime, ekstremafel (jskaitant ir kurj nors viena jos galagra tasky,
jungtiniy kitam ekstremals galui ir iSilgai jos (jskaitant abu jos galus) reiSkinys

Fyy >0 (Fyy <0).
Tada ekstremalkgalima apsupti ekstremaliy lauku.

< Tarkime, ekstremal! jungia taskusA(a, ) ir B(b, 3). Be to, tegu nei taSkas
B(b, 8), nei bet kuris kitas ekstren&g! taSkas Bra jungtinis tasSkui (a, «) ir iSilgai
ekstremads! (jskaitant abu jos galus) reiskinys,,» > 0. Tada egzistuoja toks ek-
stremaksl tesinysl’, jungiantis taskusl’(a/, ') ir B(b, 8), ¢’ < «, kad ekstremdje
I (jskaitant ir taSkaB(b, 3)) néra tasky jungtiniy taskud’(a’, o'.)

IS tasSkoA’(a’, o’) breziame ekstremaliy pluosta, apBita lygtimi

Yy= QO(Z’, h)
Ciah yra ekstremads liestires krypties koeficientas task&(a’, o), t.y.
o (a’,h) = h.

Parametro reikSmg = A’ atitinka ekstremal/’.
Pagal teoremos salyga iSilgai ekstreasdliSvestire

O Ih=n

>0, Vz€la,b].

Kadangi ji yra tolydi, tai egzistuoja toki&' aplinkalh’ — e, h’ + €], kad

dp(z, h)
oh

>0, Vze€lab], he[h —¢eh +e¢]

Remiantis teorema apie diferencialiniy &g sprendiniy diferencijavima pagal para-
metra, funkcijap turi tolydZias dalines iSvestines,, ¢, ir .. Todel (Zr.12.2 skyrelj)
taip apibeztas ekstremaliy pluoStas yra ekstremaliy laukas, supantis ekstriemale

P astab a. AnalogiSka teorema yra teisinga ir funkcionalui parametrine forma.
Cia tik vietoje salygod’,,» # 0 reikia pareikalauti (zrl.1Zskyrelj), kadF; # 0.
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2.4 OILERIO LYGTIES INTEGRAVIMAS

Tegu~1, 72 yra dvi glodZios kreies plok§tumojeR?. 15 skirtingy plokstumos tasky
iki kreiviy 1, v2 breziame ekstremaliy lankus, I,, kertar€ius jas transversaliai. Ge-
ometrine vieta tasky plokStumoje vadinsithiperbole, jeigu i$ kiekvieno jos tasko
iSeinartiy ekstremaliy, l» lanky I-ilgiy skirtumas yra pastovus, t.y.

I(ly) — I(l2) = const.

Tegu {l;} yra visuma ekstremaliy, kuriy vienas galas yraiperbokje, o kitas
kreivejew;, i = 1,2. Be to, tegu ekstremalily lankai, jungiantis/-hiperbole ir kreive
~i, nesikerta (i = 1,2). Tada ekstremaliylanky I-ilgiai 7(I;), kaip lanko galy funkci-
jos, turi pilna diferenciala.

Siame skyrelyje reikalausime, kad kiekviename nagamame taske

Fy/y/ # O
ir kiekviename nagriejamos ekstremas taske reiskinys
F(z,y,y") # 0.

IS laisvai pasirinktdl -hiperboks tasko iSeindiiy ekstremaliy/, I» lanky I-ilgiy
skirtumas yra pastovus. TetiSilgai I-hiperboks diferencialas

dI(ly) — dI(ly) = 0.

Kadangi ekstremak!,, I, tenkina Oilerio lygtj ir kerta kreives, 7, transversaliai,
tai i$ pastarosios salygos gauname, kad iSilgai pasirinktiperboks Sakos

H(z,y,yy)dz + p(z,y, ;) dy — H(z,y,y5) dz — p(z,y, y5) dy = 0;

Ciay,, v5 yra ekstremaliu,, I, liestiniy krypties vektoriai, ju sankirtos taskix, y)
sul-hiperbole. Perrasykime Sia salyga taip:

- )

dx p(z,y,y1) — p(z,y,y5)

Cia dy/dx yra I-hiperboks liestires krypties vektorius taské(z, y). Vietoje z, y, v/
jveskime naujus kintamuosius y, p (Zr.[3.1 skyrelj). Tada gausime lygtj

dy _ H(z,y,p1) — H(z,y,p2) (2.12)

dx P1— D2

Tarkime dabar, kad(vy,72) yra I-hiperboks lankas, einantis per fiksuota taSka
A(z,y). Artinkime kreive v, prie kreives . taip, kad ji huty kiek norima mazoje
kreives~, silpnojoje (pirmos e#s) aplinkoje. Parodysime, kad lankés;,~-) arteja
prie ekstremads, kuri eina per taSkd(z, y) ir kerta kreivey; transversaliai. Tiksliau
parodysime, kad kreems~;, v» susiliejant,/-hiperbok iSsigimsta j ekstremale.
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2.6teorema. Jeigu kreies-yi,~, susilieja, tail-hiperboks Saka, einanti per taska
A(z,y), tampa ekstremale, kuri eina per taskér,y) ir kerta susiliejusias kreives
~1 2 transversaliai.

< Artinant kreivery; j kreive o, ekstremad; arteja j ekstremalé,. Todelp; — ps
ir (2.12) lygtis pereina j lygtj
dy  OH
de  9p’
Ciap = Fy(z,y,y'), z,y —taSkoA(z, y) koordinaés,y’ ekstremadsl, liestines kryp-
ties vektorius taskel (z, y). Tai yra viena i$ kanoniniy Oilerio Iy@y . Parodysime, kad
yra patenkinta ir kita Oilerio lygtis.
Tegu{!} yra pluoStas ekstremaliy, kurios kerta kreigetransversaliai. Ekstremél
l; priklauso Siam ploustui. Kiekviena ekstreraale {/} kerta kreivey transversaliai.
Todel ekstremadsi, einar€ios per taSk&(x, y) ir kertartios kreivey transversaliai,
lanko I-ilgio pilnas diferencialas

dI(l) = H dx + pdy;

CiaH = H(z,y,p),p = Fy(z,y,y), v yra ekstremals! € {i} liestines krypties
kooeficientas taskd (x, y). Remiantis itina pilnojo diferencialo salyga, turime

OH | OH op _ dp
oy  Op Oy Oz
KadangiH, = —dy/dz, tai pastaraja salyga galima perrasyti taip:
OH _0p dy  Op
oy Oy dx Oz’
Pakeite reiskinj deSaje Sios lygties puge pilna iSvestinglp/dxz, gausime Oilerio
lygt]
dp _ OH
de Oy’
Taigi funkcijosy ir p tenkina Hamiltono lygiy sistemar
Pavyzdys. TegW(z,y,9') = v/1+ > 18nagriresime kelis papra@sausius
atvejus.

1. Tarkime, kreies;, - iSsigimsta j du tasku®,, O,. Tada ekstremak yra
tieses, ol-hiperbok yra viena jprastos hiperted Saky, kuri eina per taSk&
ir kurios Zidiniai yraO1, O,. Jeigu taskaD, — Oy, tai hiperboek iSsigimsta |
pora tiesiy, viena i$ kuriy eina per taSkusir A. Pastaroji ties yra ekstremal,
apibezianti atstuma tarp taskg; ir A.

2. Tarkime, v1,v2 yra dvi nelygiagréios tie®s ir A duotas tasSkas. Tegly yra
ekstremads lankas, kurio vienas galas yra taZke kitas tiegje~; ir |;| yra Sio
lanko ilgis ¢ = 1,2). Be to, teguy; yra tie® lygiagreti tiesety; ir nutolusi nuo
jos atstumuly| — |l2|. Tadal-hiperbok yra tie€, einanti per taSka ir tiesiy
v2, ¥4 sankirtos taska (213.4 pav.). Jeigu tiese, suksime apie task@ taip,
kad ji susiliety su tiese;, tai I-hiperbok pereis j tiese, eindm per tasSka,
statmenai tiesey; .
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3.4 pav.

ISvada. Tarkime, kre~;, yra apibezta lygtimiy = ¢(z, h), o funkcija ¢
yra tolydi ir turi tolydZias pirmos eés dalines iSvestines. Be to, tefx, y, ;) yra
I-atstumas nuo tasSkd(x, y) iki kreives-,. Tada kiekvienai fiksuotai reikSmei

aI(.T, Y, ’Yh) _
oh
yra ekstremads lygtis. IS tikryjy, lygtis

I(IJJ”WL’) - I(x7y7'7h) = c(hl - h)

apibrezia I-hiperbole. Jeiglh’ — h, tai kreive ~y,, — -y, ir I-hiperbok pereina |
ekstremale, iSilgai kurios
ol(z,y, ) _
oh N
Parodysime, kad Oilerio lygties sprendimas yra ekvivalentus vienos pirness eil
daliniy iSvestiniy lygties sprendimui. IS pradziy jrodysime, Haatstumas nuo tasko
A(z,y) iki kreives~ tenkina viena pirmos &k daliniy iSvestiniy lygtj.

2.7teorema. Teguy yraC! klasés kreie irI(x,y,~) yral-atstumas nuo taské(z, y)
iki kreivésy. Tada funkcijal tenkina daliniy iSvestiniy lygtj

% = H(az,y, %)’ (2.13)

Cia funkcijaH = H(x,vy,p) (Zr..3.1skyrelj).

< Tegul yra ekstremad, einanti per taSkd (z, y) ir kertanti kreivey taskeB(u, v)
transversaliai. Tada ekstreraal jungiagios taSkusA(z, y) ir B(u,v), lanko I-ilgio
diferencialas

dI = H(z,y,p(x,y)) dx + p(z,y) dy — H(u,v, p(u,v)) du — p(u,v) dv.

Ekstremad | kerta kreivey transversaliai. Toel ekstremads! ir kreives~y sankirtos
tasSkeB(u, v) reiskinys

H(u,v,p(u,v)) du+ p(u,v)dv =0
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ir diferencialas
dI = H(z,y,p(x,y)) dx + p(z,y) dy.

IS C¢ia gauname, kad
oI ol

T o’ oy’
KadangiH = H(z,y,p), tai funkcijal tenkina lygtj

oI ol
= —H{; ).
Ox (Jc’ Y 6y)
Teorema jrodytar

|rodysime atvirkstinj teigin;j.

2.8teorema. Tegul = I(z,y) yra tolydi funkcija, turinti pirmos eés tolydZias da-
lines isvestines. Jeigu funkcijaenkinal@.13) lygtj, tai fiksuotaic reikSmeil (z, y) —c
yraI-atstumas nuo taské(z,y) iki kreivesI(z,y) = c.

< Tegu funkcijal yra (2.19 lygties sprendinys. Si lygtis tiesiogiai nepriklauso nuo
funkcijos I. Todel I(x,y) — c taip pat yral2.13 lygties sprendinys. Remiantis7
teoremal-ilgis I(x,y,~) nuo taSkoA(x, y) iki kreives~ tenkina .13 lygtj. Kreives
~ tasSkuose
I(z,y,v) = I(z,y) —c=0.

TaCiau (Zr. pirmos e#és diferencialiniy daliniy iSvestiniy ¥y teorija), jeigu pirmos
eiles daliniy iSvestiniy lygties integralai sutampa kokioje nors lgjeivai jie sutampa.
Taigi
I(.%,y,")/) - I((L’,y) —C
ir teorema jrodyta>
Daliniy iSvestiniy lygtis

7 = (0 3y)

vadinamaHamiltonolygtimi. Parodysime, kad Sios lygties integravimas yra ekviva-
lentus Oilerio lygties integravimui.

2.9teorema. Oilerio lygties sprendimas yra ekvibvalentus Hamiltono lygties sprendi-
mui.

a4 Teguy = ¢(z,u,v) yra Oilerio lygties bendrasis sprendinys, priklausantys nuo
dviejy parametry., v. Laisvai pasirenkame glodZia kreive Per kiekviena jos tasko
galima nubeZti ekstremale, kuri kirstyy transversaliai. Toel galima apibeZti I-
atstuma nuo laisvai pasirinkto taSkdz, y) iki kreives~. Atstumasl (z, y, v) tenkina

Hamiltono lygtj
oI ol
% - H(LC, Y, 87y>

Fiksuotaic reikSmei Sia lygtj tenkina ir funkcijd + c.
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Tegu{v} yra vienparametri@ kreiviy Seima, nesudaranti transversaliy lauko nei
vienoje nagrigjamos plokStumos dalyjelix, y, v, ) yral-atstumas nuo tasSkd(z, y)
iki kreives~y,. Prideje konstanta, gausime(2.13) lygties sprendinjl (z, y,v4) + ¢,
priklausantj nuo dviejy parametmjir h. Kadangi{~; } néra transversaliy laukas, tai
konstantyc ir h negalima pakeisti viena. IS tikryjy, konstantaepriklauso nuad.
Todel Sias konstantas galima pakeisti viena tik tuo atveju, kai

I(Jf, yyfyh-i-h’) = I(J}, Y, ’Yh) + h'.

TaCiau tada
/

I(@, y, Yntn) = L@, y,m) = 1,
t.y. I-atstumas tarp kreivigy, ./ ir v, yra pastovus. Tael aibe {+; } yra transversaliy
Seima. Gauta prieStara jrodo, kad kostantr s negalima sujungti j viena.

Tarkime, yra zinomas2(13) lygties bendras integralagz, y, k), h — laisva kon-
stanta. Kadangid.13 lygtis tiesiogiai nepriklauso nud, tai jos bendrajj integrala
galima uzrasyti taip:

I=1I1(z,y,h)+c.
Remiantis2.8teorema kiekvienai fiksuotai reikSmei funkcijal (x, y, h) — d apibezia

I-atstuma nuo taskd(x, y) iki kreivesI(z,y,h) = d, d — kostanta. Pagdl.6 teore-

mos iSvada 5
I

% =
yra ekstremads lygtis. Taip apil#Zta ekstremal priklauso nuo dviejy laisvy kon-
stantyh ir c. Todel (2.14) formule apibgZzia bendra Oilerio lygties sprendimj.

PavyzdzZiai:

1. TeguF(z,y,y') = v/1+y'*. Tada

1 y'
H=—o = \1-p2? p=—2L__
/1+y/2 p p /1+y/2

ir Hamiltono lygtj galima uZrasyti taip:
0I\?2 IR
() + () -+

zrcosh + ysinh =0,

c (2.14)

Tegu~yy, yra tiee
einanti per koordinéiy pradzia. Tadd-atstumas nuo taskd(z,y) iki kreives
~n, Yra jprastas atstumas nuo taskar, y) iki tiesesyy, t.y.
I(x,y,h) = xcosh + ysinh.
Remiantis2.9teorema Hamiltono lygties bendrasis integralas
I =xcosh+ysinh+c;

Ciah ir ¢ — laisvosios konstantos.
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2. Tegu
/ V1 +3/12
F(z,y,y') = ——+.
v(w,y)
Tada ) )
Yy 2 2
= ) H +p =5
v/ 1 +y’2 v?

ir Hamiltono lygtj galima uZrasyti taip:

OI\?2 oIN?2 1

G+ (5) =

ox oy v2
Siuo atvejul-atstumas yra optinis atstumas (ekstrezsajungiagios kreivey ir
taSkaA(z,y), lanko I-ilgis). Konkretiu atveju, kai

v(z,y) =y

ekstremads yra apskritimai, kertantisasj st&iu kampu. Jeigyy, yra tiee

xcosh +ysinh =0,

tai optinis atstumas nuo tasSkt(z, y) iki tieseés~,, lygus

I(z,y,vn) = \/x2+y2<h+ g —arctgg)7
x

0 bendrasis Hamiltono lygties sprendinys

I= \/x2+y2<h+g—arctg%) +ec.



3 SKYRIUS

Pakankamos silpno ir stipraus
ekstremumo salygos

3.1 LEZANDRO IR VEJERSTRASO SALYGOS

Tarkime, funkcijay, tenkinanti krastines salygas

yla) =a, y(b) =4, (3.1)
suteikia funkcionalui ,
1) = [ Plo.y)ds (32)

bent silpna lokaly ekstremuma.

Laisvai pasirenkame kokia nors funkctjge C3°(a, b) . Tada funkcijay + 1 yra
kokioje nors silpnoje funkcijog aplinkoje, jeigu tike modulis yra pakankamai mazas
skatius. Apibezkime realaus kintamojo funkcija

D(e) = I(y +en).
Tarkime, Sia funkcija galima skleisti Teiloro eilutelaipsniais. Tada funkcijo®
pokytis
2
B(e) — B(0) = £'(0) + %@”(0) T
Cia
b
e®'(0) = E/(Fyn + Fyn') dz,

a

b
29" (0) = & /(Fyyn2 + 2Fymm + Fy’y’n/2) dx

yra pirmasis, antrasis ir t.t. funkcijes diferencialai, atitinkantys argumento pokytj
Pa&me Siame skleidinyje = 1, gausime funkcionald pokytj
1
I(y+n)—I(y) = ®'(0) + 5@”(0)+....
Reiskiniai

6I(y,n) = @'(0) = [if(yﬂn)} R
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§I%(y,m) = ®"(0) = L;;I(y + 617)] )
e=0

yra vadinami pirmaja, antraja ir t.t. funkcionalovariacijomis.
Pagal prielaida funkcijg suteikia funkcionalui silpnajj lokaly ekstremuma. To-
del pirmoji variacijadI (y,n) = 0, o funkcionalol pokytis

Iy +en) — I(y) = %521@, n ...

Salyga
b

52[(y77]) = /(Fyyn2 + 2Fyy/nn' + Fy/y/n’Q) dr >0 (<£0), VneCi(a,b),

a

yra hutina, kad ekstremaly suteikty funkcionalui minimuma (maksimuma). Paste-
beje, kad2nn’ = (n?)’, antraja variacija perrasysime taip:

b
d /
52I(y77]) = /[(Fyy — %(Fyy/))Tﬁ + Fy/y,n 2 dzx. (3.3)

a

S d . . o
PazynekimeS = F, — d—Fyy/, R = F,,,. Tarkime, ekstremaly suteikia 3.2)
XL

funkcionalui minimuma. Tada

b
/(sn2 +Ry*)dz >0, VneCP(a,b). (3.4)

a

|rodysime, kad koeficientas
R(Z) = Fy/y/($7y(x)7y,(x)) Z Oa \V/J? € [avb}'

Tarkime, prieSingai, kad egzistuoja tasSkas [a, b] toks, kadR(z) < 0. TaCiau tada
egzistuoja taska aplinka(z — €, & + ¢), kurioje R(x) < 0.
Imkime (3.4) nelygytejen(z) = 0, kaiz & (& —e,% + ). Tada[B.4) nelygybe
galima perraSyti taip:
T+e
/ (Sn* + Rn’2) dx > 0.

T—e

Parinkime funkcijan taip, kad ji smarkiai osciliuoty ir jos modulisuby pakankamai
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maZas. Tada
T4e
/ (Sn* + Ry'?) dz < 0.

r—E&

Taigi tare, kadR(x) < 0, gavome prieStara. Kartu jrédhe tokj teiginj.

3.1teorema. Teguy yra(3.2) funkcionalo ekstremél Tada salyga
Fyy(z,y(z),y'(x)) >0, V€ [a,b], (3.5)
yra butina, kad ekstremély suteikty(3.2) funkcionalui silpna lokaly minimuma.
AnalogisSkai galima jrodyti, kad salyga
Fyy(z,y(z),y'(x)) <0, V€ [a,b], (3.6)

yra hutina, kad ekstremaly suteikty 18.2) funkcionalui silpna lokaly maksimuma.
Sios salygos pirma karta buvo ivestos A. M. LeZandro ir yra vadindrabsndro
salygomis
P astab a. TegB(2) formuleje funkcijay = y(z), z € [a, b] yra vektorire, t.y.
y = (y1,-..,yn). Tada3.1teorema iSlieka teisinga. Reikia tik atitinkamai ajgibti
Lagranzo salyga. Lokalaus minimumo atveju ji apitimma taip:

n

Z EJ:y; ('Tvy(x)v y/(x))éigj >0, Ve [a’ b]? Vf = (517 s ,gn) cR™

i,j=1
Maksimumo atveju nelygyds Zenklas yra prieSingas.
Apibrezkime keturiy kintamyjy funkcija
E(x»yvpv q) = F((E, yv‘]) - F((E, yvp) - (q _p)Fy'(xvyvp)
Taip apibgzta funkcija vadinam&ejerstraso funkcija

3.2teorema. Jeigu visuose ekstrentay = y(z),xz € [a,b] taSkuose yra teisinga
nelygyke

E(z,y,y,q9) >0, (<0)

bet kokiai baigtineiy reikSmei, tai ekstremély = y(x) suteikia funkcionalui stipry
lokaly minimuma (maksimuma).

1Sj isvada yra intuitivi. Téiau ja galima jrodyti ir grieZtai. Reikia tik pasinaudoti Frydrichso nelygybe

zZb zZb
n?(z)dz < (b—a)? 7]'2(:1:) dx, Vne€ Cg(a,b).

a a

Jos jrodyma galima rasi2[ knygoje.
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Sios teoremos jrodyma galima ras#] knygoje. Be to, ji iSlieka teisinga ir tuo
atveju, kai funkcijay = y(«) yra vektorire. Ciatik j p ir ¢ reikia Ziuréti kaip j vektorius
erdwejeR", o Vejerstraso funkcija apibgti taip:

E(z,y,p,q) = F(z,y,9) — F(z,y,p) = > _ (¢ — pi) Fy(x,y,p)-

i=1
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3.2 JAKOBIO SALYGA

Siame skyrelyje toliau nagriisime antraja variacija. Tarkimgyra funkcionalo

I(y) = /F(x,y,y’) dx (3.7)

ekstrema?, tenkinanti salygas:
y(a) = a, y(b) =p. (3.8)
Be to, tegu ekstrem@je yra patenkintaustiprinta LeZandrealyga:
Fyy(z,y(z),y' (x)) >0, Vz € la,b. (3.9)

Priminsime, kad antroji funkcionalb variacija

b
d
52](%77) = /(5772+R77I2) dx, S:Fyy_ %Fyy’a R=Fy.

Pakeiskime; funkcija u ir apibreZkime funkcionala

b
K(u) = /(Su2 + Ru’Q) dx.

Funkcionalak atitinka Oilerio lygtis:

d , B
%(Ru ) — Su=0. (3.10)
Si lygtis dar yra vadinamdakobiolygtimi. KadangiR > 0, tai Jakobio lygtj galima
perrasyti taip:

u' +pu +qu=0, Vaz€la,bl. (3.11)

Tai yra antros eés tiesim diferenciali® lygtis. Priminsime kai kuriuos zinomus faktus
i$ paprasty diferencialiniy Yy teorijos (jy jrodymus galima rastiL0] knygoje).
Tarkime, funkcijosp, ¢ € Cla,b] ir ¢ € [a,b]. Tada bet kokiems, o, € R egzistuoja
vienintelis 3.11]) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

u(c) =0, u'(c)=o0.

Be to, Sis sprendinys yra apéittas visame intervale, b]. Jeiguz € (a,b) iru £ 0
yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis salygdz) = 0, tai v/(z) # 0. Todel
taSkex = 7 funkcija u keiCia Zenkla. Jeigu; ir us yra kokie nors dud.1]) lygties
sprendiniai ir turi bendra Saknj, tai jie yra tiesiSkai priklausomi. Tarkimejr us
yra du tiesiSkai nepriklausomB(11) lygties sprendiniai. Tada tarp bet kuriy dviejy
gretimy vieno sprendinio Sakny yra lygiai viena kito sprendinio Saknis.
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Tarkime, funkcijaug yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

Be to, teguup(z) # 0, Yz € (a,b]. Tada bet kuris kitas sprendinys intervgdeb]
negali tueti daugiau kaip viena Saknj. |rodysime, kad egzistuoja toks sprendinys,
kuris interval€]a, b] neturi ré vienos Saknies.

Teguu, yra (3.1]) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

wi(a) =, u)(a) = L

Cia © — mazas teigiamas parametras. IS bendros diferencialini€jyyigorijos yra
zinoma, kad sprendinys, parametroy atzvilgiu yra tolydi funkcija. Kaix = 0,
sprendinys:,, sutampa suw,. Pagal prielaida:(b) > 0. Akivaizdu, kad pakankamai
mazoms parametrp reikSmemsu,, (b) > 0. Be to,u,(a) > 0. Tockl, jeigu intervale
[a, b] sprendinysu,, turi Saknis, jy turi lnti ne maziau kaip dvi. T@au interval€la, b]
sprendinysu,, negali tuéti daugiau kaip viena Saknj. Norint tuo jsitikinti, pakanka
prisiminti, kad sprendinys intervale[a, b] turi tiktai viena Saknj. Taigi galima rasti
parametrq: reikSme tokia, kad intervale, b] sprendinys.,, Sakny netusty.
Tarkime,uq yra (3.10) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

up(a) =0, uj(a) =1.

Jeigu sprendinysig(z) # 0, Vz € (a,b), tai sakysime, kad ekstrengal tenkina
Jakobicsalyga, o jeiguig(z) # 0, Vx € (a, b], tai sakysime, kad ekstrenga} tenkina
sustiprinta Jakobiealyga.

Teguw € Cl[a,b]. Tada

(Pw)’ = 290w + n*w’

b
/(27777'11) +n*w)dx =0, Vne€ CF(a,b).

a

Panaudoje Sia integraline tapatybe, antraja funkciohatriacija perrasysime taip:

b
§%1(y,n) = /[(S +w')p? + 2w + Ry'?] da.

a

Pointegralinis reiskinys lauztininiuose skliaustuose yra pilnas kvadratas
N2 / 12 ’ w \?2
(S +w)n* 4+ 2mm'w + Ry :R<7] +En) ,
kai

S—l—w’—%:O.
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/
|statew = —Ru—, gausime lygtj
u

2
u’ u

S - (Rz)/—R? —0,

kuri lengvai susiveda j3.10) Jakobio lygtj.
Tarkime, patenkintos sustiprintos LeZandro ir Jakobio salygos. Tada egzistuoja
!
(3.10) lygties sprendinys; : wui(x) # 0, Va € [a,b]. Teguw = R Tada antraja
u
funkcionalo! variacija galima perrasyti taip: '

b
2 _ ’ g 2
6<1(y,m) f/R(n + Rn) da.

Akivaizdu, kad

8 I(y,n) > 0.
Be to,
8*I(y,m) =0
tada ir tik tada, kai w
n + i 0, Vz € [a,b)].

Si lygtis yra tiesi@ pirmos eiés lygtis. Jos sprendinys

w(s) ; \ _
RG) ds} =0, Vz€la,b],

n() = n(a) exp{ - /

nesn(a) = 0. Taigi antroji funkcionald variacija
8*1(y,m) >0
ir lygybe yra galima tik tuo atveju, kaj = 0. Suformuluosime jrodyta teiginj.

3.3teorema. Tarkime, ekstremaly tenkina sustiprintas LeZandro ir Jakobio salygas.
Tada funkcionald antroji variacija

§2I(y,n) >0

ir lygybé yra galima tik tuo atveju, kaj = 0.
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3.3 PAKANKAMA SILPNOJO EKSTREMUMO SALYGA

Pagal apibezima funkcijay suteikia funkcionalui

b

I(y) = / Fla,yy)de y(a)=a, y()=p

a

silpna lokaly ekstremuma, jeigu ji suteikia ekstremuma kokioje nors funkgigikp-
nojee aplinkoje, t.y. jeigu

I(y) > I(y), Y§: |y(x) —y@)|+1y(z) -y (@) <e V€ la,b],
arba
I(y) <1(y), Yy: ly(x) —y(@)|+ [y (z) —y'(@)| <e, Vaela,]

Priminsime, kadF" = F(x,y,y’) yra dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija
pagal visus argumentus, k@i, y) € @ c R? 0y’ € R. |rodysime teorema.

3.4teorema. Jeigu funkcionald ekstremaéy tenkina sustiprintas LeZandro ir Jako-
bio salygas, tai ji suteikia funkcionalliisilpna lokaly ekstremuma.

< Teguy yra funkcionalol ekstrema; taskai(z,y(z)) € Q, Va € [a,b]; p —
pakankamai mazas teigiamas $kas;n € C}(a, b) . Funkcijay + n priklauso funkci-
josy silpnaip aplinkai, jeigu
()] <
Pagal Teiloro formule

Iy -+ )~ 1y) = 6T(ym) + 561 (y.0) + 6

Cia

b
2
62[(y7 77) = /(Fyy7]2 + 2Fyy’n77/ + Fy’y’nl )dl’,

6:

M| —

b
~ ~ ~ 2
/[(Fyy - Fyy)’]2 + 2(Fyy — Fyy’)m?/ + (Fyry — Fy’y’)n/ ] dz,

o funkcijosF,,, F,,, F,, yra atiinkamy i§vestiniy reik3&s tarpiniame taske

(@, y(z) + 61 (x)n(2), ¥ (2) + O2(2) (2)), Oi(z) €[0,1], i=1,2.
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Pazynekime
ﬁyy — By = e, ﬁyy’ — By =2, Fy’y’ — Fyy = 3.
KadangiF' yra dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija, tai
le1l, le2|, les] — 0, kai [nf, [n| — 0.
Laisvai pasirenkame skay ¢ > 0. Imkime skatiy p > 0 tiek maza, kad
lei| <e, Vi=1,2,3.

Pagal teoremos salygeayra funkcionalol ekstremag. Tockl

b

o skirtumas
b

1
I(y—i—n)—l(y):5/(Sn2+Rn’2)d:c+67

a

b

1
5= 3 /(517]2 + 2eamn’ + 637]/2) dzx.

a

Be to, yra teisingi tokie jvefiai:

b b
/%mmem—#/#%wa|mws%+ﬁ.

Todel
) b b

61= 5 [ el + leabi + (el + sl do < = (14 (0~ a)?) [ of*

Pagal teoremos salyga ekstremaltenkina sustiprintas LeZandro ir Jakobio saly-
gas. Toél egzistuoja ské@iusk > 0: R(z) —k > 0, Vz € [a, b], It lygties

(R~ k)~ Su=0
sprendinys, tenkinantis salygas
u(a) =0, u'(a) =1,

yra nelygus nuliuvz € (a,b]. Jeigu3.3teoremos jrodymer pakeisimeR — k, tai
gausime

b b
/(5772 + Rr]'z) dz > k/n’2 dx.
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Be to, lygyke yra galima tik tuo atveju, kaj = 0. TaCiau tada

b
Iy +n)—I(y) > %{k—zg(u(b—a)?)}/n'Qdm>o,

a

jeigu tik skatiuse > 0 yra pakankamai mazas,oz 0 ir tenkina nurodytas salygas.
Taigi ekstremat i suteikia funkcionalul silpna lokaly ekstremuma.

Galima jrodyti, kad Jakobio salyga yraitna lokalaus ekstremumo egzistavimo
salyga. Tiksliau yra teisunga tokia teorema.

3.5teorema. Tarkime, funkcionalal ekstremad y tenkina sustiprinta LeZandro sa-
lyga ir funkcijau(x) intervalo(a, b) viduje turi Saknj. Tada ekstrena) nesuteikia
funkcionaluil silpno lokalaus ekstremumo.

Sios teoremos jrodyma galima rasi] knygoje.

P astaba. Jeigu yra patenkintos sustiprintos LeZzandro ir Jakobio salygos ir, be
to, Lezandro salyga yra patenkinta kokioje nors ekstremghplinkoje, tai ekstremal
y suteikia funkcionaluf stipry lokaly ekstremuma. Sio teiginio jrodyma galima rasti
[11] knygoje.
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3.4 HAMILTONO PRINCIPAS

Variacinis skatiavimas yra naudojamas fizikos ir mechanikos uzdaviniy matemati-
niams modeliams sudaryti, tiksliau iSvesti lygtims, apré&gams jvairius fizikos ir me-
chanikos uzdavinius. Sias lygtis galima iSvesti tuipavariaciniu principu. Jo esen

yra tokia.

ta

tll

3.1 pav.
Tarkime, laiko momentu; nagrirejamas kinas yral packtyje, o laiko momentu; —
IT packtyje. Pegjimas iSI packties IT galimas skirtingais keliais (ZB.1 pav.).
Pazynesime raiémisT ir P kuno kinetine ir potencine energijas. Tada realiame
procese, veikiant poten@ms pgoms, integralas

ta

I:/(T—P)dt

ty

jgyja stacionaria reikSme. Sis variacinis principas vadinakesiltonoprincipu. Kar-
tais stacionari reikSByra maziausia integralo reik&mTodel Hamiltono principas dar
yra vadinamasnaZiausio veiksmprincipu.

ISnagriresime kelis pavyzdzius.

1. Materialus tasSkas metamas vertikaliai aukStyn. Rasti tasko trajektorija, jeigu yra
Zinoma tasko koordinatir greitis pradiniu laiko momentu. Tarkime, tasko trajektorija
galima apibeZzti lygtimi y = y(¢). Be to, tegu pradiniu laiko momentu= 0 aukstis
y(0) = 0, o greitisv = ¢. Tasko kinetie energija

_mu _m;QQ
2 2

Tasko potencia energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

to

I(y) = /(mQy2 - mgy) dt.

t1

Sj funkcionala atitinka Oilerio lygtis

d
%(my) +mg = 0.
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Jos bendrasis sprendinys
1
Yy = —§Qt2 + Clt + CQ.

Pagal prielaidg/(0) = 0, ¢(0) = ¢. Todel C; = 0, 0 C; = ¢. Vadinasi, vertikaliai
aukStyn mesto materialaus tasko trajektorija yra apraSoma lygtimi

L oo
Y= figt + ct.

2. Materialus taskas metamas kamp(@r. 2.7 pav.) pradiniu gréiu c. Rasti Sio

tasko trajektorija.

y C

3.2 pav.
Tarkime, taSko trajektorija galima apédti lygtimis

Tada tasko kineti@ energija

T= %(# +2),

0 potenci energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

2}

I(z,y) = /(%(x2 +9?) — mgy) dt.

t1
Sj funkcionala atitinka Oilerio lygtys:

d, . .
%(mx) =0, —(my) +mg =0.

PerraSysime jas taip:
Bendrieji Siy lygiy integralai:
Iiclt+02, yifgt2+03t+04.

Pagal prielaida:(0) = 0, y(0) = 0. Todel Cy = C, = 0. Be to,

J;(O) = ccosq, y(O) =csina, c= |C|
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Todel
C1 =ccosa, Cy =csina.

Taigi nagrirejamojo tasko trajektorija galima aprasyti lygtimis:

T = ctcosa, y:—th—i-ctsina.

3. I8vesti planety jugiimo desnius. Tegu/ yra Saués mae, m — planetos mas
Pagal visuotinj traukosasnj abi mass veikia viena kitagga, kurios dydis

Mm
F=—-—y—7.
r
Veikiant Siai ggai, potencia energija
M
po_Mm 4P
r dr

PazynekimeyM = k . TadaP = "™ planetos kinetie energija
T

m m
poMy2 M2 oy
5V 2(1 +9°)

Nagrirgjant §j uzdavinj, patogu jvesti polines koordinates:
T = TCOoSs P, y =rsingp.

Polinese koordinatse m
T = 5(7’2 + TQSL.?Q).
Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala
ta

m . . km
I(r,p) = /[5(7“2 +72p%) + o dt.
ty

Sj funkcionala atitinka Oilerio lygtys:

. km .9 d 2.\
%(mr)—’—ﬁ_mr(p =0, dt(mr p) =

Antrosios lygties bendrasis integralas
r2¢p =C.

Rasime pirmosios lygties bendrajj integrala. Padaugine pirmaja lygfjid&antraja is
¢, perraSysime jas taip:

k
i —rig® + —i = 0.
r

2rrg? +r2pp = 0.
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Suckje Sias lygtys gausime,
. .9 IR k .
T+ TrOeT 4+ gocp—i—r—zrzo.
Pastebsime, kad kairioji pastarosios lygties pugra pilnasis diferencialas. Tebja
galima perrasyti taip:
drl o 2.2 k
—= -l =0.
dt Q(T +r7) r
Suintegrave Sia lygtj, gausime antrajj Oilerio &yg integrala
1. . k
§(r2 +r2p?) — o= C1.
Suintegrave pirmajj integrala nug iki ¢, gausime
17 1} 1
5 /T2(pdt = 5/7’2 dfp = 50(752 - tl)
t1 t1

Tai yra antrasis Keplerioabnis. Jis teigia, kad planetos skrieja aplink Saule taip, kad
spindulys, jungiantis planeta su Saule, per vienoda laiko tarpagagbvienoda plota.
ISreiSke i$ pirmojo integralg ir jstate j antrajj, gausime

1/, C? ko
2P m) =0
Perradysime Sia lygtj taip:

dr r?

=dt = —dp.
2014-%-% c

Sios lygties bendrasis integralas

C? — kr

Ll U G
m/k2+20102} L

arccos {

PerraSysime jj taip:

02
r= .

k2 +2C1C? cos(p — C9)

Tai yra elip®s lygtis polirese koordinase. KaiC; = 0, gausime, kad eligs aSis yra
tiesgjep = 0. Pazynekime

02
p=— e=\1+29&.

Tada elipgs lygtj galima uzraSyti taip:

__r
1+ecosp’
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Tai yra pirmasis Keplerio @nis. Jis teigia, kad planeta skrieja aplink Saule elipse,
kurios viename iS Zidiniy yra Sazil
Elipsés pusass
P k C
=—— (1 <0, b= = .
1 Vpa =T

“= 1-— 62 201 ’
TeguT yra laikas, per kurj planeta apskrieja aplink Saule. Tada&dipsotas

1
b= -CT.
Ta 5

IS Siy formuliy lengvai galima iSvesti, kad

31
=
Tai yra tre€iasis Keplerio ésnis. Jis teigia, kad laiko kvadratas, per kurj planeta ap-
skrieja aplink Saule, yra proporcingas didzZiosios pasddibui.
4. StrypasAB, ilgio [, yra jtvirtintas galeA. Kitas jo galasB yra laisvas ir prie jo
pritvirtintas svoris massm. Nustatyti strypo pusiausvyros forma, nekreipia@trebsio
] jo paties svorj.
Tarkime,z aSis yra horizontali ties einanti per tasSkd. Laisvai pasirenkame taska
S € AB. Pazynekime raides lanko AS ilgj. Tada sunkio @gu potencia energija

T? = 472a

1
Py; = mgh = /mg sin ads;
0

Cia h yra atstumas nuo tasSk® iki x aSies, ax — kampas tarp aSies ir stypo liesties
tasSkeS (zr.[2.8 pav.).

3.3 pav

Tarkime, kampas: yra parametra funkcija, t.y.« = «(s). Tada strypo tamprumo
jégy potencia energija
l
Py = /JO/2(S) ds;
0
Cia o’ = da/ds — strypo kreivis,J — tamprumo modulis. Ta# bendra strypo po-
tencire energija

!
pP= /(Ja’2 + mgsina) ds
0
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Tarkime, funkcijaa = a(s), s € [0,1], apraSo realy strypo iSlinkima. Tada ji turi
tenkinti Oilerio lygtj
2Ja"" —mgcosa = 0.

Be to, jtvirtintame strypo galel turi buti patenkinta krasti@ salygac(0) = ag, 0
laisvame gale transversalumo salygél) = 0.

Tarkime, strypas yra mazai iSlinkes (t.y. artimaa3ei) ir funkcijay = y(z),z €
[0, ], apra3o jo iSlinkima. Tada

tana = il ~ Q.
dzr

Del tos p&ios priezasties

ds ~ dx?’  ds®  ds

da d’y  d*a d <d2y) ~ d3y
dz3’

" ds \da?
b
cosam1, I= / \/ 14y (x)dx ~ b
0
Be to, tegurg = 0. Tada Oilerio lygtj ir kraStines salygas galima uZraSyti taip:
d3y _

27 g —mg =0, y(0)=0,4'(0) =0, y"(b) = 0.

Sios Oilerio lygties bendrasis sprendinys

m
Yy = 712Lgfmg + C12% + Cox + Cs.
IS krastiniy salygy randame
mgb
O =-2F G=0Cs=0.

Taigi mazai iSlenkto strypo pusiausvyros pgcapraso funkcija

mg

_ Mg 3 _ 9.2
—12J(x 3lz?).

Y
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1. Rasti funkcionald ekstremales:

L 2
@ Iy) = [ (wy’ +y ) dz,
0
1 2
() I(y) = [ (v* + 12ay) da,
0
L 2
() I(y)= [ (y’ +y? - 2ysinx> dx,
0
1
d) I(y) = bf (y* + 2zyy') da,
1
(©) 1(y) = [ V1+y”dr,
) I(y) = }x‘lx/l +y* dz,
0
1
@ I(y,2) = g’(y’2 + 2% + 292) da,
(h) I(y,z) = jlj(y’2 + 2y + 2% + 22y") dx,
0
1
(i) I(y) = bf(l +y"?)de, y(0)=0,/(0) =1,y(1) =1,9'(1) = 1,
1
0 I(y) =£(%y”2 +y) dz,
y(=1) =0,4'(~1) = 0,y(1) = 0,y(1) = 0,
1
K I(y) = Of(y///2 +y? — 2yx3) dx.

2. |rodykite, kad ailgje tolydZiai diferencijuojamy funkcijy, tenkinéin krastines

salygasgy(0) = 0, y(2) = 1, néera tokios, kuri suteikty silpna lokaly minimuma

2
funkcionaluil(y) = [ y*(1 — y')? dx. TaCiau aikeje dalimis glodziy funkcijy,
0

tenkinartiy tas pé&ias krastines salygas, yra tokia, kuri suteikia stipry lokaly

minimuma.

3. Aibeje kreiviy, kurias vienareikSmiskai galima projektuatig§j ir kurios jungia

du fiksuotus tasSkus, rasti ta, kuria sukdami api&Sj gautume maziausio ploto

pavirsiy.
4. Tarkime, taSkai ir b gali laisvai juckti kreivemisy = «(x) ir y = S(z), 0
b
funkcionalasI(y) = [ ¢(x,y)v/1+y'* dz. Paradyti transversalumo salygas

tasSkuose ir b.
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b

. Tequl(y) = fy’2(1 — y")? dz. Rasti dalimis glodzias ekstremales.

a

b

. Tegul(y) = [(y/* —6y*)dz, y(0) = 0,y(b) = . Rasti dalimis glodZias

a
ekstremales.

b
. Patikrinti, ar funkcionalag(y) = [(y'*—y?)dz, y(0) = 0,y(b) = 3, tenkina
0
Jakobio salyga.
b
. Patikrinti, ar funkcionalag(y) = [(y’ Pry2 42 dz, y(0) = 0,y(b) = B,
0
tenkina Jakobio salyga.

. Rasti izoperimetrinio uzdavinio ekstremales:

(@) I(y fy dz, y(a) =a,yb) =5, kaiafbydw:S;

(b) I(y fydar y(a) = a, y(b) = 5, kaif\/mdle;

© I(y ny dz, y(a) = a,y(b) = B,
kaifmdx =1.
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1
1. @y= _ZIQ + Ciz + Oy,
(b) y = 2* + Crz + Cs,
1
(€) y=Cre® + Coe™" + 3 sinz,
(d) integralas nepriklauso nuo integravimo kelio,
(e) y = Cix + Cq,
() 2* + (y — C1)* = C3,
9) y=Cie* 4+ Coe ™™ + C3cosx + Cysinz,
z=C1e"+Coe ™™ — C3cosx — Cysinz,
(h) y = Cix+ Co, 2 = Csx + Cy,
() y=u=,
: 1,
= —1)?
0) y=—550" 1)
(k) y= Cie® + Che % + es <C3 cos ?l’ + O,y sin ?aﬁ) +

+e % (C'5 cos @m + Cg sin @x) + 8.
[0,1];
[1,2].

3.y = Clch“EfQ — grandinire kreive. Sukant ja apie: aSj, gaunamas pavir-
Sius, vadinamas katenoidu. Priklausomai nuo tasky é@ssytho plokStumoje

gali egzistuoti vienas sprendinys, du arkeavieno.
4. 1+ d(a)y'(a) =0, 1+ pF(b)y'(b) =0.

5. Ekstremads yra lauZztigs linijos, kuriy visos dalys priklauso tiesiy= C; ir
y =z + Cy Seimoms. e

2.Nurodymas.I§tirtiekstremale;;s:x/2iry:{T’ ig ;

6. Ekstremads yra lauzties linijos, kurios jungia du fiksuotus taskus, ir kuriy visos
dalys yra atkarpos su krypties koeficienti8 ir —/3.

7. Jeigu0 < b < m, tai Jakobio salyga yra patenkinta. Jefge =, tai Jakobio
salyga rera patenkinta.

8. Jakobio salyga yra patenkinta.

©

(@) y = M2 + C1x + Co; konstanto”;, Cy ir A randamos i$ salygui(a) =
a,yb) = Gir fbydx -

(b) ekstremads yr(; apskritimajz — C1)%+ (y—C32)? = \?; konstantog’, Co
ir A randamos i$ salygui(a) = «, y(b) = Gir fb V1t y?de = \;

(c) ekstremads yra grandinies kreiesy + A = C; ch ’”5102 ; konstantog’y,

b
Cy ir X randamos i§ salygw(a) = a, y(b) = Bir [ /1 +y*dz = \.
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