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Penktos pratybos 
 
1 užduotis.  
Rasti formul s  
 ( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) 

normali sias formas, naudojantis teisingumo reikšmi lentele: 
1) rasti TNDF (tobul normali j  disjunkcin  form ), 
2) rasti TNKF (tobul normali j  konjunkcin  form ). 

 
Sprendimas. 
1) Vis  pirma sudarome formuls teisingumo reikšmi lentel : 

p q r p / q ¬q / r Q(p,q,r) 
t t t k t k 
t t k k t k 
t k t t k k 
t k k t t t 
k t t t t t 
k t k t t t 
k k t t k k 
k k k t t t 

ia paryškintos eiluts, kuriose formul gyja reikšm t. Iš kiekvienos tokios 
eilut s gauname po elementari konjunkcij , ir jas sujungiame disjunkcijomis. 
Elementari konjunkcij  gauname, t keisdami atitinkamu kintamuoju, o k – 
atitinkamo kintamojo neiginiu. Pavyzdžiui, pirmoje nuspalvintoje eilutje p=t, q=k, 
r=k. Tod l ši  eilut  atitiks elementari konjunkcija p ∧ ¬q  ∧ ¬r. Tokiu b du 
gauname duotos formuls NDF, kuri yra tobula, nes  kiekvien  elementari 
konjunkcij  po vien  kart  eina visi kintamieji: 

( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) ∼ 
∼ ( p ∧ ¬q  ∧ ¬r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) 
 
2) Lentel  bus ta pati: 

p q r p / q ¬q / r Q(p,q,r) 
t t t k t k 
t t k k t k 
t k t t k k 
t k k t t t 
k t t t t t 
k t k t t t 
k k t t k k 
k k k t t t 

Tik dabar paryškintos eiluts, kuriose formul gyja reikšm k. Darome 
atvirkš iai, negu darme, skaiiuodami TNDF:  iš kiekvienos tokios eiluts gauname 
po elementari disjunkcij , ir jas sujungiame konjunkcijomis. Elementari disjunkcij  
gauname, t keisdami atitinkamo kintamojo neiginiu, o k – atitinkamu kintamuoju. 
Pavyzdžiui, paskutinje nuspalvintoje eilutje p=k, q=k, r=t. Todl ši  eilut  atitiks 
elementari disjunkcija p ∨ q ∨ ¬r. Tokiu b du gauname duotos formuls TNDF: 

( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) ∼ 
∼ ( ¬p ∨ ¬q ∨ ¬r ) ∧ ( ¬p ∨ ¬q ∨ r ) ∧ ( ¬p ∨ q ∨ ¬r ) ∧ ( p ∨ q ∨ ¬r ). 
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2 užduotis.  
Rasti formul s  
 ( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) 

normali sias formas, naudojantis logikos dsniais: 
1) rasti TNDF (tobul normali j  disjunkcin  form ), 
2) rasti TNKF (tobul normali j  konjunkcin  form ). 

 
Sprendimas. 
1) Vis  pirma konstruojame NDF. 
1 žingsnis (pašalinti visas operacijas, išskyrus ¬, ∧, ∨). 
( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) ∼ 
∼ ¬ ( p ∧ q ) ↔ ¬ ( ¬q ∧ r ) ∼ 
∼ (¬ ( p ∧ q ) → ¬ ( ¬q ∧ r )) ∧ ( ¬ ( ¬q ∧ r ) → ¬ ( p ∧ q )) ∼ 
∼ (( p ∧ q ) ∨ ¬ ( ¬q ∧ r )) ∧ (( ¬q ∧ r ) ∨ ¬ ( p ∧ q )) ∼ 
 
2 žingsnis ( kelti neiginius  skliaustus) 
∼ (( p ∧ q ) ∨ q ∨ ¬r ) ∧ (( ¬q ∧ r ) ∨ ¬p ∨ ¬q ) ∼ (suprastinkime, taikydami 

absorbavimo dsn) 
∼ ( q ∨ ¬r ) ∧ ( ¬p ∨ ¬q ) ∼ 
 
3 žingsnis (distributyvumo dsnio taikymas) 
∼ ( q ∧ ( ¬p ∨ ¬q )) ∨ ( ¬r ∧ ( ¬p ∨ ¬q )) ∼ 
∼ ( ¬p ∧ q ) ∨ ( q ∧ ¬q ) ∨ ( ¬p ∧ ¬r ) ∨ (¬q ∧ ¬r ) ∼ 
∼ ( ¬p ∧ q ) ∨ ( ¬p ∧ ¬r ) ∨ (¬q ∧ ¬r ) ∼ 
 
Gav  NDF, konstruojame TNDF, prijungdami fiktyvius kintamuosius prie 

elementari konjunkcij , naudodami logikos dsn K ∼ ( K ∧ p) ∨ ( K ∧ ¬p), kur K – 
bet kokia formul: 

∼ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨  
   ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨  
   ∨ ( p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∼   (sutraukime vienodus narius) 
∼ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ). 
 
2) Pirmi du žingsniai tokie patys, kaip 1 dalies sprendime, todl gauname t pat: 
( p / q ) ↔ ( ¬q / r ) ∼ 
∼ ( q ∨ ¬r ) ∧ ( ¬p ∨ ¬q ) ∼ 
– iš karto gauname NKF, distributyvumo dsnio nebereikia taikyti. Dabar bus 

gauta TNKF, prijungiant fiktyvius kintamuosius prie elementari disjunkcij , 
naudojantis logikos dsniu D ∼ ( D ∨ p) ∧ ( D ∨ ¬p), kur D – bet kokia formul: 

∼ ( p ∨ q ∨ ¬r ) ∧ ( ¬p ∨ q ∨ ¬r ) ∧ ( ¬p ∨ ¬q ∨ r ) ∧ ( ¬p ∨ ¬q ∨ ¬r ). 
 
3 užduotis.  
Rasti formul s  
 ( ¬p → ¬q ) → (( q ∧ r ) → ( p ∧ r )) 

TNDF, naudojantis logikos dsniais. 
 

Sprendimas. 
Vis  pirma konstruojame NDF. 
1 žingsnis (pašalinti visas operacijas, išskyrus ¬, ∧, ∨). 
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( ¬p → ¬q ) → (( q ∧ r ) → ( p ∧ r )) ∼ 
∼ ¬( p ∨ ¬q ) ∨ (¬( q ∧ r ) ∨ ( p ∧ r )) ∼ 
 
2 žingsnis ( kelti neiginius  skliaustus) 
∼ ( ¬p ∧ q ) ∨ (( ¬q ∨ ¬r ) ∨ ( p ∧ r )) ∼ (kur galima, nuimame 

skliaustus) 
∼ ( ¬p ∧ q ) ∨ ¬q ∨ ¬r ∨ ( p ∧ r ) ∼ 
Gauname NDF, sudaryt iš keturi  elementari konjunkcij :  

¬p ∧ q, ¬q, ¬r, p ∧ r, tod l tre io žingsnio ir nebereikia. Dabar galime bandyti 
prastinti, o galime ir iš karto bandyti gauti TNDF. Pasirink pastarj  b d , 
prijunkime tr kstamus kintamuosius. Ten, kur trksta dviej  kintam j , iš pradži  
prijungime vien, paskui kit . 

∼ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨  
   ∨ ( p ∧ ¬q ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ) ∨    (prijung me p prie ¬q) 

   ∨ ( p ∧ ¬r ) ∨ (¬p ∧ ¬r ) ∨   (prijung me p prie ¬r) 
   ∨ ( p ∧ q ∧ r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ r ) ∼ 
∼ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨  
   ∨ ( p ∧ ¬q ∧ r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨  (prijung me r prie p ∧ ¬q) 
   ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨ (prijung me r prie ¬p ∧ ¬q) 

   ∨ ( p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨  (prijung me q prie p ∧ ¬r) 
   ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨  (prijung me q prie ¬p ∧ ¬r) 
   ∨ ( p ∧ q ∧ r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ r ) ∼  (sutraukime vienodus narius) 
∼ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨ 
   ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ q ∧ r ). 
Gauname visas 8 galimas konjunkcijas iš 3 kintamj  – tai reiškia, kad formul 

yra tapaiai teisinga. 
O formul s TNKF neegzistuoja. 
 
4 užduotis.  
Rasti formul s  
 ¬ ( p ∧ ( q ∨ r )) → (( p ∧ q ) ∨ r ) 

TNKF, naudojantis logikos dsniais. 
 

Sprendimas. 
Vis  pirma konstruojame NKF. 
1 žingsnis (pašalinti visas operacijas, išskyrus ¬, ∧, ∨). 
¬ ( p ∧ ( q ∨ r )) → (( p ∧ q ) ∨ r ) ∼ 
∼ ( p ∧ ( q ∨ r )) ∨ (( p ∧ q ) ∨ r ) ∼ 
Antro žingsnio (kelti neiginius  skliaustus) nereikia. 
3 žingsnis (distributyvumo dsnio taikymas). kelkime r  skliaustus: 
∼ ( p ∧ ( q ∨ r )) ∨ (( p ∨ r ) ∧ ( q ∨ r )) ∼ (prastiname: iškeliame q ∨ r) 
∼ ( q ∨ r ) ∧ ( p ∨ ( p ∨ r )) ∼    (prastiname: atskliaudžiame) 
∼ ( q ∨ r ) ∧ ( p ∨ p ∨ r ) ∼    (prastiname: sutraukiame) 
∼ ( q ∨ r ) ∧ ( p ∨ r ) ∼ 
Gavome NKF. Gaukime TNKF: 
∼ ( p ∨ q ∨ r ) ∧ ( ¬p ∨ q ∨ r )  ∧ ( p ∨ q ∨ r ) ∧ ( p ∨ ¬q ∨ r ) (sutraukime vienodus 

narius) 
∼ ( p ∨ q ∨ r ) ∧ ( ¬p ∨ q ∨ r )  ∧ ( p ∨ ¬q ∨ r ) 
Gavome formuls TNKF.  
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Ar galime pasakyti, kokia bus formuls TNDF?  TNKF eina trys elementarios 
disjunkcijos, todl ši formul  su trimis interpretacijomis gyja reikšm k. Su 
likusiomis 5 interpretacijomis ji gyja reikšm t, tod l  jos TNDF eina 5 elementarios 
konjunkcijos. Užrašykime jos TNDF.  TNKF einan ios elementarios disjunkcijos 
atitinka šias tris interpretacijas: p=k, q=k, r=k; p=t, q=k, r=k; p=k, q=t, r=k. Tai iš 
likusi  penki  interpretacij  (p=t, q=t, r=t; p=t, q=t, r=k; p=t, q=k, r=t; p=k, q=t, r=t; 
p=k, q=k, r=t) reikia gauti po elementari konjunkcij , tod l formul s TNDF yra  

( p ∧ q ∧ r ) ∨ ( p ∧ q ∧ ¬r ) ∨ ( p ∧ ¬q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ q ∧ r ) ∨ ( ¬p ∧ ¬q ∧ r ). 


