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Ketvirtos pratybos 
 

1 užduotis 
Ar s ryšis refleksyvus, antirefleksyvus, simetrinis, antisimetrinis, tranzityvus, ekvivalentumo, 

negriežtos tvarkos, griežtos tvarkos ? Jei tvarkos, ar aib visiškai sutvarkyta ? Jei ekvivalentumo, 
rasti ekvivalentumo klases. 

1) S ryšis žmoni  aib je: a R b ⇔ “a ir b yra vienmeiai”. 
2) S ryšis žmoni  aib je: “a ir b turi t  pat senel arba t  pa i  senel”. 
3) Sveik j  skai i  aib je Z: “a = |b|”. 
4) Aib je N\{0}: “a | b” (t.y. “a dalina b (be liekanos)”, pavyzdžiui,  

3 dalina 6, o 4 nedalina 6). 
5) Aib s D poaibi  aib je P(D), kur D – bet kokia aib, |D| ≥ 2: “A ⊂ B” (t.y. A ⊆ B ir A ≠ B). 

Trumpas sprendimas 
1) Refleksyvus: ar kiekvienas žmogus a yra vienmetis su paiu savimi? Taip. 

Antirefleksyvus: ar neegzistuoja žmogaus, kuris yra vienmetis su paiu savimi? Egzistuoja. 
N ra antirefleksyvus. 
Simetrinis: ar visiems žmonms a ir b iš to, kad a su b yra vienmeiai, išplaukia, kad ir b su 
a yra vienmeiai? Taip. 
Antisimetrinis: ar visiems žmonms a ir b iš to, kad a ir b yra vienmeiai bei b ir a yra 
vienme iai, išplaukia, kad a ir b yra tas pats asmuo? Ne. 
Tranzityvus: ar visiems žmonms a, b ir c iš to, kad a ir b yra vienmeiai bei b ir c yra 
vienme iai, išplaukia, kad a ir c yra vienmeiai? Taip. 
Yra ekvivalentumo, n ra tvarkos.  
Ekvivalentumo klass yra tokios: aib žmoni , kuriems po 0 met, aib  žmoni , kuriems po 
1 metus, …, aib žmoni , kuriems po i met , … 

2) Refleksyvus: ar kiekvienas žmogus a turi t pat senel arba t  pa i  senel kaip ir jis pats? 
Taip. 
Antirefleksyvus: ar neegzistuoja žmogaus, kuris turi t pat senel arba t  pa i  senel kaip ir 
jis pats? Egzistuoja. Nra antirefleksyvus. 
Simetrinis: ar visiems žmonms a ir b iš to, kad a ir b turi t pat senel arba t  pa i  senel, 
išplaukia, kad ir b ir a turi t pat senel arba t  pa i  senel? Taip. 
Antisimetrinis: ar visiems žmonms a ir b iš to, kad a ir b turi t pat senel arba t  pa i  
senel  bei b ir a turi t pat senel arba t  pa i  senel, išplaukia, kad a ir b yra tas pats 
asmuo? Ne. 
Tranzityvus: ar visiems žmonms a, b ir c iš to, kad a ir b turi t pat senel arba t  pa i  
senel  bei b ir c turi t  pat senel arba t  pa i  senel, išplaukia, kad a ir c turi t pat senel 
arba t  pa i  senel? Ne, nes, pavyzdžiui, jei a ir b turi t pat senel, ir b ir c turi t  pat 
senel, tai tie seneliai gali bti skirtingi (iš t vo ir iš motinos puss), tod l a ir c neturs to 
pa io senelio. 
N ra ekvivalentumo, n ra tvarkos. 

3) Refleksyvus: ar a = |a| kiekvienam a∈ Z? Ne, pavyzdžiui, -1≠|-1|. 
Antirefleksyvus: ar neegzistuoja a∈ Z tokio, kad a = |a|? Egzistuoja, pavyzdžiui, 1=|1|. Nra 
antirefleksyvus. 
Simetrinis: ar visiems a,b∈ Z iš to, kad a = |b|, išplaukia, kad ir b = |a|? Ne, pavyzdžiui, jei 
a=1, b=-1. 
Antisimetrinis: ar visiems a,b∈ Z iš to, kad a = |b| bei b = |a|, išplaukia, kad a=b? Taip, nes 
iš to, kad a = |b|, išplaukia, kad a ≥ 0, tod l b = |a| = a. 
Tranzityvus: ar visiems a,b,c∈ Z iš to, kad a = |b| bei b = |c|, išplaukia, kad  
a = |c|? Taip, nes iš to, kad b = |c|, išplaukia, kad b ≥ 0, tod l a = |b| = b = |c|. 
N ra ekvivalentumo, n ra tvarkos. 
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4) Refleksyvus: ar a | a kiekvienam a∈ N? Taip. 
Antirefleksyvus: ar neegzistuoja a∈ N tokio, kad a | a? Egzistuoja. Nra antirefleksyvus. 
Simetrinis: ar visiems a,b∈ N iš to, kad a | b, išplaukia, kad ir b | a? Ne, pavyzdžiui, jei a=3, 
b=6. 
Antisimetrinis: ar visiems a,b∈ N iš to, kad a | b bei b | a, išplaukia, kad a=b? Taip. Beje, 
sveik j  skai i  aib je šis sryšis n ra antisimetrinis, nes, pavyzdžiui, iš to, kad 5 | -5 ir –5 | 
5, neišplaukia, kad 5 = -5. Matome, kad sryšio savybs priklauso ne tik nuo jo apibržimo, 
bet ir nuo aibs, kurioje jis apibržtas. 
Tranzityvus: ar visiems a,b,c∈ N iš to, kad a | b bei b | c, išplaukia, kad  
a | c? Taip. 
N ra ekvivalentumo, yra negriežtos tvarkos, n ra griežtos tvarkos. 
Aib  N su šiuo tvarkos sryšiu n ra visiškai sutvarkyta, nes, pavyzdžiui, nei 3 dalina 5, nei 5 
dalina 3. 

5) Jei D = {a, b, …}, tai P(D) = {∅, {a}, {b}, …, {a, b}, …, D}. 
Refleksyvus: ar A ⊂ A kiekvienam A∈ P(D)? Ne, nes A ⊂ A reiškia, kad A ≠ A. 
Antirefleksyvus: ar neegzistuoja A∈ P(D) tokio, kad A ⊂ A? Neegzistuoja. Yra 
antirefleksyvus. 
Simetrinis: ar visiems A,B∈ P(D) iš to, kad A ⊂ B, išplaukia, kad ir B ⊂ A? Ne. Pavyzdžiui, 
{a} ⊂ {a, b}, bet ne {a, b} ⊂ {a}. 
Antisimetrinis: ar visiems A,B∈ P(D) iš to, kad A ⊂ B bei B ⊂ A, išplaukia, kad A = B? 
Taip. Kod l? Kad ir kokie bt  A,B∈ P(D), jei A ⊂ B, tai tikrai nebus B ⊂ A, ir atvirkš iai, 
tod l prielaidos A ⊂ B ir B ⊂ A yra prieštaringos (t.y. j konjunkcija yra klaidinga), o iš 
klaidingo teiginio gali išplaukti bet kas, skaitant ir lygyb A = B. Taigi, šis sryšis yra 
antisimetrinis. Galima samprotauti ir kitaip. Pasinaudoj kontrapozicijos dsniu p → q ∼ ¬q 
→ ¬p ir De Morgano dsniu, gauname, kad antisimetriškumo savyb (aRb ∧ bRa → a=b) 
∀a,b∈A gali b ti užrašyta taip: (a≠b → ¬(aRb) ∨ ¬(bRa))∀a,b∈A, t.y. visi skirtingi aibs 
A elementai a ir b gali bti susieti sryšiu tik vienu bdu: aRb arba bRa, bet ne abiem iš 
karto. M s  atveju taip ir yra: imdami dvi skirtingas aibes A ir B iš aibs D poaibi  aib s 
P(D), gauname, kad A ⊂ B arba B ⊂ A, bet ne abu iš karto. Todl s ryšis antisimetrinis. 
Tranzityvus: ar visiems A,B,C∈ P(D) iš to, kad A ⊂ B bei B ⊂ C, išplaukia, kad  
A ⊂ C? Taip. 
N ra ekvivalentumo, n ra negriežtos tvarkos, yra griežtos tvarkos. 
Aib  N su šiuo tvarkos sryšiu n ra visiškai sutvarkyta. Kod l? Aib je D yra bent du 
elementai. Imkime bet kuriuos du jos elementus ir pažymkime a ir b. Tada poaibiai {a} ir 
{b} n ra palyginami. 

Nam  darbai 
1)   S ryšis žmoni  aib je: “a sveria daugiau už b”, 
2)   Sveik j  skai i  aib je Z: “a = b + 1”. 
Atsakymai 
1)   Ne, taip, ne, taip, taip, ne, ne, taip, taip. 
2)   Ne, taip, ne, taip, ne, ne, ne, ne. 
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2 užduotis 
Nustatyti, kurie loginiai kintamieji esminiai, kurie fiktyvs duotoje formulje, užrašyti 

ekvivalen i  formul , kurioje b t  tik esminiai kintamieji. 
1) Formul  duota teisingumo reikšmi lentele (žr. dešinje). 
2)  Q(p,q,r) := (p → (p ∨ q)) → ¬r 

Sprendimas 
1)  p – esminis. Matome tai iš 1 ir 5 eilui , nes jose skiriasi tik p reikšm, 

kit  kintam j  nesiskiria, o formuls reikšm irgi kei iasi. 
q – fiktyvus. Tai gauname, patikrin visas eilui  poras (1 ir 3, 2 ir 4, 5 ir 

7, 6 ir 8), kur skiriasi tik q reikšms – formul s reikšm jokioje iš t  por  
nesikei ia. 

r – esminis (1 ir 2 eil.). 
Kad užrašytume ekvivaleni  formul , kurioje b t  tik esminiai kintamieji, nutriname 

nereikalingus stulpelius su fiktyviais kintamaisiais (t.y. kintamojo q stulpel ), iš besikartojani  
eilu i  paliekame tik po vien, ir gauname toki teisingumo reikšmi lentel  

p r Q(p,r) 
t t k 
t k t 
k t t 
k k t 

pagal kuri  galima užrašyti formuls NDF, NKF, arba šiaip atspti formul . Šiuo atveju lengva 
pastebti, kad tai Šeferio funkcijos teisingumo reikmi lentel , taigi, formul  bus p | r. Jos NDF (iš 
lentel s) b t  (p ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r) ∨ (¬p ∧ ¬r), o NKF ¬p ∨ ¬r (atsakymui užtenka nurodyti bet 
kuri  iš ši  trij  formuli ). 

2) Sudarome teisingumo reikšmi lentel : 
p q r Q(p,q,r) 
t t t k 
t t k t 
t k t k 
t k k t 
k t t k 
k t k t 
k k t k 
k k k t 

p – fiktyvus (iš 1 ir 5, 2 ir 6, 3 ir 7 bei 4 ir 8 eilui  por ). 
q – fiktyvus (iš 1 ir 3, 2 ir 4, 5 ir 7 bei 6 ir 8 eilui  por ). 
r – esminis (1 ir 2 eiluts). 
Išbrauk  gauname 

r Q(r) 
t k 
k t 

Formul  bus ¬r. 
Nam  darbai 
1)   (q ∧ p) ∨ (¬q ∧ r) 
2)   (p ∧ q) ∨ p 
Atsakymai 
1)   Visi esminiai. 
2)   Tik p esminis. 

 

p q r Q(p,q,r) 
t t t k 
t t k t 
t k t k 
t k k t 
k t t t 
k t k t 
k k t t 
k k k t 
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3 užduotis  
Nubr žti formul s ( p ⊕ q ) → ( ¬p ∧ r ) kontaktin  schem. 

 
Sprendimas 
Mokame nubržti kontaktin  schem tik formulei, kurioje yra tik konjunkcija, disjunkcija, ir 
neiginiai prie kintamj , tod l iš pradži  reikia pertvarkyti formul: pašalinti kitas operacijas ir 
kelti neiginius  skliaustus. 

( p ⊕ q ) → ( ¬p ∧ r ) ∼ 
∼ (( p → q ) ∧ (q → p)) ∨ ( ¬p ∧ r ) ∼ 
∼ (( ¬p ∨ q) ∧ ( ¬q ∨ p )) ∨ ( ¬p ∧ r )  
O dabar galime nubržti kontaktin  schem: 

 
N. d. 1) (( x → y ) ∧ ( y → z )) → ( x → z ) 

   2) ( x → ( y → z)) → ( y → ¬x ) 
         3) ( r ⊕ ¬q) / ( q → p ) 
 
Sprendimas 
1) ( x → y ) ∧ ( y → z )) → ( x → z ) ∼ 

∼ ¬ (( ¬x ∨ y ) ∧ ( ¬y ∨ z )) ∨ ( ¬x ∨ z ) ∼ 
∼ ( x ∧ ¬y ) ∨ ( y ∧ ¬z ) ∨ ¬x ∨ z  
Kontaktin  schema: 

 
4 užduotis 
Suprastinti kontaktin schem (paprastesn yra schema,  

turinti mažiau kontaktini element). 
 

Sprendimas 
Kad gal tume suprastinti, užrašome formul, atitinkan i   

duot  schem, j  suprastiname, ir nubržiame suprastintos  
formul s schem. 

x ∨ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( y ∨ ¬z )) ∨ ¬y ∨ z ∼    (pergrupuojame) 
∼ ( x ∨ ¬y ) ∨ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( y ∨ ¬z )) ∨ z ∼  (prirašome t) 

∼ (( x ∨ ¬y ) ∧ t ) ∨ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( y ∨ ¬z )) ∨ z ∼ (iškeliame) 
∼ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( t ∨ ( y ∨ ¬z ))) ∨ z ∼ 
∼ (( x ∨ ¬y ) ∧ t ) ∨ z ∼ 
∼ x ∨ ¬y ∨ z 

Beje, t  pat gal jome gauti ir greiiau, pasinaudoj absorbavimo dsniu  
p ∨ (p ∧ q)  ∼  p: 

( x ∨ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( y ∨ ¬z )) ∨ ¬y ∨ z ∼   (pergrupuojame) 
∼ ( x ∨ ¬y ) ∨ (( x ∨ ¬y ) ∧ ( y ∨ ¬z )) ∨ z ∼  (absorbuojame) 

∼ ( x ∨ ¬y ) ∨ z ∼ 
∼ x ∨ ¬y ∨ z 

Taigi, suprastinta kontaktin schema bus tokia: 
 
 

N. d. 1)                                                           2) 
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3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sprendimas 
1) ( x ∨ y ∨ z ∨ u ) ∧ ( x ∨ y ∨ u ) ∧ ( x ∨ z ) ∼ 
     ∼ x ∨ (( y ∨ z ∨ u ) ∧ ( y ∨ u ) ∧ z ) ∼ 
     ∼ x ∨ (( y ∨ u ∨ z ) ∧ ( y ∨ u ∨ k ) ∧ z ) ∼  (iškeliame y ∨ u) 
     ∼ x ∨ ( ( ( y ∨ u ) ∨ ( z ∧ k ) ) ∧ z ) ∼ 
     ∼ x ∨ ( ( ( y ∨ u ) ∨ k ) ∧ z ) ∼ 
     ∼ x ∨ ( ( y ∨ u ) ∧ z )  

 V lgi, jei pastebtume, kad ia galima pritaikyti absorbavimo dsn  
p ∧ (p ∨ q)  ∼  p, tai atsakym gautume žymiai greiiau. Iš tikro, šiuo atveju x ∨ y ∨ u b t  p, taigi, ( 
x ∨ y ∨ z ∨ u ) ∧ ( x ∨ y ∨ u ) b t  ( p ∨ z ) ∧ p, o tai ekvivalentu tiesiog p, t.y. x ∨ y ∨ u. D l to 
gautume: 

 ( x ∨ y ∨ z ∨ u ) ∧ ( x ∨ y ∨ u ) ∧ ( x ∨ z )  ∼ 
 ∼  ( x ∨ y ∨ u ) ∧ ( x ∨ z )  ∼ 
 ∼  x ∨ ( ( y ∨ u ) ∧ z ) 

Suprastinta kontaktin schema bus: 
 

Atsakymai 
2)                       3)  
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