|| dalis
Aibes, funkcijos ir sarysiai

Sita kurso dalis yra paruosta pagal dr. Vald@ilino diskréiosios matematikos paskaity konspektus. Au-
torius nokty jam paékoti uz suteikta galimybe pasinaudoti iSeities telsstadSiant Siuos konspektus.

1 Aibiy algebra

Paprasiausias diskretus objektas ybaigtine aibé todel Siame paragrafe priminsime kai kurias aibiy
teorijos savokas.

Aibe ir jos elementag/ra pirmines matematikos savokos (kaipkaiCius, tasSkas pan.), jos mra
formaliai apibeziamos. Intuityviai aibe laikome skirtingy objektukiniu, o p&ius objektus vadiname
tos ailes elementais. Tai, kad elementggriklauso aibeid, Zymimea € A. Jeib nepriklauso4, raSome
b ¢ A. TuXia rinkinj vadinameuscCia aiber Zymime . Aibé B yra aites A poaibis(Zymime B C A),
jei kiekvienas aibs B elementas priklauso ir aibdi. TuZia aibe laikome bet kurios a3 poaibiu. Ailes
A ir B vadinamodygiomis(zymime A = B), jei jos yra sudarytos iS vienody elementy. BeiC A ir
B # A, poaibjB vadinameikru (arbatikruoju, tikriniu) ir Zymime B C A. AibesA poaibiy aibe Zymime
P(A). Baigting aibe, turitian > 0 elementy, vadiname-aibe, o bet kurj jos poaibj, turintjn elementy,
vadinamem-poaibiu (0 < m < n). Baigtirés ailes elementy skéius dar vadinamas jagalia. Aibés
A galia Zymimal A|. Baigtine aite paprastai apikZiama, iSvardijant jos elementud: = {a4,...,a,}.
Kitas aikes apibezimo b udas — nurodoma saey®, kuria pasizymi tos aiss elementai ir nepasizymi
visi kiti objektai. Tokiu atveju naudojamas uzrasés= {z: S(x)} arbaA = {z | S(z)}. Daznai visos
nagrirejamos aibs yra poaibiai kokios nors dideshailesU, vadinamosiniversalia aibe

Pavyzdys. Tarkime, turime aibes
A = {x: x — sveikas lyginis ska&ius} = {...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...}

ir B={-12,6}. Tadal4 € A, 3 ¢ A, B yra ailes A tikrasis poaibis B C A), aibesB ir {6, —12} yra
lygios,

P(B) ={2,{-12},{6}, B},
|B| = 2. Universali aile U galety b uti, pavyzdziui, sveikyjuy skaj aibe Z, jei mes nagrigjame tik aibes,
sudarytas i$ sveikyju skauy. O

Aibes patogu vaizduoti grafiSkeeno diagramydar vadinamilerio skrituliais) pagalba. Universa-
lia aibe vaizduojame staakampiu, o jos poaibius — susikerfaais skrituliais. Pavyzdziui, dviejy aibiy
Air B Veno diagrama b uty tokia:

ApibreSime pagrindines aibiy operacijas:
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e Aibiy A ir B sajungaAd U B = {z: x € A arbax € B}. Ja galima b uty pavaizduoti tokia Veno
diagrama:

B

Cia aibiyA ir B sajungad U B yra nuspalvinta pilkai.
e Aibiy Air BsankirtaAN B ={z:x € Airx € B}.

-

e Aibiy Air B skirtumasA\ B={z:x € Airx ¢ B}.

&

e AibesA C U papildinys(iki aibesU) A =U\ A = {z: z ¢ A}.

o

AiSku, kad aike U turi b uti nurodyta arba nusjma i$ konteksto.
Pavyzdys. Nagrinesime nat uriniy ské&iy aibesN = {0, 1,2, 3, ...} poaibius, t.yU = N. Apibreze

Ny = {z: z dalinasiis 2 ={0,2,4,...} ir
N3 = {z: z dalinasiis 3 = {0, 3,6, ...},

gauname

Ny UNj3 = {z: z dalinasi i§ 2 arbaB= {0,2,3,4,6,8,9,...};

Ny N N3 = {z: z dalinasiis § = {0,6,12,...};

N, \ N3 = {z: x dalinasi i$ 2, bet nesidalina i§ 3- {2,4, 8,10, 14, ...};
N, = {z: z nesidalinais 2 = {1,3,5,...}.
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Aibiy operacijosU, N ir ~ (papildinys) atitinka logines operacijas A ir —. Todel aibiy operacijos
tenkina @ésnius, kuriuos j us jau Zinote i§ matemegifogikos:

(1) Ao B = B o A (komutatyvuma<ia vietojeo abiejose lygyks pugse galime jstatyti arban);
(2) Ao (BoC) = (Ao B)o(C (asociatyvumags
3 @AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

(b) Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributyvumo desnigi

4) (@ Aug = A;
(b) An @ = o (tuXia aike @ atitinka konstantd matematigje logikoje);

(5) A = A.

6) (@) AUA=A4;
(b) An A= A (idempotentumags

(7) (@) AUB=ANB;
(b) AN B = AU B (De Morgano déesnidj

Aibiy visuma, kurioje galioja dsniai (1)—(7), vadinaibiy algebra

Pastebkime, kad é@snius (3)(b), (6)(b) ir (7)(b) galima gauti atitinkamaid&sniy (3)(a), (6)(a) ir
(7)(a), pakeitus juose zenklusj N ir atvirksCiai. Pasirodo, aibiy algebroje galioja taisgkadinama
dualumo principu

Jei turime teisinga aibiy lygybe, sudaryta iS univéosaaibesU poaibiuy ir operaciju, N bei
~ (papildinio), tai pakeite abejose lyggb pusse zenklus) N, NjuU, @ Uir U | o, vel
gausime teisinga aibiy lygybe.

Pavyzdziui, i$ (4) galime gauti teisingas lygybes

8) () ANU = A;
(b) AUU = U.

Kaip galima jrodyti Siuos dsnius? [rodykime, pavyzdZiui, distributyvumeshj (3)(b).

[rodymas. Kad jrodytume, kad dvi aksC' ir D yra lygios, uZtenka parodyti, kad loginiai teiginiaie C'
ir z € D yra ekvivalent us kiekvienam elementui|rodinejame, naudodamiesi logikogshiais (distri-
butyvumu) ir aibiy operacijy apibZimais:

re AU(BNC)~ze AV xzeBNC
~r€eAV (reBAxel)
~(xeAVzeB)AN(zeAV xel)
~rcAUB N xec AuC
~ze(AUB)N(AUCQ). O

Nesucktingas aibiy algebros formules patogu patikrinti Veremdamuy pagalba. PavyzdZziui, aibiy lygybe
A\ B = AU B demonstruoja tokios diagramos:
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Kairiojoje diagramoje pilkai nuspalvinta @b \ B, o desiniojoje diagramoje aibgu B atitinka ta sritis,
kuri nuspalvinta bent vienu atspalviu.

Noredami apibeZti paskuting aibiy operacija, pateikiame dar keseteoky.

Bet kokiy objektuy (t.y., neb utinai skirtingy) rinkvadinameSeima Baigting Seima, turi€iam ele-
menty, vadinamen-Seima Sutvarkyta Seima vadinanseka Sekoje turi reikSme ne tik pats objektas,
bet ir jo vieta: sukeite du skirtingus objektus vietomiaugame kita seka. Baigtines sekasi®bjekty
dar vadinam-vektoriais o begalines sekas — tiesiog sekomis-vektoriausae = (ay, ..., a,,) i-tajj
elementay; vadina vektoriaus: i-tgja koordinate

Pavyzdys. A = {0,1,1,1} — Seima;a = (0,1,0,0) ir 5 = (1,0,0,0) — du skirtingi 4-vektoriai;
~* = 00110011 ... — begalire periodire seka. 0

DaZnai praleisime kablelius ir skliaustus seky bei vaktdymejime, pavyzdziui, raSysime = 0100
ir pan.
Netugiy aibiy A, A,, ..., A,, Dekarto sandaugaadiname aibe

Ap oo x Ag = {(on, .. o) ay € Ayi=1,...,m}.
Tai yra aite visy galimyn-vektoriy, kuriyi-toji koordinag priklauso aibe#;.
Pavyzdys. JeiA = {0,1}, B = {a,b},tai A x B ={(0,a),(0,b),(1,a),(1,b)}. O

Jeid, = A, =---= A, = A, taiaibiyA, A, ..., A,, Dekarto sandauga ZyasimeA™ ir vadinsime
aibes A m-uoju Dekarto laipsniyo jos elementus —n-vektoriais aibejed (arbavirs aibesA). Vektorius
aibeje {0, 1} vadinamebinariniais (arbadvinariais). Taigi, « ir 3 i8 3 pavyzdzio — binariniai vektoriai,
a, 3 € {0,1}*. Prapkte ailes Dekarto laipsnio apibzima, simboliud> Zymesime aibe begaliniy seky,
sudaryty iS aibs A elementy. Jej> — seka i$ 3 pavyzdZio, tgi* € {0, 1}°.

Pavyzdys. TeguV = {a,b,...,h} (vertikales), H = {1,2,...,8} (horizontaks). TadalL. = V x
H = {al,a2,...,h8} — Sachmaty lentos laukeliy a@h(vietoje vektoriauga, 1) Cia mes naudojame
Sachmatininkams jprasta Zgjimaal). O

2 Funkcijos ir sarysiai
Atitiktimi tarp netusiy aibiy A ir B vadiname bet kokj netég&a poaibjF' C A x B.
1 pavyzdys. A = {a,b,c}, B=1{0,1,2}, F = {(a, 1), (b,0),(c,1)}. O

Atitiktis /' — funkcing jei kiekvienama € A egzistuoja vienintelis vektoriug, b) € F.

Pavyzdys. Paskutinio pavyzdzio atitiktig" yra funkcire, nes aibje F' yra vienintelis vektorius, kurio
pirmoji koordinaté yraa, taip pat vienintelis vektorius gy ir taip pat suc. O
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Jei I — funkcine atitiktis, tai sakome, kad' apibeZiafunkcija f: A — B, o vektoriaus(a,b) € F'
koordinatgh Zymime f(a) ir vadiname elemento vaizdu

2 pavyzdys. Kadangi 1 pavyzdzio atitiktis yra funka tai ji apibezia funkcijaf : A — B tokia, kad
fla) =1, f(b) =01ir f(c) = 1. Elemento vaizdas yral, elementd — 0, ir elementa: — 1. O

Taigi, funkcijaf: A — B yra atitiktis tarpA ir B, priskirianti kiekvienam aibs A elementui kokj nors
aibes B elementa. Aik A vadinama funkcijog apibrézimo sritimio aites B poaibisf(A) = {b: Ja €
A toks, kadb = f(a)} vadinamas funkcijog reikSmiy sritimi(Zenklas 3’ reiSkia “egzistuoja”, taip pat
vartosime zenklaY’, kuris reisSkia “kiekvienam”). Beje, aibg(A) galima apibeZzti, vartojant trumpesnj
uzrasa:f(A) = {f(a): a € A} — tai yra aite reikSmiuyf(a), kur a yra elementas, tenkinantis degje
puseje uzraSyta salyga (€ A), t.y. a perkega aibeA.

Pavyzdys. 2 pavyzdzio funkcijos apil@zimo sritis yraA = {a,b,c}, 0 reikSmiy sritis yraf(A) =
{0,1} C B. 0

Jei A’ C A, tai aikes B poaibjf(A’) = {f(a): a € A’} vadiname aibs A’ vaizdu
Pavyzdys. Jei A’ = {a,c} C A, taiaibes A’ vaizdasf(A’") = {1} C B, kur f yra 2 pavyzdZio funkcija

Aibés A poaibj f~1(b) = {a: f(a) = b} vadiname elementdb € B pirmavaizdziu Lygiai taip pat
apibreziamasiraibsB’ C B pirmavaizdisf~'(B’) = {a: f(a) € B'}. Nesunku jsitikinti, kadf ' (B’) =
Usen f71(0).

Pavyzdys. Elemento0) € B pirmavaizdis yraf~'(0) = {b} C A, elementol — f~!(1) = {a,c}, ir
element® — f~1(2) = @. Aibés{0, 2} pirmavaizdis yraf ~1({0,2}) = f~H0) U f1(2) = {b} U@ =
{b}, 0 aikes{0,1} — f~1({0,1}) = f~1(0) U f~1(1) = {b} U{a,c} = A. O

Kai aibes A ir B yra baigtires, funkcijaf : A — B taip pat vadinaméaigtine JeiA = {ay,...,a,},
baigtine funkcija galime vaizduoti jos reikSmiy lergel

z | f(x)

ap | f(ar)

az | f(ag)

an | f(an)

Pavyzdys. 2 pavyzdZio funkcija gali b uti pavaizduota tokia lentele:

z | f(z)

a 1
b| O
c 1

Funkcijosf : A — B, pasizymirtios svarbiomis savydmis, turi dar kitus pavadinimus.

Apibr éZzimas. e f —injekcija, jei a; # as = f(a1) # f(az) Vai,as € A, ty. jei bet kuriy dviejuy
skirtingy elementy, ir a, vaizdaif(a;) ir f(az) irgi yra skirtingi;

e f —siurjekcija jei f(A) = B, ty. jei jokio aibésB elemento pirmavaizdis néra tusCias, arba,
kitaip tariant, jei | kiekviena aibe® elementa funkcijg atvaizduoja bent viena aibeselementa;
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e [ —bijekcija, jei f — injekcija ir siurjekcija kartu.
Pavyzdys. Tegu
A={0,1}, B={abc}, Fr={0,a),(1,a)}, F={(0,b),(1,a)}.

1. Tarkime,F; apibreziaf;: A — B. Tadaf, — injekcija, bet ne siurjekcija, ¢; — nei injekcija, nei
siurjekcija.

2. Tarkime,F, apib®ziaf,: A — By = {a, b}. Tadaf, — bijekcija.
3. Tarkime,F} apib®ziaf;: A — B; = {a}. Tadaf; — siurjekcija, bet ne injekcija.

Bijekcija dar vadinaabipus vienareikSmiu atvaizdavimkadangi Siuo atveju kiekvienale B eg-
zistuoja vieninteliss € A toks, kadf(a) = b. Pazyneje tokj elementa = ¢(b), gauname funkcija
g: B — A, kuri vadinamaatvirkstinefunkcijai f ir zymima f~!. Nesunku pastedti, kad kiekvienam
a € Aturime f~1(f(a)) = a. AisSku, kad jeiA ir B yra baigtires ailes, of : A — B — bijekcija, tai A ir
B turi po tiek pat elementuy.

Pavyzdys. Imkim ta p&ia bijekcijafs : {0,1} — {a, b} iS paskutinio pavyzdZio, apibFta atitiktiesF, =
{(0,0), (1,a)}. Tadafs(0) = b, fo(1) = a, ir atvirkstine funkcija f; " : {a,b} — {0,1} igyja tokias
reikSmes:f, '(a) = 1, f, 1(b) = 0. O

Rasime dvejy pereitame paragrafe ap#hy aibiy elementy ské&i). Priminsime, kad baigtes ailes
A galia]A| vadiname jos elementy skai.

Teorema. 1. JeiA,,... A, yrabaigtinés netusCios aibés, fai; x --- x Ag| = |Ay| x -+ X |Ag|.
2. Jei aibeA yra baigting, tai|P(A)| = 24

[rodymas. Pirma lygyke akivaizdi, nes-vektoriausa € A; x - -- x Ay, -0ji koordinae «; gali b uti bet
kuris i8| A;| aibes A; elementud{ = 1,. .., k). Todel skirtingyk-vektoriy bus|A;| x - -+ x | Ag|.

Antra lygybe jrodysime, remdamiesi pirmaja, i$ kuriéplaukia, kad{0,1}"| = 2™. Jei A tuXia,
tai P(A) = {@} ir turime teisinga lygybel = 2°. Tarkime, A — netugia, ty. A = {a;,...,a,}
ir apibrezkime funkcijay : P(A) — {0,1}", kur kiekvienamB C A o = x(B) yra n-vektorius su
koordinaémis

1, a; € B,
o; =
O, a; ¢ B.

Vektoriusy (B) dar vadinamas poaibiB charakteringuoju vektoriumilis nusako, kurie aés A elemen-
tai priklauso poaibiuiB, o kurie ne. Nesunku jsitikinti, kad kiekviena binarirgéktoriua € {0, 1} ati-
tinka lygiai vienas poaibi3 € P(A) toks, kada = x(B). Taigi, x yra bijekcijair|P(A)| = |{0,1}"| =
2", O

Jei A ir B — begalires ailes ir egzistuoja bijekcijgd : A — B, tai A ir B vadiname vienodos galios
aibemis ir Zzymime|A| = |B|. Naturaliyjy skdiy aikesN = {0, 1,2, 3,...} galia zynekime/\, = |N|.
Aibée A vadinamaskaicig jei |A| = |N|, t.y. egzistuoja bijekcijg : A — N. Realiyjy skatiy aibes galia
IR| vadinamakontinuumu Galima jrodyti, kad skdiosios ailes poaibiy aibs galia sutampa su realiyjy
skatiy aibes galia, t.y/P(N)| = |R|, todel kontinuumo galia, iSlaikant analogija su baigtnis aitemis,
Zymima2/\o.
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Pavyzdys. Sveikyjy skatiy aibe Z yra skaiti, nes funkcija

o) = {2:6, x 20,

—2r—1, <0

yra bijekcija tarpZ ir N. Funkcijaf atvaizduoja neneigiamus sveikuosius skas j lyginius nat uraliuo-
sius skatius, o neigiamus sveikuosius s&iais | nelyginius nat uraliuosius skais. O

IS Sio pavyzdzio matome, kad begainike gali b uti tos paos galios su savo tikruoju poaibiu, nes
N C Z.

n-vie€iu(n-nariniu) sarySiuaibeje A vadiname bet kokj poailbly C A™. PavyzdZiui, Pitagoro skéil)
trejetai sudaro trivietj sary§p = {(x,vy, 2): 2* + y* = 2%, x,y, 2 € Z} sveikyjy skatiy aibeje. Toliau
nagriresime tik dvivi€ius (binarinius) sarysius, kuriuos vadinsime tiesiagysSiais. Pavyzdziui, kiekvie-
na funkcijaf : A — A atitinka sarySiq(a, f(a)): a € A}. Jei(a;, a;) € R, tai sakome, kad; ir a; susieti
sarySiuR ir zymimea; R a;. SarysiR aibeje A vadiname:

o refleksyviujei (a Ra) Va € A;

¢ antirefleksyviyjei neegzistuoja € A tokio, kada R a;
e simetriniy jei (a Rb = bRa)Va,b € A,

e antisimetriniyjei (a Rb N bRa = a =b) Va,b € A;
e tranzityviu jei (a Rb N bRc = aRc)Va,b,c € A.

AntisimetriSkumo apil®Zima galima suformuluoti ir taipte # b = =(a Rb A bRa)) Va,b € A,
t.y. jeia # b, tai negali b uti vienu metudarR b, ir b R a.

Refleksyvuy, tranzityvu ir simetrinj sarysj vadinamlevivalentumaarysiu. Pavyzdziui, Zzmoniy afe
sarysis “gyventi tame @@&me mieste” yra ekvivalentumo sarysis. I1SsiaisSkinkiteel.

Ekvivalentumo sarysSis pasizymi tokia svarbia savybe ail&je A apibeztas ekvivalentumo sarysis
R, tai aibeA galima suskaidyti | netu$us nesikertagius poaibius tokiu b udu, kad tamej@ane poaiby-
je esantys elementai yra susieti saryBiuo esantys skirtinguose —era susieti. Tie poaibiai vadinami
ekvivalentumo klasmis. PavyzdZiui, ekvivalentumo sarySio “gyventi taméigae mieste” ekvivalentu-
mo klags yra tame gaame mieste gyven&i Zmoniy aites, pavyzdZziui, viena klas uty vilniéiai, kita
kaunieiai, trecia modiskiai ir t.t. 1S kitos puss, bet koks aiss A suskaidymas | netgfus nesikertatius
poaibius apibezia ekvivalentumo sarysj “priklausyti tam@am poaibiui”.

Refleksyvuy, tranzityvy ir antisimetrinj sarysj vadimenegrieztos tvarkosarysiu, o antirefleksyvuy,
tranzityvy ir antisimetrinj sarysj vadinanggieztos tvarkosarysiu. Abu Sie sarySiai vadinartvarkos
sarySiais. Pavyzdziui, sarySis “b uti ne didesnig) Qat uraliyju sk&iy aibeje yra negrieztos tvarkos
sarySis, o sarySiai “b uti virSininku” Zmoniy ajb ir “b uti mazesniu”<) nat uraliyjy sk&iy aibeje yra
grieztos tvarkos sarysiai.

Elementaiz, b € A vadinamipalyginamaigtvarkos sarySiar atzvilgiu), jeia R b arbab R a. Aibe A,
kurioje apibeztas tvarkos sarysig, vadinamasutvarkyta Sutvarkyta aib vadinamavisiSkai sutvarkyta
jei bet kurie du skirtingi aibs A elementai yra palyginami. PrieSingu atveju@wadinamas dalies
sutvarkyta Pavyzdziui, nat uraliyjy skai aibe su sarySiu “b uti ne didesniu” yra visiSkai sutvarkybe ai
o kurios nors jmoas darbuotojy absu sarySiu “b uti virSininku” yra i$ dalies suvarkytas,meavyzdZiui,
du darbuotojai i$ skirtingy skyriyara palyginami.
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Pavyzdys. TeguA = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ir

Ry = {(a,a):a€ A
={(1,1),(2,2),...,(10,10)} (A? “jstrizaine”),
Ry = {(a,b): a < b (nelygyke tarp nat uriniy skéii) }
= {(1,1),(1,2),...,(1,10),(2,2),(2,3),...,(2,10),...,(9,9), (9, 10), (10, 10)},
R3 = {(a,b): b — a dalinasi i$ 3 be liekands
— {(1,1), (1,4), (1,7), (1,10),(2,2),(2,5), (2,8), (3,3), (3,6), (3,9), (4, 1), (4,4),.. .},

Nesunku patikrinti, kad?; ir R3 — ekvivalentumo sarysiai, sarysig suskaido aibed | ekvivalentumo
klases{1},{2},...,{10}, o sarySiskR; — | {1,4,7,10},{2,5,8},{3,6,9}. Be to, Ry, Ry ir Ry yra
negrieztos tvarkos sarySiai. IS Siy trijy tvarkos samtik su sarySiuR, aibe A bus visiSkai sutvarkyta.

Beje, salygar R3 b dazniau raSoma taipt = b mod 3. Galima apibendrinti Sj sarySj: jei — bet
koks nat uralusis skais, taic = b mod n reiSkia, kadb — a dalinasi iSn be liekanos (arba, kitaip sakant,
b padalijus i%n, liekana bus tokia pati, kaip ir padalijus i3n). O

Pavyzdys. Dvinariy vektoriy aileje {0,1}" apib@zkime sarySi<. Tegua = (ai,...,q,) it f =
(01, ..., 0,) € {0,1}". Sakysime, kadr yra maZesnis arba lygusir Zyméesimea < (3, jei

ar <P, @<, ..., ap<pBh
Nesunku patikrinti, kad< yra negrieztos tvarkos sarysis, taigi @if0, 1}" su Siuo sarySiu yra sutvar-

kyta. Taiau Si aile rera visiSkai sutvarkyta (kai > 2), nes, pavyzdziui, vektorigi, 1) ir (1,0) nera
palyginami. O
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