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Įvadas 

Diskre ioji matematika – tai daugelio šiandienos progresyvi technologij  
pagrindas. Jei norite suprasti šiuolaikini kompiuteri  architekt r , programin 
rang , komunikacijos sistemas, skaitmenin signal  apdorojim , informacijos teorij, 

neuroninius tinklus, valdymo sistemas ir t. t., js tur site išmokti bent truput, o gal ir 
daug, diskreiosios matematikos. Tuo paiu diskre ioji matematika yra daugelio 
matematikos ir teorins informatikos srii  pagrindas. 

Matematikos moksl galima slyginai padalinti  diskre i j  matematik ir 
tolydži j  matematik. Tolydžiajai matematikai priskiriama viskas, kas susij su ribos 
ir tolydumo svoka. Visk  kitk  galima priskirti diskreiajai matematikai. Diskreioji 
matematika yra labai plati sritis.  j  eina, pavyzdžiui, tokios matematikos sritys kaip 
matematin logika, aibi  teorija, kombinatorika, graf teorija, kodavimas, 
kriptografija, algoritm teorija, baigtini  automat teorija, formali  gramatik  teorija 
ir kitos. 

Šis diskreiosios matematikos kursas suteiks jums matematins logikos, aibi 
teorijos, algoritm teorijos ir kodavimo pagrindus. 

Pastabos 
1. Smulkiu šriftu surinktas tekstas nra b tinas. Jisai skirtas tiems, kurie nori 

labiau pasigilinti  diskre i j  matematik. 
2. Ženklu ‘ ’ paprastai žymime rodymo ar ilgesnio pavyzdžio pabaig. 

Ši  paskait  konspekt visiškai tur t  užtekti ruošiantis egzaminui. Tiems, kurie 
visgi nor t  labiau pasigilinti  diskre iosios matematikos vairias sritis, galiu 
rekomenduoti toki literat r . 

Papildoma literatūra 
S. Norg la. Matematins logikos vadas. VU leidykla, Vilnius, 1985 
 – norintiems sigilinti  matematin logik . 
R. Grigutis. Baigtins algebrins strukt ros. VU leidykla, Vilnius, 1998  
 – norintiems sigilinti  aibi  teorij  ir algebr . 
V. Stak nas. Informacijos kodavimas. VU leidykla, Vilnius, 1996 
 – norintiems sigilinti  kodavim . 

. . .    . “ ”, o , 1979 
 – kuriems rusiškai skaityti lengviau, nei lietuviškai. 
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I dalis Matematin s logikos pradmenys 

Kaip žmonija gauna žini apie j  dominanius objektus ? Vis pirma, duomenys 
renkami atliekant bandymus ir stebjimus, o antra, mstant ir samprotaujant. 
Samprotaudami susiduriame su dvejopo pobdžio žiniomis: vienas jau turime, o kitas 
išvedame iš j samprotavimais. Kaip sužinoti, ar teisingai išvedme ? Dar senovje 
žymiausi mstytojai, ypa Aristotelis IV a. pr. m. e., stengsi nustatyti tokias 
samprotavimo taisykles, dsnius, schemas, kad bt  samprotaujama tik teisingai. Taip 
atsirado logikos mokslas. XIX amžiuje jisai buvo formalizuotas, buvo prad ti taikyti 
matematikos metodai, sudaryti logikos nagrinjam  objekt  matematiniai modeliai, ir 
taip atsirado matematin logika. 

1. Teiginiai 

Apibr žimas  
Teiginys – tai sakinys, kuris išreiškia ties arba neties.   

Pavyzdžiui: 
1. Kolumbas atrado Amerik. 
2. Drambliai moka skraidyti. 
3. Koks rytoj oras ? 
4. Penki daugiau už tris (trumpiau: 5>3). 
5. 23+(-48) >0 
6. Kitose planetose gyvena protingos btyb s. 

Visi šie sakiniai, išskyrus trei , yra teiginiai. Jie yra arba teisingi, arba ne (bet ne 
abu iš karto !), nors mes galbt ir negalim to nustatyti (pavyzdžiui, šeštas sakinys). 

Jeigu teiginys išreiškia ties, jis vadinamas teisingu, jei neties – klaidingu arba 
neteisingu.  Teiginius paprastai žymsime mažosiomis raidmis, pavyzdžiui, p, q, r, 
s, … Jei teiginys teisingas, sakome, kad jis gyja reikšm t (arba 1).  Jei neteisingas – 
reikšm  k (arba 0).  Taigi, teiginiai gyja reikšmes iš aibs {t, k} (arba {1,0}).  
Reikšmes t ir k vadiname login mis konstantomis. 

Matematin logika nagrinja, kaip nustatyti teiginio teisingumo reikšm, kai 
teiginys yra sud tinis, tai yra sudarytas iš keli kit  teigini . 

2. Login s operacijos 

Iš paprast teigini  galime sudaryti sudtinius, naudodami logines jungtis, 
pavyzdžiui, “netiesa, kad…”, “ir”, “arba” ir t.t. Sudtinio teiginio sudarymas 
pasinaudojus logine jungtimi vadinamas logine operacija. 

Išskirsime tokias logines operacijas: 

1) Neigimas 
Jei p yra teiginys, tai teiginys “netiesa, kad p” (“ne p”) vadinamas 

teiginio p neiginiu ir žymimas ¬p.  Teiginio p neiginys ¬p yra teisingas tada 
ir tik tada, kai teiginys p yra neteisingas. Galime sudaryti lentel, vadinam 
teisingumo reikšmi lentele (arba tiesiog teisingumo lentele, žr. dešinje). 

p ¬p 
t k 
k t 
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2) Konjunkcija (login  daugyba) 
Jei p ir q yra teiginiai, tai teiginys “p ir q” vadinamas teigini p ir q 

konjunkcija (arba logine sandauga) ir žymimas “p&q” arba “p∧q”.  
Teigini  p ir q konjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik tada, kai 
abu teiginiai p ir q yra teisingi. Teisingumo reikšmi lentel  žr. 
dešin je. 

3) Disjunkcija (login  sud tis) 
Jei p ir q yra teiginiai, tai teiginys “p arba q” vadinamas teigini p ir 

q disjunkcija (arba logine suma) ir žymimas “pvq”. Teigini  p ir q 
disjunkcija yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kai p ir q abu 
neteisingi.  Kitaip sakant, disjunkcija teisinga tada ir tik tada, kai bent 
vienas iš p ir q yra teisingas. Teisingumo reikšmi lentel  žr. dešinje. 

4) Implikacija 
Jei p ir q yra teiginiai, tai teiginys “jei p, tai q” (arba “iš p išplaukia 

q”) vadinamas teigini p ir q implikacija ir žymimas p q arba p⇒q. 
Pavyzdžiui, jei p yra “5>3”, o q “5>0”, tai p q yra “jei 5>3, tai 

5>0”. 
Implikacija p q yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kai p yra 

teisingas, o q – neteisingas. Teisingumo reikšmi lentel  žr. dešinje. 
Pastebkime, kad teigini p q ir q p reikšm s gali skirtis, pavyzdžiui, “jei 

dabar saulta, tai dabar diena” yra teisingas teiginys, o “jei dabar diena, tai dabar 
saul ta” yra nebtinai teisingas (gali bti ir apsiniauk). 

5) Ekvivalencija 
Jei p ir q – teiginiai, tai teiginys “p tada ir tik tada, kai q” 

vadinamas teigini p ir q ekvivalencija (arba ekvivalentumu) ir 
žymimas p q arba p⇔ q.  Ekvivalencija p q yra teisingas teiginys 
tada ir tik tada, kai teigini p ir q teisingumo reikšms sutampa, t.y., 
arba jie abu teisingi, arba jie abu klaidingi. Teisingumo reikšmi 
lentel  žr. dešinje. 

6) Šeferio funkcija 
Jei p ir q – teiginiai, tai teiginys “p ir q nesutaikomi” vadinamas 

teigini  p ir q Šeferio funkcija ir žymimas p|q arba p/q (skaitome “p 
Šeferio funkcija q”). Šeferio funkcija p|q yra neteisingas teiginys tada ir 
tik tada, kai abu teiginiai p ir q yra teisingi. Teisingumo reikšmi lentel  
žr. dešinje. 

7) Griežta disjunkcija (suma moduliu 2) 
 Jei p ir q yra teiginiai, tai teiginys “arba p, arba q” vadinamas 

teigini  p ir q griežta disjunkcija (arba suma moduliu 2) ir žymimas 
p⊕ q arba p+q. Griežta disjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik 
tada, kai lygiai vienas iš teigini p ir q yra teisingas. Teisingumo 
reikšmi  lentel  žr. dešinje. 

p q p&q 
t t t 
t k k 
k t k 
k k k 

p q pvq 
t t t 
t k t 
k t t 
k k k 

p q p q 
t t t 
t k k 
k t t 
k k t 

p q p q 
t t t 
t k k 
k t k 
k k t 

p q p/q 
t t k 
t k t 
k t t 
k k t 

p q p⊕ q 
t t k 
t k t 
k t t 
k k k 
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 Vadinama “suma moduliu 2”, nes jei pažymtume t vienetu, o k nuliu, tai 
teisingumo reikšmi lentel  b t  tokia, kokia pavaizduota dešinje. 
Tas paias reikšmes gautume ir sudj  p ir q moduliu 2 (t.y. sudj  p ir 
q, ir pa m  dalybos iš dviej liekan ). 

8) Kitos login s operacijos 
 Galime apibržti ir kitas logines jungtis, kurios galbt neturi 

pavadinim  ir atitikmen  šnekamojoje kalboje. Pavyzdžiui, toki, kurios 
teisingumo reikšmi lentel  yra kaip dešinje. 

Iš viso j  galime apibržti tiek, kiek yra skirting teisingumo reikšmi 
lenteli , pavyzdžiui, dvinarms login ms jungtims j  yra 24=16. 

3. Formul s 

Kaip jau min jau, teiginius žymime mažosiomis raidmis p,q,r,s,…, ir jungiame 
juos login mis jungtimis. Matematinje logikoje mums teiginio turinys yra visiškai 
nesvarbus. Mums svarbu tik tai, ar jis teisingas, ar ne.  Todl nuo šiol nebesigilinsime 
 teigini  turin , o nagrinsime juos kaip kažkokius kintamuosius (vadinsime juos 

loginiais kintamaisiais), galin ius gyti reikšmes t arba k, ir iš j  sudarinsime 
sud tingesnius teiginius, naudodami logines jungtis. 

Apibr žimas 
Login mis formul mis vadinami reiškiniai, gauti baigtin skai i  kart  pavartojus 

logini  operacij  ženklus bei skliaustus raidži jungimui.  Formaliai tai galima 
apibr žti taip: 

a) login s konstantos k ir t yra logins formul s; 

b) loginiai kintamieji (p,q,r,s,…) yra logins formul s; 

c) jei Q yra login formul , tai (¬Q) taip pat yra login formul ; 

d) jei P ir Q yra logins formul s, tai (P Q) yra login  formul , kur  žymi 
bet kuri  dvinar  login  jungt  (pavyzdžiui, v, & , , , / ,⊕ ,…). 

Pastaba 
Kad supaprastintume formuli užrašym, mes vedame kai kuri logini  jung i  

atlikimo tvark  ( ,&,v, kitos), ir daug kur skliaustus praleidžiame. 

Pavyzdys 
Reiškiniai p q, ¬q, ¬q  r, (p&q) v r, ¬(p q), ((p q)&( ¬q r)) (qv¬q) 

yra login s formul s. Pagal logins formul s apibr žim  tur tume rašyti (( q) r), 
bet rašome tiesiog q r, nes susitarme, kad bet kuriuo atveju neigimas bus 
skai iuojamas prieš implikacij. Taip pat galime rašyti p&qvr vietoj (p&q)vr, nes vis 
tiek pirma atliekame konjunkcij, o tik paskui disjunkcij. 

Žinodami, kokias reikšmes gyja formules sudarantys teiginiai (t.y., loginiai 
kintamieji), galime apskaiiuoti formul s reikšm. Apskai iuodami naudojams 
logini  operacij  teisingumo reikšmi lentel mis. Taigi,  formul  galime ži r ti kaip 
 funkcij , kurios argumentai gyja reikšmes iš aibs {k, t} (arba {0, 1}), ir kuri gyja 

reikšmes iš tos paios aib s. 

Pavyzdys 
Sudarysime formuls Q(p, q) := ¬p (q&¬ (qvp)) teisingumo reikšmi lentel  

( ia ir toliau ‘:=’ yra pažymjimo ženklas: dešinje jo pusje esant reiškin pažymime 
kair je pus je esaniu simboliu):  

p q p⊕ q 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 

p q  
t t t 
t k t 
k t k 
k k t 
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p q ¬p qvp ¬(qvp) q&¬(qvp) Q(p,q) 
t t k t k k t 
t k k t k k t 
k t t t k k k 
k k t k t k k 

Jei  formul  eina n logini  kintam j , tai teisingumo lentel tur s 2n eilu i . 
Jei formul  A priklauso nuo kintamj  p1, p2, …, pn, tai j  žym sime A(p1, p2, …, 

pn). 

Apibr žimas 
Tegu A(p1, p2, …, pn) yra login  formul . Tada konkretus kintamj  p1, p2, …, pn 

reikšmi  rinkinys vadinamas formuls A interpretacija. 

Pavyzdys  
p = t, q = k yra formul s Q interpretacija. Formul Q su šia interpretacija gyja  

reikšm  t. 

Matome, kad kiekvien interpretacij atitinka viena teisingumo reikšmi lentel s 
eilut , ir atvirkš iai. Tod l, jeigu formul  priklauso nuo n kintam j , tai yra 2n 

skirting  jos interpretacij. 

Apibr žimas 
Formul  vadinama tapa iai teisinga (arba tautologija), jei ji teisinga su bet kuria 

interpretacija. 
Formul  vadinama tapa iai klaidinga (arba prieštara, arba nevykdoma), jeigu ji 

klaidinga su bet kuria interpretacija. 
Formul  vadinama vykdoma, jei atsiras interpretacija, su kuria jinai teisinga. 

Tapa iai teising  (t.t.), tapaiai klaiding  (t.k.) ir vykdom  formuli  santyk 
galima pavaizduoti tokia diagrama: 

 

Pavyzdys 
Sudar  teisingumo reikšmi lenteles, sitikinsite, kad formuls p (q p) ir 

¬¬p p yra tapaiai teisingos (t.t.), p&¬p yra tapaiai klaidinga (t.k.), o formul 
p ¬p yra vykdoma (jinai yra teisinga, kai p=k). 

Akivaizdu, kad jei formul A yra tapaiai teisinga, tai ¬A yra 
tapa iai klaidinga, ir atvirkšiai. Pavyzdžiui, jei A priklauso nuo 
kintam j  p ir q, žr. lentel  dešin je. 

Pavyzdys  
Nesunkiai sitikinsite, kad ¬(p (q p)) yra tapaiai klaidinga. 
Norint patikrinti, ar formul A(p1, p2, …, pn) yra tapaiai teisinga, pakanka sudaryti jos 

teisingumo reikšmi lentel  ir paži r ti, ar paskutiniame stulpelyje yra vien tik reikšms t. 
Bet, sudarant teisingumo reikšmi lentel , reikia apskaiiuoti formul s A reikšm  2n 

p q A ¬A 
t t t k 
t k t k 
k t t k 
k k t k 
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interpretacij . Tai labai greitai auganti funkcija, todl praktikoje naudoti teisingumo reikšmi 
lentel  formul s tapataus teisingumo nustatymui galima tik nedideliems n. 

Atrodyt , kad patikrinti, ar formul yra vykdoma, yra daug lengviau negu patikrinti jos 
tapat  teisingum, nes užtenka surasti vien reikšm  t. Bet taip nra. Iš tikro, tarkime, kad 
turime algoritm, kuris bet kuri formul  A patikrina, ar jinai vykdoma, ar ne. Bet žinome, 
kad formul  A yra tapaiai teisinga tada ir tik tada, kai ¬A yra tapaiai klaidinga, t.y. kai ¬A 
nevykdoma. Taigi, pritaikome t algoritm  formulei ¬A. Jei atsakymas, kad ¬A vykdoma, 
tai A n ra tapaiai teisinga, o jei ne, tai A yra tapaiai teisinga. 

Apibr žimas 
Dvi login s formul s A ir B vadinamos logiškai ekvivaleniomis (arba tiesiog 

ekvivalen iomis), jei su bet kuria interpretacija jos gyja t  pa i  reikšm. Žymime A 
~ B (arba A  B). 

Pavyzdys  
Nesunkiai patikrinsite, kad p&q ~ q&p, p&(q& r) ~ 

(p&q)& r, pv(q&¬q) ~ ¬¬pv(r&¬r), p p ~ q q. Žr., 
pavyzdžiui, dešinje. 

Taigi, formul  A yra tapaiai teisinga, jei ji ekvivalenti 
loginei konstantai t, t.y. A ~ t. Iš tikro, login  konstanta t yra 

login  formul , kuri su bet kuria interpretacija gyja reikšm t, pavyzdžiui, 
kaip kair je.  

Analogiškai, formul A yra tapaiai klaidinga, kai jinai ekvivalenti 
loginei konstantai k. Be to, bet kurios dvi tapaiai teisingos formuls yra 
ekvivalen ios, ir bet kurios dvi tapaiai klaidingos formuls taip pat yra 
ekvivalen ios.  

Atkreipsiu j s  d mes  skirtum  tarp žymjim  “ ” ir “ ~”. Tur kite omenyje, 
kad “ ” – tai login  operacija, kuri sujungia formules A ir B  sud tin  formul  
A B, o “A ~ B” tiesiog reiškia, kad formuls A ir B ekvivalen ios, t.y. j  reikšm s 
vienodos su bet kuria interpretacija. Bet tarp ši žym jim  yra aiškus ryšys, kur rodo 
šis teiginys. 

Teiginys 
Login s formul s A ir B yra logiškai ekvivalenios tada ir tik tada, kai login 

formul  A B yra tapaiai teisinga. 

rodymas. Prisiminkime, kad formuls A B teisingumo 
reikšmi  lentel  yra tokia, kaip parodyta dešinje. 

Pagal formuls A B teisingumo reikšmi lentel , A B yra 
teisinga tada ir tik tada, kai formuli A ir B reikšm s sutampa. Todl 
A B yra tapaiai teisinga tada ir tik tada, kai A ir B reikšm s 
sutampa su kiekviena kintamj  interpretacija, t.y. tada ir tik tada, 
kai A ~ B.  

Šit  teigin  galime užrašyti taip: A ~ B tada ir tik tada, kai A B ~ t. 

Pavyzdys 
p&q ~ q&p, tod l (p&q) (q&p) yra tapa iai teisinga formul, t.y. (p&q) (q&p)  

~ t. Ir atvirkš iai, pavyzdžiui, žinome, kad ¬¬p p ~ t, tod l ¬¬p ~ p. 

p q p  p q  q 
t t t t 
t k t t 
k t t t 
k k t t 

p q t 
t t t 
t k t 
k t t 
k k t 

A B A  B 
t t t 
t k k 
k t k 
k k t 
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4. Logikos d sniai 

Apibr žimas 
Logikos d sniu vadiname tapačiai teisingą formulę. 

Logikos d sniai naudojami samprotaujant. Kelis logikos dsnius (t.y., tapaiai 
teisingas formules) jau sutikome, pavyzdžiui, p (q p). Be to, kaip matme k  tik 
rodytame teiginyje, logikos dsn gauname iš kiekvienos ekvivaleni  formuli  

poros: jei A ~ B, tai formul  A B yra logikos dsnis. Pavyzdžiui, matme, kad p&q ~ 
q&p. Taigi, (p&q) (q&p) yra logikos dsnis. Kadangi tai tokios artimos svokos, tai 
ekvivalen i  formuli  por  irgi vadinsime logikos d÷sniu, pavyzdžiui, p&q ~ q&p 
vadinsime logikos dsniu. 

Kai kurie logikos dsniai vartojami dažniau, kiti – reiau. Dabar susipažinsime su 
svarbesniais dsniais. Vis  j  rodymas labai paprastas. Tiesiog sudarome j 
teisingumo reikšmi lenteles, ir patikriname, kad tai tikrai ekvivalenios formul s.  

 Neigimo savyb:   
1. ¬¬p ∼ p  dvigubo neigimo dsnis 

 Konjunkcijos savybs: Disjunkcijos savybs:  
2. a) p&p ∼ p b) pvp ∼ p idempotencijos dsniai 
3. a) p&¬p ∼ k 

(prieštaravimo dsnis) 
b) pv¬p ∼ t 
(negalimo treiojo d snis) 

 

4. a) p&q ∼ q&p b) pvq ∼ qvp komutatyvumo dsniai 
5. a) (p&q)& r ∼ p& (q& r) b) (pvq)vr ∼ pv(qvr) asociatyvumo dsniai 

 Kiti d sniai:   
6. a) (pvq)& r ∼ (p& r)v(q& r) b) (p&q)vr ∼ (pvr)& (qvr) distributyvumo dsniai 
7. a) ¬(p&q) ∼ ¬pv¬q b) ¬(pvq) ∼ ¬p&¬q  De Morgano dsniai 
8. a) (p&q)vp ∼ p  b) (pvq)&p ∼ p  absorbavimo dsniai 
9. p q ∼ ¬pvq  implikacijos pašalinimo 

d snis 
10. p↔q ∼ (p q)& (q p)  ekvivalencijos pašal. d. 
11. p/q ∼ ¬(p&q)  Šeferio f-jos pašal. d. 
12. p⊕ q ∼ ¬(p↔q)  griežtos disj. pašal. d. 

Pavyzdys 
Sudarykime 8a) dsnio teisingumo reikšmi lentel  ir 

sitikinkime, kad iš tikr j  tai yra logikos dsnis, t.y. 
ekvivalen i  formuli  pora (žr. dešinje). 

Iš komutatyvumo ir asociatyvumo dsni  (ketvirtas ir 
penktas loginiai dsniai) matome, kad formulje,  kuri  
eina vien kintamieji, skliaustai ir, pavyzdžiui, disjunkcijos 

ženklai, galima kintamuosius keisti vietomis, bet kaip juos suskliausti arba ir visai 
neskliausti – visos taip gautos formuls bus ekvivalenios. Pavyzdžiui, (pvq)vr ~ 
qv(pvr) ~ pv(qvr) ~ … ~ pvqvr (jei skliaust  n ra, operacijas atliekame j užrašymo 
tvarka). Tas pats galioja ir konjunkcijai, t.y. veiksm atlikimo tvarka neturi reikšms, 
vis tiek gausime t pat rezultat . 

Atkreipkite d mes, kad distributyvumo dsnis (pvq)& r ~ (p& r)v(q& r) labai 
primena gerai jums žinom aritmetikos taisykl (p+q)r = pr + qr, užtenka pakeisti 
disjunkcij  “v”  sud t  “+”, ir konjunkcij  “&”  daugyb “ ”. Bet logikoje galima dar 

p q p&q (p&q)vp 
t t t t 
t k k t 
k t k k 
k k k k 
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daugiau! Logikoje galioja dar vienas distributyvumo dsnis: (p&q)vr ~ (pvr)& (qvr), 
kurio atitikmuo pq+r = (p+r)(q+r) negalioja aritmetikoje! 

Distributyvumo dsnius galima apibendrinti didesniam nari skai iui, t.y. 
(p1v p2v…vpn)&q ~ (p1&q)v(p2&q)v …v(pn&q), 
(p1&  p2&…&pn)vq ~ (p1vq)& (p2vq)& …& (pnvq). 

De Morgano dsnius taip pat galime apibendrinti: 
¬(p1vp2v … vpn) ~ ¬p1&¬p2&…&¬pn, 
¬(p1&  p2&…&  pn) ~ ¬p1v¬p2v…v¬pn. 

1 pastaba  
Loginiai d sniai tebegalios, jei pakeisime kintamuosius bet kokiomis formulmis. 

Iš tikro, turime tok teigin : 

1 teiginys 
Tarkime, A(p1,…,pn) yra tapačiai teisinga formul÷, o B1,…,Bn yra bet kokios formul÷s. Tada 

A(B1,…,Bn) yra tapačiai teisinga. 

Įrodymas. Imkime bet kurias formuli B1,…,Bn interpretacijas. Tarkime, kad su tomis 
interpretacijomis B1 gyja reikšm α1, B2 gyja reikšm α2,…, Bn – reikšm  αn, kur αi∈{t, k} (1≤i n). 
Tada formuls A(B1,…,Bn) reikšm  su tomis formuli B1,…,Bn interpretacijomis bus lygi reikšmei 
A(α1,…,αn). Ta iau formul  A(p1,…,pn) yra tapaiai teisinga, todl A(α1,…, αn) yra t. Parodme, kad su 
bet kokia interpretacija formul A(B1,…,Bn) yra teisinga, o tai reiškia, kad A(B1,…,Bn) yra tapaiai 
teisinga formul.   

Išvada 
Jei A(p1,…,pn) ∼ B(p1,…,pn), o C1,…,Cn yra bet kokios formul÷s, tai A(C1,…,Cn) ∼ B(C1,…,Cn). 

Įrodymas. Jei A(p1,…,pn) ∼ B(p1,…,pn), tai A(p1,…,pn) ↔ B(p1,…,pn) yra tapaiai teisinga 
formul , tod l, pagal pirm teigin , A(C1,…,Cn) ↔ B(C1,…,Cn) yra tapaiai teisinga formul ir 
A(C1,…,Cn) ∼ B(C1,…,Cn).  

Ši išvada leidžia naudotis išvardintais loginiais dsniais ne tik tokia forma, kokia jie užrašyti, bet ir 
sta ius sudtingesnes formules vietoj kintamj . 

Pavyzdys  
Absorbavimo dsnis ne tik parodo, kad formuls (pvq)&p ir p yra ekvivalenios, 

bet kad ekvivalenios ir formul s (PVQ)&P bei P, kur P ir Q – bet kokios formuls. 
Tod l, pavyzdžiui, ((p q)v(r/s))& (p q) ~ p q ( ia stat me p q vietoj P ir r/s 
vietoj Q).  

Analogiškai, jei  De Morgano dsn ¬(p&q) ~ ¬pv¬q vietoj kintamojo p 
statysime formul p/¬r, o vietoj q statysime r q, tai gausime logikos dsn  

¬((p/¬r)& (r q)) ~ ¬(p/¬r)v¬(r q). 

2 pastaba  
Ekvivalen ias  formules gausime ir pakeit dal  formul s jai ekvivalenia formule.  
Iš tikro, tarkime, A, B ir C yra bet kurios formuls, ir formul  B yra formul s A sud tyje, t.y. B yra 

formul s A dalis. 

Pavyzdys 
Formul  pv¬q yra formul s r&(pv¬q) q sud tyje. 

Beje, formul  B gali kelis kartus pasikartoti formulje A. Formul , kuri gaunama iš formuls A, 
pakeitus joje kuri nors formul  B formule C, žym sime A[B,C]. 

Pavyzdys 
Jei A yra r&(pv¬q) q, B yra pv¬q, C yra ¬p ¬q, tai A[B,C] yra r&(¬p ¬q) q. 

2 teiginys 
Tarkime, B ir C yra ekvivalenčios formul÷s. Tada formul÷s A[B,C] ir A irgi yra ekvivalenčios. 
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Įrodymas. Reikia rodyti, kad formuli  A[B,C] ir A reikšm s su visomis interpretacijomis sutampa, 
t.y. kad j  teisingumo reikšmi lenteli  paskutiniai stulpeliai sutampa. Sudarykime formuls A 
teisingumo reikšmi lentel  taip, kad iš pradži joje b t  apskaiiuojamos formuls B reikšm s 
( skaitant formules, einan ias  B). Analogiškai sudarykime formuls A[B,C]  teisingumo lentel taip, 
kad iš pradži b t  apskaiiuojamos formuls C reikšm s. Tada iki stulpeli B ir C formuli  A ir 
A[B,C] teisingumo lenteli reikšm s gali skirtis, bet stulpeliuose B ir C jos pasidarys lygios, nes B ir C 
yra ekvivalenios formul s. Tolesniuose stulpeliuose reikšms taip pat liks lygios, nes formuls A ir 
A[B,C] daugiau niekuo nesiskiria, todl paskutiniai stulpeliai irgi sutaps.   

Pavyzdys 
Tegu A  yra formul   [(p q) v (q⊕ p)] / (p q), B  yra  p q, ir C  yra  ¬pvq. Tada formul 

A[B,C] gali b ti tokia: [(¬pvq) v (q⊕ p)] / (p q). Formuli  A ir A[B,C] teisingumo reikšmi lenteles 
galima skaiiuoti taip: 

Taigi, skai iuodami formuls A teisingumo reikšmi lentel , iš pradži  apskaiiuojame formul B, 
o paskui kitas formuls A dalis bet kuria tvarka. Skaiiuodami A[B,C], iš pradži  apskaiiuojame 
formul  C, o paskui kitas formuls A[B,C] dalis ta paia tvarka, kaip ir formulei A. Matome, kad, 
kadangi formuls B ir C ekvivalen ios, tai stulpeliai B ir C, o ir visi toliau einantys stulpeliai, sutampa. 
Tod l  [(p q) v (q⊕ p)] / (p q) ~ [(¬pvq) v (q⊕ p)] / (p q).  

Pavyzdys 

Kadangi p q ∼ ¬pvq, tai formul je [(p q) v (q⊕ p)] / (p q) galime pakeisti 
formul  p q formule ¬pvq, taip gaudami formul [(¬pvq) v (q⊕ p)] / (p q). Tod l 
[(p q) v (q⊕ p)] / (p q) ~ [(¬pvq) v (q⊕ p)] / (p q). 

Naudojantis turimais logikos dsniais ir k  tik gautais rezultatais, galima išvesti 
naujus logikos dsnius. Antra pastaba tvirtina, kad pakeit bet kuri  formul , einan i  
 formul  A, jai ekvivalenia formule, gausime formulei A ekvivalen i  formul . O 

pirmoji sako, kad galime naudoti logikos dsnius, stat  bet kokias formules vietoj 
kintam j . 

Pavyzdys 
(p→q)/r ~ implikacijos pašalinimo dsnis ir 2 pastaba 
(¬pvq)/r ~ Šeferio f-jos pašalinimo dsnis ir 1 pastaba 
¬[(¬pvq)&r] ~  De Morgano dsnis ir 1 pastaba 
¬(¬pvq)v¬r ~ De Morgano dsnis ir 1 bei 2 pastabos 
(¬(¬p)&¬q)v¬r ~ dvigubo neigimo dsnis ir 2 pastaba 
(p&¬q)v¬r  

 

p q B q⊕ p B v (q⊕ p) A 

t t t k t k 
t k k t t t 
k t t t t k 
k k t k t k 

p q ¬p C q⊕ p C v (q⊕ p) A[B,C] 

t t k t k t k 
t k k k t t t 
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