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Ivadas

Klasikinés mechanikos pagrinda sudaro trys Niutono désniai, o jos tyrimy objekta makroskopiniy kiiny judéjimas, vykstantis greiciais
mazais lyginant su Sviesos grei¢iu. Klasikiné mechanika yra skirstoma i statika - moksla apie kiiny pusiausvyra veikiant jégoms,
kinematika - moksla apie geometrines kiiny judéjimo savybes ir dinamika - moksla apie kiiny judé¢jima veikiant jégoms. Visy Siy
mechanikos skyriy nagrinéjimas atliekamas naudojant matematikos metodus, dalis kuriy atsirado ir i§sivysté tam, kad patenkinty mechanikos
poreikius.

Pagrindiniy mechanikos désniy ir principy, o taip pat i§ jy sekanc¢iy lyg€iy ir teoremy nagrinéjimas panaudojant matematinius
metodus sudaro teorinés mechanikos pagrinda. Taigi, teoriné mechanika pasinaudojus matematika klasikinés mechanikos zinias perkelia [
aukstesni apibendrinimo arba teorijos lygmenij, tame tarpe nurodydama ir bendrus konkreciy uzdaviniy sprendimo receptus. Teorinés
mechanikos rezultatai, savokos ir metodai yra taikomi kvantingje mechanikoje, elektrodinamikoje, reliatyvumo teorijoje, optikoje ir kitur.
Taigi, tai yra pirmas teorinés fizikos kursas, kuris labai reikalingas tolimesnése fizikos studijose supazindinant klausytoja su Siuolaikinés
fizikos samprata apie mus supantj pasaulj.

I. Pagrindinés teorinés mechanikos savokos ir postulatai

Pries suformuluodami Niutono désnius aptarsime svarbiausias teorinés mechanikos savokas ir apibréSime teorijos veikimo ribas.

Zinome, kad saveikaudami kinai kei¢ia savo padétj kity kiiny atzvilgiu, t.y. pasislenka erdvéje. Be to, santykinis padéties erdvéje pokytis
pasizymi tam tikra trukme, t.y. kiiny poslinkis vyksta ne tik erdvéje, bet ir laike. Dél §ios priezasties svarbiu tampa atskaitos sistemy, kuriose
galioja Niutono désniai klausimas. Laisvai pasirinktos atskaitos sistemos atzvilgiu erdvé néra vienalyté ir izotropiné, todél net
nesaveikaujancio kiino skirtingos orientacijos ir padétys erdvéje yra neekvivalencios. Neekvivalentiis bendru atveju bus ir skirtingi laiko
momentai. Savaime aiSku, kad tokios erdvés ir laiko savybés labai apsunkina mechaniniy reiskiniy nagringjima. Taciau pasirodo, kad visada
galima rasti tokia atskaitos sistema, kurios atzvilgiu erdvé bus izotropiné ir vienalyté, o laikas - vienalytis. Tokia sistema yra vadinama
inercine sistema. Tokioje atskaitos sistemoje jégu neveikiamas ir tam tikru laiko momentu nejudantis kiinas tokioje pat biisenoje liks
neribota laiko tarpa.

Teiginys kad egzistuoja begalinis skaifius inerciniy atskaitos sistemy, judanciu viena Kkitos atzvilgiu tiesiaeigiai ir (tolygiai, sudaro
Galiléjaus inercijos arba judéjimo reliatyvumo principo, vieno is svarbiausiy teorinés mechanikos principy, turini ir esmg.

Taigi, inercinés sistemos pasizymi tam tikru iSskirtinumu, begalinio skai¢iaus tokiy sistemy mechaninis ekvivalentiSkumas tuo pat metu
rodo, kad neegzistuoja jokia "absoliuti" atskaitos sistema, kuria galima biity laikyti geresne uz kitas.

Panagrinékime erdvés, kurioje vyksta mechaninis judéjimas savybes, $iuo tikslu pasirinke du taSkus, sistemos S atzvilgiu nusakomus
radiusais vektoriais 71 ir 7

Ro=x0, +y1ﬁy + 2,0,
7, =X, +y2r"zy +z,1,
Tada sistemos S atZzvilgiu atstuma tarp Siy tasky galime uzrasyti
1
”12:[(xz_xl)z"'(yz_)’1)2“'(22_21)2]E (1.1)
Eksperimentas rodo, kad makroskopiniy kiiny judéjimo atveju, kai greifiai yra nedideli palyginus su Sviesos greiCiu. t.y. klasikingje

mechanikoje nagringjimu atveju, galime laikyti, kad erdvés intervalas, skirtingy inerciniy sistemy atZvilgiu yra tas pats. UZzraSykime
matematine kalba $i svarby teigini, tuo tikslu pasirinkime kita sistema S” . Joje (1.1) galime uzrasyti

.
r12_‘r2 n

y 1%z
Pav. 1
Taigi. kaip bejudéty atskaitos sistema S’ sistemos S atzvilgiu atstumai r;, ir 7;,’ tuo pat laiko momentu yra lygis t.y.
1 1
e (a9 (a2F b =[lae)? + (a9 + (a2 (12)
éia Ax = X, — X5 Ax'= x'z—x'l ir t.t.
arba Fy =1,

Matematikoje erdvés, kuriose atstumai tarp dviejy tasky yra nusakomi (1.2) sarysiais yra vadinamos Euklido erdvémis. Taigi (1.2) postulatas
teigia, kad klasikiné mechanika nagrinéja judéjima euklido erdvese. IS (1.2) seka labai svarbus sarysis tarp dalelés radiusy vektoriy skirtingy
atskaitos sistemy atzvilgiu. Tegu 7 , yra atskaitos sistemos S’ radius vektorius sistemos S atzvilgiu, o 7 ir 7'- taSko radius vektoriai sistemy

Sir 8" atzvilgiu. Tada, laikydami, 7, =7 7', = 7,7 = 7,7 = 0 18 (1.2) gauname 7 = 7 4+7'. Jeigu §' sistema juda sistemos S atzvilgiu greiciu |4

tai 7 =pr ir

F=F4t (1.3)
Be to yra laikoma, kad laiko tékmé yra ta pati abiems sistemoms
t=t¢ (1.4)

(1.3) ir (1.4) sarysiai yra vadinami Galilé¢jaus transformacijomis, o jo reliatyvumo principa galime formuluoti, kaip reikalavima, kad
mechaninio judéjimo lygtys biity invariantinés (nesikeisty) iy transformacijy atzvilgiu.
Viena i§ labai svarbiy teorinés mechanikos savoky yra materialaus tasko arba dalelés savoka. Si savoka reiskia objekta, kurio matmeny,



aprasant jo judéjima, galima nepaisyti. Materialus taSkas (dalel¢) yra charakterizuojamas mase m, radiusu vektoriumi 7, aprasanciu jo padéti
erdvéje, bei greiiu ¥, kuris apibréziamas kaip pirmoji dalelés sindulio vektoriaus i§vestiné pagal laika

Foy=&

dt

Dabar suformuluosime Niutono désnius:
1-masis Niutono désnis teigia, kad jeigu daleles neveikia jokios jégos, tai ji ir toliau judés tiesia linija ta pacia kryptimi ir pastoviu greiciu.
2-asis Jeigu dalelg veikia jégos, tai jos impulso (kuris apibréziamas kaip dalelés masés ir greicio sandauga p = mv ) kitimo greitis yra lygus
jégai veikianciai dalelg.
3-asis Tuo atveju kai saveikauja dvi dalelés, jéga, veikianti antraja dalele yra lygi savo dydziui ir nukreipta prieSinga kryptimi jégai,
veikianciai pirmaja dalelg.
Matematikos kalba Niutono désnius galime uzrasyti taip:

1) Jeigu F =0, v =const (1.52)
2) 4 mv)y = F (1.5b)
dt
3) F]z :_ﬁZI arba Ez+ﬁ2| =0 (1.5¢)

Cia F -jéga veikianti dalele. F, (17"21 ) jégos veikiancios antraja (pirmaja) dalelg.
Jeigu mase nekinta, tai (1.5b) galime perrasyti

Cia g - dalelés pagreitis.
Nesunku matyti, kad 1-masis Niutono désnis susiveda | jau minéta Galilé¢jaus inercijos principa, i§ kurio ir kilgs "inertinés sistemos"
terminas.

Masé apibréziama (1.5b) lygtimi vadinama inertine mase. Inertiné masé yra proporcinga gravitacinei masei, kuri savo ruoztu yra
proporcinga dalelés svoriui. Siy masiy ekvivalentiskumas seka i§ bendrosios reliatyvumo teorijos (ja patvirtina eksperimentas).
Nesigilindami | konkrety jégy pavidala gausime keleta svarbiy i§vady. Tegu turime dviejy daleliy sistema, kurioje antraja dalelg veikia jéga
F,, o pirmaja - F, . I8 (1.5¢c) gauname

[(F+ Fo e =0 (1.6)
IS (1.5b) seka, kad
ﬁ]z _ d(mlvl);ﬁ“ _ d(mz"z) (1.7)
dt dt
Istatg F, ir F, iSraiSkas i (1.6) gauname
[m,¥, +m,V, ]; =0 (1.8)
P+ph =P 0" (1.9)

Cia "$trichai" nurodo laiko momenta.
(1.9) lygybé isreiskia impulso tvermés désnj, kuris kaip mes parodéme galioja izoliuotai dviejy saveikaujanc¢iy daleliy sistemai.
2) Panagrinékime dalelés, kuria veikia jéga F judéjimg ir raskime integralo reik§me

1:](ﬁdf) (1.10)

Pasinaudoje¢ (1.5b) ir greicio apibrézimu, gausime

=TT (111)

1:jmﬁdz:1mf
2

t

T =lm\72
2

(1.12)

= %m(% )
dalelés kinetiné energija.
Kadangi (]3'17) tai darbas, kurj atlieka dalelé per laiko vieneta, veikiama jégos F tai i§ (1.11) seka, kad darbas, kurj atlieka jéga F, veikdama

dalelg laiko intervale nuo ¢’ iki ¢’” yra lygi dalelés kinetinés energijos poky¢iui.



[vesime konservatyvios jégos savoka.
Konservatyviaja vadinama jéga, kuri kiekviename taske gali biiti gauta i$ potencinés funkcijos ja diferencijuojant

5 F=-VU (1.13)
Sis sarysis dar vadinamas Stokso konservatyvumo salyga. Cia
V:iﬁ +£ﬁ,+£ﬁ_ (1.14)
x ey et
Konservatyvios jégos atveju
(Far)=~[(vuar) = -v+v1 (1.15)
Turédami omeny (1.10) ir (1.11), gauname
T"-7'= -U"+U’
T"+U"=T"+U' (1.16)

Is (1.16) seka, kad tuo atveju kai potenciné energija nuo laiko tiesiogiai nepriklauso, pilna dalelés energija E, apibréziama kinetinés ir
potencinés energijos suma

E=T+U (1.17)
yra pastovi (konstanta).
Dyadziai, kurie nekinta laike dalelei judant vadinami judéjimo integralais arba tvariais dydZiais.
Taigi, (1.16) iSreiskia uzdary sistemy energijos tvermés désnj arba kitaip tariant pilna dalelés energija yra judéjimointegralas.
I§ (1.15) taip pat matyti, kad konservatyviyju jégu atveju, integralas kairéje puséje nepriklauso nuo kelio, kuriuo juda dalelé, bet priklauso
nuo jos padéties pradiniu ir galiniu nagrinéjamo laiko intervalo momentu. Aisku, kad jeigu taip nebiity, tai negalétume jvesti potencinés
energijos funkcijos savokos.

II. Judéjimo lygtys ir juy integravinias.

Dalelés judéjimas yra laikomas pilnai apibréztu. Jeigu galime nusakyti jos padétis erdvéje bet kuriuo laiko momentu. Taigi, vien Zinoti
koordinates tam tikru laiko momentu maza, jeigu jos greitis néra apibréztas, kadangi nuo jo priklausys dalelés koordinatés sekanciu laiko
momentu. Taigi, kad dalelés judéjimas biity pilnai apibréztas reikia Zinoti jos greitj ir koordinates tuo pat metu..Siy dydziu pakanka, kad
galétume vienareikSmiai nustatyti pagreitj. Sarysiai tarp pagreicio, dalelés koordinaciy ir greiCio yra vadinami judéjinio lygtimis. Funkcijos
#(r) atzvilgiu tai antros eilés diferencialinés lygtys, kurias integruodami nustatome funkcija 7(r), arba dalelés judéjimo désni.

I1.1 Judéjimo lygé€jy integravimas.

Egzistuoja atvejai, kai judéjimo lygciu sprendinj galima uZraSyti bendru pavidalu nesigilinant | konkrety potencinés funkcijos pavidala.

I1.1.1 Vienmatis materialaus tasko judéjimas veikiant konservatyviai jégai.

Siuo atveju galioja energijos tvermés désnis ir judéjimo lygties jau galime neberagyti. Pilnos energijos israiska yra lygi

.2
Ezémx +U(x) (1.18)

%: /%(E—U(x)) (1.19)

Tai pirmos eilés diferencialiné lygtis, kuria integruojame atskirdami kintamuosius ir gauname
(1.20)

arba

t= \/E J'L + const

27 JE-U(x)
(1.20) israiskoje dviejy laisvai pasirenkamy konstanty, kurios atsiranda sprendziant judéjimo lygti, rol¢ vaidina pilna energija E ir
integravimo konstanta. Cia taip pat matome, kad judéjimo integralo buvimas leidzia sumazinti judéjimo lygties laipsni. Kadangi kinetiné
energija yra teigiamas dydis, tai judéjimo metu pilna energija visada bus didesné negu potenciné energija, arba kitaip tariant, judéjimas vyks
tik tose erdvés dalyse, kur U(x)<E.

L)
g 2 ¢ U-E
Tegu
Siuo ¢ . . Tagkais 4, B ir C, kiinuose U(x)=E, apibréZiamos judéjimo ribos.
Siuos . Yz P -dvéje apribotoje dviem tokiais taskais (pvz. 4 ir Bl jis vadinamas
finitiniu judéjimu. Jeigu judéjimas neribojamas arba ribojamas tik vienu tasku (pvz. C), tai - infinitinis judéjimas, t. yra dalele juda i
begalybe.

Vienmatis finitinis judéjimas yra vadinamas svyruojamuoju judéjimu. Jo metu dalelé atlieka periodiskai pasikartojancius judesius tarp
tasky x, ir x,, taip vadinamoje potencinéje duobéje 4B, pracidama kelia nuo x; iki x;, per ta patj laiko tarpa kaip ir nuo JQ iki Xi. Dalelés
svyravimo periodas, arba laikas, per kurj ji iveiks atstuma nuo x; iki x; ir atgal yra lygus dvigubam laikui per kuri ji jveiks atstuma nuo x,iki
x,. 18 (1.20) seka, kad svyravimo periodas lygus



X (E)

T=\m J‘ dx (1.20a)

X‘(E)./E—Uixi

Cia x; ir x,-lygties U(x)=E $aknys.
I1.1,2. Materialaus taSko judéjimas centriniy jégy lauke.
Centrinémis jégomis yra vadinamos jégos, kurios-veikia iSilgai tiesés jungiancios kiina, kuri veikia jéga, su kiinu, kuris ta jéga sukelia.
Kaip jau matéme, vienos dalelés atveju, tai jéga nukreipta tiese, jungiancia dalelg ir tam tikra fiksuota taSka vadinama jégos lauko centru.
Pasirinke koordina¢iy pradzia jégos lauko centre, jéga F, veikian¢ia nagrinéjamaja dalele galime uzrasyti

F=f(x,y,2)-F (1.21)
Bendru atveju; tai nebiitinai konservatyvi jéga. Tuo atveju, kai jéga galime laikyti konservatyviaja, funkcija f(x,y,z), ieinanti i (1.21) israiska,
turi priklausyti tik nuo atstumo iki koordinaciy sistemos pradzios, t.y. nuo 7

F= f(r)~? (1.22)
Sito teiginio teisingumu galime isitikinti sarysio (1.13) pagalba, galiojan&io konservatyviujy jégu atveju. I§ tikryjy, panagrinékime jégos F
komponentes

FoU. g _ U p_ U (123)
T ! oy : 0z
Kad buity tenkinama (1.21) salyga, deSiniasias (1.33) puses sferinése koordinatése galime uzrasyti
—a—szrsinﬁsingo; —a—U:frsiné’cosgo; —8—U=frcosﬁ (1.24),
oy Ox 0z
nes
F~F, x=rsinfcosp; y=rsinfsing; z=rcosd

I8 ¢ia seka

alz_f‘.r; 6£:0; aiU:() (1.25)

or Op 00

Taigi, funkcija U priklauso tik nuo radiuso vektoriaus 7 IS (1.25) pirmos lygybés matome, kad (1.22) bus tenkinama tik tuo atveju, kai U
apibrésime taip:

UF)=Ule)=[r 1N (1.26
0
Centrinés jégos pavyzdziais gali biiti izotropinis harmoninis osciliatorius, kurio potenciné energija
uzraSoma
U:%a.,z (1.27)

a - konstanta, ir kuloninis arba gravitacinis laukai:

U =—kr (1.28)
Jeigu i (1.28) iSraiska jeinanti konstanta & teigiama, tai turésime traukos jéga, jeigu neigiama - atosttimio. IS (1. 28) iSraiskos seka, kad jéga
bus atvirks¢iai proporcinga atstumo nuo koordinaciy pradzios kvadratui. IS antrojo Niutono ~ désnio  seka,

kad nagriné¢jamu atveju dalelés pagreitis yra nukreiptas veikianCios jégos kryptimi r4¢p . Dalelés, kuri juda
veikiama jégos (1.22), pagreitis ir greitis pradiniu ir visais kitais laiko momentais bus plokstumoje,
einancioje per koordinaciy pradzig ir pradinio dalelés grei¢io vektoriy (zitir. Pav.3). Si plok§tuma vadinama

orbitos plokStuma, o dalelés trajektorija - orbita. Si teigini galime [rodyti ir pasinaudoje dalelés judesio

kiekio momento, apibréziamo sarysiu

Pav3 O -lauko centras,
L= [,7 . p] = [;,m .;] (1.29) P - dalelés buvimo taskas.
pagalba. IS tikryiy, judesio kiekio momento i§vestiné pagal laika

i:F,m-%}{am.ﬂ:[f,f(x,y,z)ﬂ:o (130)

Taigi, centriniy jégy lauke judesio kiekio momento vektorins [ yra judéjimo integralas. Kadangi tai vektorius, tai visos trys jo
komponentés irgi yra judéjimo integralai. Kadangi L nekinta laike, tai i3 (1.29) seka, kad vektorius 7 visada bus plok§tumoje, statmenoje L,
o tai savo ruoztu reiskia, kad dalelés orbita yra plokstumoje. Matome, kad dalelés judéjimo centriniy jégu lauke uzdavinys virsta dvimaciu
uZdaviniu. Pasirinksime dekarto koordinadiy sistema taip, kad Z aSis biity nukreipta tvaraus vektoriaus L, kryptimi, o plokStumoje xy
ivesime polines koordinates 7 ir ¢ kurios su x ir y suriStos saryS$iais

X =rcose, y=rsing (1.31)
Jégos (1.31) veikiamai dalelei judéjimo lygtis x.y koordinatése galime uZraSyti taip:

my=-XdV. T ydU o (132),

r dr rodr

nes p :_8£; F __0U o dU _dU dr _dU x jrtt. nes r nepriklauso nuo X ir y.

ox 7 oy’ dx  drdx drr
dr d\x* +y* +2° X

dx dx r
Jeigu L- absoliuti impulso momento reik§mé, o £ jos pilna energija, tai i§ (1.29) ir (1.17) seka, kad



Lz=m(xy—xy), E:%m Vaa +U(r) (1.33)

Aisku, kad iSraiskas (1.33) galime gauti ir tiesiogiai integruodami (1.32). Pasinaudoj¢ polinémis koordinatémis, (1.33) galime perrasyti
L=m’g (1.34)

. . .2 2
E=%mr2+%mr2¢+U(r)=m2r +2r];r2+U(r) (1.35)

(1.34) formulé isreiskia taip vadinama ploty désnj. Kad tapty aiSkesné (1.34) israiSkos desinés pusés fizikiné prasmé, panagrinékime
piesinélj.

Pav.4
Tegu judédama dalelé per laiko intervala t, #+dt pasislinko i§ tasko Q i taska P. IS pieSinélio matyti, kad dalelés radiusas vektorius per laikg dt

nubrézia plota lygy - lrz do- Plotas, kuri nubrézia radiusas vektorius per laiko vieneta yra vadinamas tasko sektoriniu grei¢iu. Pazyméje
2

nubréziama plota S ir iskait¢ anksCiau pateiktus samprotavimus, (1.35) formulg bei fakts, kad judesio kiekio momentas tvarus, sektorinio
greicio 2-taja komponentg galime uzrasyti

s 1 ,°* L

O, =—=—r@=

dt 2 2m
Kadangi judesio kiekio momentas yra tvarus, tai sektorinis greitis, aiSku, irgi yra pastovus. Taigi, daleles
judancios centriniy jégy lauke radiusas vektorius per lygius laiko tarpus nubrézia viemodus plotus.
Nagringjant daleliy judéjima gravitaciniame lauke (zidr. 1.2.2.), §is rezultatas Zinomas antrojo Keplerio désnio vardu.
Kaip ir vienmacio judéjimo atveju, uzdavinj apie dalelés judéjima centriniy jégy lauke paprasciau spresti pasinaudojus tvermés désniais. 1§
(1.35) gauname

z

c dr |2 r (1.36)
=== |2 (E-U(r)- :
: dt \/m( (r)) m’r?
toliau atskyre kintamuosius ir integruodami, gauname
dr (1.37)
t= I = + const

Plevel-

Uzrase (1.34) tokiu pavidalu

dp= Lz dt
mr
ir [state df iSraiska i (1.36), gausime trajektorijos lygti:
L
2 (1.38)
Q= I—Z + const

2m[E —U(r)]—f—z

(1.37) savo ruoztu netiesiogiai nusako kaip kinta radiusas vektorius nuo laiko. Cia taip pat reikty pazyméti, kad (1.36) lygtis yra
ekvivalentiska (1.19) lygciai, aprasanciai tasko tiesiaeigi judéjima lauke,kurio potenciné energija (arba efektyviné energija) yra lygi

LZ
Uy =ULr) 45 (1.39)

2

. 2 . v . . . .. v e e e . v . .
Dydis _ L vadinamas i§centrine potencine energija. Kaip ir taiko tiesiaeigio judéjimo atveju, reikimés, kurioms esant

2mr?

U()+—L -k (1.40)

2mr?
nusako dalelés judéjimo ribas centro atzvilgiu. Jeigu salyga (1.40) iSpildyta, radialinis greitis F=0.
Kadangi kampinis greitis (p # 0 tai reiSkia, kad dalelé nesustoja ir toks taskas yra vadinamas trajektorijos posiikio tasku, kuriame funkcija
r(t) iki tol didéjusi pradeda mazéti ir atvirksciai. I§ Cia, kaip ir vienmacio judéjimo atveju, seka, kad jeigu r reikSmés apribotos tik viena
salyga r >, tai dalelés judéjimas infinitinis, t.y. jos trajektorija ateina i$ begalybeés ir vél { ja nueina. Tuo atveju, kai r kitimas ribojamas

<r<r, judéjimas yra finitinis ir dalelés trajektorija bus Ziedo viduje, kurio vidinis radiusas yra lygus = ,0 iSorinis - =

max

rmin

Taciau tai dar nereiskia, kad dalelés trajektorija bus uzdara kreivé. Per laika, kurio metu r pakinta nuo r,,;, iki 7, ir po to vél iki r,,;,, radiusas
pasisuks kampu A, lygiu

L
—ydr (1.41)
Ago:Z.[ r

\/2m[E -U(r)]- L; 2

mr



Todél trajektorijos uzdarumo salyga yra
Ap=2mm/n
¢ia m ir n sveikieji skaiciai. Tada po n laiko periodo pasikartojimy, tasko radius vektorius, padargs m pilny apsisukimy, vél sutaps su savo
pradine reik§me. O tai reiSkia, kad trajektorija bus uzdara kreivé. Taciau laisvai pasirinktam U(r) esant Ay =2 ir, todél bendru atveju,
tasko, judancio centrinés jégos lauke trajektorija néra uzdara kreivé. Egzistuoja du centriniy jégy tipai, kai finitinio judéjimo trajektorijos yra
uzdaros. Tai jégos, kuriy potencinés funkcijos yra proporcingos 1/r ir 7. Idomu, kad iScentrinés jégos egzistavimas, biti 7 —» 0 artéja i
begalybe, kaip Lz’( L#0) veda prie to, kad dalelé negali prasiskverbti | lauko centra netgi tada, kai jis pasizymi trauka. Dalelés "kritimo" |
r
centra atvejis galimas tik tada, kai potenciné energija pakankamai greit artéja | minus begalybg 7 — 0. IS nelygybés T>0 arba

mr’ L
=E-—__U(r)>0
2 2mr? (r) g
seka, kad r gali artéti i nulj tik tada, kai
L2
27 _L

r (r}rao < 2m

t. yra U(r) turi — —oo arba kaip _ %, kur ¢ > [*/2m arba kaip 1/1" kaip 1/r" kai n>2.

2
r

11.1,2.1. Keplerio uZdavinys.

Kaip jau mingjome, fizikoje ypatinga reik§me turi laukai, kuriy potencinés funkcijos atvirki¢iai proporcingos r (jéga proporcinga 1 ). Tai
2
,
gravitacinés traukos ir kuloninio elektrostatinio lauko atvejai. Pirmasis juy - traukos laukas, antrasis gali biiti kaip traukos taip ir atostimio
laukas. Tegu potenciné funkcija yra lygi

v=_-% (1.42)
r
Cia a - teigiama konstanta. Tada efektinés potencinés energijos
2
U, :_g"' = 2 (1.43)
: r 2mr
priklausomybe nuo r grafiskai pavaizduota 5 paveikslélyje -
Ueit \
\ N \ <0
\ A L \
- N EAY E >0
AN X j ~
\ N
\ \
A\
\
\\ -
2\ — F =Y
\\ g g - 3
h 7 U> B > (L) nun
AN / .
\ / = = ( Lfeos )
—~ L I 2 444 u
. T Pav. = .
Pav. 5
Matome, kad kai 7 s 0,U,; oo ir atvirks¢ 7 > oo Ugyr neigiamy reikSmiy pusés artéja i nulj. ISdiferencijuokime U,y pagal r ir
prilyginkime gauta reiskinj nuliui ekstremumo taskas). I§ ¢ia gausime r reikSme
L2
r=—
am
kuriai esant U,;— minimali
a’m
Uy) . =-
( o )mm 212

IS 5 pav. matyti, kad kai £>0 dalelés judéjimas infinitinis, o kai £<0 — finitinis.
Istatg (1.42) 1 (1.38) ir suintegravg gausime trajektorijos lygti

L ma
@ = arccos——L—L — + const
m’a
2mE +

Kampo ¢ atskaitos sistema pasirinkime taip, kad konstanta biity lygi nuliui ir jveskime pazyméjimus



po i 1 2B (146)
ma ma2

Tada dalelés trajektorija galime uzrasyti parametrine lygtimi

£=1+sc05(p (1.47)

r
Tuo atveju, kai >1 lygtis (1.47) apraso hiperbolg, kai &=/ - parabolg, kai <1 - elipsg ir kai & = 0- apskritima. Tokiu budu i$ (1.47) seka, kad
@ kal a>0 (traukos laukas) dalelé judés:

.
hiperbole, jeigu jos pilna energija £y>0,

parabole, jeigu Ey= 0, (1.48)

elipse, jeigu 0>Ey>(Uep) pin.

apskritimu jeigu Ey=(Uep) min.

Tuo atveju, kai a<0 (atostimio jégos) dalelé gali judeéti tik hiperbole (E¢>0). IS tikruiu, jeigu a<0, tai U>0, Ey>0, e>1 ir dalelés trajektorija
visada bus tik hiperbolé.

Detaliau panagrinésime dalelés judéjima elipse (a>0, 0>E¢>(Uet)min, €<1 ). IS lygties U, =E, iskaite (1.46), galime rasti maziausig ir

potenciniame lauke. ;; _

didziausia atstumus nuo lauko centro (elipsés fokuso)
L:a(l—s)’ P =L =a(l+e) (1.49)

max 1—5

Pnin =

- I+¢
€ - ekscentricitetas; a -elipsés didzioji pusasé.
Turédami omeny zinomus i$ analizinés geometrijos sarysius tarp didziosios ir mazosios elipsés pusasiy a ir b ir trajektorijos parametry € ir p
- 172 ir b= Pz (1.50)

1-¢ l+¢
galime juos susieti su dalelés judéjima ir lauka charakterizuojanciais dydziais. Tuo tikslu laikydami £<0 istatg (1.46) | (1.50) gauname

a

a ) L.
Taigi, dalelei judant elipse, 9= 2—1"4 v= W (5D didzioji jos pusasé priklauso tik nuo dalelés energijos,

bet nepriklauso nuo jos judesio kiekio momento L.
Dalelés judéjimo elipse laika nustatyti patogu pasinaudojus judesio kiekio momento tvermés désniu (1.35a) arba iSvada apie sektorinio
greifio pastovuma. Suintegrave (1.35a)

Sy T
ZdeszLjdt (1.52)
0 0
¢ia §, = zub - elipses plotas, T — dalelés judéjimo periodas. Gauname

2m (1.53)
[£]
Pakeélg abi lygybés puses kvadratu ir jras¢ a reikSme i8 (1.51) gauname

T2 = z'a’ :47[2””17513 (1.54)

4‘E ‘Sa a

IS (1.54) seka, kad dalelés judéjimo elipse periodas priklauso tik nuo dalelés pilnos energijos (arba nuo didZiosios pusasés ilgio) ir
nepriklauso nuo dalelés judesio kiekio momento (arba maZzosios elipsés pusasés ilgio).
Lygtys (1.47), (1.35a) ir (1.54) iSreiskia tris Keplerio désnius, kuriuos jis nustaté empiriniu biidu, nagrinédamas planety judéjimo steb¢jimo
rezultatus:
. Kiekviena planeta juda elipse, kurios viename i$ fokusy yra Saulé. 2
r

T=m

=l+¢&cosep

. Sektorinis planetos greitis Saulés atZvilgiu yra pastovus. . _ L
2m

. Planety sukimosi periody kvadraty ir ju orbity didZiyju pusasiy kuby santykiai yra pastovis ir vienodi visoms planetoms.



II1. Daleliy sistemos judéjimas.

Siame skyriuje susipazinsime su didelio skai¢iaus daleliy judéjimo ypatumais, panagrinésime labai svarbius fizikos mokslo pozitiriu dvieju
daleliy judéjimo ir daleliy sklaidos uzdavinius.

II1.1. Daugiadalelinés sistemos.

Panagrinésime sistema, sudaryta i§ daleliy N (materialiy tasky), saveikaujanciy tarpusavyje taciau nesaveikaujanciy su kitais i sistema
nejeinandiais kiinais. Tokia sistema vadiname uZdaraja sistema. Skaitysime, kad jéga - F veikianti i-taja dalele gali biiti gauta i§ potencinés
funkcijos y(7) lygybes

F,=-vU(7) (1.55)
pagalba, tada judéjimo lygtys turés pavidala
m, 71 = F =V U(F) (1.56)
¢ia my - dalelés mase, F -jos radiusas vektorius.; =1,2,..., ¥ I8 prielaidos (1.55) seka i§vada, kad nagrinéjamos sistemos energija

E:T+U:%Zmif.2,+2[](fi) (1.57)

yra pastovi
T+U Zm[rr) Z rVU(Fl) =0

Reikia pazyméti, kad energijos tvermés désnis galioja ne tik uzdaroms sistemoms, bet ir sistemoms, kurios yra pastoviame iSoriniame lauke.
Mechaninés sistemos, kuriy energija tvari yra vadinamos konservatyviosiomis sistemomis.

Susiaurinsime nagrinéjamy sistemy rata laikydami, kad potencing sistemos energija galima iSreiksti daleliy saveikos potenciniy energiju
suma. Be to laikysime, kad tos potencinés funkcijos priklauso tik nuo atstumo tarp saveikaujanciy daleliy r;

U:%ZUU(VI‘/)’UQ’ =U;,U; =0 (1.58)
0

IS cia, galime daryti iSvada, kad jéga, veikianti kiekvienq i§ daleliy, yra lygi visy centriniy jégu veikianc¢iy dalel¢ sumai, o tai reiskia, kad
sistemoje veikiancios jégos yra adityvios.
Kad irodytume $j teigini, paZymésime, kad jcga Fu veikianti i-jaja dalelg i§ j-osios dalelés pusés yra gaunama taip

dU.. du. r, (1.59)

F o= . —_ i’y
Fp=-vit, = dr. Vit = dr, r

i /)

dia 7, =7, —F
Taigi jéga, veikianti I -jaja dalelg yra lygi
F=-vuUlF ZVU z (1.60)

i§ kur ir seka teiginio teisingumas.

UZdaros sistemos atveju vienintelémis jégomis, veikianciomis daleles yra daleliy saveikos jégos, todél ne tik sistemos energija, bet ir
sistemos impulsas P bei sistemos judesio kiekio momentas L bus judéjimo integralais. I§ tikryjuy, pasinaudoj¢ (1.59), (1.60) ir (1.56)
formulémis sistemos impulsa P ir jo pokyti laike galime apibrézti taip:

FoYmi (1.61)
dP _ Uy 7y (1.62)
dt ,Zmi Z dr, 1,

Sukeitus sumavimo indeksus vietomis dviguba suma (1.62) iéra1skOJe turi nepakisti. IS kitos pusés, jeigu sukeisime indeksus i ir j vietomis,
suma keis savo zenkla, nes =7, Kadangi nagriné¢jama suma yra lygi paciai sau su prieSingu Zenklu, tai ji turi buti lygi nuliui. I§ ¢ia seka,

kad P nekinta laikui bégant.
Pasinaudoje¢ (1.59), (1.60) ir (1.56), uzraysime judesio kiekio momenta L ir jo i§vesting pagal laika

=y m{;r} (1.63)

I$ panaiy samprotavimy vél plaukia, kad I nekinta laike.
II1.2. Judéjimas masiy centro atzvilgiu.
UZdaros mechaninés sistemos impulsas igyja skirtingas reikSmes skirtingq inertiniy atskaitos sistemy atzvilgiu. Jeigu sistema S' juda

sistemos S atzvilgiu grei¢iu ¥ (zidr. Pav.1), tai daleliy greiciai r’ 1rh , Siy sistemy atzvilgiu yra suristi sarySiu 7, — 7+ 7. I§ &ia sarysiai tarp

impulsy Siose sistemose
f’zZmiZ Zm r+VZm

B-P+PEm (164



Visada galime rasti tokia atskaitos sistema S’, kurioje impulsas bus lygus nuliui. Laikydami p’ = 0, gauname, kad sistemos S’ greitis
sistemos S atzvilgiu yra lygus

Nl

Y,
jo_P

i
Xm Xm,
i

i

(1.65)

Jeigu mechaninés sistemos impulsas yra lygus nuliui, tai toji sistema nejuda tam tikros atskaitos sistemos atzvilgiu ($iuo atveju sistemos ,S’).
Tokiu bidu galime apibendrinti nejudandio taSko savoka mechaninei sistemai sudarytai i§ daugelio daleliy. Taigi, greitis  yra
daugelio daleliy sistemos, kurios impulsas nelygus nuliui, judéjinio greitis.
I$ formulés (1.65) taip pat plaukia, kad rySys tarp sistemos impulso P ir jos judéjimo grei¢io 7 toks pat, koks jis biity judant vienai dalelei,
kurios masé yra lygi visy daleliy masiy sumai

M=m, (1.66)

Si aplinkybé veda prie teiginio, kad mechaninés daugelio daleliy sistemos masé yra adityvi. Desiné (1.65) pusé gali bati gauta paémus
reiskinio
R (1.67)

S

iSvesting pagal laika. Taigi, galima teigti, kad daugelio daleliy sistemos greitis yra materialaus tasko, nusakomo radius vektoriumi 7

rm

greitis. Sis taskas yra vadinamas inercijos arba masiy centras.

Apibrézimas.Mechanines sistemos masiy centru yra vadinamas jsivaizduojamas taskas, kuriame yra sukoncentruota visos sistemos masé.
Masiy centro padétis nusakoma formule (1.67). Taigi, uzdarai daugiadalelinei sistemai impulso tvermés désnj galime formuluoti kaip
teiginj, kad jos masiy (inercijos) centras juda tiesiaeigiai ir tolydZziai. Tai inercijos désnio apibendrinimas: daugelio daleliy sistemai.
Nejudancios mechaninés sistemos energija vadiname sistemos vidine energija. Viding sistemos energija sudaro daleliy santykinio judéjimo
energija ir potenciné ju saveikos energija. Pilna sistemos judancios greiGiu ¥ energija yra lygi

2
E-MC g (1.68)
2 Vi

I8 tikryjy, daleliy sistemos energijos E ir E' atskaitos sistemy S ir S’ atzvilgiu suristos sarySiu

2 =r\2
E:%zmiv‘g+U:%Zmi(‘71’+ﬁ)z+U:MZV +I72mi§l_'+z@+[]

arba Eopaip oMV (1.69)
2
Jeigu atskaitos sistemos ,S’ atzvilgiu masiy centras nejuda, tai
P'=0, E'=E, (1.70)
I11.3. Dviejy daleliy judéjimo uzdavinys.
Paprasciausias saveikaujan¢iy daleliy sistemos judéjimo atvejis — dvi dalelés sistemos judéjimo uzdavinys fizikoje yra labai svarbus. Sio
uzdavinio sprendinys sudaro dangaus kiiny mechanikos pagrinda, juo naudojamasi statistikinéje mechanikoje ir kitur.
Nagrinésime uzdarg sistema, sudaryta i§ dviejuy daleliy, kuriy masés m; ir my, o ju saveikos jéga nusakoma potencine funkcija U{r), kur
r =|F| =7, - 7| - atstumas tarp daleliy. Jeigu jéga konservatyvi, tai daleliy judéjimo lygtys inertinés sistemos atzvilgiu turés toki pavidala

m 7, =-V,U, m, 7, ==V,U (1.71)
Atskaitos sistemos pradzig pasirinke taip, kad ji sutapty su masiy centai, kuris dviejy daleliy atvejy apraSomas radiusu vektoriumi
7 :m1’71+m2’72 (1.72)
m, + m,
gauname sarysi
mF, +m,r, =0 (1.73)
I$ (1.71) gausime
(m1 +m2)1;,:7 =0 (1.74)
ui=-VU(F) (1.75)
Dydis
__mm,
m, + m,

yra vadinamas redukuotaja mase.
I§ (1.74) ir (1.75) matome, kad dviejy daleliu saveikos uzdavinys gali biiti suvestas | vienos dalelés, kurios masé yra lygi redukuotajai masei,
Jjudéjima jegy lauke apraSomame potencine funkeija U(7). Lygtis (1.74) apraSo masiy centro judéjima, kuris, kaip matyti, yra tiesiaeigis
tolydinis tasko, kurio mase A = m, +m, judéjimas. ISsprendg uzdavinj ir surade 7(¢) daleliy judéjimo désnius masiy centro atzvilgiu
rasime i$ sarysiy
so__ M ___m - (1.77)

2



Kadangi dalelg, kurios masé u veikia centriné jéga, tai minétos inertinés sistemos atzvilgiu (S’) (tos kurios centras susietas su masiy centru)
galioja impulso momento ir energijos tvermés désniai.

. 2
url=1, Ir 'UVT+U(}’):EO (1.78)
pasinaudoje¢ jau nagrinétu dalelés judéjimo centriniame lauke uzdaviniu ir atlikg pakeitima
m—> i, L—>ZO beiE—)E(, (1.79)
gauname bendra lygties (1.75) sprendinj
dr
t= J‘zi + const
P (Eo Uy )
Lf02 ar (1.80)
Q0= — K iconst

I i(Eo _Ueff)

Nagrinédami tasko judéjima centriniame lauke parodéme, kad tasko trajektorija yra plok$tumoje einancioje per jégos centra. Taigi, miisy
nagringjamu atveju $i plokStuma yra statmena L, ir eina per masiy centra. IS (1.80) galime rasti 7(¢) ir tuo paciu i§ (1.77) nustatyti daleliy
judéjimo désni masiy centro sistemos atzvilgiu.

Turédami omeny, kad masiy centro sistema (pvz. S*) juda laboratorinés (arba S sistemos atzvilgiu) tiesiaeigiai ir tolygiai, galime rasti tasky
judéjimo désnius Sios sistemos atzvilgiu. Tuo tikslu jvesime 6pav. parodytus pazyméjimus

N
Tada 7 ()=7 = =2 7(0) (1.81)

7(0) =7, -——7(r)
m, + m,

Analogiskai galime rasti ir daleliy greiCius laboratorinés sistemos atzvilgiu.

Pavyzdys. Kad galétume isivaizduoti kaip realiai judés dalelés masiy centro atskaitos sistemos atzvilgiu, panagrinékime dviejuy daleliy

uzdavini pasinaudoj¢ misy nagrinétu dalelés judéjimo lauke, kurios potenciné energija yra lygi ¢y — 4, kur g4 = ymm, gravitacine, arba o = -
r

eje; kuloniné saveikos; m; ir m, daleliy masés ey, e,-ju kriiviai. Laikykime, kad tasko, kurio masé p trajektorija yra elipsé. Tada, tais atvejais,

kai daleliy masés yra lygios m, = m, ir kai my<<m,. I§ (1.77) seka, kad daleliy radiusai vektoriai i$sireiks per taSko p radiusa vektoriy taip

Loomy - m, | <<
P27, Ao l-=2 |,  Mssm
ml ml
T L7 =
K=—=, == m;=m;
2 2

Taigi i$ Cia seka, kad jeigu taskas p juda elipse, tai ir realios dalies sistemos S atzvilgiu taip pat judés elipsinémis orbitomis parodytomis
paveikslélyje.

s—’ }
z Y m,<<m m;=m = '
2 1 1 2 T %

-75 \ Sie atvejai zinomi kaip "planetos ir Saulés" ir <
2 PN\ 7y "dviguby zvaigzdziy" judéjimo atvejai. [ =y
)(/ —-7'
I11.4. Daleliy sklaidos teorija.

Pasinaudoj¢ uzdaroms sistemoms  galiojanciais
impulso ir energijos tvermés désniais, galime sprgsti
apie skirtingy mechaniniy procesy savybes. Ypa¢ yra svarbu, kad nagrin¢jamos savybés
nepriklauso nuo saveikos tarp daleliy prigimties. Siame skyrelyje remdamiesi tvermés désniais panagrinésime daleliy sklaidos uzdavini.




Daleliy sklaida — tai procesas, kurio metu pradiniu momentu pakankamai nutolg dalelés dél atitinkamai nukreipty greiciy suartéja,
saveikauja ir vél nutolsta. Sklaidos proceso metu pakinta ju greiciy dydziai ir kryptys.

I11.4.1.Dviejy daleliy sklaidos uZdavinys

Siame skyriuje nagrinésime tamprig dviejy daleliy saveika. Tampriaja saveika vadinsime tokia daleliy saveika, kuri nekeicia jy vidinés
busenos. Tegu dalelés, kuriy masés m; ir m, iki susidtrimo juda masiy centro sistemos (S") atzvilgiu greiCiaisy, ir v,. Jeigu daleliy saveika
yra tampri, tai taikydami energijos tvermés désni vidinés daleliy energijos (1.68) formuléje galime nepaisyti. Daleliy greiciai v, ir 3, suristi
su ju greiciais y, ir v, laboratoringje sistemoje sarysiais (zitr. (1.77))

-2 m it m - -2 m = m -
Glplm i m oo i m i m o (182)
m, +m, m, +m, m, +m, m, +m,
kur :
r=v=\n—nh=\hs hs

I8 impulso tvermés désnio daleliy sistemai seka, kad daleliy impulsai po saveikos bus to paties dydzio kaip ir prie§ saveika, bet prieSingos
krypties. Taigi, daleliy greitis po saveikos (i Zymésime Strichu) masiy centro
atzvilgiu bus

=y ey (183)
m, + m, m + m,
Nezinomo vektoriaus v’ dydi galime gauti pasinaudoj¢ energijos tvermeés désniu masiy centro
sistemos atzvilgiu laikydami, kad sgveika tampri, t. yra, kad vidiné sistemos energija nekinta
r\2 2
2 T ) T (1.84)
¢ia U'ir U - daleliy saveikos potenciné energija pries ir po saveikos. Kadangi U = U’ ,tai
v'=y (1.85)
I8 (1.85) ir (1.81) plaukia, kad laboratorinéje atskaitos sistemoje (S) daleliy greiciai po saveikos bus apraSomi sarysiais
‘71/5 — I; _ m, ‘—)r’ ‘71’3 — 17+ m, ¥ (186)
m + m, m + m,
dia j/ = 7 | - masiy centro greitis § sistemos atzvilgiu. [skaite (1.85) nezinoma vektoriy v’ galime uzraSyti
V' = vid, (1.87)

kur | = [v, —v,|» t. yra zinomas dydis, 7, vienetinis vektorius nukreiptas vektoriausy arba kaip seka i§ (1.83) vektoriaus ; kryptimi. Taigi
nustatyti 7, i§ impulso ir tvermés désniy negalime. Sis dydis priklauso nuo daleliy saveikos désnio ir i§sidéstymo saveikos metu.

Pavyzdys.Vektoriu j " nesunkai galima nustatyti pasinaudojus dviejy daleliy judéjimo uzdaviniu. Kadangi nagrinéjame infinitini judéjima
(t.y. kad kiekviena dalelé ateina i§ begalybés ir ten po saveikos grizta) aiSkumo délei panagrinékime  dalelg, kurios judéjimo trajektorija bus
hiperbole. Tegu tai atvejis kai veikia atostimio jéga (a<0) ir E>0). Nagrinésime u dalelés judéjima centriniy jégu lauke ¢ (r), kurio centras

nejuda. Sis x dalelés judéjimo atvejis parodytas pav.8. Realiy daleliy trajektorijos atspindi atveji, kai m, =m,-

/ 2
-, d y

\U<

2 9”7
% / ’—-\ L Tt

"0,:7

T

Pav. 8

Suintegrave (1.82) lygti nuo r,,, iki begalybés gausime



L
R —dr (1.87)

w’”:.[ 2

= e )

¢ia ry;y lygties g = U, sprendinys;
Kampo ¢ pagalba galime apskaiCiuoti dalelés atsilenkimo lauke U(r) kampa ¢ . IS paveikslélio matyti, kad jis yra lygus
6,=n-2¢, (1.88)
Kampas ¢ yra vadinamas dalelés sklaidos masiy centro sistemoje kampu. Jo pagalba masiy centro sistemoje yra nusakoma vienetinio

vektoriaus 7, kryptis, t.yra kokiu kampu Sioje atskaitos sistemoje pasisuko del saveikos pirmoji dalelé.

111.4.2. Daugelio daleliy sklaida. Rezerfordo formulé.

Nagringjant daleliy sklaida patogu konstantas E ir L isreiksti per greiciy skirtuma v ir taikymo atstuma p. Taikymo atstumu p yra vadinamas
minimalus atstumas tarp daleliy, kuriuo jos pralékty viena pro kita, jeigu nebiity saveikos tarp ju.

Skaitydami, kad potenciné daleliy saveikos energija begalybéje yra lygi nuliui, E:m(")z, 0 rsin(F,v)_ =p ir savo ruoztu
5 o

11—

L= ,urv-sin(?,ﬁ)‘ _ = upv, gauname

1=

dr
o pF (1.89)

Pw = I ﬁ
Tmin -2 _
}’2 mvz

i3raiSka apibréziancia kampo ¢ , o turint omeny (1.88) ir ¢ , priklausomybg nuo p.

Cia tenka pazyméti, kad fizikoje dazniausiai tenka susidurti su didelio daleliy skai¢iaus, judanéio vienodais greidiais v jégos centro atzvilgiu,
sklaida. Skirtingos dalelés pluostelyje pasizymi skirtingais p ir aiSku yra iSbarstomos skirtingais kampais ¢ . Pazymékime dN daleliy
skaiciy, kurios yra iSsklaidomos per laiko vieneta kampais, esanciais intervale tarp 0, ir 0, +do, [vesime dydi

do= (1.90)

n
Cia n- daleliy, kurios per laiko vieneta pralekia per pluostelio skerspjivio ploto vieneta. Cia laikome, kad daleliy pluogtelis yra vienalytis
visame pjiivyje.
Dydis do yra vadinamas efektyviniu sklaidos skerspjuviu. Sis dydis priklauso nuo sklaidos lauko ir yra viena svarbiausiy sklaidos proceso
charakteristiky. Duotame intervale tarp ¢ ir ¢ +d@, ivyks tik ty daleliy sklaida, kuriy taikymo atstumas p yra intervale tarp pir p + dp .
Tokiy daleliy skaiCius yra lygus ziedo, kurio radiusai p ir p + dp plotui padaugintam i$ 7, todél efektyvni skerspjivi Siuo atveju galime
uzrasyti
do =N _270dpn o i (1.91)
n n

kadangi p yra kampo ¢ funkcija, (1.91) galime perraSyti

dp(0,)
do =2 6 )L m/
o =27p( ){ 10

m

40 (1.92)

m

Daznai do apibrézime naudoja ne plokscio kampo 44 , elementa, o erdvinio kampo 4Q elementy tarp konusy, apibréziamy kampais ¢ ir
0, +do, kuris yra lygus

dQ = 27[ Sin Hmdﬁm do_ — p(em) dp(gm) dQ (1.93)
sing,, \ do,

Eksperimente paprastai matuojame daleliy skaiciy pluostelyje iki sklaidos ir daleliy i$sklaidyty Ivairiais kampais skai¢ius laboratorinéje
sistemoje (S).Teorija igalina 4o (¢,) rasti masiy centro sistemoje. Po to, naudodamiesi grei¢iy diagramomis (Zidr. 1 prieda), paremtomis

lygciy (1.86) sprendimu, galime gauti g (¢,) it g, (¢,) funkcijas, kur g,;r9, daleliy sklaidos kampai laboratoringje sistemoje.

Detaliau panagrinésime viena i8 svarbiausiy daleliy sklaidos atveju — elektringuju daleliy sklaida kuloniniame lauke. Prilyging ;; _ _ 4 (1.89)
r

formuléje ir atlikg integravima, gausime

(1.94)

@, = arccos

i$ kur



Atsizvelge 1 (1.88), gauname

2
2_ @ 20, (1.95)
= _fo*m
» m*v* & 2
Diferencijuodami (1.95) pagal ¢ , ir istatg i (1.92) arba (1.93) gauname
2 Ccos O,
Py 1.96
daz;z( azj 2 g0, (196)
my 2 Ym
sin
( a jz dQ (1.97)
do= 5
2mv . 40,
sin

Formulés (1.96) ir (1.97) vadinamos Rezerfordo formule ir apibrézia efektyvini arba diferencialini
sklaidos skerspjlivi masiy centro arba inertinéje sistemoje.

IV. Lagranzo lygtys

IV.L. Rysiai. Pagrindinis dinamikos uZdavinys.

Dauguma mechanikos uzdaviniy galime matematiskai uzrasyti judéjimo lygciu

mr, :ﬁ}(ﬁ""rfw,ﬁla""ﬁN’t)a (i:1?2?3"“N) (21)

pagalba. Cia jéga F, yra laikoma zinoma dalelés radiuso vektoriaus, greicio, bei laiko x funkcija.
Pradines salygas Siuo atveju galime uzduoti bet kokias, t.y. pradinéms salygoms - jokiy
apribojimy néra. Taciau egzistuoja ir kita mechanikos uzdaviniy klasé, kai be zinomy R, jégu yra ir
jégos, kuriy priklausomybé nuo dalelés padéties, jos greicio ir laiko néra zinoma. y3
Pavyzdys: Tegu materialus taskas svyruoja netoli Zemés pavirSiaus pakabintas ant netampraus
sitilo, kurio ilgis 1. Oro pasipriesinimo galime nepaisyti. Tada taska, kurio masé m, Y veikia
Zinoma jéga mg ir nezinoma sitilo jtempimo jéga R. Taigi, i§ antrojo Niutono désnio mg plaukia,
kad Svytuoklés judéjimo lygtis turi pavidala '+ R o,

mi=mg+R  (22) pav 9

Vektoriné (2.2) lygtis yra ekvivalentiska trijy diferencialiniy lyg€iu sistemai, priklausanciai nuo SeSiy nezinomy funkcijy. Dekarto
koordinaciy sistemoje tai bus: x(?), y(t), z(t), Rx(t), Ry(t), Rz(t)- Kad jas rastume reikia papildomuy duomeny, Tie duomenys yra duoti
uzdavinio salygoje. I$ tikryju, bet kuriuo laiko momentu materialus taskas juda sferos, kurios radiusas lygus vienetui, pavirSiumi ir jo
koordinatés tenkina salyga »2 = /2. Be to, siiilo jtempimas nukreiptas isilgai sitilo, todél galime uzrasyti g =247, ¢ia A - nezinoma skaliariné
funkcija. Taigi, turime keturias diferencialines lygtis

mr =mg+24F,r  —1> =0 (2.3)
ir keturias nezinomas funkcijas x(z), y(). z@®) ir Mt). I§ <cia galime rasti taSko judéjimo désni sferiniu
pavirSiumi ir sitilo jtempima, butina, kad taskas judéty tuo pavirS§iumi. Pradinés Sio uzdavinio salygos néra laisvai pasirenkamos ir pradiniu
laiko momentu taskas turi biiti sferos, kurios radiusas / pavirsiuje, o jo greicio vektorius turi biiti plokStumoje, lie¢iancioje sfera.
IS pavyzdzio matyti, kad taSko padétis, jo greitis ir pagreitis turi tenkinti  salygas, kurios tiesiogiai
neiSplaukia 1§  tasko  judéjimo  lygties.  Tokiu  atveju yra  sakoma, kad materialus taskas néra laisvas.
Tasko judéjimas yra apribotas rysiais.
Apibrézimas.RySiais yra vadinami neiSplaukiantys i§ judéjimo lyg¢iuy mechaninés sistemos taSky padéties, greicio ir pagreicio apribojimai.
Rysiai, tai jvairiy ktiny plokStumos, strypai arba sitilai ir t.t. AnalitiSkai rySiai yra iSreiSkiami rySiy lygtimis, t. yra sarysiais tarp tasky radiusy
vektoriy, ju greiciy ir pagreiciy.
Apibrézimas. Jégos, kuriy pagalba yra jgyvendinami ry$iai, yra vadinamos reakeijos jégomis. Jeigu N materialiyjy tasky sistemos judéjimas

yra ribojamas k rysiais, visy ju reakcija i i-taji taska yra
lygi
— k —
Rl — z Rai (24)
a=1

Kur g, tairySio a reakceija i i-taji taSka.
Rysiai yra skirstomi | holonominius ir neholonominius, stacionarius ir nestacionarius.
Apibrézimas. Holonominiais (arba integruojamaisiais) rysiais yra vadinami rySiai, kurie apraSomi lygtimis priklausanc¢iomis tik nuo tasky
koordinaciy ir laiko
F(ForoeaisFy ) =0 (2.5)
Apibrézimas. Neholonominiais (arba neintegruojamaisiais) rySiais yra vadinami rySiai, kuriuos aprasancios lygtys negali biti suvestos i
lygtis priklausancias tik nuo tasky koordinaciy ir laiko.
Siame kurse apsiribosime sistemu su holonominiais rysiais nagrinéjimu.
Apibrézimas. Jeigu rySio lygtis tiesiogiai nepriklauso nuo laiko, rySys vadinamas stacionariuoju. Kitais atvejais rySys vadinamas
nestacionariuoju.
Taigi, jvedus rySiy ir ju reakcijuy savokas, pagrindinj suriStos mechaninés N -  dalelinés sistemos



mechanikos uzdavinj galime  formuluoti kaip  sistemos judéjimo  désnio ir rySiy reakcijos  jégu  radimo
uzdavini, kai yra Zinomos jégos F, (i =1.23,..., N) ir holonominiy rysiy lygtys

{m%zﬁ+ﬁﬁ:LLwN) (2.6)
Fo(FrsFyst)=0,(a =1,2,....k)

Pradinés salygos €ia iSplaukia i3 rySiy lyg€iy. Kaip matome i$ (2.6) tai 3N+k skaliariniy lyg¢iy turin¢iy savyje 6N nezinomy funkeiju: 7 (¢) ir
R(t) (i=12,.,N). Uzdéjus rySius laisves laipsniy skaiCius( Parametry arba kintamyjy skaiCius, butinas sistemos blisenai apraSyti yra

vadinamas sistemos laisvés laipsniy skai¢iumi) sumazéja ir tampa lygus 3N — k. Jeigu k =3N, tai rySiy lygciy pakanka, kad galima biity
pilnai aprasyti sistemos judéjima. Jeigu k<3N, tai nagrinéjamas uzdavinys yra apibréztas tik tada, jeigu yra zinomi 3N-k nepriklausomy
sarysiy tarp daleliy padéties ir ju rysiy reakciju. Jas galime gauti pasinaudojus D'Alambero principu.

IV.2. D'Alambero principas

Reikia  pazyméti, kad  pagrindinis  dinamikos  uzdavinys  suriStai  arba  rySiais = ribojamai  daleliy  sistemai
(nelaisvai) yra apibréztas tik taip vadinamiems idealiesiems rySiams. Kad galétume ivesti tokia
savoka apibrésime realius, galimus ir virtualius poslinkius, materialiam taskui, kuriam galioja holonominis rysys

F(F)=0 (2.7)

Apibrézimas. Realiu ta§ko poslinkiu 47 vadiname be galo maza tasko poslinki, kurj jis atliecka veikiamas jégu (tame tarpe ir rysio reakcijos
jégos). Realus poslinkis tenkina judéjinio ir rysio lygtis.

Apibrézimas. Galimu poslinkiu yra vadinamas tasko poslinkis, kurj leidzia rySys. Jis skiriasi nuo realaus tasko poslinkio tuo, kad tenkina
tik rySio lygtis. Realus poslinkis yra vienas i§ galimy poslinkiy. Diferencialing lygti, kuria tenkina galimi poslinkiai, galime gauti i$ (2.7)

df:Vfd7+%{dt:0 (2.8)

Apibrézimas.Virtualiu poslinkiu & yra vadinamas jsivaizduojamas be galo mazas tasko poslinkis, kurj leidzia rySys fiksuotu laiko
momentu, tai yra laikant, kad Siuo laiko momentu rysio kitimas laikui kintant nevyksta. virtual@is poslinkiai nevyksta veikiant jégai ir laiko
intervale. Juos gausime padarg judancios plokStumos momenting nuotrauka ir nagrinédami galimus tasko poslinkius ant nufotografuoto
plokstumos pavirSiaus.

Diferencialiné lygtis, kuria tenkina virtualus poslinkis gaunama i§ (2.7) varijuojant f(r,) fiksuotam laikui esant

G =Vfér =0 (2.9)
I5 (2.8) ir (2.9) plaukia, kad virtualiyjy poslinkiy visuma sutampa su galimais poslinkiais tik tada, kai ry3iai stacionaris, tai yra kai &/ _ 0
ot
Pavyzdys. Tegu taskas juda horizontalia plokstuma, kuri savo ruoztu pastoviu grei¢iu ; juda vertikalia kryptimi. Rysio lygtis
f=z-ut=0. Lz
Matome, kad tai holonomimy ry8iy lygtis, ribojanti taSko padéti, greiti ir pagreiti sarySiais ~, _ |, : 4A '
. . et o L — s
z=ut,z=u,z=0 // {__) *_4/
Tada galimy ir virtualiy poslinkiu lygtys dz —udt =0 ir &(1)=0. ) daB-udt J / ;J)Zv(/r\
Virtualy darba, kuri atliks ry$iy reakcijos jégos N daleliy sistemoje, galime apibrézti / \( = /: (
51, =3 R 210 o sYE S
i=1

D'Alambero principas teigia, kad virtualus darbas, kurj atlieka ry§iy reakcijos jégos / ® &
N — dalelinéje mechaninéje sistemoje yra lygus nuliui e

o 211 = Pav. 10

> R =0 (2.11)

i=1

jeigu 5 tenkina k (2.9) tipo lygCiy sistema
(V.1 =0,(@=12,..,N) (2.12)

Cia (kaip jau matéme ankséiau) (2.12) nusako virtualius poslinkius, tai yra tokius, kuriems 7 + o7 kaip ir 7, stacionaraus rySio atveju tenkina
(2.6) antraja lygti. Taigi, D" Alambero principas leidzia iSskirti tam tikra rySiy klasg.

Apibrézimas.RysSiai, tenkinantys (2.11) salyga yra vadinami idealiais rySiais. Reikia pazyméti, kad fizikinis idealiy rySiy pagrindas gali biti
labai skirtingas.

Pavyzdys. Panagrinékime taska, judantj horizontaligja plokStuma, laikydami, kad ji yra absoliuciai lygi. Tada plokstumos reakcija taskui bet
kokiu laiko momentu bus statmena plokStumai, t.y. R, =0,R, =0,R. #0- Taigi virtualus darbas ¢4, = R67 = R.& =0, nes Siam rySiui & =0

.Dél Sios priezasties, kaip nejudanti taip ir judanti plokStuma yra idealus rySys. Taigi, virtualaus darbo savoka §iuo atveju atspindi fiziking
pavirSiaus savybg - jo lyguma. I$ ¢ia taip pat plaukia, kad D'Alambero principas negalioja, jeigu iskaitoma trintis.
IV.3. Pirmos risies Lagranzo lygtys. Hamiltono principas.

Grizkime prie (2.10) ir (2.12) sarySiu. Jeigu 57, bet kokie, tai (2.11) lygtys sutaps su lygtimis g =0, o tai veda prie pradiniy jud¢jimo lygCiy

m, ?, = F, kai néra jokiy jud¢jima ribojanciu rySiy. Tada lygtys g =0 prideda trukstamus 3N sarySiu. Tuo atveju, kai sistemos judejimas yra



apribotas & kinematiniais sary$iais (zitr. (2.6) 2-g lygti), i§ visy 3N tasky komponenciy variacijy skaiciaus, £ variacijy bus priklausomos ir
tenkins (2.12) lygtis. Kitos gi 3N-k tasky koordinaciy variacijos bus nepriklausomos. Norédami eliminuoti & priklausomy variacijy i§ (2.11)
lygties prie jos pridésime k (2.12) lygCiy, padauging kiekviena jy atskirai i§ tam tikru biidu parinkto daugiklio 7 .

N k
Z(Ri_zﬂavifa]éz (213)
i=1 a=1
Daugiklis 4 parenkamas taip, kad koeficientai prie pirmyju & variaciju &7, komponenciy buty lygiis nuliui. I3 ¢ia
R = 2/1 V. fr(i=12,...N) (2.14)

Sis metodas matematikoje yra vadinamas Lagranzo neaplbreztu_]q daugikliy metodu.
Istate (2.14) i (2.6) gauname mechaninés sistemos su idealiaisiais holonominiais rySiais judejimo lygtis

m7 =F +z/1 V.f,(i=12,.,N) (2.15)

£, G t) = 0. = 120.8)
(2.15) lygtys dar yra vadinamos LagranZo lygtimis rysiy reakcijomis arba 1-mos rusies LagranZo lygtimis. NeZinomaisiais Cia yra . (¢) ir
2,(¢)- Matome, kad neZinomujy ir lygciy skaicius sutampa ir yra lygus (3n + k). Eliminuosime reakcijos jégas, padaugindami kiekviena juy i8
pirmyjy (2.15) lyg€iy i8 57, ir sudeédami gautus rezultatus

Zm F & = ZF&* +Z[Z/1av,.fn]5fi (2.16)

i=1 \ a=1

Paskutinis narys deSinéje puséje - tai visy rySiy reakcgos jégu virtualus darbas. I8 rySiy idealumo salygos seka, kad jis yra lygus nuliui.
Sukeite sumavimo tvarka, i§ (2.11) ir (2.12) gauname

N _k k N 2 17

PHWAFLE Zﬂa[zvif,,éz] -0 @17

i=l a=1 a=1 i=1
Taigi (2.16) galime perrasyti

N “

3| m 7 o7 =0 (2.18)

i=1

Cia g7 tenkina (2.12) lygti. (2.18) lygtis yra vadinama D'Alambero - LagranZo lygtimi arba bendraja mechanikos lygtimi. Panagrinekime

dvi sistemos trajektorijas, kurioms galioja kinematiniai sarySiai. Viena ju 7 (¢) apraSo realiai judanCia sistema, antroji apraSoma 7 (r)+ & (¢) -

atitinka galima trajektorija, kuri irgi kaip minéjome stacionaraus rySio atveju tenkina rysiy lygti. Greicio 5F variacijai gauname
> d d d
5i =2 (F()+ o (0) -7 =2 (o (2.19)
F =L 0 )L = L)
I ¢ia tarp kitko matome, kad variacinéje algebroje galima keisti variavima ir diferencijavima vietomis. Nuo to gautas rezultatas nekinta.
Suintegruokime abi (2.18) puses pagal df nuo ¢, iki ¢

] [Zm,» F - ﬁ»jér”,dr -0 (2.20)
Kadangi po integralu stovintis reiskinys lygus nuliui, bet kokiu laiko momentu, integralas lygus nuliui. Pasinaudojg (2.19) ir tuo, kad
Fa-a(ia )i @21)
dt dt
pirmajam (2.20) kairés pusés nariui gauname tokia iSraiSka
e d3& - e (2.22)
zmi’}g’;izazmirz‘ﬁfi_zmi 0T :
i=1 i=1 i=1
Tada i§ (2.20) seka
Sfier] o S0 @2
¢ia
o\ 2
T:%zm[(fij (2.24)
nes éT:%QZm[l%ér:,

yra kinetinés energijos variacija.
Jeigu apsiribosime konservatyviosiomis sistemomis, t.y. tokiomis, kuriose jéga apibréziama (1.13) formule, tai

> (For -0 229
ir variacijomis

5,7[_:(),1(2&;‘:[1 il't:t2 (2.26)
tai 1§ (2.20), (2.25) ir (2.26) gauname



[(67 ~sU)ds = [ (7~ Ut = [ Ldr =0 (2.27)
Funkcija Z = 7 - U vadinama LagranZo funkcija arba LagranZianu. (2.27) lygtis yra vadinama Hamiltono principu. Sis principas galioja,
kai trajektorijos galai nevarijuojami. Hamiltono principas yra ekvivalentiskas D'Alambero principui ir pradinéms Niutono lygtims tuo
atveju, kai trajektorijos, kuriomis juda dalelés tenkina rySiy lygtis. Hamiltono principas skiriasi nuo auks¢iau minéty judéjimo désniy
formuluotés tuo, kad jis nepriklauso nuo koordinaciy, kuriy pagalba aprasoma sistema, pasirinkimo biido.

IV.4. Lagranzo lygtys apibendrintosiose koordinatése.

Treciajame §io skyriaus skirsnyje parodéme, kad Lagranzo lygtys igalina rasti sistemos daleliy radiusy vektoriy ir rysiy reakcijos jéguy
priklausomybg nuo laiko. Daznai tokios detalios informacijos apie sistemos judéjima nereikia. Pakanka tiesiog rasti suristos sistemos tasky
judéjimo désni. I$ kitos pusés, vietoj 3N dekarto koordinaciy, k rySiuy lygéiuy ir 4, (a=1, 2, ..., k) daugikliy patogu isivesti s=3N -k
nepriklausomy kintamyjy, kurie pilnai apraso sistemos biisena. Siam tikslui reikalingos judéjimo lygtys, kuriose nezinomujuy vaidmeni
vaidinty nepriklausomos koordinatés. Be abejo $ios lygtys turi jskaityti ir rySiy poveiki nagrin¢jamai sistemai Tokius reikalavimus tenkina
antros eilés LagranZo lygtys, labiau Zinomos kaip Lagranzo lygtys apibendrintosiose koordinatése.

Apibrézimas. Apibendrintosiomis nepriklausomomis koordinatémis yra vadinami bet kokie 3N-k dydziai, kurie vienareikSmiai apibrézia
sistemos padéti.

Aisku, kad nepriklausomy apibendrintyjuy koordinaéiy skai¢ius s turi biiti lygus sistemos laisvés laipsniy skaiéiui (s=3N-k). I$ apibendrintuju
koordinaciy apibrézimo seka, kad jos turi tenkinti tokias salygas:

1 .Sistemos tasky radiusai vektoriai turi biiti vienareikSmémis apibendrintyjy koordinaciy ¢ funkcijomis

gl -1208)  Q28)
Be to s i§ 3N minéty funkcijy (radiusy vektoriy projekeijy) turi biiti nepriklausomos, t.y. tenkinti funkcijy nepriklausomumo salyga
o o
dq, g, 2.29
D(xl,xz,..,,x31\,)_ l £0 (229)
Dldig)
pe Oxyy  Oxyy
dq, " 0g,

¢ia patogumo délei daleliy koordinatés numeruojamos i$ eilés didéjancia tvarka ir Zymime vienu simboliu x;. Pavyzdziui, trijy daleliy
sistemos koordinates vietoj x,, y,,z,;x,,v,,2,:x;, 5,2, YT PAZYMELOS x, x, ., x,1x,, X5, Xe5 X, Xgs Xy -
2. Apibendrintosios koordinatés turi biiti parenkamos taip, kad (2.28) tenkinty (2.6) antraja lygti, t.y.

;> 7lg.1) (2.30)

Ry =7y (¢1)
Pavyzdziai. Tegu taskas juda sfera, kurios radiusas lygus 1, o centras yra koordinaciy centre. Tada rysio lygtis

f=x"+y*+z22-1"=0
Sia lygti tenkins tokios x, y ir z reikimés (sferinése koordinatése):
x=I[sinfcos@, y=I[sinfcosp, z=Icosl
IS Cia seka, kad sferinés koordinatés & ir ¢ gali biiti nepriklausomomis apibendrintosiomis koordinatémis. Juy skaicius sutampa su sistemos
laisvés laipsniy skaiCiumi (s =3N -k = 2).
2. Laisvai judancios dalelés (s=3) apibendrintosiomis koordinatémis galéty biiti, pavyzdziui, cilindrinés koordinatés p, ¢ ir z.
x=pcosp, y=psing irz

I8 (2.28) iSreikSime & variacija per apibendrintasias koordinates

F=3 I sy ((=12,..N) (2.31)
J=1 aq[ ’
Taip pat i$ (2.28) galime uzrasyti daleliy greicius kaip apibendrintyjy koordinaciy funkcijas
oo O (=12..N) (232
;= -+ N 9&5eney
" /Z,: g, " " o

IS ¢ia seka, kad materialiy tasky greiciai yra tiesinés 61.,- funkcijos. DydZiai 61.,- yra vadinami apibendrintaisiais greiciais.
I8 (2.32) taip pat seka dar vienas svarbus sarysis

or _ oF [i =1,2,...,NJ (2.33)

T i =1,2,...
aq[ 6q/ J sliyennsS

I§ tikryjy, diferencijuodami (2.32) pagal 61.,- gauname, kad visi nariai i§skyrus j-taji yra lygiis nuliui, nes nepriklauso nuo q.,» .

Pasinaudoje¢ (2.32) formule kineting sistemos energija galime uzraSyti kaip apibendrintyjy koordinacCiy, apibendrintyjy greiciy ir laiko
funkcija



f (0]
(2.34)

Cia g ir q - apibendrintyjy koordinaciy ir apibendrintyjy greiciy visumos.
Potenciné sistemos energija apibendrintosiose koordinatése stacionariu atveju lygi U =U(q). Taigi, Lagranzo funkcija apibendrintosiose
koordinatése jgauna pavidala

L(q, qj = T[q,(}j ~U(q) (2.35)

Pritaikysime Lagranzianui Hamiltono principa. Tuo tikslu uiraéysime jo variacija
oL = Z 5 +Z oL 5, (2.36)

J=1 aqj aq
d
Cia g
q, 7%

Apibendrintose koordinatése krastinés salygos (2.26) igyja pavidala

84, =0, kai ¢=y¢ ir t=1, (2.37)

Tada i$ variacinio Hamiltono principo (2.27) gauname

jcsLdz—jZ—cs di+ jz 5th Z‘%aq jzd 6L5q dt + jzaqLath

zljlaqj r,]l t‘!] 1y J=1

&L F \sqdi=0

f 8L d oL (2.38)
= 6(]1 dtaq'j J

Sis integralas turi biti lygus nuliui esant bet kokiems 54,0 tai jmanoma tik tada, kai pointegralinis reiskinys yra lygus nuliui
doL O o (=12-.9) (2.39)

Lygtys (2.39) yra vadinamos II-os raiSies Lagranzo lygtimis arba LagranZo lygtimis apibendrintosiose koordinatése.
Detalesniam Lagranzo lygéiy tyrimui jvesime apibendrintyjy impulsy ir apibendrintyjy jégu savokas, apibréZzdami juos lygybémis

_oL (2.40)
J T .
0q,
ol (j=12..5) (24D
J aql

Pasinaudoj¢ (2.40) ir (2.41), Lagranzo lygtis (2.39) galime uzrasyti
;2O (j=12..5) (2.42)
0q,

J

arba
P =F (243)

J
Pateiksime kelis Lagranzo lyg¢iy apibendrintosiose koordinatése pavyzdzius:
1. Tuo atveju, kai sistema juda laisvai, apibendrintosiomis koordinatémis galima pasirinkti dekarto koordinates. Tada Lagranzo funkcija
turés pavidala

_;Zm[[x‘f-s-y.12+z.12J—U(xl,x2,...)

oL ° oL y oL . oL oUu irt.t
e E=mx, e m);, o =mz, e T T A
ox, oy 0z, ox, e
ir (2.39) lygtys pavirs | Niutono judéjimo lygtis (1.56).
2. Jeigu dalel¢ juda sferinés simetrijos lauke U(r), patogu apibendrintosiomis koordinatémis pasirinkti sferines koordinates: ¢ =7,

¢, =0, ¢, =¢- Tada sistemos kinetin¢ energija
1 (2 .2 .2
T —zm[r +7r°0 +r’sin*f¢ ],
o Lagranzo funkcija bus lygi
.2 .2 .2
L =;m(r +7°0 +r’sin’Gp ]—U(r),

i§ ¢ia apibendrintieji impulsai



. aL . .
r_@I:: , p=—v=mr’0, pwza—lfzmrzsinzﬂga.
or 00 ¢
ir (2.41) igyja pavidala
. . 2, .2
p,=0, p,= _Picigl ., p,=r0 m
mr’sin@

IV Tvermés désniai

Antrajame ir treiajame skyriuose parodéme, kad vienos ir dviejy daleliy judéjimo uzdavinys gali biiti iSsprgstas bendru atveju pakankamai
placiai jégu klasei. Taciau daleliy sistemy, sudaryty i§ didesnio skaiciaus daleliy, judéjima aprasyti turint tik pakankamai bendras prielaidas
apie ju saveikos pobiidi nepavyksta. Dél Sios prieZasties ypatinga svarba tokiy uzdaviniy sprendimui turi bendros teoremos, kurias tenkina
bet kokio daleliy skaiciaus sistema. Tokiomis universaliomis teoremomis yra impulso, judesio kiekio momento ir energijos tvermés

désniai. Minéti tvermés désniai veda prie taip vadinamy judéjimo integraly, t.y. mechaninés sistemos judéjima aprasanciy dydziy q, ir q.,-

(G=1,2,...,s) funkcijy, kurios nekinta judéjimo metu ir priklauso tik nuo pradiniy salygu. Nesunku matyti, kad s laisvés laipsniy turinti
mechaniné sistema turi 2s-/ judéjimo integraly. IS tikryju, iSsprendg s judéjimo lygciy, gausime 2s laisvai pasirenkamy konstanty. Kadangi
judéjimo lygtys uzdarai sistemai tiesiogiai nuo laiko nepriklauso, tai laiko atskaitos taska galime pasirinkti laisvai. Taigi, viena i$ laisvai

pasirinkty konstanty gali biiti parinkta ¢, Eliminave # i§ 2s funkciju q,= q,(t+t0,C,,C2,‘-.,Cz,\,4) ir q., :q’](t+t0’C]’C2"“’C2.y—l) , 2s-1

nepriklausomu konstanty galime uzraSyti kaip ¢ ir q funkcijas, kurios ir bus judéjimo integralais. Taciau ne visi judéjimo integralai vaidina
mechanikoje vienoda rolg. Tarp jy yra keli, kuriy tvarumas yra susijes su erdvés ir laiko savybémis, jo vienalytiskumu ir izotropija. Siame
skyriuje plagiau panagrinésime minétus sarysius. Cia, beje, reikia pazyméti dar viena svarbia tvariy dydziy savybe - visi tvaris dydziai
pasizymi adityvamu, t.y. ju reikSmé sistemai, susidedanciai i§ nesaveikaujanciy tarpusavyje daliy, yra lygi atskiry daliy reik§miy sumai.
Adityvumas Siems judéjimo integralams suteikia ypatinga svarba. Pavyzdziui, tegu du kiinai kurj tai laika saveikauja. Kadangi kaip pries
saveika taip ir po jos kiekvienas i§ adityviy sistemos judéjimo integraly yra lygus abieju kiiny integraly sumai, tai i§ tvermés désnio galime
gauti ziniy apie kiiny biisena po saveikos, jeigu yra zinoma ju biisena prie§ saveika.

1) Panagrinékime tvermeés désnji, kylantj i§ laiko vienalytiSkumo. Jeigu laikas vienalytis, tai Lagranzo funkcija tiesiogiai nuo laiko
nepriklauso, ir

di_ oL - _z oL ** _1,2,_,_75) (2.48)
dt éq, 7 aqj
Pakeite OL (i§(2.39))1 d 0L , gauname
aqj dt aq'j
Z:'d oL oLy _sdl o
> ‘”aq jaq ~ dt aq'/_’
ir perkéle deSini narj i kare, gauname
d > * oL _Ll=o, (2.49)
dt PN
J 6(]/
18 kur
Zq.,a—lj—L = const. (2:50)
J 6(,11
Tuo atveju, kai potenciné energija, priklauso tik nuo koordinaciy g;, 0 g; ieina tik i kineting energija gauname
z' oL _z' oT T, (2.51)
/ aq/ 6qj
Ir i§ (2.49) seka
E=T+U = const. (2.52)

arba energijos tvermés désnis.

Reikia pazyméti, kad energijos tvermés désnis galioja ir sistemoms, kurios yra pastoviame iSoriniame lauke. IS tikryjy, vienintelé, iSvedant §i
desnj, panaudota prielaida, tai tiesioginés priklausomybés nuo laiko nebuvimas Lagranziane, arba sistemos konservatyvumo salyga.

2) Erdvés vienalytiSkumas. Dél Sios erdvés savybés mechaninés uzdaros sistemos savybés nekinta atliekant lygiagrecius sistemos
poslinkius erdvéje. Panagrinekime be galo maza postimi ¢ ir pareikalaukime, kad Lagranzo funkcija dél to nepakistu.

Apibrézimas. Lygiagretus postiimis, tai tokia transformacija, kurios metu visi sistemos taskai pasislenka tuo pat atstumu, t.y. ju radiusai vektoriai
F—>i+&,(i=12,.,N). Tada

[

oL = E] ZL (2.53)
¢ia sumavimas pagal visas sistemos daleles.
Kadangi ¢ bet koks, reikalavimas, kad 5L = 0 ekvivalentus reikalavimui, kad



yL_y, (2.54)
T OF,

i§ Lagranzo lygties (2.39), gauname

doL_dsoL_ (2.55)
— dt 5% a5 7
Tokiu biidu uzdarai mechaninei sistemai vektorinis dydis
poy oL (2.56)

R
za;f

nekinta sistemai judant. Kaip jau aiSku, i§ auk3tiau gauty sarySiy, vektorius P - tai sistemos impulsas. [diferencijave sistemos Lagranzo funkcija

.2
LX)
gausime gerai zinoma iSraiska
13:2”71'%- .57

Be to skirtingai nuo energijos sistemos impulsas yra lygus atskiry daleliy impulsy sumai
pi=mr; (2.58)

nepriklausomai nuo to dalelés saveikauja ar ne.

Trijy impulso vektoriaus komponenciy tvermés désnis galioja tik tuo atveju kai néra iSorinio lauko.

3) Erdvés izotropija reiskia, kad uzdaros sistemos mechaninés savybés nekinta bet kaip pasukus sistema

Panagrinésime be galo maza sistemos postki ir pareikalausime, kad jos Lagranzo funkcija likty ta pati. Tuo

galo mazo posikio vektoriu 5g, kurio absoliutus dydis yra lygus postikio kampui sy, 0 kryptis sutampa su

erdvéje.
tikslu jvesime be
posiikio  asimi.

Tokio posiikio metu radius vektoriaus, jungiancio koordina¢iy pradzia (esancia ant posiikio asies) su bet kokiu sukamos
sistemos tasku, prieauglis yra lygus
‘5;‘ = rsin65p 2.59) Pav. 11
Radiuso vektoriaus prieauglio kryptis statmena plokstumai, einanciai per 7 ir 5@ todél
& =165 7] (2.60)
Posiikio metu kinta ne tik radiuso vektoriaus, bet ir visy daleliy greiciai, taciau vektoriai kinta pagal ta patj kitimo désnj. Todél greiCio pokytis sistemos koordinaciy
atzvilgiu bus lygus
57— [ 56 r} @61)
Istate 57 ir 57 iSraiskas i oL, ir prilyging januliui
N .
L=y @55. +ﬁ,5g =0 @62)
| o or,
beipakeite oL . ir L _ > | gauname
— =D 5 =D
57 "

Z[ﬁ[&@-ﬁ]n&[a@-éﬂ ~0 263)

i

arba, atlike ciklinj dauginamujy keitima ir iSne$¢ 5¢ prieS sumos Zenkla
w6y [75]+[7-5 )00 4 Tl 510 @D
Kadangi s5¢ betkoks, i$ Cia seka, kad l l
GZE-p]=0. WS p)- L

Taigi, judant uzdarai sistemai jos judesio kiekio momentas yra judéjimo integralas arba galioja judesio kiekio momento tvermés désnis.
Kaip ir impulso, judesio kiekio momento adityvumas nepriklauso nuo saveikos tarp daleliu.

Taigi energijos, impulso ir judesio kiekio momento tvermés désniai yra tie adityvis judéjimo integralai apie kuriuos mes kalb&jome skyriaus
pradzioje. I8 Cia seka, kad bet kuri uZdara sistema gali biiti charakterizuojama septyniais judéjimo integralais: vienu energijos, trim integralais
atitinkanciais impulso komponentes ir trim integralais atitinkanciais judesio kiekio momento komponentes.

V. Svyravimy teorija.

Vienas i§ labai paplitusiy mechaninés sistemos judéjimo tipy yra taip vadinami tiesiniai svyravimai, t.y. svyravimai netoli pusiausvyros
padéties.

Nagrinésime sistemas, kuriy judéjima riboja idealiis holonominiai ir stacionaris ry$iai, o veikiancios jégos tiesiogiai nepriklauso nuo laiko.
Be to laikoma, kad sistema yra charakterizuojama bent vienu nuostovios pusiausvyros tasku. Sios teorijos esmé yra tai, kad nuostoviosios



pusiausvyros aplinkoje Lagranzo lygtys gali buti suvedamos i tiesines diferencialines lygtis, todél mazi svyravimai daznai yra vadinami
tiesiniais svyravimais.

V.1. Tiesiniai materialiy tasky sistemos svyravimai.
Panagrinésime mechaninés sistemos pusiausvyros biisenas. Tegu sistemos judéjimas aprasomas Lagranzo lygtimis (2.39), o Lagranzo
funkcija yra apibendrintyjy koordinaciy ir grei¢iy funkcija
L(‘]:‘?):T(‘Ik»qk)_U(qk) G.D
Sistemos nuostovios pusiausvyros buisena yra apibréziama, kaip busena apraSoma apibendrinty koordina¢iy rinkiniu 4, kurioms 4 =0,

kai 4 =4 Be to, kai
qr = q;?w 4,=0, ¢,=0, ¢,=0 (3:2)
t.y. visos aukstesnés eilés iSvestinés pagal laika nuo 4, irgi yra lygios nuliui. Tai reiskia, kad, jeigu sistemos dalelés padétyse, apraSomuose
koordinatémis 4, = 4 nejuda, tai jos tose padetyse liks ir tolimesniais laiko tarpais. [statg (2,32) i (2,34), galime uZrasyti kinetinés energijos
iSraiska apibendrintose koordinatése (jeigu 7 tiesiogiai nuo laiko nepriklauso)
1< .
ngzak/‘h‘h (3.3)

k=1
N

kur A = Ay = Zmi ;ri 9 G4
i1 q, 0q,

bendru atveju priklauso nuo apibendrintyjy koordinaciy.
Tada i$ (2,39) ir (3,2) salygu seka, kad biitina pusiausvyros salyga yra

U _ o, (k=1.2,...,8) jeigu ¢, = ¢ (I=1,2,...,8) (3.5)

oq,
Tai reiskia, kad pusiausvyros padétyje potenciné funkcija turi ekstremumg. Reikia taip pat neuzmirsti, kad ekstremumu gali biiti ne tik
maksimumo, bet ir minimumo, bei balno taskai. Pirmuoju ir treCiuoju atvejais taskas nebus nenuostovios pusiausvyros tasku. Taigi,
nuostovios pusiausvyros takas, kuriame potenciné energija yra minimali. Bet koks atsilenkimas nuo $io taSko sukelia jéga _ dU

dg’

verCianCia sistema grizti i pusiausvyros padéti.
Kadangi mus domina tik maZi atsilenkimai nuo pusiausvyros padéties, skleiskime funkcijas U(g) ir T(q,4) eilute pusiausvyros taske (galime
juo pasirinkti, pavyzdziui koordinaciy pradzios taska). Tada

U(q):U(0>+Z[2U] qﬁé [ ou ]qkq,+... (3.6)
k k /o k1

. Oay, .. .
T(Q’Q):;Z[(‘ZH)O +Z[€;] 9 +---:|qu1 (.7)

ki m

(skleidziam eilute pagal ¢, o nuo ¢ priklauso tik koeficientai).
Pasinaudojg (3.5), laikydami U(0)=0 bei atmetg trecio ir aukStesnio laipsnio narius pagal ¢ israiskoje (3.6) ir pirmo bei aukStesnius narius
iSraiskoje (3.7), gausime tokio pavidalo Lagranzo funkcija

1 o o 1 o .
L:T_Uzizcquk ql_fzbkz% q, (-8)
2 kil 2 ki
cia
2
Cu :(au)o =Ck> b, :[ oy ] =b, (3.9)
9q,0q, ),
Panaudoje (2,39) ir (3,8), Lagranzo lygti maziems svyravimams uZrasome
zf—’kl q, +Zbk1% =0 (k=1,2,...,S) (3.10)
! !

Taigi, gavome s tiesiniy diferencialiniy lygciy sistema, su pastoviais koeficientais. Pagal tokiy lyg¢iu sprendimo taisykles ieSkome ¢, (1)

tokiame pavidale

q, = Ae™ (3.11)
Cia A, — dar nenustatytos konstantos. [state (3.11) { (3.10), gauname homogeniniy lygéiy sistema 4, atzvilgiu
Z(_chkl+bkl)’41:0 (3.12)
1
Kad (3.12) turéty nelygius nuliui sprendinius, jos determinantas turi biiti lygus nuliui
By = we,|=0 (3.13)

Lygtis (3.13) yra vadinama charakteringaja lygtimi. Tai s-tojo laipsnio lygtis w’ atzvilgiu.

Bendru atveju (3.13) lygtis turi s skirtingy realiy Sakny 2 =2 (m=1,2,...,s). Taip apibrezti dydziai w, — yra vadinami nuosavaisiais
sistemos daZniais.

Lygties (3.13) sakny realumas ir teigiamumas tampa aiskus jau i$ fizikiniy sumetimy. I$ tikryjy, jeigu w,, biity menamos, tai reiksty, kad
(3.11) sarySyje atsirasty eksponentiskai didéjantys ar mazéjantys daugikliai. Taciau tokio daugiklio atsiradimas Siuo atveju neleistinas, nes jis



vesty prie kintamos realiame laike pilnos energijos ir prieStarauty jos tvermés désniui. Galime tuo jsitikinti ir matematiskai. Padauging abi
(3.12) puses i§ 4; ir susumavg pagal k gausime

Z(_ chkl +by )AZAI =0

kil
i§ kur

Ve ZbMAA:A, (3.14)
chiAkAI

Kvadratinés formos esancios (3.14) iSraiskos skaitiklyje ir vardiklyje yra realios, todél, kad juy koeficientai by, ir ¢y yra realis ir simetriski. IS
tikryju

[Zbk,A,:A,j = zbk/AkA/* = zblkAkA/* = zbklA/A;
Kl Kl Kl Kl

Dél sips priezasties realus ir w,,. Rade w,, ir istatg juos atskirai i kiekviena i§ lygciu, galime rasti ir koeficientus 4,. Jeigu visos lygties (3.13)
Saknys w,, skirtingos, tai koeficientai 4, yra proporcingi determinanto (3.13), kuriame w pakeista atitinkama w,,, minoram. Pazyméj¢ minorus
A,,» dalinj diferencialini lygciy sprendinj galime uZrasyti

4, =4,,C,e"™ G.15)
Cia C, kompleksiné konstanta.
I§ diferencialiniy lygciy teorijos zinome, kad bendrasis sprendinys yra uzraSomas daliniy sprendiniy suma. Sio sprendinio realioji dalis lygi
bS] 516
m=1
Pavyzdys: panagrinékime vienmatj svyravima. Tegu pusiausvyros taske U(xy)=0, a(qy)=m (tai imanoma tik tada, kai x yra dekarto
koordinatés), g,=0. Tada Lagranzo funkcija galime uzraSyti

mx? 2 2
in_kxi’ po| 20U
22 04,09, ),

Tokia f-ja apraSoma sistema vadinama vienmaciu osciliatoriumi. Lagranzo lygti atitinkamai uzrasysime
miX+kx=0

arba

i+w'x=0, kur w= k

m
A+w =0, A =w, A=xw.
Lygties bendras sprendinys gali biiti uzrasytas pavidalu

x=a- cos(wt +a)
Taigi netoli pusiausvyros padéties tasko svyruojanti sistema atlicka harmoninius svyravimus. Cia a — amplitudé, o - fazé, w — daznis, kuris
nepriklauso nuo pradiniy salygu ir yra pagrindiné svyravimy charakteristika. Reikia pazymeéti, kad §i savybé yra susijusi su svyravimy
daznumu (tiesiniais nariais).
Pazyméje (3.16) iSraiskoje

0, =Re|C,e" | (3.17)
q galime uzrasyti
S
9 :zAlQO G.18)
m=1

I$sprende (3.18) lygti O,, atzvilgiu, galime gauti O, priklausomybeg nuo ¢, (k=1,2,...,s).
Taigi i O,, galime Zifiréti kaip i naujas apibendrintas koordinates. Sios koordinatés yra vadinamos normalinémis sistemos koordinatémis, o
ju atlieckami svyravimai normaliniais sistemos svyravimais.
Normalinés koordinatés tenkina lygtis

0, +w.0, =0 (3.19)
Tai reiskia, kad normalinése koordinatése judéjimo lygtis suskyla s nepriklausomy Lagranzo lyg¢iu. Taigi, i$ ¢ia seka, kad Lagranzo funkcija
normalinése koordinatése suskyla i sumg iSraiSky, kickviena kuriy atitinka vienmati svyravima su dazniu lygiu w,,

Lo 3 e 32 i00) (20

¢ia m,, teigiamos konstantos.

Reikia pazyméti, kad tarpusavyje saveikaujanéiy daleliy sistemos, kurios neveikia iSorinis laukas, judéjimas yra gana sudétingas. Kiekviena
i§ sistema sudaranciy daleliy, atlicka svyruojamuosius judesius apie pusiausvyros padéties taska. Be to pati sistema, kaip vientisas darinys
gali judéti erdvéje, t.y. judéti tiesiai ir suktis. Jeigu sistemoje yra N daleliy, tai trys sistemos laisvés laipsniai bus iSnaudoti tiesiaeigiui
judéjimui ir trys sukimuisi. Taigi, 3N-6 laisvés laipsniai liks svyravimams. SprendZiant sistemos svyravimy uzdavini tikslinga i§ karto atskirti
ir eliminuoti tuos laisvés laipsnius, kurie atsakingi uz tiesiaeig] ir sukamaji sistemos judéjimus.

Norint atskirti sistemos tiesiaeigj judéjima, reikia pareikalauti kad sistemos impulsas bty lygus nuliui. Sistemos radiusa vektoriy uzraSysime

F=r+7 6.21)

Cia 7 - i-tosios daleles pusiausvyros padétis radiusas vektorius; 7'~ jos atsilenkimo nuo pusiausvyros padéties radiusas vektorius; tai minéta

salyga igaus pavidala



Zm,f,. =const = Zmlf,o
arba > mi =0 (3,22)

Norédami eliminuoti sistemos sukimasi, jos judesio kiekio momenta reikia prilyginti nuliui. Kadangi judesio kiekio momentas néra jokio
koordinaciy funkcijos pilna iSvestiné pagal laika, tai bendru atveju duota salyga negali biiti uZraSyta prilyginant tam tikra koordinaciy
funkcija nuliui. Tac¢iau mazy svyravimy atveju i§ (3,21) seka, kad judesio kiekio momenta antro laipsnio mazumo dydziy tikslumu galime
uZzraSyti kaip iSvesting pagal laika nuo koordinaciy funkcijos

L= zmi[’7i5‘7i]5 zml|:;;0’;;:| = %zmz[io’i] (3.23)

taigi, salyga L=0 virsta {
zml_[;w,ﬁ']:o (3.24)

Nagringjamy svyravimy pavyzdziy gali biiti molekuliy svyravimai. Normaliniai molekuliy svyravimai yra klasifikuojami pagal ju atomy
judéjimo charakterj, remiantis atomy i$sidéstymo simetrija molekuléje. Cia labai svarby vaidmeni vaidina metodas, kuris yra grindziamas
grupiy teorija. Cia panagrinésime kai kuriuos elementarius atvejus:
1. Jeigu visi molekulés atomai yra vienoje plokStumoje, tai normalinius svyravimus galima suskirstyti { 2 rusis: tuos, kurie atomus palieka
molekulés plokStumoje ir tuos kurie juos i§veda i§ plokstumos. Nesunku nustatyti juy skaiciy. Kadangi judéjimas plokstumoje apraSomas 2N
laisvés laipsniais 1§ kuriy du yra tiesiaeigio judéjimo, o vienas sukamasis, tai normaliniai svyravimai, neiSvedantys molekulés atomy i$
plokstumos aprasomi 2N-3 laisvés laipsniais. Like svyravimai, iSvedantys atomus i§ plok§tumos aprasomi (3N-6)-(2N-3)=N-3 laisvés
laipsniais.
2. Jeigu molekulés atomai yra vienoje tieséje, tai kalbéti apie sukimasi apie ties¢ néra prasmés ir sukimosi laisvés laipsniy yra $iuo atveju
tik du, o ne trys ir svyravimai aprasomi 3N-5 laisvés laipsniais. Siuo atveju galima isskirti igilginiu svyravimus, kurie i$laiko molekulés
tiesing forma ir molekulés atomy svyravimus nei$laikancius tos formos. Kadangi N daleliy judéjima tiese galime apraSyti N laisvés laipsniais,
i§ kuriy vienas atitinka tiesiaeigi judéjima, tai svyravimai iSlaikantys tiesing molekulés forma, aprasomi N-/ laisvés laipsniu. Tada
svyravimai ardantys tiesing molekulés forma aprasomi (3N-5)-(N-1)=2N-4 laisvés laipsniais. Kadangi kiekvienas i§ svyravimy gali bati
atlickamas dviem nepriklausomais biidais — dviejuose tarpusavyje statmenose plokStumose, einanciose per molekulés asi, Siems
svyravimams atitenka i§ viso tik (N-2) skirtingi dazniai. I§ simetrijos seka, kad tokia normaliniy svyravimy pora turi vienodus daznius.
Pavyzdys: Rasime tiesinés triatomés simetrinés molekulés 4BA svyravimy daznius. Atstumus tarp atomy pradiniu momentu laikysime lygiais
a. Be to skaitysime, kad potenciné molekulés energija priklauso tik nuo atstumo tarp atomy A-B ir B-A ir nuo kampo Z4B4.
PAV [2nera
Sprendimas: pasinaudoje tik ka aptarta tiesinés molekulés svyravimy klasifikacija, galime teigti, kad Siuo atveju bus (3-1)=2 svyravimai,
iSlaikantys molekulés tiesing (iSilginiai svyravimai) ir (3-2)=1 svyravimas ardantis tokia jos forma (skersiniai svyravimai). Panagrinékime
i8ilginius molekulés svyravimus. Pazyméjg atomy atsilenkimus nuo pusiausvyros padeties ¢, =x,, ¢, =x,> ¢, =x;> 0 :( U j , sistemos
l 0q,0q, ),
Lagranzo funkcijg iSilginiams atomy atsilenkimams galime uzrasyti
L= %(Xf +x§)+%x§ —%[(x, - X, )2 +(x3 - X, )2]
ISilginiai atomy atsilenkimai nuo pusiausvyros padéties kaip seka is (3,22), tenkina sarysi
mA(x1 +x2)+me3 =0,

kurio pagalba galime i§ Lagranzo funkcijos eliminuoti x,. Siuo atveju L igys pavidala

2 2
m m2 k m +m m m m +m
A ( 2.2 A . . 1 A B A A A B
=—\m +m X7+ X +—XxXx —— X T X +| —x + X
2m 4 B\1 3/ m 13 2 m I m 3 m_ 1 m 3
B B B B
[vede naujas koordinates
=Xx1 +X ir =x —-Xx
a 1 3 Qs 1 3
ir pazymeéj¢ molekulés masg u = 2mA tms gauname
a2 My 2 kl“2 2 Koo
=—0 +— 0 -——0 -—0
4mB a 4 s 4m2 a a s
B
I$ kur gauname
a a =
B
QO —— 0, =0

my



kur Q, ir O yra normalinés koordinatés, kuriy pirmoji atitinka antisimetrini atomo B atzvilgiu molekulés svyravima (', = x, (@)), 0 antroji —

simetrini (x, = —x, (b)) svyravima. Jy dazniai atitinkamai yra lygts

k u k
W, = 1 ir wo = L
m m s m
A B 1 A
Skersiniai atomy poslinkiai y;, y; ir y;, kaip seka i$ (3,22) tenkina lygtj

m + +m =0
A¥1 V3T Y,

Be to i§ (3,24) iskaitg, kad pradinés atomy padéties radiusy vektoriy komponentés yra lygios X, =0 % =0, x =a,

Yo =20 =730 " 0, bei suskaiciavg atitinkamas vektorines sandaugas, gauname dar viena lygti y;,=y;. potenciné molekulés energija

I v . vy 262 . nty y3—y
isreiskiama kampo ~4B4 pokyéiu 6 nuo 7 ir uzraSoma %49 Savo ruoztu &= 6, + 6, , kur sing = L1722 | sin 6y = 3 -2

2 a a

. Kadangi
svyravimai maZzi sin .91 ~ 91 ir sin .92 ~ 92.

v v 1 . . e . Ve e ev ey - .
IS Cia 5_ g[(y1 — )+ (s =)l Tada pasinaudojame auksciau gautais sary$iais, iSreiSkiame y, ir y, per 0

¢ia u =2mA +mB

Isdiferencijave pagal laika gauname kinetinés energijos komponentg ir uzraSome Lagranzo funkcija:

2
m m k_a
2.2 2
L= a6 -2—s
4u 2
Lagranzo lygtis nusakanti tiesinius svyravimus jgauna pavidala
2
o+w o=0
2k2 u
iaw = skersiniy svyravimy daznis.
N mAmB

V.1.2 Priverstiniai svyravimai

Panagrinésime sistemos, kuria veikia iSorinis laukas, svyravimus. Tokie svyravimai, skirtingai nuo ka tik nagrinéty laisvyjy svyravimy, yra
vadinami priverstiniais svyravimais. Kadangi svyravimus kaip ir anks¢iau laikysime mazais, tai tuo paciu ir iSorinis laukas turi biiti
laikomas silpnu, nes prieSingu atveju jis sukelty didelius atsilenkimus nuo pusiausvyros padéties.

Siuo atveju be nuosavos potencinés energijos, kuri vienmaciu atveju, yra lygi % k2> Sistema turés ir potencing energija U, (x,t), susijusia su

iSorinio lauko poveikiu. Skleisdami §j nari mazo dydzio x laipsniy eilute, gauname

Uy (x,0) ~ U (0,6) + x% (3.25)

x=0

Kadangi pirmasis narys (3.25) priklauso tik nuo laiko, ji galime praleisti. Pazyméje _ 9Us _ F(t) Lagranzo funkcija uzraSysime
Ox

) 2
=" ke (3.26)
2 2
Tada judéjimo lygtis igaus pavidala
mi + kx = F(t) (3.27)
arba
F+wx =L F(0) (3.28)
m

¢ia w — laisvy svyravimy daznis.
I8 diferencialiniy lygciy teorijos zinome, kad nehomogeninés tiesinés lyg€iy sistemos su pastoviais koeficientais sprendinys yra suma
X=xp+ X;
Cia x; — dalinis nehomogeninés lygties sprendinys, x, — bendras homogeninés lygties sprendinys.
Bendras homogeninés lygties sprendinys x, Zinomas. Jis lygus
X, =acos(wt +a)
Tegu jéga yra periodiné laiko funkcija
F(t)= fcos(y + )
Tada lygties (3.28) dalinio sprendinio galime ieSkoti pavidalu



x, =bcos(y + f)

[statg i (3.28) gauname
b= i(wz _72)
m
ir
- ! (3.29)
x=acos(wt+a)+ Tﬁ)COS(ﬂ +0)

mw” —y

Kur a ir ¢ nustatysime i§ pradiniy salyguy.

Taigi, veikiama periodinés jégos sistema atlieka judesius, susidedancius i§ dviejy svyravimy: vienas i§ ju vyksta sistemos nuosavuoju
daZniu w, kits priverstiniu daZniu y.
Rasime lygties (3.28) sprendini tuo atveju, kai periodinés jégos daznis sutampa su nuosavuoju sistemos dazniu (t.y. rezonanso atveju). Siuo
atveju (3.29) sprendinio pavidalas yra nepatogus, nes y — w veda prie begalybés. Todél patogu ji perrasyti tokiu pavidalu
x:acos(wt+a)+;(W2tjj[cos(yt+,3)—cos(wt+ﬂ)] (3,30)
0
kuris, kaip nesinku jsitikinti, irgi tenkina (3,28) lygti. Kai ¥ = " antrasis (3,30) narys tampa neapibréZtas (gauname 0 tipo neapibréztuma),
kurj galime panaikinti taikydami Lopitalio taisykle
x:acos(wt+a)+Ltsin(wt+ﬂ) (33D
2mw
I8 (3,31) matyti, kad rezonanso atveju svyravimo amplitudé auga tiesiskai laikui (kol svyravimai tampa dideli ir teorija nebegalioja).
Netoli rezonanso, t.y. kai y = w+ ¢, kur ¢- mazas dydis bendra sprendinj galime uZraSyti pavidalu

= Ae™ 1+ B = (A+Bem iwt (3.32)
Kadangi 4+ Be™ mazai kinta, kai ¢ kinta nuo 0 iki 27, tai judéjima netoli rezonanso galime laikyti mazu svyravimu, ta¢iau su kintama
w

amplitude.

Pazymeéjg pastaraja .= ‘ A+ Be'®|, 0 A ir B savo ruoztu pazymeje qe™ ir pe'” , kur a ir b — realts skaiciai, gausime

¢’ =a’>+b* +2abcos(st + f—a)
Taigi, svyravimy amplitudé kinta periodiskai dazniu ¢ nuo
‘a - b‘ <c<a+b

Sis reiskinys yra vadinamas musimais.
V.1.3. slopinamieji svyravimai.

Nagrinédami kiiny judéjima laikéme, kad jis vyksta vakuume, t.y., kad aplinkos poveikio judéjimui galime nepaisyti. I§ tikryjy aplinka
priesinasi kiiny judéjimui ir judanciy kiiny energija praeina | Siluming energija arba iSsisklaido. Judéjimas tokiomis salygos jau néra vien
mechaninis procesas ir ji nagrinéjant reikia iskaityti aplinkos judéjima bei viding $iluming aplinkos ir judancio kiino busena. Taigi, bendru
atveju nebegalima teigti, kad judancio kiino pagreitis yra tik jo koordinaciy ir grei¢io bei laiko funkcija. Kitaip tariant mechanika ir jos
judéjimo lygtys nebegalioja. Nezitirint | tai, egzistuoja atvejai, kai judéjimas aplinkoje gali buiti apytikriai apraSomas mechanikos judéjimo
lygtimis | jas itraukus papildomus narius. Vienas tokiy tai svyravimai mazais dazniais, palyginus su tais, kuriais charakterizuojami vidiniai
disipanciniai procesai aplinkoje. Jeigu Si salyga galioja, tai galime laikyti, kad kiing veikia trinties jéga priklausanti tik nuo kitino greicio. Jei
kiino greitis yra nedidelis, tai trinties jéga galime skleisti greicio laipsniy eilute. Nulinis laipsnio narys yra lygus nuliui, nes jokia jéga
neveikia nejudanéio kiino. Todél pirmasis neiSnykstantis narys eilutéje yra proporcingas grei¢iui. Taigi, apibendrintaja trinties jéga,
veikiancia sistema, kuri atlieka mazus svyravimus vienmaciu atveju galime uzrasyti taip

F, = —a (3.32)

Cia o — teigiamas koeficientas, o minuso zenklas rodo, kad jéga veikia prieSinga greiciui kryptimi, x — apibendrintoji koordinaté. Pridéje
(3.32) lygti prie desinés pusés vienmacio judéjimo (svyravimo) lygties gausime

mi =—kx — ax (3.33)

padaling i$ m ir ived¢ pazyméjimus

k = wg Ly

m m

Cia wy sistemos laisvyju svyravimy daznis, kai néra trinties; dydis A — yra vadinamas slopinimo koeficientu. Tada (3.32) galime perrasyti:
$4+ 242 =0 (3.34)

IS bendryjy tiesiniy lygéiuy su pastoviais koeficientais sprendimo taisykliy seka, kad laikydami x=¢", galime gauti charakteringaja lygti
kintamajam r nustatyti
PP +2r+w =0
tada bendrasis (3.34) lygties sprendinys uzrasomas pavidalu
x=ce" +c,e”, kur

[2_ 2
Ha==AZA4 —w,

Cia galime i$skirti du atvejus:



1.Jeigu 4 < w,, turime dvi kompleksiSkai jungtines 7 reikSmes ir bendrasis lygties sprendinys gali buti uzraSomas

x=Re{AeXp(—x1t+ith12 -w )} (3.35)

¢ia 4 — laisvai pasirinkta kompleksiné konstanta. I§ kitos pusés (3.35) kaip ir anksciau galime perrasyti

x=ae " cos(wt +a), w=2—w} (3.36)
a ir o. — realios konstantos.
(3.36) formule nusakomas judéjimas yra vadinamas slopinamuoju svyravimu. [ ji galime zitréti kaip { harmonini svyravima, kurio
amplitudé eksponentiskai mazéja. Laipsnio rodiklis 4 apsprendzia amplitudés mazéjimo greiti. Svyravimo daznis w yra maZzesnis negu
laisvyju svyravimy atveju (kai trinties néra).
2.Tegu 2 > w, - Tada abi r reikSmes yra realios ir neigiamos ir bendrasis sprendinys

—[a=J22 = )t [ Aty 22w
x=C]e[ ) +Cze[ y (3.37)
Sis atvejis realizuojamas, kai trintis gana didelé ir judéjimas vyksta |x| mazéjimo kryptimi, t.y. kai 1 — oo x artéja prie pusiausvyros padéties
asimptotiskai. Toks judéjimo tipas vadinamas aperiodiniu slopinimu.
Baigiant, keli Zodziai apie disipacinies jégas.
Dideliu laisvés laipsniy skai¢iumi charakterizuojamai sistemai apibendrintosios trinties jégos, atitinkanc¢ios koordinates ¢;, yra nusakomos
tiesinémis greiciy funkcijomis]
£, = _Za[qu (3.38)
k

Statistinéje fizikoje galima parodyti, kad a;=ay,;, todél (3.38) iSraiska galime uzrasyti kaip kvadratinés formos

1 ..
F:EZ"M%% (3.39)
ik
iSvesting
OF
/= - (3.40)
q;
Funkcija (3.39) vadinama disipacine funkcja. Kaip jau minéjome (3.40) jégas turime pridéti prie Lagranzo lyg¢iy desinés pusés
doL_oL o (3.41)
dt 0, 0q, 04,

Disipaciné funkcija turi svarbig fiziking reikSme. Nesunku parodyti, kad jos pagalba yra nusakomos energijos disipacijos (i$sklaidymo)
intensyvumas sistemoje

aF _ _,p F>0 (3.42)
dt ’

VI. Kieto kiino dinamika

Apibrézimas. Absoliuciai kietu kiinu yra vadinama materialiy tasky sistema, atstumai tarp kuriy nekinta sistemai judant.
Kitaip tariant, kieta kiing galime nagrinéti kaip materialiyjy tasky sistema su idealiais vidiniais rySiais. Todél kietam kiinui charakterizuoti
reikia maziau laisvés laipsniy negu laisvy daleliy sistemai.
Iveskime dvi koordinadiy sistemas: viena ju laikysime nejudancéia ir pazymésima XYZ, o kita — judanéiaja koordinaciy sistema xyz suri§ime
su kietu kiinu. Sios sistemos parinksime kiino masiy centre.

z s Y Tada nejudancios koordinaciy sistemos atzvilgiu kieto kiino padétis vienareikSmiskai bus nustatyta,

jeigu uzduosime judancios koordinadiy sistemos padéti. Tegu R sistemos xyz pradZios radiusas
= vektorius XYZ sistemos asiy orientacija nejudancios atzvilgiu yra nusakoma trijy nepriklausomy

kampy pagalba, tai kieto kiino padétis gali biiti charakterizuojama $eSiais laipsniais.

Panagrinékime labai maza kieto kiino poslinki erdvéje. Ji galime isivaizduoti kaip be galo maza

R- lygiagrety kieto kiino postiimi, kurio metu jo masés centras pasistumia erdvéje, nepakitus judancios
e koordinaciy sistemos asiy orientacijai ir begalo maza postimj apie masiy centra. Pazymej¢ laisvai
i pasirinkto kieto ktino taSko radiusa vektoriy judancioje ir nejudancioje koordinaciy sistemose
atitinkamai 7 ir 7", begalo maza tasko poslinki nejudancios sistemos atzvilgiu galime uzradyti 2-ju
Pay 14 \j- ddémeny sumos pavidalu
= dr'=dR+[dp 7] 4.1

gia dR - masiy centro postiimis; [d@ - 7] - dél posiikio begalo mazu kampu d@ ivykes postiimis masiy centro atzvilgiu.
Padaling (4.1) is laiko dt, per kurij tas poslinkis ivyksta gauname

dr'  dR {d@ q}
— =7 4.2)
dt dt dt

i3 kur, pazyméje V = @ dR =V ir @ =0 , gauname

t dt t



V=V +[Q,F] (4.3)

&ia V - nusako laisvai pasirinkto kieto kiino tasko greitj nejudanios koordinaéiy sistemos atzvilgiu; J — kiino masiy centro arba jo
tiesiaeigio judéjimo greitj; €2 - kampini kieto kiino sukimosi greitj.
Taigi, i§ (4.3) plaukia , kad kieto kiino (nejudanti) patrinkta taip kad jos pradzia yra tske O, nutolusiame nuo masiy centro O atstumu @ .

Pazymékime koordinadiy pradZios poslinkio greitj V' ¢, sistemos kampini greiti €2 * ir laisvai pasirinkta kieto kiino tasko radiusa vektoriy
naujosios sistemos atzvilgiu 7 “. Tada 7 = 7" + d. [state i (4.3), gausime

V=V +[Qa)+[Qr"] (4.4)
IS kitos pusés, pagal Ve«ir Q« apibrézima, turi biiti V = V"4 [ﬁ"? "]. Todél turi biiti tenkinamos lygybeés
V'=vV'+[Qd], Q"=Q (4.5)

Ypac svarbi antroji lygybé. Ji reiskia, kad kampinis judancios koordinaciy sistemos greitis, nepriklauso nuo sistemos. Visos sistemos,
suri$tos su kietu kiinu duotu laiko momentu sukasi apie lygiagrecias viena kitai asis su vienodais absoliutiniu dydziu kampiniais greiciais.
Taigi, galime teigti, kad €2 yra kieto kiino sukimosi greitis. Kaip nesunku matyti i§ (4.5) jo tiesiaeigio judéjimo greitis tokia savybe
nepasizymi. Toliau laikysime, kad judancios sistemos pradzia yra masiy centre ir kiino sukimosi asis eina per §] centra.

Rasime kieto kiino Lagranzo funkcija. Kadangi i kieta kiing galime zitiréti, kaip i tam tikra daugiadaleling sistema, kineting kiino energija
galime uzrasyti visy tasky dedamyjy sumos pavidalu. Praleid¢ sumavimo pagal daleles indeksa, gausime

2
T:Zm;

(4.6)

Istate (4.3), gausime
2
m (- = _|\2 m == _ mi~_
T = ZE(V + [Qr]) = ZEVZ + ZmV[Qr]+ZE[Qr] 4.7
L 2
Kadangi grei¢iai V ir ) vienodi visiems kiino taSkams, tai pirmajame naryje galime 7 iSkelti prie§ sumos Zenkla, o kiino masg > m —

pazyméje raide p. Antrajame (4.7) naryje (pasinaudoje tuo, kad 5[5 xc|= 5[5 xal= b [a x ¢]) galime ciklikai pakeisti daugianariy
tvarka

> mV[QF] =Y mi[VQ] = [VQY mi (4.8)
Taigi, jeigu judancios koordinaciy sistemos pasirinkome taip, kad ji sutapty su masiy centru, tai (4.8) antras narys (4.7) yra lygus nuliui, nes

masiy centras nejuda (jud. sistemoj) t. yra Z mr =0.

Treciaji (4.7) nary, iskaite fakta, kad vektorinés sandaugos kvadratas yra lygus [Eil; ]z =a’h? - (ﬁ[; )2 , gali buti perraSyta taip

FE e (o]

v: o =}
T=£ -3 m 22 _ (G 4.9)
2 2
Pirmasis narys kinetingje energijoje tai kiino, kurio masé yra sukoncentruota masés centre, tiesiaeigio judéjimo energija. Antrasis narys
apraso kineting kiino sukimosi apie as$j, einancia per masés centra, energija.

Ir kinetiné energija jgauna pavidala

Pazyméje X,= X, X,= Y, X,= z, isreiSkime kineting sukimosi energija vektoriy 7 ir Q komponentémis
1
T, :EZm{Qf f—QixiQkxk} (4.10)

Cia indeksai i,k ir e prabéga skaicius 1,2 ir 3 sumy pagal juos Zenkla praleisime, o sumuosime pagal visus pasikartojanéius indeksus, t. yra
ab =AB, a’ =aa, =ad’ irtt.

. , Li=k
Turédami omeny, kad Q; =0, €, , kur 0, -kronekerio O, = 0.0%k

xS

(4.10) perrasysime taip

T, = %Z m{QiQk&kxf - QiQkx,»xk}z %QiQk z m(xjé‘ik - xixk) 4.11)

suk

Pazyméje I, = Zm(xezéik - xixk) (4.12)



2
4 +%IiinQk (4.13)

Kineting kieto kiino energija galime uzrasyti: T =

Lagranzo f-ja kieto kiino judéjimui aprasyti gausime atéme i$ (4.13) potencing enrgija

w1

L= +EgQ§h—U (4.14)

Potenciné kieto kiino energija bendru atveju yra Sesiy kintamyjy funkcija. Jais pvz. Gali biiti trys masiy centro koordinatés X, Y, Z ir trys
kampai, nusakantys judancios koordinacCiy sistemos asiy orientacija nejudancios sistemos at_vilgiu.

VI.1.1. Inercijos tenzorius

Dydis /,, yra vadinamas inercijos momento tenzoriumi arba kiino inercijos tenzoriumi. I3 (4.12) seka, kad jis simetrinis
I, =1, (4.15)

Aiskumo délei uzrasykime inercijos tenzoriaus komponentes. Prisiming, kad laikome, kad x,=x, X,=y, X;=z ir pasinaudoj¢ (4.12) iSraiska
gausime

Zm(y2+zz) - ) mxy —mez
I, = —Zmyx me2+zz) - ) myz (4.16)

—Zmzx —Zmzy Z:mszry2

Tenzoriaus komponentes Iy, lyy, I,, vadina inercijos momentais atitinkamy asiy atzvilgiu.

Aisku, kad inercijos tenzorius — adityvus, t. yra kiino inercijos momentas yra lygts atskiry jo daliy inercijos momenty sumai. Kaip ir bet koks
simetrinis tenzoriy, inercijos tenzoriy galima diagonalizuoti atitinkamai parinkus asiy x;, X, X3 orientacija. Tokios asiy kryptys, kai inercijos
tenzorius diagonalus yra vadinamos pagrindinémis inercijos aSimis, o atitinkamos tenzoriaus komponentés — pagrindiniais inercijos
momentais. Juos pazymeékime I;, I, I5. Siuo atveju, kinetiné kietojo kiino sukimosi energija lygi

T = %(11912 + Q2+ 1,02) 4.17)

Pagrindiniy inercijos aSiy radimas supaprastéja, jeigu kietas kiinas simetriSkas. Pvz. jeigu kiinas turi simetrijos plok§tuma, tai masiy centras
turi biti toje plokstumojr. Sioje plok§tumoje bus ir 2 pagrindinés inercijos asys, o tredioji — statmena simetrijos plok§tumai. Toks atvejis
realizuosis jeigu daleliy sistema bus plokStumoje. Jeigu tai bus pvz. x;x, plokStuma, tai visoms sistemos daleléms x;=0, turésime

11:me22,12:mx12, I3=m(x12+x§) (4.18)
arba

I,=1+1,

Jeigu kuinas turi simetrijos asi, tai masiy centras bus ant tos asies. Su aSimi sutaps ir vienas i§ pagrindiniy inercijos asiy, o likusios bus jai
statmenos.
Ypatingas atvejis, tai daleliy, iSsidésCiusiy ant tiesés sistema. Tegu ta ties¢ sutampa su x; asimi, tada visoms daleléms x,= x,=0 ir todél 2
pagrindiniai inercjos momentai sutampa, o trecias lygus nuliui

L=1,=) mx; I,=0 (4.19)
Tokiy sistemy vadiname rotatoriumi. Sistema jdomi tuo, kad turi tik 2 sukamuosius laisvés laipsnius, atitinkanéius postikius apie x; ir X,
asis. Kalbéti gi apie tiesés sukimasi apie save paciy aisku beprasmiska.
VI.1.2. Kieto kiino judesio kiekio momentas
Priminsiu, kad judesio kiekio momentas apibréZiamas taip L = m[1717 ] Taigi, Sis dydis priklauso nuo tasko, kurio atzvilgiu jis apibréZziamas.
Kieto kiino mechanikoje jis paprastai apibréziamas judancios koordinaciy sistemos pradzios taskas, sutampantis su masiy (inercijos ) centru.

Nesunkiai galima parodyti, kad judesio kiekio momentas susideda i§ jo “nuosavojo” judesio kiekio momento, sistemos, kurios atzvilgiu
kiinas nejuda ir momento susijusio su jo sistemos kaip tokios judéjimo kiekio momento. Taigi, jeigu parinksime atskaitos taska ankséiau

—

aptartu biidu t. yra kiino masiy centro taske, kieto kiino judesio kiekio momentas L sutaps su jo ,,nuosavuoju momentu®, susijusiu tik su
kiino tasky judéjimu masiy centro atzvilgiu. Siuo atveju { kietojo kiino judesio kiekio apibrézima jrase vietoj V , turima jrasyti aukstaji (4.3)

démenj. Tada
L= miv]= Y mlflor )= S mra-#(F0)] @20
Pasinaudojg priimtais pazyméjimais (4.20) galime perrasyti koordinatiniame pavidale
L, :zm{foi —xikuk}szZm{xj@k —xixk} (4.21)
Iskaitg (4.12) gauname
L=1,0Q, (4.22)
Jeigu x,, X, ir X3 sutampa su inercijos momento tenzoriaus pagrindinémis asimis, i$ (4.22) seka, kad

L =19, L, =10, L, = 1,0, (4.23)



o tuo atveju, kai visos trys inercijos momento pagrindinés aSys sutampa

L=1IQ (4.24)

t.yra judesio kiekio momento vektorius yra proporcingas kampinio greicio vektoriui.
Bendru atveju, bet kokio kieto kiino judesio kiekio momento vektoriaus kryptis nebiitinai sutampa su vektoriaus 2 kryptimi ir tik kiinui

sukantis apie kuria tai i§ jo pagrindiniy inercijos asiy L ir Q turi ta pacia krypti.
VI1.3. Kietojo kiino judéjimo lygtys

Kietojo kiino judéjimas bendru atveju yra charakterizuojamas SeSiais laisvés laipsniais. Taigi, jo judéjimo turi biiti aprasomas 6-mis
nepriklausomomis judéjimo lygtimis. Jas gahme uzraSyti kaip sistemos impulso ir jos judesio kiekio iSvestines pagal laika.

Pirmaja ju gausime sumuodami lygtis p f pagal visas kietojo kiino daleles; ¢ia p - dalelés impulsas, o f -veikianti dalele jéga.
Apibréze sistemos impulsg kaip

p=> p=uV (4.25)
o0 jéga, veikiancia kieta kiina kaip

M f=F (4.26)

P _
dt

gauname

!

(4.27)

Cia reikia pazyméti, kad nors mes jéga apibréziame kaip suma visy jégu f , veikiandiy kiekviena kietojo kiino dalelg, faktiskai F' tai
iSoriniy jégos $altiniy poveikis i kietaji kuna. Visos saveikos tarp atskiry daleliy jégos susiprastina. I$ tikryjy, jeigu kiino neveikia iSorinés
jégos, jo impulsas yra tvarusir F' =0,

Tegu U — potenciné kieto kiino energija iSoriniame lauke. Tada jéga [’ rasime diferencijuodami U pagal inercijos (masiy) centro
koordinates

= oU
F = (4.28)
R
I8 tikryjy, tiesiaeigiai pasislenkant kiinui be galo mazu dydziu SR tiek pat kinta ir kiekvieno kino tagko radiusai vektoriai 7', todél
potenciné energija pakinta

SU = Z 5* 5Rz -=—0RY [ =-F&R (4.29)
Cia reikia pasakyti, kad lygtis (4.27) gali biiti gauta ir kaip Lagranzo lygtis masés centro atzvilgiu
d oL _ oL
(4.30)
dt oV R
Cia L lygi (4.14), kuriai
oL = oL ou =
—=uV = —=——==F (431
o TP R oR :

ISvesime antraja judéjimo lygti, nusakancia judesio kiekio momento iSvesting pagal laika. Paprastumo délei parinksime nejudancia
koordinaciy sistema taip, kad duotuo laiko momentu masiy centras jos atzvilgiu nejudéty. Tokiu biidu gauta lygtis Galiléjaus reliatyvumo
principo déka turi galioti ir bet kokiai kitai inercinei atskaitos sistemai. Gausime

= d - . -
L= Ez [rp] = z [rp]+ Z [rp] (4.32)
Dél minéto pasirinkimo (17 = 0),17 = 7' . Kadangi vektoriai V ir p =mv turi ta pacia krypti, [17}_5] =0 . Pakeitg f? jégat, gauname
dL -

—=k 433
” (4.33)

i = 7] (4.34)

Vektorius [fj;J yra vadinamas jégos j; momentu, todél k yra visy jégy veikianciy kieta kiing momenty suma.
I lygybe (4.33) galime zitiréti kaip | Lagranzo lygti
d oL _oJL

dt 6Q aq

“Sukimosi koordinac¢iy” atzvilgiu. I8 tikryjy diferencijuodami Lagranzo funkcija (4.14) Q komponenciy atzvilgiu gausime

(4.35)



oL
0Q,

1

=1,Q, (4.36)

Potencinés energijos U pokytis pasukus kieta kiing begalo mazu kampu 0@ lygus

SU ==Y foF' == flogr]=-0p [Ff]=—kop (437)

IS kur
k = _8_(f (4.38)
op
oU ~, . ) .
(? = —F;0r' =[0¢r]kadangi m centras nejuda)
s

taip kad
oL ou -
L Ay (4.39)
op O

Jeigu koordinagiy pradZia perkelsime atstumu a , tai nauji kiino tasky radius vektoriai 7" buty susieti su 7 = 7" + d . Todél

k=>[Fr]+> [Ezf] (4.40)

k=k"+|aF] 4.41)

arba

Taigi, jégu momento dydis nepriklauso nuo koordinaciy pradzios pasirinkimo, jeigu pilna jéga F=0 (tokiu atveju paprastai sakoma, kad
kiing veikia jégy pora).

Laikysime, kad vektoriai /' ir k statmeni vienas kitam. Tokiu atveju visada galima rasti tokj vektoriy @, kad (4.41) formuléje k" virsta
nuliu, tai yra

k =|aF| (4.42)
Be to, reikia pastebéti, kad @ pasirinkimas nevienareik§mis, jeigu prie jo pridésime bet koki vektoriy ” vektoriui F , tai (4.42) nesikeis.
Taigi salyga ]; =0 nurodo ne tam tikra taska judancioje koordinadiy sistemoje, bet tam tikra tiesia linija. Taigi, esant l_c. =F visa kiing
veikianciy jégu poveikis gali biiti suvestas | vienos jégos veikiancios iSilgai duotos tiesés poveikj.
Tokio atvejo pavyzdziu gali biiti pavyzdziui vienaly&ios jégos lauko, kuriame materialia kiino dalele veikia jéga turinti pavidala £ = ek ,
kur E pastovus vektorius, charakterizuojantis lauka, o e dydis charakterizuojantis kieto kiino dalelés savybes lauko atzvilgiu. Siuo atveju
F=EYe k= [ZeFE] (4.43)

(vienalyCiame elektriniame lauke E - el. Lauko stipris, e — dalelés kriivis. Vienaly¢iame traukos jégos lauke E - sunkio jégos pagreitis g, 0
e — dalelés masé.)
laikydami, kad e # 0, jvesime radiusa vektoriy 770 , apibrézima

~ z er

= Ze (4.44)
Tada gauname pilng jégy momento iSraiska

k =|iF| (4.45)

Taigi, kietam kiinui judant vienalyéiame lauke, lauko itaka susiveda i vienos jégos, kuri veikia kieto kiino taska, nusakoma radius-vektoriumi
(4.44), poveiki. Sio tasko padétis priklauso tik nuo pacio kieto kiino savybiu. Pvz. traukos jégos lauke, Sio tasko padétis sutampa su kiino
masés centru.

VI1.3.1 Eulerio kampai

Jau minéjome, kad apraSant kieto kiino judéjima galima naudotis trimis jo koordinatémis masiy centro atzvilgiu ir kokiais tai 3 kampais
nusakanciais sistemos X;X,X; asiy orientacija, nejudancios sistemos XYZ at vilgiu. Tais kampais da=nai parenkami taip vadinami Eulerio
kampai.

Koordinaciy centrus sutapatinsime, nes mus domina tik kampai tarp asiy. Tegu judancioji plokStuma x;x, kerta nejudanciaja plokstuma XY
tiese ON. Ja vadina mazgy linija. i linija, aiSku, | ne tik aSiai z, bet ir a$iai x3; jos (+) teigiama krypti parinksime taip, kad ji atitikty
vektoriniai sandaugai [k)_é3 i, (¢ia k ir 56} atitinkami Z ir x; ortai).

Dyd iais, nusakan&iais x, x, ir x3 padéti asiy XYZ atzvilgiu laikysime kampus. Kampa @ tarp asiy z ir x3; kampa ¢ tarp X ir N ir kampa {/
tarp N ir x;. Kampus @ ir i skaitysime kryptimi pagal var to sukimo taisykle apie asis z ir x3. (€ kinta nuo O +7, @ ir i nuo
0+2m).



Nesunku pastebéti, kad @, @ ir | - yra kampiniai sukimosi grei¢iai apie asis ON, z ir xs,
'}-D"-E_ atitinkamai, todél norédami sistemoje iSreiksti kampini greiti {2 judancioje koordinaiy
sistemoje, iSreik§ime jo komponentes per Eulerio kampus. Tam reikia suprojektuoti i x;, X, ir X3
ais kampinius grei¢ius €, @ ir .
Kampinis greitis & yra nukreiptas ON kryptimi ir jo komponentés judancioje koordinacdiy
sistemoje bus

;_Et’ d 91 =0Ocosy 492 =—Osiny 0,=0 (4.46)
£ Kampinis greitis ¢ nukreiptas iSilgai z aSies. Jo projekcija i asi x; yra lygi @, =@ cos@, i
plokstuma x;x; (x y) lygi ¢@sin@ . Paskutiniaja dar karta suskaide i dedamasias pagal asis,
gauname:
P 15 \de/ @, =@cosl @, =@sinfsiny @, =@sinfcosy  (4.47)
Kampinis greitis { nukreiptas x; aSies kryptimi. Surinke visas dedamasias kiekvienai i3 asiy
gauname

Q, = ¢ sin @ siny + O sin y
Q, = ¢sinfcosy —Osiny (4.48)
Q, =¢pcosf+y

Jeigu asSys xj, x; ir X3 parinktos taip, kad sutapty su pagrindinémis kieto kiino inercijos aSimis, tai kineting sukimo energija per Eulerio
kampus gausime itat¢ (4.48) i (4.47).
Jeigu [, =1, # I, tai
I ) 52 [ 3 (. . \2

Tsukzz @ sin“0+6 +?((ocos<9+w) (4.49)
VI1.3.2 Eulerio lygtys
Anksciau nagrinétos judéjimo lygtys (4.27) ir (4.33) buvo uzraSytos nejudancios koordinaciy sistemos atzvilgiu. Taciau pasirodo, kad
paprasciausia pavidala sarySis tarp sukamojo judesio kiekio momento L komponengiy ir kampinio grei¢io kampo menéiy igyja judancioje
koordinaciy sistemoje, kurios asys yra nukreiptos pagrindiniy inercijos momento asiy kryptimis. Todél uzraSysime judéjimo lygtis judancios
koordinaéiy sistemos atzvilgiu. Tuo tikslu reikia rasti sary$j tarp bet kokio vektoriaus @ i$vestiniu pagal laika judandioje sistemoje x;, X, ir

d .
X3, sistemoje XYZ. Jeigu sistemoje X;X,X; yra lygi nuliui E a =0, tai turime vektoriy kuris tiesiogiai susietas su kietuoju kiinu. Tada
t

(%jm -[ag] (4.50)

t. yra jo pokytis nejudancios sistemos at, vilgiu yra susijzs su sukimusi, arba bendru atveju

da da _
(—j == +[Qa] (4.51)
dt )y, dt xxx,
Pasinaudojz (4.51), (4.27) ir (4.33) galime perrasyti
dp 1 - dL 1
[—pj +[0p)=F (—] +|or)=% 4.52)
dt X1 XX dt XX, X5
Kadangi ¢ia diferencijuojama pagal laika judancioje koordinaéiy sistemoje, galima (4.52) uzraSyti projekciju i x,x,x; sistemos asis pavidalu
(dﬁj _dp, (dij _dLy, wss)
dt ) a7\t ), dt

Pakeitz pirmojoje lygtyje p i ,uV ir pazyméje vietoj x;, =>1 x, > 2 x; =3



,u( ddiz +Q.V, - Qlej =F, (4.54)

Laikydami, kad asys x,x,x; parinktos taip, kad sutapty su pagrindinémis inercijos momento asimis, antraja lygti galime uzrasyti

dQ
tl +(13 _12)9293 :kl

I, %+ (I, - 1,)Q,Q, =k, (4.55)

I,

do,

I +(12_11)9192:k3

(4.55) lygtys yra vadinamos Eulerio lygtimis. Jeigu lg =0, t.yra jégos momentas yra lygus 0 arba sukimasis yra laisvas, tai (4.55) deSinéje
— nuliai.
Pavyzdys: pritaikydami Eulerio lygtis atveju kai
I, =1, # I, (tokia sistema vadinama simetriniu vilkeliu, o sukimasis laisvas)
1, =1, = I, — sferinis.vilkelis
I, =1,;1, = 0 —rotatorius
Tada i§ (4.55) 3 lygties gauname

A, =0 arba Q, =0
dt
t. yra Q; = const .
. I -1 I, -1
Q=""2200, Q=100
I, I,
Pazyméje w = Q, L1, , gauname

padauging antraja lygti i$ i ir pridéje¢ prie pirmos, gausime
d . : .
— (Q1 +1Q), ) = lW(Q1 +1Q, )
dt

I8 kur

(Q, +iQ,)= de™
Cia A — konstanta.
Tada

Q, = Acoswt
Q, = Asin wt
Matome, kad kampinio grei¢io projekcija i plokStuma, statmena vilkelio aSiai, sukasi $ioje plokstumoje greiiu w, o jos dydis islieka

pastovus 4/Q7 + Q5 = 4.

Kadangi €2, (vilkelio kampinio grei¢io projekcija i vilkelio a$j) irgi pastovi, tai ir pilnas €2 vektorius tolygiai sukasi kampiniu greic¢iu w

apie Vilkelio a§j, o jo dydis nekinta. Kadangi L, = €2, L, =1,Q, L, =1,€,, tai taip pat juda ir judesio kiekio momento vektorius L.



V1.4 Judéjimas nejnercinése atskaitos sitemose

Iki Siol visada turéjome omeny, kad atskaitos sistemos, kuriy atzvilgiu nagrinéjame mechaniniy sistemy judéjima yra inercinés. Tiktai
inercinése atskaitos sistemose vienos dalelés, judancios iSoriniame lauke Lagran o funkcija turi pavidala
=2
_ v,

L,= > -U (4.56)

o0 judéjimo lygtis yra
dv, oU
m—0 =_"=
dt or
(¢ia indeksas “0” rodo, kad nagriné¢jama sistema inercinés sistemos atzvilgiu).
Kaip turéty atrodyti dalelés judéjimo lygtis neinercinéje atskaitos sistemoje? Griskime atgal prie (2.27) formulés, kuria yra iSreikiamas
Hamiltono principas, kuris kaip jau minéjome nepriklauso nuo koordinaciy sistemos, kurioje yra apraSoma sistema pasirinkimo budo ir
kurio pagalba iSvedéme Lagranzo lygtis apibendrintose koordinatése. Taigi i$ $io principoseka, kad Lagranzo lygtis
d oL oL
dtov or

yra teisinga bet kuriose atskaitos sistemose, tatiau Lagranzo funkcija nebus lygi miisy atveju L, (Ziur. (4.56)). Ji turi biti pakeista.

(4.57)

(4.58)

Nagrinésime atskaitos sistema K, kuri juda inercinés sistemos K, atyvilgiu tiesiaeigiu grei¢iu V(t) [iy sistemy atzvilgiu dalelés
greitius pazymésime atitinkamai V,, ir V, . Jie iSsireiSkia vienas per kita

Vo = V'V (1) (4.59)
[state (4.59) 1 (4.56), gausime Lagranzo funkcija sistemos K atzvilgiu

—2

L'= +m\7'l7+%172 ~U (4.60)

Tagiau V> () - zinoma laiko funkcija, todél gali biiti uzrasyta, kaip kokios tai kitos funkcijos pilna i§vestiné. ir todél gali biiti praleista. Parodysime i$ kur tai

plaukia.
Tegu dvi Lagranzo tunkcijos L'(q,q,t) ir L(q,q,t) skiriasi laiko i§vestine nuo laisvai pasirinktos koordinagiy ir laiko funkcijos

o . d
L (qa q:t) = L(q: qat) + E(D(q5t)
Tada pasinaudojg (2.27), integrala galime uzrasyti taip

2 . fa . Ldd(g,t
.[L'(qaq’t)dt = IL(q,q,t)dt+ I%Ch =

4} h h

= S'+(D(q(2)at2) _(D(q(l)atl)

Varijuodami gausime OS'= OS . Taigi judéjimo lygtys (2.39) bus tos pacios. Kitaip tariant LagranZo funkcija yra apibrézta pilnos iSvestinés pagal laika
tikslumu (nuo koordinaciy ir laiko funkcijos).

!

— r . .
Taigi, tre¢ia nari (4.60) galime praleisti. Toliau V'= 7 ,kur 7' - dalelés radiusas vektorius sistemoje K. Tada mV'VH galime uzrasyti per diferenciala
t

- ~dit d - _dv
mv'V(t)=mV —=—mVr')—mr'— (4.61)
dt dt
Istatg (4.61) i Lagranzo funkecija ir vél praleidg iSvesting pagal laika, gauname
mv'? -
L'= -mW(t)r'-U (4.62)

2



Gia W = " _sistemos K’ tiesiaeigio judéjimo pagreitis. Pasinaudoje (4.62) Lagranzo lygti galime uzrasyti

dv' oU =
—=———mW(t 4.63
= "o 49

I§ (4.63) matome, kad tiesiaeigis atskaitos sistemos judéjimas su pagrei¢iu W yra ekvivalentus, poveikio i dalelés judéjimo lygti prasme, vienaly&io jégos lauko
atsiradimui, o veikiant Siame lauke dalelg jéga yra absoliutiniu didumu lygi dalelés masés ir pagreidio W sandaugai. Jégos kryptis yra prieSinga pagreicio krypéiai.
[veskime dar vieng atskaitos sistema K, kurios pradzia sutampa su sistemos K’ pradzia. Si sistema sistemos K atzvilgiu sukasi kampiniu grei¢iu €2(¢) . Tokiu bidu

inercinés sistemos K atzvilgiu sistema K ne tik juda tiesiaeigiai, bet ir sukasi.
Dalelés greitis sistemos K’ atzvilgiu V' dabar bus sudarytas i jos greicio sistemos K atzvilgiu v ir jos sukimosi greicio kartu su sistema K

V=V +[QF] (4.64)

(ia reikia pazyméti, kad dalelés koordinatés 7 ir 7' sistemy K ir K’ atzvilgiu sutampa)
Istate (4.64) 1 (4.62) gausime dalelés judéjimo neinercinéje sistemoje Lagranzo funkcija

2
my

L=

+ mi[QF ]+ %[Q?]z —mWF —U 465)

Matome, kad atsiranda ypatingas palyginus su (4.62) ir (4.56) narys, proporcingas dalelés grei¢iui. Rasime dalelés judéjimo lygti neinercinéje sistemoje. Tam
uzraSysime Lagranzo funkcijos diferenciala

dL = mvdy + mdv[QF ]+ my[Qdr ]+ m[QF [[QdF ] — mWdi — a—lfdf =
or (4.66)

= mVdv + mdv[QF ]+ mdr[VQ] + m[[QF 1Q)dF — mWdF — aa—[f dr
v

Cia pasinaudojom vektorinés sandaugos savybémis

dx[b x]=b(ac)—c(ab)

[Gxb]-[¢ xd]=(ac)(bd)—(dd)(bc)
Surinke narius prie dV ir dF gausime

9L i+ mlGOF] @)
ov

oa_ m[vQ]+ m[[QF]Q] - mW — %—U (4.68)
v

—

[state { (4.58) gauname judéjimo (Lagranzo) lygti dalelei neinercinéje atskaitos sistemoje
dv oUu = L = =
m; = —? —mW +m[rQ]+ 2m[vQ]+ m[Q[rQ]] (4.69)
t r

15 (4.69) matyti, kad jégos, atsirade dél to, kad atskaitos sistema sukasi susideda i$ trijy dedanyjy. Jéga m[?f)] susijusi su sukimosi netolydumu, o kitos dvi
egzistuoja ir tolydziai besisukancios sistemos atveju.

Jega 2m[7§2] - yra vadinama Koriolio jéga. Ji priklauso nuo dalelés greicio. m[ﬁ[?ﬁ]] - jéga vadinama icentrine jéga. Si jéga visada statmena
momentinei sukimosi asiai (nukreipta prieSinga kryptimi, t.y. nuo asies).(plok§tumoje)

VII. Kanoninés lygtys

VIIL.1. Hamiltono lygtys
Teorinés mechanikos désniy formulavimas Lagranzo funkcijos ir i§ jos iSvedamy Lagranzo lygéiy pagalba leidzia mechaning



sistema aprasyti apibendrintyjy greiciy ir koordinaciy pagalba. Lagranzo lygtys, tai antros eilés diferencialinés lygtys (ju skaiCius lygus
laisvés laipsniy skaiciui s). Taciau daznai patogu pereiti prie 2s pirmos eilés diferencialiniy lygciy sistemos. Tai lygtys apibendrintyju
koordinaciy ir impulsy atzvilgiu. Rasime Sias lygtis.

[ J

Tuo tikslu uzradysime Lagranzo funkcijos L(q,q,t) diferenciala

[ ]
dL:Z@a_idqi +Z§_L'dqi (5.1)
i 1 09,
Turédami omeny, kad 6_L = Ppj,0 g—l’ = pj ,tai(5.1) galime perraSyti taip
dq, q;
([ ] [ ]
dL = Zpl- dq; + Zpid qi (5.2)

Antraji (5.2) narj isreiske per pilna difereciala
[ ] [ ] [ ]

D pidq; =d| Y piq; |- .q; dp; (5.3),

(5.2) galime perrasyti pavidalu
[ ] ([ ] [ ]

d > pidgi—L|=-Y pidg;+Y q;dp; (5.4)

Dydis po diferencialo zenklu yra sistemos energija, nes
[ ] [ ]
> =Y gL o7,
i 9g, 99,

Funkcija

[ J
H(p,q,0)=) . piq—L (5.5)
i

yra vadinama Hamiltono funkcija.
I8 (5.4) iskaitg (5.5) gausime

[ ] [ ]
dH = —Zpdqi + Zqi dp; (5.6)
I8 ¢ia plaukia lygtys
[ [ ]
oH oH
- . — = p: 5.7

Tai ir yra milsy ieSkomos pirmos eilés judéjimo lygtys 2s kintamujy p(?) ir g(z) atzvilgiu. Jos vadinamos Hamiltono lygtimis. D¢l
paprastumo ir formalios simetrijos §ios lygtys kartais dar vadinamos kanoninémis lygtimis.
Rasime Hamiltono funkcijos iSvesting pagal laika

[} [}
dH _°H  oH . oH .

[} [ ]
Istate g ; ir p i i8 (5.7) gauname

dH _oH

dt ot 59

Tuo atveju, kai Hamiltono funkcija tiesiogiai nuo laiko nepriklauso (d—H = 0) , gauname energijos tvermeés désnj.

dt

Hamiltono lygtys vaidina svarby vaidmeni fizikoje dél iy priezasciy.



l. Kvantiné mechanika yra formuluojama taikant Hamiltono funkcijos formalizma. (Lagranzo funkcijos formalizmas taikomas lauko

teorijoje).

2. Hamiltono formalizmas yra labai patogus tais atvejais, kai nagrinéjamos sistemos, kurioms neimanoma rasti tikslius judéjimo
lygties sprendinius. Kadangi dazniausiai tai sistemos, kurios tik nedaug skiriasi nuo paprastesniy sistemy, kurioms uzdavinys sprendziamas
tiksliai, tai $iuo atveju taikoma trikdziy arba perturbacijy teorija, kurios teiginiams suformuluoti Hamiltono formalizmas yra labai patogus.

3. Statistinéje mechanikoje irgi patogu naudotis Hamiltono formalizmu. Statistinéje mechanikoje 2s-dimensiné (p, ¢g) erdvé yra

vadinama fazine erdve.

VII.2. Puasono skliausteliai
Tegu f(p, q, t) — bet kokia koordinaciy, impulsy ir laiko funkcija. Tada

daf 8f af o *°
dr Zl: 71’1

[ ] [ ]
[statg vietoj g; ir pj; - i8raiSkos ir Hamiltono lyg€iu (5.7), gausime
T T+l
ot ot

Gia (1] z(aﬂa_f__@_ﬂij

(5.12) i8raiska yra vadinama dydziy H ir f Puasono skliaustais.

IS (5.11) seka, kad tam, kad dydis /bty judéjimo integralas, turi biiti tenkinama salyga

Tuo atveju, kai ftiesiogiai nuo laiko nepriklauso, §i salyga susiveda {

[Hf]=

Fizikiniams dydziams f'ir g Puasono skliaustai apibréziami analogiskai (5.12)

p, g, q; Op,
I$ (5.15) seka Puasono skliausty savybés.
1. Jeigu funkcijas fir g sukeisti vietomis, tai skliaustai pakeis zenkla
[12]=er]
2. Jeigu viena i$ funkcijy yra konstanta, tai

[fe]=0
- LA+ f2.g]=rfigl+[f2¢]
4. [f1.12.2]= filf2.gl+ f2lf1-¢]

d o g
5. E[fvg] [Gt’g} [fsa}

6. Jeigu viena i§ funkcijy sutampa su vienu i§ impilsy arba viena i§ koordinaciy, tai
[r.ai)=2
1 ap
o

[f’ bi ] - 6q,
Prilyging (5.21) funkcija f'= ¢4, 0 (5.22) f = p; gausime

l95.9i1=0. [pk.pil=0. [pk.qi]=06ik
Tarp Puasono skliausty, sudaryry i$ trijy funkcijy galioja sarySis

[flg. a1+ gl £11+ [Ale.g ]l = 0

vadinamas Jakobi tapatybe.

(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)
(5.21)
(5.22)
(5.23)
(5.24)

Labai svarbi Puasono skliausty sgvybé: jeigu f'ir g — du judéjimo integralai, tai i$ juy sudaryti Puasono skliaustai taip pat yra judéjimo

integralas
[t, g] = const

(5.25)

(5.25) formulé isreisSkiama Puasono teorema. Aisku, kad taikydami Puasono teorema, ne visada gausime naujus judéjimo integralus, nes ju



skaiCius, bendrai taikant, yra ribotas (2s-/, kur s — laisvés laipsniy skaicius). Kai kuriais atvejais gausime trivialy atveji — konstanta. Kitais
atvejais naujas judéjimo integralas bus tiesiog g ir ¢ funkcija. Jeigu nei tas nei kitas atvejis, tai bus naujai gautas judéjimo integralas f.

VIL3. Variaciniai principai

Isvesdami Lagranzo lygtis holonominiais rySiais apribotai sistemai mes jau jvedéme du variacinius principus: D" Alambero principa
ir Hamiltono principa, kurio pagalba i§vedéme Lagranzo lygtis apibendrintose koordinatése.

Apibrézimas. Laisvai pasirinktai holonominei sistemai, kurios Lagranzo funkcijos L( g, g, ), integralas laiko intervale [t;,t,].

S:J.L(c.],q,t)dt (5.26)

4

yra vadinamas "veiksmo funkcija" arba "veiksmu" .I8 tikryju, kadangi L = L(q ,q,?), tai tam, kad gautume (5.26)
¥z ( A Q,,) turime uzduoti ¢(2) intervale nuo ;< t <t;,. Kitais zodziais tariant veiksmas S yra funkcionalas, priklausantis nuo
sistemos judéjimo.

Uzdave g(#) ,gauname sistemos judéjima, kurj jai leidzia atlikti judéjima ribojantys rysiai. Kaip jau

minéjome, toki judéjima galime atvaizduoti tam tikra trajektorija. Nagrinéjame visas imanomas trajektorijas,
einancias per taskus M;(t,,q;) ir M5(t5,q5), t. yra kelius, kuriais galime iS tasko q, sistema pervesti i taska g,.
Galime prileisti, kad egzistuoja vienas, tiesiausias kelias, t. y. toks. Kuriuo juda sistema , esant duotai Lagranzo
funkcijai L. Parodéme, kad tada L tenkina Lagranzo lygti (2.39).

Visi kiti keliai, einantys per taskus M; ir M, yra "aplinkiniai". Galime nesunkiai parodyti, kad veiksmas S

b w ¢ "tiesigjam"" keliui palyginus su "aplinkiniais" yra ekstremalus. Kadangi galioja ir atvirkstinis teiginys, tai yra jeigu
duotajam keliui &S = 0, tai kelias "tiesiausias", tai Hamiltono arba maZziausio veikimo principas sudaro holonominiy sistemy dinamikos pagrinda. Jo
pagalba galime i$vesti Lagranzo judéjimo lygtis. arba turédami tas lygtis galime i$vesti maziausio veikimo principa.

Panagrinékime veikimo savoka kiek kitu aspektu. Tegu S- dydis, charakterizuojantis judéjima "tiesiausia" trajektorija. Sulyginkime reikSmes, kurias S igaus
trajektorijoms, kuriy pradzia taske q;=q(t;), bet galiniai taskai (momentu t,)skiriasi. Kitais ZodZiais tariant nagrinésime veiksmo integrala "tiesiausioms"
trajektorijoms, kaip virSutinés integravimo ribos koordinatés funkcija. IS (2.36) ir (2.38) galime parasyti:

iy

4.

58 = aL_ 5 |2 +J' o_d 6L. dt (5.27)
oq .| Oq dt oq

Kadangi "tiesioji" trajektorija tenkina Lagranzo lygti. Tai pointegralinis reiskinys lygus nuliui. IS maziausio veikimo principo taip pat plaukia, kad
pirmajame naryjedq(t;) = 0, o 3q(t,)= 8q.

Iskaitg, kad — = p, gauname 8S=pdq arba sistemai su bet kokiu laisvés laipsniy skaiCiumi

dq
SSZZPI‘&I i
I8 (5.28) gauname l
oS
a—i =p,; (5.29)
Analogiskai S galime laikyti tiesiogai nuo laiko priklausancia funkcija ir nagrinéti trajektorijas, kurios duotu laiko momentu t, prasideda

taske q;) ir baigiasi taSke q,) skirtingais laiko momentais t,=t. 8_ gausime, pasinaudoj¢ (5.29).Pagal apibrézima
t

ds
—=1L 5.30
” (5.30)
I§ kitos pusés, jeigu S(q,t),pasinaudojg (5.29),gausime
ds oS oS * 0§ .
T Z,-:@q,» 6 =" Zp,q, (5.31)
Sulyging (5.30) ir (5.31) gauname
oS .
= -L- > pa, (5.32)

ir iskaite (5.5), gauname



oL

—=-H (5.33)
ot
Kartu (5.29) ir (5.33) galime uzra$yti kaip pilng veiksmo, kaip koordinaciy ir laiko funkcijos virSutinéje integravimo riboje, diferenciala:
dS =" p,dq, — Hdt (5.34)

Taigi, maziausio veikimo principas pilnai nusako mechaninés sistemos judéjima: sprendziant i$ jo sekancias judéjimo lygtis galime gauti ne tik trajektorija,
bet ir ta trajektorija judancio kiino padéties priklausomybg nuo laiko.
Apsiribokime atveju, kai reikia nustatyti tik trajektorija; kaip tokiu atveju atrodis pats maziausio veikimo principas. Tegu Lagranzo funkcija (ir Hamiltono
taip pat, aiku) tiesiogiai nuo laiko nepriklauso, o tai savo ruoztu reiskia, kad sistemos energija

H(p,q) = E =const. (5.35)
I8 maziausio veikimo principo seka, kad veiksmo variacija yra tygi nuliui duotoms pradinéms ir baigtinéms koordinatéms ir laiko momentams esant.
Taciau jeigu laikysime, kad galinis laiko momentas varijuojamas, esant pastovioms pradinéms ir galinéms koordinatéms, tai (zitr. 5.35)
&S =-Hdt(5.35)
Taigi. dabar lyginsime ne visus sistemos virtualinius judéjimus, o tik tuos, kurie tenkina energijos tvermés désnj. Tokioma trajektorijoms
galime pakeisti(5.35) H{ E. Tada
3S+ESt=0 (5.36)

UZrasg S pavidalu

S‘j(zpquf —dej=f2pidq,» —E@-1) (5.37)

Pazymeéjg pirmaji nari S’= j z p,;0q, ir istatg (5.37) i (5.36) gauname

8S’=0 (5.38)
Taigi §iuo atveju S’ yra minimalus visy trajektorijy atzvilgiu, tenkinanciy energijos tvermés désnj ir einanciy per galinj taska nefiksuotu laiko
momentu.Taip suformuluotas dalinis principo variantas yra vadinamas Mopertiui principu.

VII.4. Kanoninés transformacijos
Matéme, kad apibendrintyjy koordinaciy pasirinkimas néra ribojamas jokiomis salygomis. Jomis gali biiti bet kokie s dydziai. vienareik$miai nusakantys
sistemos padeétj erdvéje. Formaliai Lagranzo lygciu pavidalas nepriklauso kaip mes pasirinksime apibendrimasias koordinates ir ta prasme
Lagranzo lygtys yra invariantinés transformacijy, kuriy pagalba pereinama nuo vieny apibendrintujy koordinaiiy ¢;,...q, prie kity Q,..Q;. Nayjosios
apibendrintosios koordinatés Q bus senyjy koordinaciy ¢ funkcijomis. Be to, leiskime, kad jos parenkamos taip, kad minéti sarysiai turi savyje ir
tiesioging prtklausomybe nuo laiko, t.y.
Q=Q(a) (5.40)
Tokiy transformacijy déka islaiko savo pavidala ir Hamiltono lygtys (5.7). Taciau pastarosios nekinta ir Zymiai platesnés transformacijy klasés iSdavoje. Tai susije
su tuo, kad Hamiltono lygtyse p ir ¢ yra lygiaverciai nepriklausomi kintamieji. Dél Sios priezasties, transformacijos savoka gali biiti praplésta jtraukiant i ja visus
2s nepriklausomus kintamuosius, transformuojant i§ p ir q { P ir Q pagal formulas
Qi :Qi(PaCLt)a p i:(paqot) (5 41)
Toks galimy transformacijy klasés praplétimas yra viena i§ §io metodo teigiamybiy. I$vesime salygas, kurias turi tenkinti transformacija (5.41),
kad judéjimo lygtys (5.7) iSreikstos naujaisiais kintamaisiais P ir Q iSlaikvtu esarna pavidala, t.yra kad
oH - oH

) o, o
© % 2,

¢ia H'(P,0) naujo pavidalo Hamiltono funkcija. Tokia saiyga tenkinancios transformacijos vadinamos kanoninémis transformacijomis.
Pasinaudosime anksciau aptartu maziausio veiksmo principu, uzrasytu tokiu pavidalu

sj(z p.dq, - Hdzj =0 (5.43)

Cia varijuojame visas nepriklausomas koordinates ir impulsus. Kad naujieji kintamieji tenkinty Hamiltono lygtis, jiems irgi turi galioti (5.43)
sarysis

5 j (PdQ, — H'df) =0 (5.44)
Principai (5.43) ir (5.44) yra ekvivalentls tik tada jeigu ju pointegraliniai reiskiniai skiriasi pilnu laisvai pasirinktos funkcijos nuo
koordinaciy ir laiko diferencialu

> p,dq, — Hdt =Y PdQ, — H'dt + d® (5.45)

i§ cia seka, kad kanoninés transformacijos yra charakterizuojamos funkcija @, kuri yra vadinama generuojanciaja transformacijos
funkcija.
Perrase (5.45) pavidalu

d® =Y pdq, -y PdQ, +(H - H'")dt (5.46)



matome, kad

o, o0
oq, ot

90
¢ia laikome, kad @(q,0,¢).
Duota @-esant, (5.47) rodo rysi tarp naujy ir seny koordinaciy, apibrézia H'.
Kartais patogu @ laikyti ne ¢ ir O, o ¢ ir P funkcija. Tada (5.46) perrasome taip

d(F+Y P0) =) pdq,+> OdP +(H - H")dt (5.48)

D

nes

4y PO, =Y (PdO, +0,dP)
Po diferencialu kair¢je esanti funkcija, iSreiksta per ¢, P ir ¢ yra ne kas kita kaip nauja generuojancioji funkcija @(q,P,¢). Tada
o' o' 0!
Pi=— Qi:_a H'=H+_a
0q, oP, ot
Analogiskai galime pereiti prie kanoniniy transformacijy formuliy, kurios bus iSreik§tos generuojanciasias funkcijas priklausancias nuo
kintamyjy p ir Q, arba p ir P. Kadangi transformacijos (5.41) surisa kiekvieng P ir Q su koordinatémis ¢ ir impulsais P, tai Q jau
nebegalima laikyti erdvinémis
koordinatémis. Dél Sios priezasties galime teigti, kad kanoninés trransformacijos Hamiltono metode tam tikra prasme panaikina prading
apibendrintyjy koordinaciy ir impulsy prasmg. Tai ypa¢ gerai matyti, pavyzdziui, tokiy transformacijy atveju
0, =p, P =—q, (5.50)
kuri nekeicia kanoniniy lygéiy pavidalo ir susiveda { kintamyjy pervadinima. D¢l Sios priezasties p ir ¢ kintamuosius Hamiltono metode

daznai vadina tarpusavyje sujungtiniais kintamaisiais arba dydziais. Kanoninio sujungtinumo salyga galime uzrasyti Puasono skliausteliy
pagalba. Tegu dydziy f'ir g Puasono skliausteliai

(5.49)

a) ¢ia diferencijuojame pagal pirg —[ f, glpq

b) ¢ia diferencijuojame pagal Pir QO [ f, glro
Tada

[/, &la=L[7 glrq (5.51)
Irodysime (5.51). Tegu g-kokios tai sistemos Hamoltono funkcija, o f'ir ¢ nepriklauso tiesiogiai nuo laiko. Tada i$ (5.11) plaukia, kad [ f,
g]pq=i, taciau dydis ﬂ nepriklauso nuo kintamyjy parinkimo, todél Puasono sklaiusteliai nekinta pereinant nuo vieny kintamuyjy prie
dt dt

kity.

Ir galiausiai i§ (5.51) seka, kad
[QiQk ]p,q = 0 [Ijlpk ]p,q = 0 [EQk]p,q = 51'/{ (552)

Arba salygos, kurias turi tenkinti nauji (5.52) kintamieji, kad transformacijos nuo p,g prie P,Q bty kanoninémis.

VIII. LagranZo ir Hamiltono formalizmas tolydinéms sistemoms

Visos iki $iol nagrinétos sistemos buvo sudarytos i§ materialiy taskiniy daleliy ir todél galéjo biiti aprasomos baigtiniy kintamyjy skai¢iumi.
Taciau egzistuoja ir tokios fizinés sistemos, kurios turi biiti apraSomos begaliniu skai¢iumi kintamyjy. Pvz. vietoj kintamyju g, (k&=1,2,...,s),
yra vienas ar keli kintamieji ¢(x), kuri yra tolydinio kintamojo x funkcijomis (g irgi buvo galima laikyti diskretinio kintamojo &
funkcijomis). Toks atvejis gali realizuotis pavyzdziui, kai turime tolyding skysCiy arba dujuy aplinka arba laukus. Tada iskyla klausimas ar
tokie patogiis formalizmai kaip Lagranzo ir Hamiltono gali biiti panaudoti aprasant minétas sistemas.

Suformuluosime problema taip: turime judéjimo lyg€iy, aprasanciy mus dominancius reiSkinius visuma. Norétume naudotis
judéjimo lygtimis kanoniniame pavidale. Kitaip tariant norétume rasti naujy kintamyjy visuma ir uzraSyti Hamiltoniana per tuos naujus
kintamuosius taip, kad judéjimo lygtys turéty (5.7) pavidala. Kai rasime reikalingus kintamuosius ir Hamiltono fukcija, uzdavinj galésime
suvesti | tai kaip jvesti kanoninj formalizma, jeigu pradiniai kintamieji yra tolygiai kintantys dydziai. Panagrinésime bangos, sklindancios
stangriu strypu lygti

p"ﬁ—Ea—izo (5.53)
ox
¢ia &(x,¢) funkcija, nusakanti aplinkos poslinkj laiko momentu ¢ taske x; p-aplinkos tankis; E- Jungo modulis — arba isilginio tamprumo
modulis, kuris charakterizuoja medziagos aplinkos geba priesintis tempimo deformacijai. Be to yra laikoma, kad strypas yra ribotas. Jo ilgis
yra L. Taigi funkcija £ tenkina krastines salygas

S(x+L,t) =&(x,1) (5.54)

Isskleide &(x,¢) Furje eilute, gauname

Ee,t) =LY &, (™ (5.55)

kur £ =L [£(x)e ™ dx (5.56)
&i(t)-kompleksiniai dydziai, o £ gali biiti kaip teigimi taip ir neigiami. Kadangi &(x,#)-reali funkcija, tai
Sk =6 (5.57)



ir nepriklausomy kintamyjy skaicius yra lygus galimy & reikSmiy skaiciui.
Atveji, kai k reikSmés kinta tolygiai atitinka riba L—o0. Tuo atveju

I 27 172
> j dk, E | 2] &) (5.58)
w27 L

Ir gauname gerai zinomas Furje integraly iSraiskas

E(x,0) = Q2m) " [ £k, )™ dk

Ek,t) = 2n) ™ j E(x, e ™ dk (5.59)
(5.53) lygtyje peréje prie Furje eilutés komponenéiy, gausime
pé +kY E =0 (5.60)
(5.60) lygtis ir yra sistemos, turin¢ios be galo daug laisvés laipsniy judéjimo lygtimi. Ji gali biiti gauta i§ tokios Lagranzo funkcijos
: 1 o 1 s
L(é:kaék)zgngkg—k_EEzk Si6 (5.61)
k k
Ivede impulsa (sujungtinis &,)
oL
Ty =—0=PS 45 (5.62)
9¢,
bei atsizvelge i (5.51), gauname sistemos Hamiltono funkcija:
° 1 1 2
k 20k 2 %

ir i§ kanoninés judéjimo lygties (5.7) vél gauname (5.60).
Kaip kinta gautos formulés, kai pereiname nuo & ¢ prie &(x) . Peréjimas turi biiti toks, kad judéjimo lygtys susivesty i (5.53). Grizkime prie
(5.58) ir (5.59) kai L — oo . Panagrinésime (5.61) formuléje pirmaja suma.

%pg £ &, > %pjé(k)f(—k)dk - %p(zﬂ) 2 [ v () dlee™ E(x) =

(5.63)

= —%jdxcf(x)jdke"h =%,0IdX§(x)§(x) = [T (x)dx;

700 =5 pE £ (5.64)

¢ia T(x) — kinetinés energijos tankis, arba vienetinio tirio kinetiné energija. = Antroji suma yra lygi:
o ,

%E;kzéké_k = %Eszf(k)f(—k)dk =§E(2n) 2 ([ dxdké (ke ™ (k) =

L5 o 1 - o -

=~ EQn) 2 [Jdxdk&(x)(~~—e ™)E(-k) =~ EQn) 2 de[— —zé(x)}J dke™ E(~k) =

2 ox 2 ox

1 0’ 1 [(oeY
= EEfdx[—&c—ch(x)}é(x) = EEj(é_i) dx =[U(x)dx; (5.65)

2
1 (0
gia U(x)= EE(G_éj ; (5.66) potencinés energijos tankis (pagal apibrézima). Ivede LagranZiano tankj, gauname:
X
L=T-U,; (5.67) . Siam atvejui variacinis arba maziausio veiksmo principas atrodo taip: O J‘ I Ldxdt =0; (5.68)

(5.68) formuléje erdviné ir laiko koordinatés yra lygiavertés. LagranZziano tankis bus & & ir d_ funkcija, todel i$ (5.68) gauname:
X



- oL )
8 | Ldxdt = [[ oLdxdt = 0 = jj ¥ §+m5(6—fj dt =

-1l 5L_25_L_ﬁ OL sz dt+j—5§dx j—&fdt

ot A% o0& g
0 bl
2 O A )

Iskaite, kad O& = 0 integruojant laiko ir erdvés intervaluose, gauname

oL 0oL o0 oL

— - o&dxdt =0; (5.69
oo 2 ey (5.69)
o
8x
QoL L0 A _o o
0t pp 05 ox 8(BE/ox)
Jeigu jvedam funkcinés i§vestinés —— nuo funkcijos, apibréziamas taip:

5]{ ’agj of o @
S\ o) i__L (5.70)

5E 0F  ox (0&/ox)
Tai i$ (5.70) gaunam formaliai tapatinga lygti LagranZo lygciai:

0 oL oL
————=0; (5.71). Cia reikia pazyméti, kad i (5.70) jeina LagranZiano tankis, o { LagranZo lygt{ — LagranZianas.
ot 0 o0&
4
Analogiskai {vedamas ir kanoninis impulso tankis: 7 = ——; (5.72)

d¢

Ir Hamiltoniano tankis: H =77 &— L; (5.73) . I8 maziausio veikimo principo:

: 0
jjé‘ (m&— H)dxdt; (5.74), prisiming, kad H yra 7,& ir@—g funkcija, panasiai kaip ir anks¢iau gauname:
X

SH SH
[ 5——5 - 7[+—§5§ dxdt = 0; (5.75). 18 kur: 5_5 ir ﬁ——§—§ (5.76)

... OH . ... OH

Cia —— pakeitéme funkcine iSvestine 5— apibrézta (5.70a) formule.
T T

(5.76) lygtys skiriasi nuo (5.7) tuo, kad

a) Vietoj Hamiltoniano ir impulso ivedami jy tankiai;

b) Vietoj paprastyjy naudojamos funkcinés i§vestinés.

Taigi pereinant prie tolydiniy sistemy i Hamiltono ir Lagranzo formalizmus ivedami tokio pobtdzio pakeitimai. LagranZiano tankj L,

gauname ...



