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Statistiné fizika yra teorinés fizikos Saka, nagrinéjanti makroskopines
sistemas remdamasi sistemu mikroskopinés sandaros modeliais. Mikroskopinés
sandaros modelis — tai visuma teiginiu, nusakanciu i§ ko (atomu, molekuliy ar
kitu mikroobjektu) ir kaip sistema sudaryta, pagal kokius désnius sistema
sudarantys objektai juda ir sgveikauja. Jeigu mikroskopinés sandaros modelyje
atsizvelgiama i mikroobjektu kvantines savybes — statistiné fizika vadinama
kvantine, o jei remiamasi klasikinés mechanikos désniais — klasikine.

Visg statistinés fizikos moksla sudaro pakankamai savarankiskos jos dalys:
pusiausviru sistemu (jose néra pernasSos reiSkiniy) teorija, kartais vadinama
statistine termodinamika ir nepusiausviry sistemu teorija — fizikiné kinetika.

Statistinés fizikos pradmenis 19 a. 60 — 70 m. suformulavo Dz.K.Maksvelis ir
L.Bolcmanas (Maksvelio skirstinys, Bolcmano skirstinys, Bolcmano kinetiné
lygtis). Statistinés fizikos pradus ir pagrindinius klasikinio artinio skirstinius
1902 m. paskelbé Dz.V.Gibsas. Kartu su kvantine mechanika atsirado ir kvantiné
statistika. 20 a. viduryje buvo iStobulinti statistinés fizikos (ypac statistinés
termodinamikos) metodai.

Si mokymo priemoné skirta Fizikos fakulteto pagrindiniu studiju
studentams. Joje iSdéstyta pusiausviry sistemu statistiné teorija. Priemoné

apsvarstyta Teorinés fizikos katedroje (protokolas 9-2004).
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3
| SKYRIUS

STATISTINES FIZIKOS SAVOKOS IR PRADAI

1.1. Sistemu, sudaryty iS labai daug daleliu, mikroskopinio
apraSymo problemos

Teorinés bei kvantinés mechaniku metodais galime nagrinéti sistemas,
sudarytas iS bet kokio daleliu skaiCiaus. Aptarkime teorinés mechanikos
konservatyviaja sistema aprasancias Hamiltono lygtis:

0=, p =M i1k (1.1)
op; aq;
Cia q; — i-tojo laisvés laipsnio apibendrintoji (arba dalelés) koordinaté; p; — i-tojo
laisvés laipsnio apibendrintasis (arba dalelés) judesio kiekis; H — Hamiltono
funkcija, iSreiSkianti sistemos mechanine energija (kinetinés ir potencinés

energijos suma); H priklauso nuo visu q; ir p; f— mechaniniu laisvés laipsniu

skaicius; ¢, , F;i reiSkia dydziu q; ir p;iSvestines laiku.

VienareikSmis (1.1) lygciu sprendinys priklauso nuo laiko ¢ ir visu ¢; ir p;
pradiniu verciu. Pazyméje visu ¢; pradiniu verciu rinkinj go, o visu p; pradiniu
vercCiu rinkini po, tiksly arba apytiksli (1.1) sprendini galime uzrasyti Sitaip:

Gi = Gi(Go> PosD)s Py = Pi(Qos Post), 7= Loy £ (1.2)
Sistemos busena, nusakyta naudojant visas (1.2) funkcijas, vadinama
mikroskopine busena, arba pilnutinai apraSytaja busena. Visa sistema
apibudinama tam tikrais q; ir p; dariniais, pavyzdziui, pirmaisiais ir antraisiais
judéjimo integralais, iSreikStai nepriklausanciais nuo t, bet priklausanciais nuo
visu ¢; ir p; taigi tuo paciu priklausanciais nuo rinkiniu qo ir po verciu.
Daugumos realiy fizikiniu sistemu daleliu skaic¢ius lygintinas su 70?°. Kadangi
rinkini qo, po sudaro 2f dydziu, tai paminétos sistemos kokios nors
charakteristikos iSraiSkoje bus ~70?° parametru. AiSku, kad iSraiska, kurioje yra
~10°9 parametru, negali buti detaliai iSanalizuota, taigi, negali buti pasiektas
pagrindinis teorijos tikslas. Geriausia, ka §iuo atveju galima butuy pasiekti -
pateikti tam tikra statistinio pobudzio prognoze. Antra vertus, koordinaciu ir
judesio kiekiu pradinés vertés nustatomos ne teoriSkai, o eksperimentu
(stebéjimais). Stebéjimais detaliai nustatyti ~1020 dydziu vercCiu taip pat

neimanoma. Veélgi, geriausiu atveju gal but pavyktu nustatyti tik tu verciu tam
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4
tikra skirstini. ISvada akivaizdi: sistemoms, kuriu daleliu skaic¢ius lygintinas su
~1029, sudaryti klasikinés mechanikos mikroskopini aprasyma neimanoma.
AnalogiSkos iSvados prieitume taikydami kvantinés mechanikos metodus
sistemoms, sudarytoms iS labai daug daleliu. Nuostoviaja sistemos busena Siuo
atveju apraSytume Sredingerio lygtimi

Ho, =E,p,, (1.3)

kurioje H - Hamiltono operatorius; n — kvantiniu skaic¢iu rinkinys, nusakantis
sistemos mikroskopine busena; ¢, - sistemos n-tosios busenos funkcija; £, — tos

busenos energija. Bendruoju atveju rinkini n sudaro visu sistemos daleliuy
kvantiniai skaicCiai, todél rinkinio n parametru skaiCius lygintinas su sistemos

daleliu skaiCiumi. Visa sistema apibudinama kvantmechaniniais vidurkiais
Fu = [ 01 PPz, (1.4)

¢ia F - fizikinio dydzio operatorius; dz - visu kintamuju (pvz., koordinaciu), nuo
kuriu priklauso ¢,, diferencialy sandauga. (1.3), (1.4) formulés teikia kvantinés

mechanikos mikroskopini (pilnutini) aprasyma. Kai sistema i§ ~70?0 daleliu, tai ir
F., priklauso nuo ~70?0 parametry. Taigi ir Siuo atveju mikroskopinio aprasymo

problema tokia pati, kaip ir teorinéje mechanikoje.
Tad sistemoms, sudarytoms iS labai daug daleliu, tirti reikalinga teorija, kuri
visa sistema aprasSytu kitaip, negu mikroskopinio (pilnutinio) aprasymo teorijos.

Tokia nemikroskopinio aprasymo teorija yra statistiné fizika.

1.2. Statistinés fizikos objektas.Sistema ir jos aplinka

Statistiné fizika tiria makroskopines sistemas. Makroskopiné sistema
apibréziama S§iais dviem pozymiais: ja turi sudaryti labai daug daleliu (daleliu
skaicius lygintinas su ~70?9 ir toji daugelio daleliy sistema turi pakankamai ilgai
gyvuoti. Fizikinéje kinetikoje atskleidZiama, kad ,pakankamai ilgas gyvavimas“
reiSkia tai, jog statistinés fizikos laiko aSis néra detalioji laiko aSis, o tokia,
kurioje budingos mikroskopiniu reiSkiniu trukmeés, pavyzdziui, kvantiniu Suoliuy
trukmeés, daleliu pradiniu busenu relaksacijos trukmeés, vaizduojamos taskais,
t.y., minéti reiSkiniai vaizduojami kaip akimirkiniai. Vadinasi, statistinés fizikos
nykstamai mazas laiko intervalas yra zymiai ilgesnis uz mikroskopiniu reiskiniy

trukmes.
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Statistineéje fizikoje makroskopiné sistema apibudinama nedideliu (Zymiai
mazesniu negu yra mechaniniu laisvés laipsniuy) nepriklausomu ir su visa
sistema susiety dydziuy skaiciumi. Sie dydziai ir ju vienareik§més funkcijos
vadinami busenos parametrais. Statistinés fizikos teikiamas makroskopinés
sistemos apibudinimas vadinamas makroskopiniu arba nepilnutiniu aprasymu, o
taip nusakyta makroskopinés sistemos busena — makroskopine busena arba
nepilnutinai aprasSytaja busena.

Kiekviena reali makroskopiné sistema yra pagal tam tikrus kriterijus iSskirta
visos fizinés tikrumos dalis. Sistemai nepriskirta, bet ja galinti veikti fizinés
tikrumos dalis, vadinama sistemos aplinka.

Aplinkos kunai ir laukai vadinami iSoriniai, o ju busena ir iSdéstymas
tiriamosios sistemos atzvilgiu sudaro vadinamasias iSorines salygas. Taigi,
pastovios iSorinés salygos reiSkia, jog iSoriniu kunu ir lauku busenos nekinta,
nesikeiCia ir iSoriniy kuny padétis sistemos atzvilgiu. Pastebésime, kad nebutinai
visi iSoriniai kunai ir iSoriniu laiky Saltiniai turi buti kitoje erdvés srityje, negu
yra sistema: bent dalis ju gali buti toje pacioje erdvés srityje, kurioje yra sistemai
priskirtieji kunai ir laukuy Saltiniai.

Jeigu tarp sistemos ir aplinkos néra nei medziagos nei energijos mainu —
sistema vadinama izoliuotaja. Jeigu energijos mainai yra , bet néra medziagos
mainy - sistema uzdaroji. Medziagos mainus turinti sistema vadinama atviraja.
Medziagos mainus lydi ir energijos mainai, todél atvirajai sistemai budingi ir
energijos mainai.

Busenos parametrai, kuriu vertes lemia iSorinés salygos, vadinami iSoriniais.
Visi iSoriniai busenos parametrai priskirtini nattraliajam nepriklausomuju
parametry rinkiniui. Vidiniais buUsenos parametrais vadinami tie parametrai,
kuriy vertés kinta, kintant sistemos busenai pastoviu iSoriniu parametry
salygomis. Dalis vidiniu busenos parametru priklauso nepriklausomuyju
parametry rinkiniui, kiti yra nepriklausomuyju parametry (iSoriniu ir vidiniu)
funkcijos. Naudojant Sias funkcijas i nepriklausomuyju parametru rinkini
ieinanciu parametru prigimti (bet ne skaiCiu) galima keisti ir ji sudaryti,
pavyzdziui, vien i§ vidiniu busenos parametry. Sistemos, turincios tik vienag
iSorini busenos parametra, vadinamos paprastosiomis, o daugiau nei vieng -

daugiavariantémis. VienalycCiai skysciai, vienalytés dujos induose - paprastuju
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sistemu pavyzdziai. Dujos, skysCiai induose, ineStuose i iSorinius laukus -

daugiavariantés sistemos.

1.3. Pagrindinis statistinés fizikos postulatas

Makroskopinei sistemai galima nustatyti tik jos mikroskopinés busenos
tikimybe. Sis teiginys vadinamas pagrindiniu statistinés fizikos postulatu.
Vadinasi, jeigu sistemai taikome kvantini modeli, tai pagal Si postulatg
mikroskopine busena apibréziantys kvantiniai skaiciai, kuriy rinkini Zymeéjome 1,
yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir galima surasti tik tu dydziu apibréztu
verc¢iy tikimybe W,. Pagrindinis postulatas nenusako W, prieklausos nuo n. Siai
priklausai nustatyti reikalingi papildantieji teiginiai. Cia galime nurodyti tik vieng
universalu sarysi, iSplaukianti i§ tikimybiu sumavimo taisyklés: bet kokios
busenos tikimybé turi buti lygi 1

>w, =1. (1.5)
n

Klasikinio artinio atveju mikroskopine busena nusako tolydziai kintanciu
koordinaciu ir judesio kiekiu rinkiniai g ir p, todél gali buti nustatyta busenos is
elementaraus ¢ ir p intervalo (q,q; +dqi; pi,p: +dpi, i=1,..., §j tikimybé dW. Pagal
tikimybiu teorijos taisykles §i tikimybe iSreiSkiama tikimybés tankiu p:

dW = p(q, p)dr’, (1.6)

dI'=dq,...dq,dp,...dp; . (1.7)
(1.5) dabar pakeicia Sitokia tikimybés tankio normavimo salyga:

[ p(a.pydr=1. (1.8)
Visi q; ir p; yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, todél (1.8) visais q; ir p;
integruojama nepriklausomai.

Jeigu sistemos mikroskopiné busena laikui bégant kinta, tai W, ir p

iSreikStai priklauso ir nuo laiko % Pastarasis kintamais néra atsitiktinis dydis.
Skirtingu mikroskopiniu busenu sistema gali buti tik skirtingais laiko
momentais. Detaliojoje laiko aSyje skirtingu laiko momenty busenos néra
atsitiktinés, o susietos ivairiais tvermeés désniais. Taciau grubiojoje laiko asSyje Si
sgsaja neatskleidziama ir skirtingos busenos tampa atsitiktinémis, ka ir iSreiSkia

pagrindinis statistinis fizikos postulatas.
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1.4. Atitikmens postulatas

Kiekvienoje teorijoje turi buti suformuluoti teiginiai, nusakantys, kokie
teorijos dariniai atitinka stebimuosius dydzius. Tam tikra iSimtis yra teoriné
mechanika, daznai operuojanti betarpiSkai stebimais dydziais, Dbei
termodinamika, naudojanti tik stebimuosius dydzius. Kvantinés mechanikos
kvantmechaniniai vidurkiai bei teorinés mechanikos dydziai, priklausantys nuo
koordinaciu ir judesiu kiekiu, kaip iSplaukia i§ pagrindinio statistinés fizikos
postulato, yra atsitiktiniai dydziai, todél negali buti stebimuju atitikmenimis.
Stebimaji dydi turi atitikti vienareikSmis teorijos darinys, kuriu, turinc¢iu ta pacia
dimensijg, gali buti nevienas. Todél formuluojamas Sitoks teiginys: statistinéje
fizikoje stebimuju dydziu atitikmenimis yra kvantmechaniniai vidurkiai arba
mechaniniuy dydziu statistiniai vidurkiai. Pastarasis teiginys vadinamas
statistinés fizikos atitikmens postulatu. Taigi, jei sistemai taikome kvantinij

modelj, statistinis vidurkis iSreiSkiamas lygybe

F=YFW, (1.9)

o jeigu remiamés klasikiniu artiniu, tai mechaninio dydzio F(q,p) statistinis

vidurkis

F = [F(a, p)p(, p)dr. (1.10)

IS atitikmens postulato plaukia, kad ir diferencialiniai statistiniu vidurkiu
sarySiai turi buti tokie patys, kaip atitinkamu stebimuju dydziu diferencialiniai
sarySiai. Pastaroji iSvada leidzia nustatyti dydziu, kurie teorinéje bei kvantinéje
mechanikoje neapibréziami, statistinius atitikmenis.

Cia suformuluotas atitikmens postulatas patikslinamas fliuktuaciju teorijoje,
taciau tas patikslinimas nekeicia kiekybiniy rezultatu, gautu naudojant Sio

skirsnio formuluote.

1.5. Statistiné pusiausvyra

Jeigu pastoviomis iSorinémis sglygomis visu dydziu statistiniai vidurkiai kiek
norima ilgai iSlieka nekintantys, sakoma, jog makroskopiné sistema yra
statistinés pusiausvyros (pusiausvirosios busenos). Praktinis pozymis, pagal kuri
galima nustatyti, ar sistema yra statistinés pusiausvyros, yra tas, jog Siuo atveju
sistemoje néra pernasos reiSkiniu. Pernasos reiSkiniu nebuvimas nereiskia, jog

7
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sistemoje yra sustojes mikroskopinis judéjimas: kietojo kuino atomai virpa apie
savo pusiausvyrasias padetis, atomu ar molekuliu elektronai juda pagal
kvantinés mechanikos désnius ir t.t., taciau sistemoje néra kryptingo
makroskopinio (daugelio daleliu) judéjimo, perneSancio energija, mase ir kt.
Statistinés pusiausvyros busena butina skirti nuo nuostoviosios busenos,
kuomet sistema apibudinantys dydziai laikui bégant nekinta, taciau ju
pastovumas palaikomas besikei¢ianciu iSoriniu salygu. Pavyzdys — nuolatinés
srovés grandiné, kai kruvius teikiantys Saltiniai laikomi iSoriniais kunais. Siuo
atveju srovés pastovumas palaikomas Saltiniy besikeic¢ianc¢iu busenu.

Nuostovios busenos sistemoje pernasa yra, taCiau pernasos srautai
pastovus.

Statistinés fizikos Saka, nagrinéjanti statistinés pusiausvyros sistemas,
vadinama statistine termodinamika. Makroskopines sistemas, kurios néra
statistinés pusiausvyros (jose vyksta nuostovis arba nenuostovis pernasos
reiSkiniai) nagrinéja fizikiné kinetika. Toliau Siame leidinyje nagrinésime tik
statistinés pusiausvyros sistemas.

IS statistinés pusiausvyros apibrézimo iSplaukia, kad tikimybé W, bei

tikimybés tankis p negali iSreikStai priklausyti nuo laiko, t.y., turi galioti

W
0 n:o,a_pzo, (1.11)
ot ot

mat prieSingu atveju negalétu visu dydziuy statistiniai vidurkiai islikti pastoviais.
Statistinés pusiausvyros atveju galima rasti universalias W, ir p iSraiSkas.
Tokios wuniversalios iSraiSkos neegzistuoja, kai sistema néra statistinés

pusiausvyros.

1.6. Faziné erdveé

Prisiminsime kai kurias, statistinéje fizikoje svarbias, teorinés mechanikos
savokas. Kaip zinome, mechaninés sistemos mikroskopine busena apibreézia 2f
dydziu — fapibendrintuju koordinaciu q; ir fapibendrintuju judesio kiekiu p; (i=1,
..., 1], priklausanc¢iu nuo pradiniu salygu ir laiko. ApibréSime abstrakcia 2f
matavimu erdve, kurioje tasko padéti nusakyty tam tikro laiko momento visu g; ir
pi vertés. Toji erdvé vadinama fazine erdve. AiSku, jog Sios erdvés tasSkas, kuris

vadinamas faziniu tasku, vaizduoja tam tikro laiko momento sistemos
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mikroskopine busena. Laikui bégant fazinis tasSkas juda ir fazinéje erdvéje
nubrézia tam tikra trajektorija, vadinama fazine trajektorija. Fazineé trajektorija
vaizduoja sistemos mikroskopinés busenos kitimg laikui bégant. IS visu galimu
mechanikos lygCiu sprendiniy fiziking prasme turinciais laikomi tie q;ir p; kurie
yra vienareikSmés pradiniy salygu ir laiko funkcijos. Si salyga vadinama
mechanikos priezastingumo principu. Taigi, jei pradiné busena apibrézta, tai
kiekvienu vélesniu laiko momentu galima tik viena vienintelé busena.
Priezastingumo principas lemia, jog skirtingas pradines salygas atitinkancios
fazinés trajektorijos nesusikerta, o faziné trajektorija negali kirsti pati saves. IS
tikruju, tarus prieSingai (1 pav., a,b,c — pradinés busenos, d,e — susikirtimo
taskai), susikirtimo taskus galétume laikyti vaizduojanciais pradines busenas ir
iSeitu, kad kiekvienu kitu laiko momentu buty galimos dvi skirtingos busenos (i,f
arba g,h), kilusios i$ tos pacios pradinés busenos. Bet Sitaip negali buti.

Sistemos mechaniné energija H priklauso nuo visu gq; ir
pi. Tarkime, ji apibrézta ir lygi Ho,

H(q,p)=H,. (1.12)

(1.12) lygybe susieja 2f kintamuju vienu sarySiu ir apibrézia
2f - 1 matavimu hiperpavirsiu, kuris vadinamas ergodiniu

pavir§iumi. Sio pavirSiaus taskai vaizduoja vienodos

g . . . . i, .
energijos, lygios Ho, mikroskopines busenas. Taigi

e
h izoliuotosios sistemos galimos mikroskopinés busenos yra
1 pav. vaizduojamos sistemos energija atitinkancio ergodinio

pavirSiaus taskais.

Dydis dI'=dq,..dq,dp,..dp; vadinamas fazinés erdvés tario elementu

(elementariuoju turiu). Fazinés erdvés turis I' reiSkiamas integralu

r= jdr, (1.13)

(Hy.Ho)
kuris integruojamas fazinés erdves srityje tarp dvieju ergodiniu pavirsiu,
atitinkanciu energijos vertés H; ir Hp. Tare, kad H; gali igyti ivairias vertes ir
pazyméje H;=H (1.13) lygybe iSreiSkiame fazinés erdvés turi kaip energijos H
funkcija: I'=I'(H). Kadangi kiekviena sistema yra tam tikromis iSorinémis
salygomis, kurias nusako iSoriniu parametry rinkinys y, tai ' priklauso ne tik

nuo H bet ir nuo w:I'=T(H,y). Apibendrintyju koordinaciu ir judesio kiekiu
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diferencialai, iSreiSkiantys dI', skai¢iuojami pastoviam y , todél (1.13) esanti dI'

galime iSreiksti Sitaip:

dr = [arj dH. (1.14)
oH ),
Tuomet normavimo salyga (1.8) ir statistinio vidurkio iSraiSka (1.10) uzraSoma
lygybémis
or
, Pl —| dH =1, 1.15
[p(a p)( — )W (1.15)
F = [F@ e, p)[a—rj dH. (1.16)
oH ),

Jeigu p(q,p) bei F(g,p) iSreiSkiami tik Hamiltono funkcija A, tai (1.15) ir
(1.16) integralu apskaiciavimas paprastesnis, negu (1.8), (1.10) integravimas. Jei
p ir Fnéra vien H funkcijos, tai (1.15) ir (1.16) integravimas lygiai toks pat, kaip
ir (1.8) ir (1.10).

1.7. Lijuvilio teorema

Nustatysime, kaip laikui bégant kinta fazinés erdvés tario elementas dI", kai
ji sudarantys fazinés erdvés taskai juda pagal Hamiltono lygtis. Skaic¢iuojame dI'
iSvestine laiku:

—dF Zqu dp, (dq dp, ) (1.17)

j=1 =]

d dp; da,
a(dqjdpj)qujdpj d_t1+ dp;d,, ot

Cia atsizvelgiama i tai, kad dg;ir dp; reiSkia nepriklausoma pokyti g; arba p;, todél

(1.18)

sukeitus Sio pokycio ir iSvestinés laiku operacijas, prie pokycio zenklo nurodytas
nepriklausomai kintantis dydis. Pasinaudoje Hamiltono lygtimis (1.1), randame:

d oH oH
—(dg.dp. )=dg.d +dp.d
dt(qj pj) q] Pj[ aqjj p] qj[ap]

]

(1.19)
0°H 0°H
=—dq.,| —— |[dp, +dp; dg; =0.
qj[apjaqj] i pj[aqjapj] b
Irase (1.19) 1 (1.17), turime
idl“:O. (1.20)
dt

10
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Pastaroji lygybé iSreiSkia Lijuvilio teorema: fazinés erdvés turio elementas,
sudarytas iS fazinés erdveés tasku, judanciu pagal Hamiltono lygtis, laikui bégant
nekinta. IS Cia plaukia, kad nekinta ir baigtinis fazinis taris, reiSkiamas (1.13)
lygybe. Fazinio turio pastovumas nereiSkia, kad nesikeicia tario forma — ji gali
kisti. Jei praéjus tam tikram laikotarpiui fazinio turio forma tiek daug pakinta,
kad pradzioje labai arti vienas kito buve fazinés erdvés taskai ilgainiui labai
nutolsta, sakoma, jog sistemoje yra dinaminis chaosas.

Lijuvilio teorema kiekybiSkai iSreiSkia 1.6 skirsnyje aptarta faziniuy
trajektoriju savybe: faziniai tasSkai laikui bégant neiSnyksta, nesusilieja, o tik
persikelia iS vienos fazinés erdveés srities i kita.

Lijuvilio teoremos (1.20) matematinei iSraiSkai suteiksime kita pavidala.
Tarkime laiko momentu #=tp galimos pradinés busenos yra i§ intervalo qo, go+dqo;

Po, potdpo ir vaizduojamos turio elemento dI, taSkais. Laikui bégant dI, taSkai

persikelia i kita fazinés erdvés sriti ir laiko momentu #=¢ sudaro tario elementa
dI', apibréziama apibendrintosiomis koordinatémis ir judesio kiekiais i§ intervalo
q, q+dq, p, p+dp. Mechanikos lygtys vienareikSmiai sieja g ir p su qo ir po, todél
peréjima prie verciu q ir p galime interpretuoti kaip tam tikrg transformacija.

Vadinasi, galime rasSyti:

dr=2@P) 4p (1.21)
a9y, Py)
Cia % - transformacijos iS qo, po i q, p jakobianas. Pagal Lijuvilio teorema
Qo> Po

dI' =drI,, todel kitaip S§i teorema butuy iSreiSkiama lygybe

o@.pP _, (1.22)
0(Go» Po)

Jeigu (1.22) lygybé negalioja, tai negalioja ir Lijuvilio teorema. Lijuvilio

teoremos galiojimo patikrai daznai parankiau naudoti (1.22) negu (1.20).

1.8. Lijuvilio lygtis

Tarkime, jog laiko momentu ¢ mikroskopinés busenos i$ intervalo q, g+dq; p,
p+dp tikimybé yra dW(q, p,t) (Cia, kaip visada, g ir p zymi visu q; ir p; rinkini).
Laikome, kad sistemos busenos kitima nusako Hamiltono lygtys, o Hamiltono

funkcija iSreikStai nuo laiko nepriklauso. Praéjus laikotarpiui = At,

11
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apibendrintosios koordinatés ir judesio kiekiai yra igije prieaugius Ad,Ap.
Tikimybé, jog sistema laiko momentu ¢+At bus busenos i§ intervalo
q’,9+dq’, p,,p'+dp (Cia q'=q+Aq,p’'=p+Ap), tarkime, lygi dW(q+Aq, p+Ap,t+At).
IS patirties aiSku, kad Sios abi tikimybés lygios. Taigi, iSreiSke tikimybes
tikimybiy tankiais, turime
p(q, p,t)dl' = p(q+Aq, p + Ap,t + At)dI™. (1.23)

Pagal Lijuvilio teorema dI'' =dI', todél iSplaukia

p(0; p,t) = p(q +Ad, p+Ap,t+Ab). (1.24)
(1.24) deSiniaja puse skleidziame prieaugiu laipsniu eilute:

il oq; op

f
p(q+Ag, p+Ap,t+At) = p(q, p,t)+At2—f+Z(AQ. o +Ap, —— %P, ] : (1.25)
Irase (1.25) skleidini i (1.24), perkéle skleidinio pirmaji démeni i (1.24)
kairigja puse, po to gautos lygybés abi puses padaline iS At ir apskaiCiave riba
At — 0, randame
f
% Z[q.—+ p, P j 0, (1.26)
6q| aQI

nes skaiciuojant riba, (1.25) daugtaskio démenys inaSo neduoda. Pasinaudoje

Hamiltono lygtimis, (1.26) perrasome Sitaip:

LY _ (g, p). p(a. p.0) (1.27)
Cia
_N[0H 9p _H op
{H’p}_;[é’qi op,  op, aqi] 128

funkciju H ir p Puasono skliaustai.

Diferencialiné dalinémis iSvestinémis p (1.27) lygtis vadinama Lijuvilio
lygtimi. Tac¢iau makroskopinei sistemai (1.27) sprendinys negali buti panaudotas.
Mat, vienareikSmiam (1.27) sprendiniui rasti reikétuy p pradinés salygos, kuria
nusakytu 2f pradiniu q ir p verciu. Taigi (1.27) sprendinys teiktu tokio paties
detalumo aprasyma, kaip ir Hamiltono lygtys. Tac¢iau Lijuvilio lygtis (bet ne jos
tikslus sprendinys) svarbi sudarant makroskopiniu sistemu nepilnutini

aprasyma.

12
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1.9. Nepilnutinio aprasymo postulatas

Nagrinésime statistinés pusiausvyros sistema. Siomis salygomis, kaip
matéme 1.5 skirsnyje,

»_,
ot

todeél is Lijuvilio lygties iSplaukia, kad statistinei pusiausvyrai
{H,p}=0. (1.29)

Teorinéje mechanikoje iSvedama, jog H ir tam tikros funkcijos Puasono
skliaustu lygybé nuliui, reiSkia, kad toji funkcija yra tvarusis dydis (judéjimo
integralas). ISeitu, kad p yra judéjimo integralas, o bendriau — judéjimo integraly
darinys. Jeigu p sudarytume iS visu nepriklausomu judéjimo integralu, kuriy is
viso yra 21, tai turétume pilnutini aprasyma, kurio mes nesiekiame. Naudodami
p, sudaryta tik i§ dalies judéjimo integraly, jau turétume nepilnutini sistemos
aprasSyma. Aptarsime kai kuriu judéjimo integralu vaidmeni.

ISnagrinékime sistema, sudaryta iS dvieju nesaveikaujanciu daliu (2 pav.).
Tarkime, dW; — tikimybe, jog pirmoji dalis yra busenos, vaizduojamos tos dalies
fazinés erdvés turio elemento dI', taskais (sutartinai ,pirmoji“ busena), o dW> —
tikimybé, jog antroji dalis yra busenos, vaizduojama antrosios dalies fazinés

erdvés turio elemento dI', taskais (,antroji“ busena). Pagaliau,
tegul dW — tikimybé, jog i§ abieju daliy sudaryta sistema yra
busenos, kai pirmoji dalis ,pirmosios“, o antroji dalis -
santrosios“ busenu. Kadangi dalys nesaveikauja, tai
dW = dwW,dw,. (1.30)
ISreiSke tikimybes ju tankiais, turime

pdll = p,dI p, I, (1.31)

2 pav.

¢ia dI" =dI,dT,, todél plaukia

P=Pips (1.32)
ISlogaritmave (1.32) abi puses, randame
Inp=Inp, +1np,. (1.33)
Funkcija p apibudina visa sistema, o p, ir p, tik atitinkancias dalis.
Matome, kad tikimybés tankio logaritmai tenkina adityvumo salyga, todél jie gali
priklausyti tik nuo adityviyju dydziu. Sia p savybe apibendriname ir toliau
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laikysime, kad ir iS saveikaujanciu daliy sudarytos sistemos mikroskopinés
busenos tikimybés tankis gali priklausyti tik nuo adityviuju judéjimo integraluy.
Pagrindiniai adityvieji judéjimo integralai yra 7 skaliariniai dydziai: energija H,
judesio kiekis P ir judesio kiekio momentas L. Tadiau konkreéiai sistemai P
tvarus tik tada, kai jai visi erdvés taskai yra lygiaverciai. Taciau taip nebuna, jei
sistema yra iSoriniame lauke, arba jos dalelés juda grieztai apribotoje erdves

srityje, pvz., skyscCiai arba dujos yra uzdarame inde, kurio sienelés daleliu
nepraleidzia. L tvarus, jei sistemos savybés visomis kryptimis vienodos. Taciau

mechaniné energija A tvari bendresnémis salygomis, negu P ir L. Todél

postuluojama, jog p yra tik H funkcija:

p=p(H). (1.34)
Kvantinio modelio atveju vietoj (1.34) butu
W, =W, (E,). (1.35)

(1.34) ir (1.35) iSreiskia statistinés pusiausvyros sistemu nepilnutinio
apraSymo postulata. Esant butinybei nepilnutinio aprasymo postulatas (1.34),
(1.35) gali buti prapléstas, p ir W, reiSkiant ne vien energija bet ir kitais judéjimo
integralais. Taciau visada Siu integralu skaiCius yra zZymiai mazesnis uz 21, o Sitai

ir reiSkia nepilnutini aprasyma.
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IT SKYRIUS

PAGRINDINIAI STATISTINES TERMODINAMIKOS SKIRSTINIAI
2.1. Mikrokanoninis skirstinys

Nagrinésime izoliuotaja sistema. Izoliuotosios sistemos mikroskopiniu
busenuy pasiskirstymo désnis vadinamas mikrokanoniniu skirstiniu.

Visu leistinu izoliuotosios sistemos busenu energija turi buti vienoda.
Pazymésime ja Ep. Tuomet galime rasyti, jog izoliuotosios sistemos mikroskopinés
busenos tikimybé
0, jei E,#E,

A, jei E,=E,. (2.1)

n

W, =Wn(En)={

Cia A pagal nepilnutinio apraSymo postulata gali priklausyti tik nuo Ep.
Panaudodami Kronekerio delta, (2.1) perraSome Sitaip:

W, = Adg g - (2.2)
Dydi A nustatome iS (2.2) normavimo salygos

DWW, =D As. . =1 (2.3)

(2.3) sumoje i§ n iSskiriame kvantini skaic¢iu £, o likusius pazyméje n’, bei

turédami démesyje tai, jog A nuo n' nepriklauso, randame
ZA5EnEo :zAngnEo' (2.4)
n E, n'

Cia n' atzvilgiu sumuojame nuo n’ nepriklausancia E, funkcija, todél toje sumoje
tiek vienodu démenu, kiek gali buti skirtingu rinkiniuy n’, atitinkanciu ta pacia
E,. Aisku, tas démenu skaiCius lygus E, iSsigimimo laipsniui P(En., y)(Cia w -

iSorinis parametras arba ju rinkinys). Taigi is (2.4), (2.3) plaukia

> AP(E,.p)3¢, = AP(Ey,p) =1, (2.5)
En
IS ¢ia
1
A=———, (2.9)
P(E,.v)

ir sunormuota izoliuotosios sistemos mikroskopinés busenos tikimybé
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5
W, = —
P(Ew)

Pastaroji lygybé iSreikSta mikrokanonini skirstinj. Matome, kad kiekvienos

(2.7)

leistinos mikroskopinés busenos tikimybé yra viena ir ta pati ir lygi P-1, todél (2.7)
désnis dar vadinamas vienodu tikimybiu désniu. Priminsime, kad P (Eo, v ) -
izoliuotosios sistemos energijos vertés, lygios Eo, iSsigimimo laipsnis.
Nustatysime Eo statisting prasme. Energijos statistinis vidurkis
E= Z E W Zﬁ;%a} = E,, (2.8)
kaip ir turétu buti, nes visu leistinu busenu energijos vienodos. Pabrézdami Eop
statistine prasme, (2.7) perraSome Sitaip:

o

W, o=—=F (2.9)
P(E,y)
Dydzio F statistinis vidurkis
_ ann E.E
F= (2.10)
F’(E,t//)
Daugiklio .- buvimas bendruoju atveju nesupaprastina (2.10) sumos
skaiciavimo. Taciau, jei Fn, priklauso tik nuo E,, Fun=F(E,), tai
F =F(E). (2.11)

Rasime mikrokanoninio skirstinio klasikini artini. Pazyméje klasikiniu
artiniu aprasomos izoliuotosios sistemos energija Hp, leistinuy busenu tikimybés

tankij galime iSreiksti lygybe, analogiska (2.1):

0, jeiH #H,
p(H)=9 " ’
A jeiH =H,. (2.12)

Kokia savybe turi pasiZyméti A, nustatome iSnagrinéje tikimybés normavimo

salyga (1.15). Joje (S—:{} - aprézta H funkcija, o Siuo atveju p priklauso taip pat
74

tik nuo integravimo kintamojo H ir pagal (2.12) nelygi nuliui tik viename taske

H=H,. Tarus, kad A - baigtinis dydis, iSplauktu, jog (1.15) integralas lygus

nuliui, todél normavimo salyga nebutu tenkinama. Vadinasi A negali buti

baigtiniu dydziu. Taigi p(H) turi Sitokia savybe: ji lygi nuliui, kai H # H ir virsta
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be galo didele, kai H = H,. Tokia savybe pasizZzymi Dirako delta funkcija 6(H-H,),
todél galime rasSyti:
p(H)=Cs(H-H,). (2.13)
(2.13) proporcingumo daugiklis C gali priklausyti tik nuo H. Ji nustatome i$§

(1,15) normavimo salygos:

jca(H-HO)(S—m dH =1. (2.14)

74

Pasinaudoje 6(H —H,) savybe, randame

-1
c=| |, (2.15)
oH,
74
¢ia I'=T'(H,,y). Tuomet normuotas mikrokanoninio skirstinio klasikinis artinys
-1
or
p(H)= o(H—-H,). (2.106)
H, ),
Mechaninio dydzio statistinis vidurkis
or )
F = [F(a, p)p(H)dr =[F(q, p)[ﬁH J S(H —H,)dr. (2.17)
0/y

Jei F(q,p)=F(H), tai, taikydami vidurkiui (1.16), turime F =F(H,). Bendruoju
atveju, kai F(q,p) néra tik H funkcija, o atskirai priklauso dar ir nuo q ir p, po
(2.17) integralu esanti Dirako delta funkcija nesupaprastina to integralo
apskaic¢iavimo.

Nesudétinga apskaiéiuoti, jog H =H,, kaip ir kvantinio modelio atveju.
Pabrézdami Hp statistine prasme, (2.16) perrasome Sitaip:

(orY' o o
p(H)—(éﬁjwé'(H H). (2.18)

Cia I' apskai¢iuotas kaip H funkcija, T =T'(H,y).

Mikrokanoninio skirstinio klasikini artini 1902 m. paskelbé JAV fizikas
Dz.Gibsas, todél mikrokanoninis skirstinys dar vadinamas Gibso mikrokanoniniu
skirstiniu. Realiai egzistuojanciu izoliuotuy sistemu néra, todél sistemuy
charakteristiky skaiciavimas, taikant mikrokanoninj skirstinj, téra akademinis
uzdavinys. Taciau toliau matysime, kad mikrokanoninis skirstinys svarbus
nustatant kitu neizoliuotu, sistemu mikroskopiniu busenu pasiskirstymo

désnius.
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2.2. Mikrokanoniniu skirstiniu apraSomuy sistemy pagrindiné

statistinés termodinamikos lygybé

Statistiniu vidurkiy (2.10) arba (2.17) iSraiSkos nusako mechaninés kilmés
dydziu statistinius atitikmenis. Taciau tokie budingi makroskopinés sistemos
parametrai, kaip entropija ir termodinaminé temperatira, neturi mechaniniy
atitikmenu, todél neiSreiSkiami (2.10) arba (2.17) formulémis. Minéty dydziu
statistinius atitikmenis suraSysime remdamiesi atitikmens postulatu. Pirmiau
aptarsime kvantini modeli. Mikroskopinés busenos tikimybés iSraiSkoje (2.9) téra
vienintelis parametras P, priklausantis nuo energijos atitikmens E ir iSorinio
parametro y , kuris néra atsitiktinis dydis, taigi, yra stebimasis dydis. Vadinasi P,
kaip stebimyju dydziu atitikmenu bei stebimuyju dydziu funkcija, gali buti susieta
su tam tikru dydziu atitikmenimis. Makroskopines sistemas apibudinantys
dydziai yra arba adityvieji, arba intensyvieji, tuo tarpu P neturi né vienos Siu
savybiu. IS tikruju, tarus, kad sistema sudaryta iS dvieju izoliuotu posistemiu
(daliu), kuriu leistinuy busenu skaiciai atitinkamai yra P; ir P> bei atsizvelge i tai,
kad, pvz., esant pirmosios posistemés busenai apibréztai, skirtinguy sistemos
busenuy yra tiek, kiek ju turi antroji posistemé, randame jog P=P;P,. Vadinasi

InP=InP, +InP,,
todel InPyra adityvusis dydis ir gali buti susietas su adityviu stebimuoju dydziu.
Apskaiciuosime In P diferenciala. Randame

dlnP:(aln_Pj dE +[ 2P 4y (2.19)
E ), ov ).

Jeigu sistema apibudinama daugiau negu vienu iSoriniu parametru, tai (2.19)
deSiniosios pusés antrasis démuo buty reiSkiamas analogiSku démenu suma
visais iSoriniais parametrais. I§ (2.19) iSreiSkiame dE :

(ampj
_ 0 _
d4E = dinP v e

dv.
(8lnP) (8lnPj 4
E ), e ),

Pertvarkysime (2.20) deSiniosios pusés koeficienta, esanti prie dy . Pirmiau

(2.20)

rasime keleta sarySiu, naudingu keiciant kintamuosius. Tarkime U ir V yra dvieju

nepriklausomu kintamuju x ir y funkcijos. Apibréziame determinanta
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wn [2)
=)

X
Tarkime V=y, tada ( ) (—j =0 ir i§ (2.21) randame dalinés iSvestinés
y

(2.21)

iSraiSka determinantu:

(Q) _oU.y) (2.22)
X a(x,y)
Kintamuju pakeitimo taisykle iSreiskia lygybe

A%y)  Ats) axy)
Cia t ir s — nauji kintamieji. (2.23) lygybés teisinguma galima patikrinti Sitaip:
sudauginame (2.23) desSiniosios pusés determinantus, iSreikStus pagal (2.21), ir
pasinaudojame sudétingos funkcijos diferencijavimo taisykle.
Taikydami (2.22), o po to ir (2.23), randame
olnP) a(nP,E) d(InP,E) d(InP,y) (GE) (0P (2.24)
( o J ~ w.E) anPy) aw.E) __(aw]mp( oE j

Cia atsizvelgta i tai, kad sukeiCiant vietomis U ir V arba x ir y, keiciasi

determinanto (2.21) Zenklas. IraSe (2.24) iSraiska i (2.20), turime

L L0 B (2.25)
(amp) oV )yp
oE ),

Dabar pasinaudojame E iSraiSka ir diferencijuojame parametru y :

(EJ (a ij =z((aEnj Wn+E”(i5EEj ] (2.26)
al// InP al// n InP n al// InP P al// ’ InP

ié‘EE:ié‘EE o= a 5EE'aE (2.27)
oy oE, ™ oy 6E oy

Kronekerio deltos iSvestinéms apskaiciuoti panaudosime jos ivaizdi:

S o =lime & &, (2.28)
Tuomet

0 5, =lim(-2a(E, ~E)e =" )=0 2.29

8? EnE_al—l;l;lo_ Cl( no )e - ( ) )

n
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Toki pati rezultata gautume diferencijuodami ¢, ; ir energijos vidurkiu. Taigi

(aﬁj =Z(8E“j W (2.30)

oy oy

n

Pagal kvantinés mechanikos rezultatus 5
7

iSreiSkia jégos, atliekancios

darba keiciant y, kvantmechanini vidurki, raSoma su prieSingu zenklu. Mes
darba laikome teigiamuoju, jei dél jo didéja sistemos energija, taigi jéga

apibréziame prieSingu zenklu negu mechanikoje. Todél

(GE“ ) =¥ (y.,InP), (2.31)
a‘/j InP

¢ia ¥, - minétos jégos kvantmechaninis vidurkis. [rase (2.31) i (2.30), turime

(a—E} =¥ (y,InP), (2.32)
61// InP
o pastaraji rezultata i (2.25), randame
L "y (2.33)
(a In Pj
oE ),
Cia
oA = WPdy (2.34)

jégos ¥ elementariojo darbo kei¢iant y statistinis vidurkis.

Pagrindiné termodinamikos lygybé, siejanti energijos diferenciala dFE ir
elementaruji darba JA, yra Sitokia:

dE =TdS + oA, (2.35)
¢ia T - termodinaminé temperatura, S — entropija. Lygybé galioja pusiausvirai
sistemai ir sieja eksperimentu kontroliuojamus, t.y., stebimuosius dydzius.
Palygine (2.33) su (2.35) ir remdamiesi atitikmens postulatu, galime teigti, kad
dinP

(élnpj '
E ),

yra stebimojo dydzio 7dS (elementaraus Silumos kiekio) statistinis atitikmuo. IS

Cia plaukia, kad entropijos statistinis atitikmuo

S, =kInP (2.36)

o termodinaminis temperaturos statistinis atitikmuo
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- b (2.37)

TS'[
k(@ln PJ
E ),

Kadangi Ss: turi turéti entropijos dimensija JK?, o InP yra nedimensinis

dydis, tai (2.36) desSiniojoje puseéje paraSytas pastovus daugiklis k, turintis
entropijos dimensija. Sis dydis statistinéje fizikoje neapskaiciuojamas. Jis
nustatomas eksperimentu ir vadinamas Bolcmano konstanta. 7y iSraiSkoje dydis
k atsiranda todél, kad elementaraus Silumos kiekio statistinis atitikmuo, kuris
dabar reiSkiamas sandauga 75:dSs: , nepasikeisty. Panaudoje Sss ir 7 iSraiSkas,
vietoj (2.33) turime
dE =T,dS, +dA. (2.38)

Tai ir yra mikrokanoniniu skirstiniu aprasomu sistemu pagrindiné statistinés
termodinamikos lygybé. Toliau dydzius Ss ir 75 zymésime tiesiog S ir 7. Tai
neturéty sudaryti painiavos, nes statistinés fizikos formulése visada yra tik
statistiniai entropijos ir termodinaminés temperaturos atitikmenys, o ne
termodinaminés (stebimosios) vertés.

Tai, kad (2.38) lygybe, rasta statistinés pusiausvyros sistemai, laikome (2.35)
lygybés, galiojancios termodinaminés pusiausvyros sistemai, atitikmeniu, reiSkia
jog statistiné pusiausvyra yra termodinaminés pusiausvyros atitikmuo. Situo
pagristas statistinés pusiausvyros sistemu mokslo pavadinimas statistine
termodinamika.

Dabar aptarsime klasikini artini. Palygine (2.18) ir (2.9) iSraiSkas matome,
kad (GF/ aﬁ)w yra kvantinio modelio dydzio P atitikmuo: abi tos funkcijos

priklauso nuo energijos statistinio vidurkio ir iSorinio parametro y bei abieju

funkciju logaritmams budinga adityvumo savybé. Apie InP adityvuma jau kalbéta,

o dabar isitikinsime, kad InT taip pat adityvus; Cia

ﬂ(ﬁ,l//)Z(s—%j . (2.39)

Tarkime, sistema sudaryta iS nesgveikaujanciu daliy. Tuomet sistemos
fazinis taris lygus daliy faziniu tariu sandaugai, ['=I'1[2... Vadinasi In['-adityvusis
dydis, t.y., proporcingas makroskopinés sistemos daleliu skai¢iui. InTt

iSreiSkiame Sitaip:
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lnﬂ=ln[a—£] —In r[aln_rj =1nr+1n(81n_r] . (2.40)
oH ), oH J, oH J,

Kadangi H taip pat proporcingas sistemos daleliu skaiciui, tai (2.40) deSiniosios

pusés antrojo démens logaritmo argumentas nuo daleliy skaic¢iaus nepriklauso.
Vadinasi, makroskopinés sistemos atveju (2.40) deSiniosios pusés antrasis

démuo yra mazas lyginant su pirmuoju, kuris proporcingas sistemos daleliuy
skaiciui. IS cCia plaukia, kad, kai sistema makroskopiné, Inm proporcingas
sistemos daleliuy skaiciui, t.y., adityvus, ir kad matematiniuose sarySiuose In7
gali buti pakeistas dydziu InI. Toliau sekdami kvantinio modelio atveju,

apskai¢iuojame Inz diferenciala ir i§ jo iSreiskiame dH :

W= +
(élnﬁj (6ln7z] (Glnﬂj
oH ), UoH ), oH ),

Pagaliau H iSreiske (1.10) pavidalo formule bei skirstinio funkcijai 5(H —ﬁ)

(61n72‘]

— 0 _ H

g Az Loy )5 dix (aHj dv. 2.41)
8l// Inz

panaudoje lygybe

— . T n
O\H-H)=lm——F—, (2.42)
e
rastume
[ﬁJ =¥(In7T,y). (2.43)
al// InJT

Cia ¥ - mechaninés jégos, atliekancios darba keiciant v, statistinis vidurkis.
Lygindami (2.41) ir (2.35) matome, kad klasikinio artinio entropijos statistinis
atitikmuo reiSkiamas lygybe

S=Kklnrz, (2.44)
o termodinaminés temperattros - lygybe

T-__ L (2.45)

k(alnﬂ') ’
oH ),

kuriose, kaip jau nustatyta, vietoj Inz gali bati jrasytas InI'. Cia k — kaip ir

anksc¢iau — Bolcmano konstanta.
(2.36) ir (2.44) entropija iSreiSkia energijos vidurkiu ir iSoriniu parametru.

Analogiskai (2.37) ir (2.45) sieja termodinamine temperatira, vidutine energija bei
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iSorini parametra ir yra pagrindiniai sarySiai nustatant vidutines energijos
prieklausa nuo 7. Taip pat matome, jog apibudinant izoliuotaja sistema,
pagrindinai teorijoje apskaic¢iuojami dydziai yra Parba I".

Nors kvantinio modelio ir klasikinio artinio entropiju iSraiSkas gana
panasSios, taCiau tarp ju yra principinis skirtumas. Mikroskopiniu busenu
skaiCius P - bedimensinis dydis, todél (2.36) entropijos dimensija vienareikSmiai
apibréziama konstanta k. Tuo tarpu klasikinio artinio dydziai 77 ir ' yra
dimensiniai, o dél to klasikinio artinio entropijos iSraiSka gana keista. Joje yra du
skirtingy dimensiju démenys: vieno ju dimensija sutampa su k dimensija, o kitas
pastovus ir lygus Aln[/T]. Nors pastarasis keistos dimensijos démuo iSnyksta
skai¢iuojant entropijos iSvestines, vis tik klasikinio artinio entropijos iSraiSka yra
ydinga. Taigi darytina iSvada, jog entropijos prigimtis kvantine.

Izoliuotos sistemos energija yra grieztai pastovi, todél kyla klausimas, kokia
energijos statistinio vidurkio diferencialo, o tuo paciu ir pagrindinés statistinés
termodinamikos lygybés prasmé? Atsakymas tik toks: pagrindine statistinés
termodinamikos lygybe palyginamos izoliuotos sistemos (o ne sistemal), kuriu
energijos skiriasi nykstamai mazai. Gretinant Siu sistemu savybes nustatomas
joms visoms vienodas parametras — termodinaminé temperatira (jos statistinis
atitikmuo) — dydis, iSreiSkiantis kiek turi pakisti neatliekant darbo izoliuotu
sistemuy energija, kai pereinant nuo vienos sistemos prie kitos, entropija pakinta

vienetiniu dydziu.

2.3. Kanoninis skirstinys

Nagrinésime uzdara, bet su aplinka energija besimainancia, sistema. AiSku,
kad energijos mainus sukelia sistemos ir aplinkos daleliu saveika. Aplinka be
apribojimu galime laikyti tokia didele, kad ji kartu su tiriamaja sistema sudarytu
izoliuotajg sistema. Kadangi mus domina statistinés pusiausvyros tiriamoji
sistema, tai ja apraSysime kaip pusiausviros izoliuotosios sistemos maza dali.

Tiriamosios sistemos (toliau sistemos) mikroskopine busena apibrézianciu
kvantiniu skaiciu rinkini Zymésime raide s, o aplinkos atitinkama rinkinj — raide
t. Tuomet izoliuotosios sistemos mikroskopinés busenos, kai sistema busenos s,
o aplinka busenos t, kvantiniu skaic¢iu rinkini n sudarys rinkiniai s ir t. Matéme,

jog izoliuotosios sistemos mikroskopinés busenos n tikimybé
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W, = =
P(E,v)
kurios iSraiSkoje dabar
E,=E,+E, +Eg, (2.46)
cia Es, Et, Est — atitinkamai sistemos, aplinkos ir sistemos bei aplinkos saveikos
energijos (pastaroji priklauso nuo abieju daliy kvantiniu skaic¢iu). ISorinés salygos
apibréziamos ne nurodant aplinkos mikroskopine busena (to ir padaryti nebuty
imanoma), o iSoriniu busenos parametru vertémis, todél formuluojame Sitoki
uzdavini: kokia sistemos apibréztos mikroskopinés busenos tikimybé, kai
aplinkos busena bet kokia? Pazyméje ieSkomajq tikimybe W ir taikydami tik
tikimybiu sumavimo taisykle, turime
E +E+Eq, E(J
W, Z Z P(E,.v) (2.47)

(2.47) iSraiSka visiSkai tiksli, taciau dél ten esancio saveikos démens Est,
susumuoti rinkiniu t ir nustatyti Ws prieklausa nuo Es (ka turétume padaryti
pagal nepilnutinio aprasymo postulatg) neimanoma. Todél aptarsime sistemos ir
aplinkos saveikos energijos vaidmenij visos izoliuotos sistemos energijoje. Pirmiau
tarkime, kad daleliu saveikos jeégos artisiekés (pvz., elektriSkai neutraliu atomu
arba molekuliy saveikos jégos). Tuomet Es: lems saveika tik tuy sistemos ir
aplinkos daleliu, kurios yra arti sistema ir aplinka skiriancio pavirSiaus. Kadangi
sistema makroskopine, tai arti minéto pavirSiaus esanciu daleliy skaicius yra
zymiai mazesnis, negu visas sistemos daleliu skaiCius. Es lemia visuy sistemos
daleliu kinetine ir tarpusavio sgveikos potenciné energija, todél galime raSyti

E|>>|Eq|- (2.48)

Aplinka daug didesné uz sistema, todél jos energija juo labiau didesné uz
Est. Remdamiesi ¢ia gautais vertinimais, izoliuotosios sistemos energijos
iSraiSkoje démeni Es: praleisime, raSydami, kad

Eo = Es + Ex. (2.49)

Taciau (2.49) iSraiSka nereiskia, jog Est lygus nuliui. Mat, jei taip butu, tai dél to,
kad Es ir E: priklauso nuo skirtinguy nepriklausomu kintamuju, o ju suma
pastovi, iSplauktu, kad ir Es bei E¢ yra pastovus, t.y., kad sistema bei aplinka yra
izoliuotosios, kaip ir turéty Siomis salygomis buti. (2.49) reiskia, jog Es (kaip ir E)
néra vienareikSmis dydis, o dydis, kurio neapibréztumo intervalas sutampa su

Est.
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Sudétingiau vertinti Eg, kai daleliu saveikos jégos toliasiekés (pvz., Kulono,
gravitacinés). Siuo atveju praktiSkai visos sistemos dalelés saveikauja su aplinkos
dalelémis. Galima irodyti, kad, didéjant sistemos matmenims, Es: didéja sparciau,
negu Es, todél bet kokiu matmenu sistemai negalioja (2.48). Taciau iS teoriniu
vertinimy bei stebéjimu plaukia, kad zemiskuyju matmenu sistemoms (t.y.,
egzistuojancioms Zemés pavirSiuje, turin¢iy matmenis, palyginamus su Zemeés
matmenimis) vis tik galioja (2.48), todél galima pasinaudoti (2.49) iSraiSka.

Taigi, nepriklausomai nuo daleliu saveikos pobudzio, ZemiSkuju matmenu
sistemoms vietoj (2.47) galime raSyti Sia sistemos mikroskopinés busenos
tikimybés iSraiska:

W, =zﬁ_ (2.50)
T P(Eg,v)

ParaSytoje iSraiSkoje nepaisyta mazu dydziu lyginant su Es, todél iS jos
galima nustatyti tinkamg Ws prieklausa nuo Es, kuri, kaip jau minéjome, turi
buti laikoma atsitiktiniu dydziu, fliuktuojanc¢iu dél sistemos saveikos su aplinka.

Dabar (2.50) rinkinyje t iSskirsime kvantini skaic¢iu E:, o likusiuosius
pazymeéje t, turime

Z E,. ZZ £y 2nEY P(Eoo,) 2:51)

P(EOal/’) (EOal//) E,
Cia P(E:,y) — aplinkos energijos vertés E: iSsigimimo laipsnis. DeSinioji (2.51)

suma lengvai susumuojama ir ieSkoma tikimybe iSreiSkiame lygybe

_ Pt(EO - Es’W)
W (E,) =~ et (2.52)

Rasime iSreikSta (2.52) prieklausa nuo Es. Izoliuotosios sistemos energija Eo
zymiai didesné uz Es, todél funkcijoje P energija Es yra mazas dydis. Es budinga
adityvumo savybé, kurios, kaip matéme anksciau, neturi mikroskopiniu busenuy
skaicius P, todél P; skleisti Es laipsniu eilute neparanku. Apibréziame adityvig
funkcija

S,(E, —E,,w)=kInPR,(E, - E_,p), (2.53)
kuria ir iSskleisime Es laipsniais. Cia proporcingumo daugiklis k — pastovus,
teoriSkai neapskaiciuojamas, o eksperimentiSkai nustatomas dydis (Bolcmano
konstanta).

ISskleide S;, turime
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BEpy) ETSEy)

S,(Ey —E,.p) =S, (Epp) —E, S V0 5 E2
0 0

1 8St(an‘//)_|_
) S (Eg,¥) ok,

= S, (E,.w)| 1-E (2.54)

[vertinsime (2.54) skleidinio démenis. Kadangi Es, Eo ir St — adityvieji dydziai,
tai, tare, kad sistema ir aplinka iS tos pacios rusSies daleliuy, galime apibreézti
vidutine vienai dalelei tenkancia energija (ja zymeésime ¢) ir vidutine vienai dalelei
tenkancia funkcijos S; verte (ja Zymésime e) ir minétus dydzius ivertinti lygybémis

Es=¢Ns, Eop=&No, St=e N, (2.59)
¢ia Ns — sistemos, Np — izoliuotosios sistemos, N: — aplinkos daleliy skaiciai.

Pasinaudoje (2.55), turime Sitoki (2.54) iverti:

N, Olne
St(EO_ESDV/):St(EO’W)[l_ +} (2.56)
N, Olne¢
Cia Olne/dlng - tam tikra bedimensiné viendalelé charakteristika, iSreiksta

dvigubo logaritmo mastelyje, todél pastovi ir negalinti Zenkliai virSyti 1. Vadinasi
(2.56) deSiniosios pusés antrasis démuo, lyginant su 1, yra mazas, nes
proporcingas labai mazam dydziui N,/N,. (2.56) daugtaskio démenys proporcingi
N, /N, aukstesniems laipsniams, todél dar labiau mazesni. Vadinasi, pirmos eilés

mazy dydziu tikslumu, galime rasyti:

9S,(E,,¥)

St(Eo_EsaV/):St(Eoﬂ//)_E aEO

(2.57)

IraSe Si skleidini i (2.53) ir iS jos iSreiSke Py, sistemos mikroskopinés busenos
tikimybe (2.52) iSreiSkiame lygybe
=
W, (E,)=Ae 7. (2.58)
Cia pazymeéti dydziai

Si(Eo.¥)

k

A C ’ l:last(Eo,l//) (2.59)
P(E,.w) 6 Kk GE,

nepriklauso nuo sistemos busenos. (2.58) daugikli A nustatome i§ normavimo
salygos:
E
dDW,=A>e? =1. (2.60)
Pazymeéje
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ES
0

Z@p)=Ye ", (2.61)

(2.58) perrasome Sitaip:
1 -E

WS(ES)=26 ‘, (2.62)
o apibréze funkcija

F(O,y)=-60InZ (2.63)
ir Sitaip

W, (E;)=e ? . (2.64)

(2.62) arba (2.64) iSreiSkia kanonini (pagrindini) skirstini — su aplinka
saveikaujancios uzdaros sistemos mikroskopiniu busenu pasiskirstymo désni.

Aplinkos savybes aptarsime véliau, c¢ia pastebédami, kad skirstinio
parametro 6 verte lemia aplinkos busena. (2.61) lygybe apibrézta funkcija Z
priklauso nuo sistemos savybiu (jos energinio spektro) ir vadinama kanoninio
skirstinio statistine suma — trumpiau statistine suma.

Statistiné suma yra apskaiCiuojamasis dydis, todeél iSnagrinésime kelis
sumavimo busenomis pavyzdzius. Tarsime, kad sistema sudaryta iS

nesaveikaujanciu daleliu. Taikydami 2 uzdavinio rezultatus, galime rasSyti

cia N - daleliu skaiCius, a — vienos dalelés statistiné suma, kuri taip pat

reiSkiama (2.61) formule

&
— o
a=)e "’ (2.66)
S

Cia ¢; —s busenos dalelés energija.

Tarkime, dalelé juda sferiSkai simetriSkoje osciliatorinéje potencinéje duobéje

2
U(F) = ”;" r’, (2.67)

Cia u — dalelés masé, ® — duobés parametras ( (2.67) potencialas naudojamas

atomo branduolio teorijoje). Cia mes nespresime kvantinés mechanikos

uzdavinio, o pasinaudosime zinomu rezultatu, jog dalelés energija

& =&, =ho2n+| +%) , (2.68)
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kurios iSraiSkoje n=0,1,... — radialusis kvantinis skaicius, 1=0,1,... — orbitinis
kvantinis skaicCius. Dalelés busena nusako kvantiniu skai¢iu n, 1, m rinkinys; m -
orbitinio momento dedamosios kvantinis skaicius, igyjantis vertes m=-1,-1+1,...,1.

Todél

e’ =S+l Femty (2.69)

n,l,m n,1=0

QJ

ho

ISreiske (2.69) sumu sandaugomis, pazymeéje ( = e ¢ , bei pasinaudoje lygybémis
zqk =T > quk :q_zqka (270)

randame

_9
2.71
T ( )

Kitas pavyzdys - dalelée — tamprusis rotorius. IS kvantinés mechanikos

zinome, jog rotoriaus Hamiltono operatorius
"2
=L (2.72)
21’

Cia I — rotatoriaus inercijos momentas, - judesio kiekio momento operatorius.
Matome, kad H ir [* skiria tik pastovus daugiklis %, todel H ir L” tikrines
funkcijos bendros, o tikrinés vertés skiriasi minétu daugikliu. [* tikrinés vertés

lygios #°l(I+1), o rotatoriaus bisena nusakoma kvantiniais skaiciais 1 ir m. Taigi

rotatoriaus
& =& :E(2I +1), (2.73)

o statistiné suma

R21(1+1)

=Ze_%=i(2l+l)e_ 20 (2.74)

Pastaroji suma bendruoju atveju gali buti susumuota tik skaitmeniskai.
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2.4. Kanoniniu skirstiniu apraSomuy sistemy pagrindiné
statistinés termodinamikos lygybé

Siame skirsnyje rasime (2.35) lygybés statistini atitikmeni ir iSaiSkinsime

skirstinio parametru 6 ir F(@, y) prasme. Tuo tikslu (2.64) normavimo salyga
F-Ey
Ze o =1 (2.75)

diferencijuojame parametrais y ir 6. Apskaiciave daline iSvestine iSoriniu

parametru bei pasinaudoje¢ (2.31) lygybe, turime

(SI/FIJ o \Pss (l//)
W, ~——*

. =0.- (2.76)

Laikome, kad 0 # O (véliau matysime, kad tokia prielaida pagrista), (2.76) abi
puses padauginame iS 6 ir, pasinaudoje tikimybés normavimo salyga bei
statistinio vidurkio iSraiSkos formule, randame

[fj =¥ (6,p), (2.77)
oy ),
cia ¥ - jégos, atliekancios darba keiCiant iSorini parametra vy, statistinis vidurkis.
Dabar apskaiCiuojame daline iSvestine parametru 0. Atsizvelge i tai, kad Es

nuo 0 nepriklauso, turime

(GFJ

00 -

> W, v _F ZES =0. (2.78)
0 0

S

Padaugine (2.78) abi puses iS§ 62, randame
E:F-@(ﬁj . (2.79)
00 ),

Apskaiciave (2.79) abieju pusiu diferencialus bei pasinaudoje (2.77) lygybe,

dE:(ﬁj de{fj dw—(ﬁj d@-@d(ﬁj =
00 ), oy ), 00 ), 00 ),

=m[—[2—';jw}+%y/. (2.80)

gauname
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Palygine (2.80) su (2.39) ir jau zinodami, kad @d(// yra elementariojo darbo
statistinis atitikmuo, darome iSvada, jog (2.80) deSiniosios pusés pirmasis démuo
yra termodinaminés temperaturos ir entropijos diferencialo sandaugos atitikmuo.
(2.64) formuléje matyti, kad 6 turi energijos dimensija, todél sistemos
termodinaminés temperaturos statistini atitikmeni T iSreiSkiame lygybe

kT =0, (2.81)

¢ia k — JK-1 dimensijos daugiklis, nustatomas stebéjimais (Bolcmano konstanta).

Tuomet entropijos statistini atitikmeni reiSkiame lygybe

sz—(fj . (2.82)
ot ),

Taigi (2.80) yra kanoniniu skirstiniu apraSomu sistemu pagrindiné
statistinés termodinamikos lygybé. (2.81) lygybéje matyti, kad sistemos
termodinaminés temperatiros statistinio atitikmens verte lemia ne sistemos, o
aplinkos busena. Antra vertus, Si lygybé sulygina skirtingu sistemu — sistemos ir
aplinkos — dydzius. AiSku, kad Sie dydziai turi buti vienodu dimensiju. Tad,
apibréze dydi T,=6/k, turinti K dimensija, ji galime vadinti aplinkos
termodinamine temperatura. Tuomet vietoj (2.81) turétume lygybe

T =Ta )
kuri termodinamikos prasme reikS§ty sistemos ir aplinkos S§ilumos mainy
pusiausvyra, kaip ir turéty buti statistinés pusiausvyros salygomis.

Pagrindinius kanoninio skirstinio sarysius dabar galime uzrasyti Sitaip:

W, =e " | (2.83)
F=—kTInZ, (2.84)

E
Z:Ze ko (2.89)

bei jégos ir energijos statistinius vidurkius Sitaip:

Y= (fJ (2.86)

ov ).
E:F—T(ﬁj :—Tzi(ij : (2.87)

ar ), oT\T ),

Pastarosios penkios lygybés kartu su (2.82) entropijos iSraiSka yra
pagrindinés formulés, naudojamos iSvedant busenos lygtis, t.y., nustatant

busenos parametry sarySius. (2.87) dar vadinama Helmholco formule. Siose
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formulése termodinaminé temperatura T, kurios verte, matéme, lemia aplinkos
busena, yra sistemos ir aplinkos energijos mainus apibudinantis dydis. Aplinkos
termodinaminé temperatura Ta. yra pastovi (nepriklauso nuo sistemos
mikroskopinés busenos). Didelé, pastovios temperaturos sistema vadinama
termostatu. Todél dabar galime suformuluoti Sitoki teigini: kanoninis skirstinys —
tai termostate esancios sistemos mikroskopiniuy busenu pasiskirstymo désnis.
Pagal Si désni (ziar. (2.83)), kitaip negu izoliuotajai sistemai, leistinu busenu
energija gali buti jvairi.

(2.84) lygybe isreikSta funkcija F =F(T,y) vadinama laisvaja energija, arba
Helmholco energija (tiksliau — yra S§iu energiju statistinis atitikmuo). Pasinaudoje

(2.82) lygybe, (2.87) perraSome Sitaip:

F=E-TS, (2.88)
o tarus, kad y yra sistemos turis V, slégi p pagal (2.86) iSreiSkiame lygybe
o _(fj _ (2.89)
oV );

Cia slégio, kaip termodinaminés jégos, Zenklas nustatomas remiantis tuo, jog

slégio jégu elementarusis darbas reiSkiamas lygybe SA=-pdV, t.y., Sis darbas

laikomas teigiamuoju, jei ji atliekant didéja sistemos energija.
2.5. Kanoninio skirstinio klasikinis artinys

Tikimybé, kad sistemos mikroskopinés busenos vaizduojamos fazinés erdvés
tario elemento dI's taskais, kai aplinkos busena bet kokia, iSreiSkiama Sitaip:

dw, =dr, | Mdl‘t , (2.90)
H(Ho"//)

¢ia H - izoliuotosios sistemos Hamiltono funkcija, kuria iSreiSkiame, nepaisydami
sistemos ir aplinkos saveikos energijos, H = Hs + H; (Cia, kaip ir 2.3 skirsnyje,

indeksu s Zymimi sistemos, o indeksu t — aplinkos dydziai). Pazyméje

Ht(HtaV/):(j& ] (2.91)

ir suintegrave (2.90), randame

dw, =Ht(H°‘HS"”)drS. (2.92)
ﬂ(HO’l//)

Tikimybés tankis
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)= Ht(HO _H57W) )
: z(Hy,v)

Pazymeéje S,(H, - H,,w)=kInIl,(H, - H,,y) ir St iSskleide Hs laipsniuy eilute bei

ps(H (2.93)

pakartoje 2.3 skirsnio vertinimus, vietoj (2.93) randame

H?

p(H)=Ac? . (2.94)

Daugikli A nustatome iS p, normavimo salygos ir turime Sitokia p, iSraiSka:

HS
(-5 (2.95)
ps s) = *
Z(0.v)
Cia
Hs
ZO,p) = je o dr, (2.96)
vadinamas kanoninio skirstinio statistiniu integralu - trumpiau statistiniu
integralu.
Pagaliau apibréze funkcija
F(eal//) =—0h'lZ(0,l//), (297)
(2.95) perrasome Sitaip:
F-H,
pi(H)=¢ 7 . (2.98)

(2.95) arba (2.98) iSreiSkia kanoninio skirstinio klasikinj artinij.
Pagrindine statistinés termodinamikos lygybe iSvedame remdamiesi
sarySiais, kurie, kaip ir 2.4 skirsnyje, randami diferencijuojant tikimybés

normavimo salyga

F-H,

fe o dr, =1. (2.99)
Ir klasikiniu artiniu lieka galioti (2.81), (2.82), (2.86), (2.87), (2.88), (2.89) pavidalo

formulés, tik jose vietoj E rasomas H, o F, suprantama, reiSkiama (2.97), (2.96)
formulémis. Cia, kaip ir mikrokanoninio skirstinio atveju, klasikinis artinys turi
ydu. Mat statistinis integralas (2.96) yra dimensija turintis dydis, todél laisvosios
energijos (2.97) dimensija gana keista. Taciau Sie dimensiniai nesklandumai
nesireiskia laisvosios energijos iSvestinése: jégos, energijos statistiniai vidurkiai

randami tinkamu dimensiju.
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Kanoninio skirstinio klasikini artini taip pat paskelbé Dz.Gibsas. Todél
kanoninis skirstinys (ne tik klasikinio artinio) dar vadinamas Gibso kanoniniu

skirstiniu.

2.6. Vienodo pasiskirstymo désnis

Taikysime kanoninio skirstinio klasikini artini ir iSnagrinésime statistini

vidurkj
F-H
J.x H agr. (2.100)
Cia H - sistemos Hamiltono funkcija; Xx,- s laisvés laipsnio apibendrintoji

koordinaté, arba apibendrintasis judesio kiekis. Pointegraline (2.100) funkcija
perrasome Sitaip:

F-H F-H
xiﬂ KT = —KTX, ie kT
OX ; ' OX.

i

ir kintamuoju X; suintegruojame dalimis. Randame

. B o
]maxdr' +kTJ.ekT _Idl"’ (2101)
OX

X] min .
]

T A1 F-H
X ﬁ = —kTJ-xie kT
OX

i
]

: OX;
Cia dI'=dldx;. Kadangi axil.:g” ir galioja (2.99) normavimo salyga, tai
J

nagrinéjamasis vidurkis

~oH =
X, — = kT&; —ijxe KT Nime g, (2.102)
axJ Xj min
Tarkime, kad X;- judesio kiekis, X;=p;. Tuomet X, =-0, X, =0 ir

Siuose ribiniuose taskuose H = o (kinetiné energija igyja be galo didele verte).
Siuo atveju (2.102) pointegraliné funkcija lygi nuliui ir
X; S—H—kTé‘ (2.103)
j

Prisimine (2.103) daugiklio J;kilme, matome, kad nagrinéjamasis vidurkis

nelygus nuliui tik tada, kai x; sutampa su p;. Taigi

il
Jépj

=KT . (2.104)
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Sioje lygybéje matome, jog (2.104) kairiosios pusés statistinis vidurkis
nepriklauso nuo laisvés laipsnio — kiekvienam laisvés laipsniui tenka vienodai:
kT. Kadangi H lygi kinetinés T ir potencinés U energiju sumai, o U nuo p;j

nepriklauso, tai vietoj (2.104) galime raSyti

pjﬂ:kT. (2.1095)
op;
Prisiminsime vienalytés daugelio kintamuju funkcijos g(x1,Xo,...,Xs) savybe
xia—g:ng, (2.106)
o OX
¢ia n - funkcijos g vienalytiSkumo laipsnis. Kinetiné energija yra antrojo

laipsnio vienalyté judesio kiekiu funkcija.

f
ija—T=2T, (2.107)

Cia f — laisvés laipsniu skaicius. Matome, kad %p i a@_T yra vieno laisvés laipsnio
j

(laisvés laipsnio j) kinetiné energija.
Pasinaudoje (2.1095) lygybe, randame

o O _KT

1
P = (2.108)
i

t.y., vieno laisvés laipsnio kinetinés energijos statistinis vidurkis nepriklauso nuo
o . . 1
laisvés laipsnio ir lygus EkT .

Pastarasis teiginys vadinamas vidutinés kinetinés energijos vienodo
pasiskirstymo laisvés laipsniais teorema. ApskaiCiave (2.107) abieju pusiu
statistinius vidurkius bei pasinaudoje (2.105) lygybe, randame sistemos kinetinés

energijos statistinio vidurkio universalig iSraiSkq laisvés laipsniu skaic¢iumi:
f:%ka. (2.109)

Dabar tarkime, kad x; — koordinaté ¢q; (laisvés laipsnio j apibendrintoji
koordinaté). Koordinatés ribinéms vertéms bendruoju atveju H # «. Taciau, jeigu
sistemos dalelés juda grieztai ribotoje erdvés srityje (pvz., dujos arba skysciai yra
induose, kuriu sienelés daleliu nepraleidzia), reiSkia, kad ta erdvés dali ribojancio
pavirSiaus (sistema ribojanc¢io pavirSiaus) taskuose yra be galo aukstas

potencinis barjeras. Tuomet ribinéms g; vertéms H = o . Siais ir kitais atvejais
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(pvz., harmoniniam osciliatoriui), kai ribiniuose koordinac¢iu taskuose H = o ,

(2.102) integralas iSnyksta ir gauname

oH U

I g kT 2.110
q; o0 q; 20, ( )

Dydis g S—U vadinamas j laisvés laipsnio virialu (terming 1870m. pasitle
J
Klauzijus). Taigi, vidutinis vieno laisvés laipsnio virialas nepriklauso nuo laisvés
laipsnio ir lygus kT. Sis teiginys vadinamas vidutinio virialo vienodo
pasiskirstymo laisvés laipsniais teorema. Vidutinés kinetinés energijos ir
vidutinio virialo pasiskirstymo laisvés laipsniais teoremos iSreiSkia vienodo
pasiskirstymo désni.

Bendruoju atveju potenciné energija néra vienalyté koordinaciu funkcija.
Tuomet, remiantis (2.110), negalima surasti U i§rai§kos. Taéiau vidutinio virialo
teorema svarbi analizuojant daleliu saveikos jégas, kai pastarosios néra zZinomos.
Jeigu U yra vienalyté n laipsnio koordinaciu funkcija, tai, pasinaudoje¢ (2.106) ir

(2.110), randame
U=—f (2.111)

ir, atsizvelge i (2.109), gauname Sitokia sistemos mechaninés energijos statistinio

vidurkio iSraiska:
— (1 1
H =(—+—)ka . (2.112)
2 n

Matome, kad energijos statistinis vidurkis nepriklauso nuo iSoriniu
parametry ir yra tik termodinaminés temperaturos tiesiné funkcija. Siluminé

talpa, kai pastovus iSorinis parametras,

CU/= ﬁ =[l+ljkf (2.113)
oT y 2 n

yra pastovus dydis. Harmoninio osciliatoriaus n = 2, todél vienmac¢io harmoninio
osciliatoriaus

H=kT . (2.114)

Klasikiniu artiniu neegzistuoja maziausia neskaidoma medzZiagos dalele,

todél laisvés laipsniu skaicius f priklauso nuo to, kg pasirinksime nebeskaidoma

dalele. Vadinasi, neribotai skaidydami medziaga i vis mazesnes dalis, galime

pasiekti ir f = o . Tai dar viena klasikinio artinio yda, kuri, matysime, nesireiskia
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kvantinio modelio atveju. Todél pagrindinése Sio skirsnio formulése (2.109),
(2.111) — (2.113) svarbiausia yra prieklausa ne nuo f, o nuo termodinaminés

temperaturos.

2.7. Maksvelio skirstinys

Cia veél remiamés kanoninio skirstinio klasikiniu artiniu ir formuluojame

Sitoki uzdavini: kokia tikimybeé, kad sistemos daleliu judesio kiekiai yra iS

elementariy intervaly E,E +d E,...,p—N, p—N +d p—N , kai visuy daleliu koordinatés

— —_—

r,...r, - betkokios (N — sistemos daleliy skaicius)?

Pastebésime, kad klasikiniu artiniu daleliuy vidiné sandara nenagrinéjama —
dalelés laikomos materialiais taskais. Jeigu dalelés matmenys reikSmingi ir jos
negalime laikyti materialiu tasku, tai ¢ia ir toliau roir Breiké dalelés masés
centro radiusa vektoriy ir masés centro judesio kieki.

Pagal kanonini skirstinj p(H)dI'(dl'=d’rd’p,..d’r,d’p,) iSreiskia tikimybe,
jog daleliu koordinatés ir judesio kiekiai yra i§ elementariy intervaly,
apibrézianciuy dI'. Todél ieSkomaja tikimybe dW(E,...,pT{) surandame taikydami
sumavimo taisykle tikimybei p(H)dI', t.y., pastaraja integruodami visu daleliu
koordinatémis:

AW (py..... py) =d°p,..dpy [ p(H) A’ (2.115)

Kadangi H=T + U, tai

ET(p) UK

p(H)=e ¥ ¢ &

ir (2.115) integralas koordinatémis atsiskiria, todél formaliai gali buti

suintegruotas nepriklausomai nuo U pavidalo. Pazyméje

v
AT,yp)=[e¥d’r..d%n,,

(2.115) perrasome Sitaip:

)

dW(p,,.... py)=Ce " d’p,..d°p,,, (2.116)

Cia
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nepriklauso nuo judesio kiekiuy. Toliau formuluojame Sitoki uzdavini: kokia
tikimybé, kad vienos kurios nors dalelés, tarkime pirmosios, judesio kiekis iS
intervalo E,E+d3{, kai kitu daleliuy judesio kiekiai bet kokie ir visu daleliu
koordinatés bet kokios? Sia tikimybe surandame tikimybei (2.116) taikydami
sumavimo taisykle, t.y., (2.116) integruodami judesio kiekiais E,...,pT,. Kadangi
kinetiné energija
N 2

T(p) =Z%
(m; — 1 dalelés masé), tai, integruojant (2.116), integralai skirtingais judesio
kiekiais atsiskiria ir ieSkoma tikimybe iSreiSkiame Sitaip:

pi

dW(p,)=Be ™™ d’p,, (2.117)

T'(p)

B=Cle ¥ d’p,.d’p,,

—

T'(p) =

N 2
P
=2

2m,
(2.117) konstanta B paprasciausia nustatyti ne pagal jos pateikta iSraiSka, o iS

(2.117) tikimybés normavimo salygos

2

“Td*p, =1. (2.118)

p

J‘Be_zm

Apskaiciuosime (2.118) integrala. Turime

2 2ip2ep? " 2 3
[ gip o _| foama
I—je d p—J'e dp,dp,dp, = J'e dp, | -

—00

Dimensinis integravimo kintamasis visada keistinas bedimensiniu. Siuo atveju

bedimensinis

Py
7 \/2ka'

Tuomet
Lo 3
| =((2mkT)?> j e dn)’ = (22mkT): .

Normuota (2.117) tikimybé

p2

e2™Td3p, (2.119)

_

1
W(p)—m
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Cia praleistas dalelés numerio indeksas, nes (2.119) galioja bet kuriai
sistemos dalelei, kurios masé m. (2.119) iSreiSkia Maksvelio skirstini — bet kaip
sgveikaujanciy daleliu sistemos vienos bet kurios dalelés judesio kiekio
pasiskirstymo désni. Kadangi Sis skirstinys galioja bet kaip saveikaujancioms
daleléms, tai jis yra universalus klasikinio artinio skirstinys. (2.119), perrasyta

dalelés greiciui V= B/ m, 1860 m. sudaré D. Britanijos fizikas Dz. K. Maksvelis.

2.8. Bolcmano skirstinys

Nagrinésime kanoninio skirstinio klasikiniu artiniu aprasoma
nesaveikaujanciuy daleliu, esanciu iSoriniame lauke, sistema. Formuluojame
Sitoki uzdavinij: kokia tikimybé, kad vienos kurios nors sistemos dalelés — tarkime
pirmosios — koordinatés ir judesio kiekis yra iS intervaly E,E+dE;E,E+ da , kai
visuy kituy daleliu koordinatés ir judesio kiekiai bet kokie? IeSkoma tikimybe,
taikydami tikimybés sumavimo taisykle, iSreiSkiame Sitaip:

dW(rT,E):d3r1d3p1fp(H)d3r2d3pz...d3rNd3pN . (2.120)

Kadangi dalelés nesgveikauja, tai

Cia H; — i-tosios dalelés Hamiltono funkcija (energija). Siomis salygomis iS
(2.120) integralo iSsikelia daugiklis, priklausantis nuo H; , o po integralu likusi
funkcija nebepriklauso nuo E ir E ir gali buti suintegruota. Taigi vietoj (2.120)

galime rasSyti:

Hl
dW(r,, p,) = Ae ¥7d°r,d’ p,. (2.121)
Cia esantj daugikli A nustatome i§ (2.121) normavimo salygos. Turédami

démesyje tai, kad
H, 0, p) =24 U (E), 2.122)
2m,

(U(Fl)— dalelés, esancios taske rT, potenciné energija), normuotg (2.121) tikimybe

iSreiSkiame Sitaip:
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p> U

e 2mkT kT

dW(r, p) = d’rd’p. (2.123)

U

(27amkT)*? [ ¥ d°r

Rastoji lygybé galioja bet kuriai sistemos dalelei, kurios masé m ir kurios
potenciné energija U(F) , todél dalelés numerio indeksas, buves (2.121) iSraiSkoje,
praleistas. (2.123) iSreiSkia Maksvelio ir Bolcmano skirstini — nesaveikaujanciu
daleliu, judanciu pagal klasikinés mechanikos principus, koordinaciu ir judesio
kiekiu pasiskirstymo désni.

Dabar suformuluosime Sitoki uzdavinij: kokia tikimybé, kad
nesaveikaujanc¢iuy daleliy sistemos vienos bet kurios dalelés koordinatés iS
intervalo F,F+d?, kai kity daleliu koordinatés bet kokios ir visu daleliy judesio

kiekiai bet kokie? leSkoma tikimybe randame suintegrave (2.123) judesio kiekiu:

U()
e KT

dW (r) = d’r. (2.124)

U
J.e KT d3r

Pastaroji lygybé iSreiSkia Bolcmano skirstini — nesaveikaujanciu daleliu
sistemos bet kurios dalelés koordinaciu pasiskirstymo désni. Pagrindinis (2.124)
taikymas — iSoriniame lauke esancios sistemos daleliy tankio apskaiciavimas.

Tarkime, sistema i§ vienody daleliy. Tada daleliy, kuriy koordinatés iS intervalo
F,F + dF, skaicius

dN(r) = NdW (r). (2.125)

Daleliu tankis n(F) - tai vienetinio tario sistemos dalies daleliu skaicius. Jj

randame dN(F) padaling i$ tario elemento d°r:

~ Ne T
"N =— (2.126)
J-e KT dr
(2.126) galime uzraSyti ir Sitaip:
nry=n,e *7, (2.127)

Cia np — daleliu tankis erdvés taske, kuriame U(r')=0. (2.127) formule 1868 m.

sudaré Austrijos fizikas L. Bolcmanas.
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Dalelés, kuri yra Zemeés traukos lauke arti Zemés pavirsiaus, U(F): mgz ; Cia
g — laisvojo kritimo pagreitis, koordinaté z skai¢iuojama nuo Zemés pavirsiaus

vertikale. Tuomet arti Zemés pavirsiaus daleliy tankis

mgz

n(z)=nee v, (2.128)
n, — tankis Zemés pavirSiuje. Toli nuo Zemés pavirSiaus (2.128) negalioja.Bet

kokiame nuotolyje nuo Zemés pavirsiaus
u(r)--2, (2.129)

¢ia A>0 - pastovus dydis. Beje, (2.129) pavidalo yra ir Kulono traukos lauko
potenciné energija. (2.129) potencinés energijos atveju 1, (2.127) iSraiSkoje butu

daleliy tankis nuo traukos centro be galo nutolusiame taske. Pagal (2.126)

G -1
n, = N(J.e KT d3rj .

IraSe ¢ia (2.129) ir suintegrave kampais, randame

N o A -1
— KTr 2
n, = 4”[J'e” r drj , (2.130)

R
¢ia R — Zemés radiusas. (2.130) integralas diverguoja virSutiniame rézyje,
todél np=0. Vadinasi ir n(r)=0 visuose taSkuose. Gautaji rezultata reikety
suprasti Sitaip: tarus, kad (2.129) pavidalo iSoriniame lauke esanti
nesaveikaujanciy daleliy sistema yra statistinés pusiausvyros, plaukia, jog toje
sistemoje daleliu néra. Antra vertus, jei pasirodytu, kad (2.129) lauke esancioje
neribotu matmenu sistemoje daleliu yra, iSeitu, jog toji sistema néra statistinés

pusiausvyros.
2.9. Idealiyju duju laisvoji energija ir entropija

Nagrinésime termostate esancia sistema, sudaryta i§ nesaveikaujanciu bei
pagal klasikinés mechanikos désnius judanc¢iu daleliy, laikomu materialiais
taskais. Tokia sistema vadinama idealiosiomis dujomis, kartais klasikinémis
idealiosiomis dujomis. Tarsime, kad iSorinio lauko néra, o dalelés vienodos.

Tuomet sistemos Hamiltono funkcija

N, p;
H :Z%’ (2.131)
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o pagal (2.96) statistinis integralas

H
Z:je'de3r1d3p1...d3rNd3pN : (2.132)

[ (2.132) irase (2.131), matome, kad Z iSreiSkiamas integraly

a:je'ﬁolﬁ’riolf’pi =V (22mkT )2 (2.133)
sandauga (Cia V — sistemos turis). Visi daugikliai, kuriu yra N, vienodi, todél

Z = an. (2.134)
Idealiuju duju laisvoji energija ((2.97) formule)

F = —kT InZ = —NKT InV (22mkT)*? ],
arba kitaip:

F = —NKT (InV +%1n(27zka)) (2.1395)
Pagal (2.82) entropija

S= —(a—':] — NK(InV + > In(27emkT)) . (2.136)
oT ), 2

Makroskopinése teorijose termodinamikoje ir statistinéje fizikoje laikoma,
kad makroskopinés sistemos energija yra adityvi, t.y., kad makroskopinés
sistemos energija lygi jos makroskopiniu daliu energiju sumai. Energijos
adityvuma, iSreikSta (2.49) formule, aptaréme 2.3 skirsnyje. IS energijos
adityvumo iSplaukia, kad ir laisvoji energija turi buti adityvi (ziar. (2.87) lygybe).
Kadangi termodinaminé temperatura intensyvusis dydis (ziar., pvz., (2.37)), tai
(2.82) lygybéje matyti, kad entropija taip pat adityvi. Tuo tarpu (2.135), (2.136)
deSiniosios pusés néra adityvios.

IS tikryju, N - adityvusis dydis, ir todél, kad minétos iSraiSkos butu
adityvios, daugikliai prie N turétu buti intensyvieji dydziai. Taciau skliaustuose
esantys daugikliai turi démenj In V, kuris néra intensyvusis dydis. Gibsas,
pastebéjes S§i klasikinio artinio nesklanduma, pasiulé ir jo paSalinimo buda.
Prisiminkime, kad, skaiiuojant statistini integrala (2.96), integruojama visais
fizinés erdvés tasSkais, vaizduojanciais skirtingas sistemos mikroskopines
busenas. Toks integravimas kyla iS tikimybés normavimo salygos. Klasikinéje
mechanikoje sistemos mikroskopinés busenos, besiskiriancios vienodu daleliuy
busenu sukeitimu, laikytinos skirtingomis, nes gali buti atskirtos pagal daleliu
pradines busenas. Gibsas pasiulé visas sistemos mikroskopines busenas,

besiskiriancias vienodu daleliu busenu sukeitimu, laikyti sutampanciomis.
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Tuomet iSplauktu, kad fazinés erdvés tario elementu dI =d’rd’p,..d°r,d’p,

anksc¢iau vaizduotu sistemos mikroskopiniu bUsenu skaiCius turi sumazéti N!
kartu, nes tiek yra galimu daleliu perstatymu, nepakeicianc¢iu dI' didumo.
Kadangi normuojant tikimybe turi buiti sumuojama (Siuo atveju integruojama) tik
skirtingomis busenomis, tai tikimybés normavimo integrale bei statistiniame

integrale dI'turi buti pakeistas dydziu dI'/N!. Tuomet vietoj (2.134) turétume

N

_a (2.137)
N!
o laisvaja energija ir entropijq iSreikStume Sitaip:
vV 3 2
F= —NkT[an+Eln(27ze3ka)], (2.138)
vV 3 :
S= Nk[lnﬁ+aln(27ze3ka)]. (2.139)

% - dvieju adityviu dydziu santykis intensyvusis dydis, todél (2.138), (2.139)

deSiniosios pusés yra adityvieji dydziai, kokiais ir turéty buti.

Pagal (2.89) idealiuju duju slégis

p:_(ﬁ] _ NKT (2.140)
N )TV

randamas vienodas tiek panaudojant (2.135), tiek ir pataisytg (2.138) laisvosios
energijos iSraiska.

Gibsas savo situlyma suformulavo dar prie§ sukuriant kvanting mechanika,
todél jis buvo tik formalus budas tinkamoms entropijos, laisvosios energijos ir
kity adityviu dydziu iSraiSkoms rasti. Véliau, kvantinéje mechanikoje, vienodu

daleliy neatskiriamumo (tapatumo) principas igavo gilig prasme.
2.10. Gibso paradoksas

Tarkime, jog idealiuju duju sistema yra

uzdarame inde, pertvertame pertvara, kuriai
Nl, Vl N27 VQ
pasSalinti atliekamo darbo galime nepaisyti
p, T p, T
(3 pav.). Skirtingose pertvaros pusése esanciu
daliu turiai ir daleliy skaic¢iai bendruoju atveju
3 pav.

skirtingi, bet abieju daliu temperattros ir slégiai
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vienodi. Sistema statistinés pusiausvyros. Stai tokios sistemos pradinés busenos
entropija bus sudéta i§ daliu entropiju, reiSkiamuy (2.139) lygybe:

vV, 3 2
S, +S,=NKk lnN—+Eln 2meimKT | [+

1

5
+N2k{ln\N/—2+%1n(27ze3m2kT)}. (2.141)

2

Dabar tarkime, kad abiejose pertvaros pusése yra tos pacios dujos (vienodu
daleliu) ir paSalinkime pertvara. Kadangi abieju daliu slégiai ir temperaturos
vienodos, tai pagal (2.140) ir daleliu tankiai vienodi, todél, paSaline pertvara,
nestebésime jokio makroskopinio reiSkinio, sistema liks pusiausvira.
Apskaiciuosime sistemos, kurioje pertvara pasalinta, entropija. Dabar sistemos

taris lygus V, +V, ir jame yra N, + N, vienodu daleliu, todél pagal (2.139)

3
Si =(N, + Nz)klln%+%h{2ﬂe3mﬂﬂ. (2.142)

1 + 2
Galutinés ir pradinés busenu entropiju skirtumas
AS=S,,-S,-5,=0, (2.143)
t.y., entropija nepakito, kaip ir turéjo buti, nes joks makroskopinis reiSkinys
paSalinus pertvara nevyko (iSvedant (2.143) pasinaudota tuo, kad m =m, =m ir
kad daleliy tankiai N,/V,, N2/ V2, (N1+ Ng) / (V1 + V) yra vienodi).

Pagaliau tarkime, kad pradzioje pertvaros skirtingose pusése yra skirtingos
dujos, pvz., iS skirtingu masiu daleliu ar pan. Pradinés busenos entropija
reiSkiama (2.141) lygybe. Pasalinus pertvara, vyksta skirtingy duju maiSymosi
reiSkinys, kol galiausiai nusistovi statistinés pusiausvyros galutiné busena,
kurioje kiekvienas sandas yra pasiskirstes visame turyje. Galutinés busenos
entropija yra sudéta is atskiru sanduy entropiju, skaic¢iuojamu pagal (2.139):

5
S,., = le{lnvll;:vz +%ln[27ze3mlkTﬂ+

1

3
Nzk{lnv‘g—vz+%ln(2m3m2ﬂﬂ. (2.144)

2

Dabar galutinés ir pradinés busenu entropiju skirtumas

VitV | kit Ya leln\N/—‘— Nzkln\N/—‘:

1 2 1 2

AS =N kIn
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=N]kln%+ Nzklnvlv;zvz>0. (2.145)

Matome, kad Siuo atveju entropija padidéjo, kaip ir turétu buti. Taciau is
(2.145) plaukia, kad entropijos padidéjimas priklauso tik nuo daliuy turiu ir sandu
daleliy skaiCiu, bet nepriklauso nuo daleliu individualiu charakteristiku, pvz.,
masés. Klasikiniu artiniu bet koki skirtingas daleles skirianti pozymi galima
keisti tolydziai. Tarkime, ta skirianti pozymi tolydziai maziname. Kol pozymiai,
kad ir nykstamai mazai, skiriasi, entropijos pokytis reiSkiamas (2.145). Kaip tik
pozymiy skirtumas iSnyksta, entropijos pokytis reiSkiamas (2.143), t.y., pozymiui
pakitus nykstamai mazai, entropijos pokytis pakinta baigtinio dydzio Suoliu.
Suoliskas AS kitimas tolydziai keiciant daleles skirianti pozymi klasikinéje
fizikoje nepaaiSkinamas ir vadinamas Gibso paradoksu. Gibso paradoksa
iSsprendzia kvantiné mechanika, pagal kurig kiekvieng savybe galima keisti tik
tam tikromis baigtinémis porcijomis — kvantais. Kol bent vienas kvantas skiria
daleles — jos skirtingos. Vienodomis tampa pasSalinus paskutini skirtingumo
kvanta - baigtini, o ne nykstamai maza savybés dydi. Kadangi dalelés tampa
vienodomis savybei pakitus baigtiniu dydziu — kvantu, tai suprantamas ir nuo tos

savybés priklausancio AS SuoliSkas pokytis.
2.11 Didysis kanoninis skirstinys

Nagrinésime atviraja sistemg. Sios sistemos daleliu (medziagos) mainams
apibudinti nepakanka nepilnutinio aprasymo artinio (1.35), (1.34), pagal kuri
mikroskopinés busenos tikimybé yra tik busenos energijos funkcija. Todél
nepilnutinio aprasymo postulatg prapleCiame, tardami, kad mikroskopinés
busenos tikimybé yra ne tik energijos, bet ir daleliu skaiCiaus funkcija ( kai
sistema daugiasandé - visu sandu daleliu skaic¢iu funkcija). Pirmiau
apibendrinsime mikrokanoninj skirstini, aprasantj izoliuota sistema. Kai sistema
izoliuota, tai, tarus, kad ji vienasandé, visy jos leistinu busenu daleliy skaicius

yra vienas ir tas pats ir ji zymésime N,. Formaliai laikydami, kad izoliuotos

sistemos daleliu skaicius N yra kintantis, mikroskopinés busenos tikimybés (2.7)
iSraiSkos deSiniojoje puséje turime priraSyti daugikli, uztikrinanti, jog visi N turi
sutapti su N,. Tuomet turime Sitokia apibendrinta mikrokanonini skirstini
iSreiSkiancia lygybe
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W, _ OeaeOw, (2.146)
P(E,,N,,y)

Cia sistemos mikroskopiné busena apibréziama nurodant sistemos daleliu
skaiCiy ir tg skaiciy atitinkanti kvantiniy skaiciu rinkinj n. Izoliuotosios sistemos
mikroskopiniu busenu skaicius P(Eo,No,y) — tas pats mikroskopiniu busenu
skaicius, kaip ir (2.7) iSraiskoje, tik (2.146) lygybéje pabrézta tai, jog jis priklauso
nuo sistemos daleliy skaiciaus. Daugiklis nn, uztikrina, kad, taikydami (2.146),
gautume tuos pacius rezultatus kaip ir (2.7) atveju.

Dabar formuluojame uzdavini, analogiSka kanoniniu skirstiniu aprasSomai
sistemai: kokia aplinkoje esancios ir su ja energija bei dalelémis besimainancios
sistemos mikroskopinés busenos tikimybé, kai aplinkos busena bet kokia?
Pakartoje samprotavimus, kuriais remdamiesi radome (2.50), dabar ieSkoma

tikimybe iSreiSkiame Sitaip:

é‘E E,-E é‘N Ny,—N
WS — Nt »=0 sNg to'NO S . 2.147
N %:Zt: P(E,,N,,¥) ( )

Cia, kaip ir 2.3 skirsnyje, s zymi sistemos, t — aplinkos dydzius. Sumoje rinkiniu t
iSskyre aplinkos energija Euw, pazyméje tos energijos iSsigimimo laipsni
P (Ew, Ny, ¥) bei po to susumave dydziais Ew, ir Nt, randame

_ R(E, —Eq, Ny —Ng,w)

SN (2.148)
s P(E,,No,y)

Visada Ng << No, todél ir

E5N5‘<<|EO|.
Apibréziame adityvia funkcija S, =kInP, ir ja skleidziame mazy dydziu Esn,

bei Ns laipsniu eilute. Remdamiesi tais paciais vertinimais, kurie buvo padaryti

(2.54) skleidiniui, dabar turime

0S 0S
St(EO_EstaNO_Ns?‘//):St(EO’NO’!//)_EsNS(éEt] _Ns(ath . (2149)
0/N 0 Eow

Sistemos mikroskopinés busenos tikimybe (2.148) iSreiSkiame lygybe

UN-Eoy

W, =Ae ¢ (2.150)

kurioje N — sistemos daleliy skaicius, A nepriklauso nuo s ir N, o

1_1f25 M 105 ) (2.151)
0 k\oE,),, @ kN, ),

45



46
Matome, kad dydziai 6 ir p nepriklauso nuo sistemos busenos: ju vertes lemia
aplinkos busena.

Daugikli A (2.150) nustatome iS tikimybés normavimo salygos

D W, =1. (2.152)
sN
Apibréze
UN-Eon
E=Ye¢ ¢ , (2.153)
sN
(2.150) perrasome Sitaip:
HN-Egy
e 4
WSN = —_ ’ (2 .1 54)
0, pazymeje
A=-0InZE, (2.155)
ir Sitaip:
A+uN-E o
Wy =e 7 . (2.156)

(2.153) lygybe apibréztas dydis = priklauso nuo 0, pu, y ir vadinamas didziaja
statistine suma. (2.154), (2.156) iSreiskia didjji kanoninj skirstinj, dar vadinama
Gibso didziuoju kanoniniu skirstiniu. Parametry p ir 0 prasme nustatysime

kitame skirsnyje.

2.12. Didziuoju kanoniniu skirstiniu apraSomu sistemu pagrindiné
statistinés termodinamikos lygybé

Cia, kaip jau daréme ir anksciau, ieSkosime informacijos i§ universalaus
sarysio — tikimybés normavimo salygos
dYe ¢ =l. (2.157)
sN
Turédami démesyje, kad A=A4(0,u,v), o Esw priklauso tik nuo vy, (2.157) abi

puses diferencijuojame parametrais vy, p ir 0. ISdiferencijave iSoriniu parametru v,

() =
oy o oy

D Wy, =0. (2.158)
sN 9

randame
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ESN

Padaugine abi (2.158) puses iS 0 bei atsizvelge i tai, kad 3
7

sutampa su jégos,

atliekancios darbag keiciant y, kvantmechaniniu vidurkiu, vietoj (2.158) turime
lygybe, iSreiSkiancia jégos statistini vidurki

@:(%J ) (2.159)

oy o

Cia jéga iSreiksta kintamaisiais 0, p ir y. Dabar diferencijuojame parametru p:

(MJ +N
ou o

D Wy, ————=0. (2.160)
~ 0
IS pastarosios lygybés plaukia
N:—(a—’q : (2.161)
ou o

Cia vidutinis sistemos daleliu skaic¢ius N iSreikstas kintamaisiais 0, p ir .
ParaSant (2.161) lygybe pasinaudota jprastine statistinio vidurkio iSraiSka

N=>Nw, . (2.162)
sN

Pagaliau, apskaiciave daline iSvestine parametru 6, randame lygybe

00 _
SW,, o AFN B | o) (2.163)
sN 9 9

i§ kurios iSreiSkiame energijos statistini vidurki
E:z—e(%j +uN . (2.164)
00),,
Cia E nusakytas kintamaisiais 0, p ir y. ApskaiCiave (2.164) abieju pusiu
diferencialus bei pasinaudoje (2.159) ir (2.161) lygybémis, turime:
dE=&d| -| — +WYdy +udN . (2.165)
00),,
Sios lygybés deSiniosios pusés démuo @dw - elementarusis darbas, atliktas
kei¢iant iSorini parametra dydziu dy. Paskutinysis démuo nusako energijos
pokyti pasikeitus tik vidutiniam daleliu skai¢iui dydziu dN. Kadangi N -

mechaninés kilmés dydis (kaip ir iSorinis parametras), tai démuo ,udﬁ
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priskirtinas elementariajam darbui. Taigi p - jéga, atliekanti darba, keisdama
sistemos vidutinj daleliu skaiciu. Sioji jéga vadinama cheminiu potencialu.
Irodoma, kad nepusiausvira savaiminé medziagos pernasa (pvz., nepusiausviras
fazinis virsmas) visada nukreipta iS didesnio cheminio potencialo sistemos dalies
i mazesnio cheminio potencialo sistemos dalj. Si u savybé analogiSka mechanikos
potencialo savybei. IS ¢ia ir p pavadinimas ,,potencialas”. Taip pat matome, kad p
verté lygi darbui, kuri reikia atlikti sistemos vidutini daleliuy skaiciu padidinant 1
(dN =1).

Vadinasi (2.165) deSiniosios pusés paskutiniyju dvieju démenu suma yra
elementariojo darbo statistinis atitikmuo. Tuomet pirmojo démens daugiklis 6 yra

termodinaminés temperatiros atitikmuo,

kT =6, (2.1606)
o entropijos statistinis atitikmuo iSreiSkiamas lygybe
S= —[%j . (2.167)
T ),

Taigi (2.165) yra atviryju sistemu pagrindinés termodinamikos lygybés
statistinis atitikmuo.
Pasinaudoje¢ anksc¢iau nustatytais sarySiais perrasome didziuoju kanoniniu

skirstiniu apraSomu sistemu pagrindines formules. Mikroskopinés busenos

tikimybé
A+uN-E o
W, =e ¥ | (2.168)
Cia
A=AT,1,p)=—KTInZ. (2.169)

AT, 1, ) vadinamas didziuoju termodinaminiu potencialu. Didzioji statistiné

suma

HN-E
Z=ET.up)=Ye 1 (2.170)

sN
yra pagrindinis apskaic¢iuojamasis dydis. Jégos statistinis vidurkis

E:%,w):[ﬁj , 2.171)

ov ),

o sistemos vidutinis daleliy skaic¢ius
N = —[%J . (2.172)

ou T
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Cheminis potencialas néra tiesiogiai eksperimentu kontroliuojamas dydis,
todél (2.172) yra lygtis cheminiam potencialui iSreiksti dydziais W,T,w, kurie
eksperimentu kontroliuojami. Energijos vidurki (2.164), panaudoje (2.166) ir
(2.167), iSreiSkiame Sitaip:

E=A-TS+uN. (2.173)
Prie (2.168) — (2.173), suprantama, pridétina ir entropijos (2.167) iSraiSka.

Matome, kad (2.166) ir kanoninio skirstinio (2.81) visiSkai analogiSkos, todél
visa, kas buvo pasakyta apie kanoninio skirstinio termodinamine temperatira,
tinka ir didziojo kanoninio skirstinio termodinaminei temperatiurai. Taigi didysis
kanoninis skirstinys —tai termostate esancios ir su termostatu dalelémis
besimainancios sistemos mikroskopiniu busenu pasiskirstymo désnis.

Pagrindiné didzZiojo kanoninio skirstinio taikymu sritis — kvantiniu reiSkiniy
analizé. Todeél Sio skirstinio klasikinio artinio ¢ia nenagrinésime.

Siame skyriuje aptaréme tris skirstinius, aprasancius izoliuota, uzdarg ir
atvira sistemas. Kai sistema yra aplinkoje ir su ja saveikauja, gali buti
suformuluoti ir kiti skirstiniai, atitinkantys kitas, negu iSnagrinétos, aplinkos
salygas, pvz., aplinkos, kurios pastovi ne tik temperatura, bet ir slégis, salygas.
Siomis salygomis slégis yra iSorinis busenos parametras, o taris priklauso nuo
sistemos busenos ir yra fliuktuojantis. Budingas pavyzdys — dujos, uzdarytos
slankiu stomokliu vertikaliai Zemés pavirSiuje pastatytame ritinyje. Kitas
pavyzdys — tankios plazmos atomas, kurio elektronu judéjimo sritis ribojama
pastovaus slégio apsupties. Taciau mikrokanoninis, kanoninis ir didysis
kanoninis skirstiniai yra pagrindiniai skirstiniai, kuriais remiamasi analizuojant

fizikinius bei cheminius reiskinius.
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ITI SKYRIUS

KVANTINE STATISTIKA

3.1. Kvantiniai reiSkiniai makroskopinése sistemose

Makroskopinése sistemose galimi kaip vienos dalelés (kvazidalelés) judéjimui
budingi kvantiniai reiSkiniai, taip ir reiSkiniai, esantys tik daugelio daleliu
(kvazidaleliu) kolektyve. Priklausomai nuo sistemos sandaros ir salygu, kuriomis
sistema yra, kvantiniai reiSkiniai gali lemti makroskopinés sistemos savybes,
arba gali buti tiek nereikSmingi, jog sistemai apibudinti pakaktu ir klasikinio
artinio. Svarbus Sio skyriaus uzdavinys — nustatyti salygas, kuriomis kvantiniai
reiSkiniai yra pakankamai ryskus.

Ivardinése makroskopinése sistemose esancius kvantinius reiskinius
(efektus).

Visos, arba tik dalis, sistema sudaranciu daleliu gali neturéti vidinés
sandaros, todél butu vaizduojamos materialiais tasSkais (pvz., puslaidininkio
elektronai, skylés ir t.t.). jeigu sistemos dalelé turi vidine sandara, bet jos masés
centro greitis mazas lyginant su Sviesos greiciu tuStumoje, tai maseés centro
judéjimas ir vidinis judéjimas yra nepriklausomi, o masés centro judéjimas
aprasomas kaip materialaus tasko judéjimas. Vienas i§ kvantiniu reiSkiniu yra
siejamas su laisvy materialiy tasku kvantuotu judéjimu.

Kitas reiSkinys — daleliu (kvazidaleliu) tapatumo kvantinis reiSkinys.
Klasikiniu artiniu vienodos dalelés atskiriamos pagal ju pradines busenas
(1.6 skirsnis, faziniu trajektoriju vienareikSmiSkumo savybé). Kvantinéje
teritorijoje vienodos dalelés nebeatskiriamos ir yra tapacios. Daleliu tapatumo
kvantinis reiSkinys neturi klasikinio atitikmens ir véliau matysime, tam tikromis
salygomis gali lemti sistemos savybes.

Klasikiniu artiniu aprasomos dalelés bei visos sistemos energija gali kisti
tolydziai. Taigi, pagal klasikinj artinj kiekviena sistema gali buti suzadinama kiek
norimu mazu energijos kiekiu. Realios makroskopinés sistemos yra baigtiniuy
matmeny ir sudarytos i§ saveikaujanciu daleliu, todél pagal kvantine teorija kaip
kiekvienos dalelés, taip ir visos sistemos energijos spektras yra diskretus,

sistemos busena negali buti pakeiciama (t.y., sistema negali buti suzadinama)
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suteikiant kiek norima maza energijos kieki. Taigi trecCiasis kvantinis reiSkinys —
energijos spektro diskretumas.

Pagaliau ketvirtasis kvantinis reiSkinys — sistemos daleliu vidiné sandara.
Atomu, molekuliu ar kity mikroobjektu vidiné sandara negali buti iSnagrinéta
klasikiniu artiniu, todél, kaip ir daleliu tapatumo reiSkinys, neturi klasikinio
atitikmens.

Toliau iSnagrinésime kiekviena Siu keturiu kvantiniu reiskiniu.
3.2. Laisvy materialiy tasky judéjimo kvantavimas

ISnagrinésime laisvo materialaus tasko judé¢jima. Realiose makroskopinése
sistemose, per kuriu pavirSiu dalelés neprasiskverbia, materialiu tasku
vaizduojamo objekto (dalelés) visiSkai laisvo judéjimo néra netgi tada, kai dalelés
nesaveikauja ir néra iSorinio lauko. Mat, laisvai judédamas objektas, priartéjes
prie pavirSiaus, pastarojo paveiktas keiCia busena, t.y., praranda turéta laisva
judéjima. Cia nagrinéjame tokio atvejo, kai pavirSiaus poveikis yra toliasiekis, nes
tai reikStu esant iSorini lauka. O kai pavirSiaus poveikis artisiekis, tai
makroskopinéje statistinés pusiausvyros sistemoje materialus taskas pavirSiaus
veikiamas iSbuna Zzymiai trumpiau, negu laisvai judédamas. Dél to pavirSiaus
poveikio galime nepaisyti ir laikyti, tarsi sistema butu be galo didele, t.y., tarsi
materialus taskas visg laikg judéty laisvai.

Kanoniniu skirstiniu apraSomos sistemos pagrindinis apskaic¢iuojamasis
dydis yra statistiné suma (2.85). Kadangi sistemos, sudarytos i§
nesaveikaujanciy daleliu, statistiné suma lygi daliu statistiniu sumu sandaugai
(ziar. 2 uzdavini bei 2.9 skirsni), tai laisvu materialu tasku sistemos statistinei
sumai apskaiciuoti pakanka zZinoti vieno bet kurio materialaus tasko statistine

suma;
a= Zeg, (3.1)
n
C¢ia €, —N busenos materialaus tasko energija.
ApibréSime dvieju erdvés radiusu vektoriu r ir I bei parametro

1 ..
- funkcija:
P kT Ja
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B(r,r', )= e, (re,(r), (3.2)
n
Cia ¢, - nuostoviosios Sredingerio lygties sprendinys:

H ()@, (r) = &,0,(F) (3.3)

H(F)— materialaus tasko (kol kas nebutinai laisvo) Hamiltono operatorius.

Funkcijos ¢, normuotos lygybe:

[or(Dp,(nd’r =1, (3.4)
o integruojama sistemos turio srityje.
Apskaiciave (3.2) funkcijos, kurioje r=r , integrala sistemos turio srityje ir
atsizvelge i (3.4) lygybe, turime:

jB(F,F,ﬂ)dﬁ =Se =a. (3.5)

Matome, kad materialaus tasko statisting suma galime apskaiciuoti ne tik

pagal (3.1), t.y., sprendziant (3.3) lygti ir surandant visus ¢,, bet ir Zinant

funkcija B(EF’, ) . Rasime Sios funkcijos lygti.

Isdiferencijave abi (3.2) puses parametru g, turime :

oB e o
—=—>¢ce e (r r, 3.6
Y, ;n @ (g, (1) (3.6)

o paveike operatoriumi H (F) ir atsizvelge i (3.3), gauname:
HB=) g (N HMp, (N =2 e "¢ (r g, (). (3.7)
Palygine (3.6) ir (3.7) deSinigsias puses, matome, kad

BITLL) s
—5ﬂ =—H(r)B(r,r,p). (3.8)

Gautoji funkcijos B lygtis (ji vadinama Blocho lygtimi, o B — Blocho funkcija)

yra daline iSvestine parametru f, todél vienareikSmi (3.8) sprendini galime
surasti tik Zinodami B bent vienai parametro fvertei. Rasime B, kai f=0.
Kadangi ¢, sudaro uzdara baze, tai (ziur. 3 uzdavinj) is (3.2) plaukia:
B(r,r,0)=5(r —r). (3.9)
Vadinasi, rade (3.8) sprendini, tenkinanti (3.9) salyga, galime apskaiciuoti
materialaus tasko statistine suma nesiremdami pilnutiniu aprasymu.
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Laisvo materialaus tasko
N hZ
H(r)=——A, (3.10)
2m
¢ia i=h/27, h — Planko konstanta, m- tasko masé, A- Laplaso operatorius. Vietoj
(3.8) dabar turime
- - , o
BOLP N (st p). (3.11)
op 2m
(3.11) lygties pavidalas toks, kaip ir difuzijos lygties, kurioje laikas pakeistas

parametru #, o difuzijos koeficientas dydziu 7#/2m. (3.9) salyga reiSkia tai, jog
ySpradiniu®“ (£ =0) momentu erdvés taske F’yra vienetinis Saltinis ((3.9) deSiniosios

pusés integralas visais Flygus 1). Mus dominanciu atveju krastinés salygos
atitinka difuzijos begalinéje srityje krastinés salygas. Todél, pasinaudoje difuzijos

lygties sprendiniu ir nustatyta analogija, randame:

B(r,r . f)=——7e ™ . (3.12)

Tuomet pagal (3.5) turime:

3 3
L V@m)? _V(mmkT)?
- =

3 (3.13)
(47h* )
Cia
V= Id ’r
yra sistemos turis. Palygine (3.13) ir klasikinio artinio rezultata (2.133). matome,

kad

a as
a=rk]_|3’ (3.14)

t.y. laisvo materialaus tasko statistiné suma tik pastoviu daugikliu skiriasi nuo
klasikinio artinio (statistinio integralo), todél naudojant (3.13) laisvu materialiuy
tasky sistemai — idealiosioms dujoms — nepakistu laisvosios energijos, entropijos,
slégio ir kitu dydziu prieklausos nuo turio ir termodinaminés temperattiros

pobudis. Vis délto daugiklis h™(3.13) iSraisSkoje yra svarbus. Mat a,, turi veikimo

treCiajame laipsnyje dimensijg (ziur. taip pat 2.5. skirsnj), todél idealiuju duju
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laisvosios energijos bei entropijos iSraiSku (2.138), (2.139) dimensijos yra
netinkamos. Kadangi h dimensija lygi veikimo dimensijai, tai a (3.13) -
bedimensinis dydis. Panaudoje (3.13) idealiosioms dujoms, rastume jau tinkamu
dimensiju laisvosios energijos ir entropijos iSraiSkas.

Nustatysime h’kvantmechanine prasme (3.13) iSraiSkoje. Kvantinéje
mechanikoje iSvedama, jog materialaus tasko koordinaciu ir judesio kiekiuy
neapibréztuma sieja Heizenbergo neapibréztumu sarysiai:

AXAp, 2N,
AyAp, >h,
AzAp, > h. (3.15)

Sudaugine Siuos sarysius panariui, turime

AT >h’. (3.16)
¢ia AI' - materialaus tasko fazinis taris, kurio maziausia verté lygi h’. (3.15)
sarysiai sieja vienos kvantinés busenos materialaus tasko koordinates ir judesio
kiekius, todél plaukia, kad materialaus tasko viena kvantiné busena fazinéje
erdvéje turi buti vaizduojama ne faziniu tasku, o baigtinio dydzio faziniu turiu,
lygiu h’. Vadinasi materialaus tasko fazinés erdvés tario elementas dI'vaizduoja

ar

h3

skirtingy kvantiniu busenu. Kadangi skaiciuojant statistini integrala turi buti

(3.17)

integruojama skirtingomis busenomis, tai (2.133) integrale dI'=d’rd’p pakeite
pagal (3.17), rastume materialaus tasko statistinés sumos (3.13) iSraiSka. Dabar
galime tokia pagrindine iSvada: apraSydami laisvo materialaus tasko judéjima
galime remtis fazinés erdvés savoka, t.y., naudoti koordinate ir judesio kieki,

taciau kvantine busena fazinéje erdvéje turime vaizduoti ne faziniu tasku, o
h’didumo faziniu tariu. Jeigu materialaus taSko mechaniniy laisvés laipsniy yra

ne 3,0, tarkime, s, tai vieng kvantine busena vaizduos h®didumo fazinis taris.

3.3 Tapaciy daleliy pasiskirstymas busenomis

IS kvantinés mechanikos zinoma, kad vienodos dalelés, turinc¢ios vienodus
kvantinius skaiCius, néra nepriklausomos netgi tada, kai dalelés nesaveikauja

jégomis, priklausanc¢iomis nuo daleliu erdvinio atstumo. Pastarasis daleliu
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susietumas ir yra daleliy tapatumo kvantinis reiSkinys, toliau nagrinésime
didziuoju kanoniniu skirtiniu aprasoma vienodu daleliu sistema, o daleles
vaizduosime materialiaisiais taSkais. Taip pat laikysime, kad nuo atstumo
priklausanti daleliu saveika nereikSminga ir jos nepaisysime. Realios dalelés
visada saveikauja ir detaliojoje laiko aSyje ta saveika matoma kaip saveikaujanciu
daleliu busenu kitimas. Suformuluota daleliu saveikos nepaisymo prielaida
reiSkia tai, jog grubiojoje laiko aSyje, kurioje apibrézta sistemos statistinés
pusiausvyros busena, daleliy saveika reiskiasi tik daleliu busenu atsitiktinumu.

Sio skirsnio pagrindinis uzdavinys - rasti vienodus kvantinius skaicius
turin¢iu daleliy vidutinj skaiciy. Dalelés busena nusakanciu kvantiniu skaiciy
rinkinj pazymésime 7, o tos busenos vidutini daleliu skaiciy — n_I Skaicius n_idar
vadinamas 7 busenos vidutine uzpilda. Tos pacios busenos dalelés susietos
tapatumo reiSkiniu, o skirtingu busenu daleléms jos néra. Kadangi dalelés
nesgveikauja nuo atstumo priklausanciomis jégomis, tai visa sistema galime
vaizduoti kaip sudaryta iS nesaveikaujanciu daliy — posistemiu, kuriu kiekviena
sudaryty tik tam tikros busenos dalelés. Daleléms saveikaujant su aplinka ir
tarpusavyje (auksSciau minéta prasme) daleliy busenos kinta, todél jos iS vienu
posistemiy pereina i kitas. Vadinasi kiekvienos posistemés daleliy skaiCius yra
atsitiktinis, todél kiekviena posistemé turi buti apibudinama didziuoju kanoniniu
skirstiniu. Tarkime A, — posistemés, kuriq sudaro 7 busenos dalelés, didysis
termodinaminis potencialas. Tuomet, remdamiesi (2.172) formule, iSreiSkiancia

vidutinj sistemos, o §iuo atveju posistemeés, daleliu skaiciu, galime rasyti:

n_i:—(%j : (3.18)
ou -
Pagal (2.169)
A =—KkThhE,, (3.19)
o pagal (2.170) 7 posistemés didzioji statistiné suma
MNi—Ey;
Ei=>e (3.20)

cia N; - 7 busenos daleliy skaiCius, E, - 7 busenos daleliu energija (posistemes
energija). Kadangi dalelés nesaveikauja, tai

Ey, =Nigi, (3.21)
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Cia ¢&;- vienos 7 busenos dalelés energija. (3.20) paraSyta apibréztos busenos
sistemai, todél joje , skirtingai negu (2.170) iSraiSkoje, néra sumos busenomis.
ParaSant (3.20) panaudota tai, jog visu posistemiu cheminiai potencialai lygus is
tikruju. Kadangi sistema sudaro nesgveikaujancios posistemeés, tai pagal 2-jo
uzdavinio rezultatus visos sistemos didzioji statistiné suma lygi posistemiu
didziyju statistiniu sumuy sandaugai,

e (3.22)

[1]
[1]
[

1

todél visos sistemos didysis termodinaminis potencialas:

A=-kKThE=) 4, (3.23)

Cia panaudota (3.19) lygybé. Visos sistemos energija ir daleliu skaicius
Eqw =D Ey. N=D N,. (3.24)

Atsizvelge i (3.23) ir (3.24), sistemos mikroskopinés busenos tikimybe (2.168)

iSreiSkiame lygybe:
W, :1:Ie ko (3.25)

Kiekvienas (3.25) deSiniosios pusés daugiklis iSreiSkia tikimybe, kad tam
tikra posistemé sudaryta i§ atitinkamo skaiCiaus daleliu. Visos sistemos
apibréztos busenos tikimybé iSreikSta posistemiu tikimybiu sandauga, kaip Siuo
atveju ir turéty buti. Taip pat matome, kad kiekviena posistemé apibudinama
viena ir ta pacia cheminio potencialo verte, ka ir panaudojime paraSydami (3.20).

(3.20), atsizvelge i (3.21) perraSome Sitaip:

H=&i Ni
B, :Z et . (3.26)
N;
(3.26) sumavimas priklauso nuo daleliu sukinio vertes, todél skiriame du atvejus.
1. Dalelés sukinys s yra pusinis, t.y., S:%h, %h, ... . Siuo atveju tuos pacius

kvantinius skaiCius gali turéti ne daugiau kaip viena dalelé (Paulio draudimo
principas), t.y., N gali buti lygus O arba 1. Sitai ir iSreiSkia pusinio sukinio
daleliu kvantini tapatumo reiSkinj. Dabar (3.26) deSiniojoje puséje yra du
démenys ir

H&

B =l+e T | (3.27)

o pagal (3.19)
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H=¢&
A =—KT lr{1+e kT J (3.28)
Taigi vidutiné 7 busenos uzpilda pagal (3.18):
— 1
N =—= (3.29)
e +1

Matome, kad tam tikros busenos vidutinis daleliy skaic¢ius priklauso tik nuo
tos busenos dalelés energijos, bet nepriklauso nuo kitu tg busena apibrézianciu
kvantiniuy skaiCiu. Pusinio sukinio daleliy vidutinés uzpildos pasiskirstymas
busenomis vadinamas Fermio ir Dirako pasiskirstymu, o (3.29) deSiniosios pusés
funkcija — Fermio ir Dirako funkcija. Pusinio sukinio dalelés dar vadinamos
fermionais. Taigi fermiony sistemos vidutinis daleliu skaicius

N=Yn=3 S (3.30)

ek 41

(3.30) yra fermionu sistemos cheminio potencialo apskaiciavimo lygtis, nusakanti
u kaip N, T'ir iSorinio parametro v (nuo jo priklauso ¢;) funkcija.
Pagal (3.23), (3.24) fermionu sistemos didysis termodinaminis potencialas ir

vidutiné energija,

H—E
/1=—kT21n[1+e k ] (3.31)
E=Y_ & (3.32)
— &/
el 41

(3.30) — (3.32) formulés yra pagrindiniai sarysiai, apibudinantys nesaveikaujanciu
fermionuy sistema.

2. Dalelés sukinys s yra sveikasis skaicius, t.y., s=04, #, 2h, .... . Siuo
atveju Paulio draudimo principas negalioja ir tos pacios busenos gali buti bet
koks daleliy skaicius, t.y., N, =0,12,... . Dabar (3.26) deSinioji pusé yra begaliné
eiluté. Eilutés suma turi buti baigtiné, nes prieSingu atveju butu A=-c (ziar.
(3.19)) ir sistemos mikroskopinés busenos tikimybé (3.25) lygi nuliui. Taigi,
negalimos sistemos mikroskopinés busenos, kai bent vienos posistemeés =, =o.
Vadinasi realiai egzistuoja tik tokios sistemos mikroskopinés busenos, kai (3.26)
desSiniojoje puséje N, laipsniu keliamas dydis:

H=&

e <I. (3.33)

57



58
Pastaroji nelygybé turi galioti visiems ¢;. Taip bus, jei ji galios maziausiai ¢;
vertei, t. y., kai £ =0. Tokiu budu (3.26) eilutés konvergavimo salyga yra Sitokia:
v}
e <1, t.y., u<O. (3.34)

Tuomet (3.26) yra begalinés geometrinés progresijos suma:

1

E, = pravat (3.39)
l-e kT
H—&
A =KkTIn|1-e ¥ | (3.39)

o vidutiné busenos uzpilda:

1
EiTH
e kT

n =

(3.37)

-1

Sveikojo sukinio daleliy vidutinés uzpildos pasiskirstymas busenomis, kuri
iSreiskia (3.37), vadinamas Bozés ir EinSteino pasiskirstymu, o (3.37) deSiniosios
puses funkcija — Bozés ir EinSteino funkcija. Sveikojo sukinio dalelés vadinamos
bozonais. Taigi bozonu sistemos vidutinio daleliu skai¢iaus iSraisSka, kaip ir
fermionu sistemos atveju esanti cheminio potencialo apskaiciavimo lygtimi, yra
Sitokia:

[ p——— (3.38)

&~

LU |

o sistemos didysis termodinaminis potencialas ir vidutiné energija iSreiSkiami

lygybémis:
HE
A= kTZln(l—e kT J (3.39)
E-Y S (3.40)
- Ei—H
ek 1

(3.38)-(3.40) kartu su (3.34) yra pagrindiniai sarySiai, apibudinantys
nesaveikaujanciy bozonuy sistema.

Pabréziant tai, kad Cia aptartos sistemos yra i§ nesaveikaujanciu daleliu, jos
vadinamos kvantinémis dujomis — atitinkamai Fermio dujomis ir Bozés dujomis.
Kartais kvantines dujas paranku nagrinéti neskirstant ju i Fermio dujas ir Bozés

duyjas. Tuo tikslu apibréziame:
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{1 Fermio dujoms
j':j' =
-1  Bozés dujoms. (3.41)

Tuomet kvantiniu duju viendalelés busenos vidutiné uzpilda
1 (3.42)

EiTH

n =

bei cheminio potencialo apskaiciavimo lygtis, didysis termodinaminis potencialas

ir vidutiné energija,

. 1 (3.43)
N :Z Si—H ?
ek 4p

i 3.44

ﬂ:—kTUZIn(HUe kT J ( )

_ A (3.45)
ek 4p

Gali buti, jog, priklausomai nuo y ir g, verciu, (3.42) vardiklio eksponentinis

démuo

gi—u

e >>1. (3.46)

Tuomet démens n galima nepaisyti ir n_I iSreiksti Sitaip:

H=é& _&

n,=e T =conste . 3.47)

Tam tikros busenos vidutinio daleliy skaiCiaus iSraiSka (3.47) yra tokio
paties pavidalo, koki gautume taikydami klasikinius Maksvelio (2.199), arba
Maksvelio ir Bolcmano (2.123) skirstinius. Sitai reiSkia, kad tos busenos
daleléms, kurioms galioja (3.46), tapatumo kvantinis reiSkinys nesvarbus ir jos
gali buiti aprasytos klasikiniu artiniu. Kai galioja (3.46), tai

n_i<<1. (3.48)

Jeigu (3.46), arba (3.48) galioja maziausios energijos (5- =0) busenomis, tai

galioja ir visoms busenoms. Todél nelygybé

u

e K >>1 (3.49)
iSreiSkia salyga, jog visa sistema gali buti apraSoma klasikiniu artiniu. Sistema,

kurioje tapatumo kvantiniu reiskiniuy néra, vadinama neiSsigimusia. Taigi (3.49)
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yra bendroji sistemos neiSsigimimo salyga. Klasikiniu artiniu visos viendalelés
busenos, kaip matyti (3.48) sarySyje, silpnai uzpildytos, o uzpildos skaiciaus
iSraiSkoje (3.42) visiSkai nepaisoma fermiony ir bozonu skirtumo, t. y., démuo 7
prilyginamas nuliui. Taciau, jei salyga (3.46) néra tokia stipri, jog  butu galima
nepaisyti, tai uzpildos skaiciaus iSraiSkoje i démeni 7 turime atsizvelgti kaip i
maza pataisg. Rasime iSreikSta Sios pataisos pavidalg. Tuo tikslu (3.42)
perraSome Sitaip:
e,

ekT

n = (3.42a)

=g *

l+ne X7

Kai galioja (3.46), tai (3.42a) skaitiklis ir vardiklio démuo su n yra mazi, lyginant

su vienetu. Tuomet, pasinaudoje¢ skleidiniu

1

——=l-x+x" =, X<,
I+X
vietoj (3.42a) randame
. # pea o 2Apes)
n=e< |l-ne T +e T — | (3.42Db)

¢ia pasinaudota tuo, kad n° =1. (3.42b) deSiniosios pusés skliaustuose palikdami
tik pirmaji démeni — vieneta — turime klasikini artini. Antrasis démuo apibrézia
tapatumo kvantini reiSkinio nulemta pirmosios eilés mazumo klasikinio artinio
pataisg. Ji priklauso nuo 7, taigi skirtinga fermionams ir bozonams, kaip ir
turétuy buti. Likusieji démenys - auksStesnés eilés kvantinés pataisos. Taigi,

apsiriboje tik pirmosios eilés kvantine pataisa, vidutine uzpilda iSreiSkiame Sitaip:

o H—E H—E
n=e < [l-ne* | (3.50)

Jeigu (3.50) galioja visoms busenoms, sakoma, jog sistema silpnai
iSsigimusi. Silpnai iSsigimusios sistemos charakteristikos tik nezymiai skiriasi
nuo klasikiniu artiniu (nepaisant tapatumo) numatomu. (3.50) matyti, kad
silpnai iSsigimusios sistemos visu viendaleliu busenu uzpilda taip pat silpna,
n_i<<1.

Ei—H
Jeigu dydis e ¥ lygintinai su 1 (fermionams jis gali buti ir mazesnis uz 1, o

bozonams visada ne mazesnis uz 1), tai klasikinis artinys praranda prasme. Kai
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Sitai yra visoms busenoms, sakoma, jog sistema iSsigimusi. ISsigimusios sistemos
savybes lemia tapatumo kvantinis reiSkinys.

Fermionu pasiskirstymo busenomis (3.29) formule elektronams pirmasis
1926 m. sukuré italy fizikas E. Fermis. Tais paciais metais D. Britanijos fizikas
P. A. M. Dirakas, remdamasis bendraisiais kvantinio modelio skirstiniais,
apibendrino visoms pusinio sukinio daleléms. Fermionu sistemu teorija,
besiremianti Fermio ir Dirako pasiskirstymu vadinama Fermio ir Dirako
statistika.

Bozonu pasiskirstymo busenomis (3.37) formule fotonams pirmasis 1924 m.
atrado indu fizikas D. Bosas, o tais paciais metais kiek véliau bet kokio sveikojo
sukinio daleléms jg apibendrino A. EinSteinas. (3.37) pasiskirstymu besiremianti

bozonuy sistemu teorija vadinama Bazés ir EinSteino statistika.
3.4. Kvantiniu dujy dalelés energinio spektro savybé

Kvantiniu duju dalelés energijos vertés ¢ bendruoju atveju yra iSsigime, t.y.,
apibrézta ¢, atitinka ne viena, o keletas busenu. Tu busenu skaiciu - ¢, iSsigimimo
laipsni zymésime g,. Jis priklauso nuo ¢, ir iSorinio parametro, g,=9,(&.v).
(3.43) - (3.45) sumuojami dydziai priklauso tik nuo ¢, todél apibréztam ¢, tose

sumose yra go(gi,t//) vienodu démenu. Todél galime rasSyti:

el 4p
H—&
:—kTUZg LW 1n(1+77e kT ], (3.52)
E=Y fid%V) ""’) (3.53)
g e kT +77

Bendruoju atveju (3.51) — (3.53) sumos yra begalinés, todél svarbu zinoti,
kiek, esant apibréztam KT, tose sumose yra reikSminga inasa duodanciu
démenu. Galima teigti, kad iSsigimimo laipsniai go(gi,l//) visiems ¢, yra daugmaz
vienodos eilés dydziai. Todél & vertés, Zymiai vir§ijanc¢ios kT, duos
eksponentiSkai maza inaSa, lyginant su inaSu, kai 0<¢ <KkT. [vertinsime ¢
verciy skaiCiy, tenkanti energiniam intervalui KT.
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Laikysime, kad kvantiniuy duju dalelés yra laisvos, arba juda periodiniame
iSoriniame lauke. Zinoma, jog periodiniame lauke esancia dalele galima laikyti
laisva, bet turincCia pakeista — efekting — mase. Tokiomis salygomis dalelés
judéjima galime aprasSyti taip, tarsi ji butu potencinéje duobéje, kurios matmenys
prilygsta sistemos matmenims, kurie lygts |. IS kvantinés mechanikos Zinome,

kad tokiu atveju

222
6="" 2 iz123. (3.54)
2ml
C¢ia m — alelés masé. Taigi gretimu energijos verciu skirtuma galime vertinti Sitaip:
2 2 2
Aé =h—2=e—[@j , (3.55)
ml=  a,\ |

. . - h? } . e’
Cia e — elementarusis kravis; a, =—;=5-10 ’cm - Boro radiusas; — =27eV. tuomet
me a,

energijos intervale kT esancia ¢, verciu skai¢ius S vertintinas lygybe:

2
s:k_T:kTeV il ) (3.56)
Ae 27eV | q,

Tare, kad T - kambario temperatira, o | =lcm, randame S~10". Taigi (3.51) -
(3.53) sumose yra milziniSkas reikSmingu démenu skaicius, todél sumos dideliu

tikslumu gali buti pakeistos integralais:

Z(...)go(gi,l//)eI(...)g(g)dg, (3.57)

¢ia g(e)de - busenu skaicius, tenkantis energijos intervalui ¢, ¢+de. Funkcija
g(¢) (ji priklauso ir nuo iSorinio parametro) vadinama busenu tankio funkcija.

Panaudodami (3.57) keitini, (3.51) — (3.53) perrasome Sitaip:

N=| w (3.58)
eF 47
ﬁ
A=—kTn j g(g)ln[l +re T Jdg, (3.59)
E=| ‘“f_(f)dg. (3.60)
eF +7

(3.58) — (3.60) matematiskai gerokai paprastesnés, negu (3.51) — (3.53). Be to,

skaiCiuojant sumas butina Zinoti visa dalelés energijos spektra, o integruojant -
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tik viena funkcijg g(g). Deja, §i funkcija, kaip ir energijos spektras, bendruoju
atveju néra zinomi.
(3.58) — (3.60) integruojama visais ¢, kuriems yra galimy busenu, t.y., visose

srityse, kuriose g(g);t 0. Sitai ir apibrézia (3.58) — (3.60) integralu rézius.
3.5. Kvantiniu dujy biasenu tankio funkcija

Pagal praeitame skirsnyje suformuluota prielaida kvantiniu duju daleles
laikome laisvomis, todél bet kurios dalelés, kurios koordinaté ir judesio kiekis yra
iS elementaraus intervalo F,F+d?; B,B+d6, erdviniu laisvés laipsniu nulemtas
busenu skaiCius iSreiSkiamas (3.17) dydziu. Susiesime Si busenu skai¢iu su
elementariu dalelés energijos intervalu. Kadangi neperiodinio iSorinio lauko néra,

tai dalelés energija nepriklauso nuo F, taip pat laikysime, kad ji nepriklauso ir

nuo sukininiy buseny. Tuomet

525(5) (3.61)
Tokiomis salygomis energijos intervalas vienareikSmiai susietas tik su
judesio kiekio intervalu. Vadinasi, dalelés judesio kiekio intervalui
B,B+d5 tenkantis busenuy skaicius, kai dalelés koordinatés bet kokios ir sukininé
busena bet kokia, gaunamas (3.17) suintegravus erdvinémis koordinatémis ir
padauginus iS sukininiy busenu, kuriu yra 2s+1 (s — dalelés sukinio verté 7

vienetais), skai¢iaus. Taigi E,B+d5 intervalui tenka

(25h+1)\/d3p (3.62)

busenuy; ¢ia V - sistemos turis. Jeigu sistema izotropiné, tai ¢ priklauso tik nuo
judesio kiekio didumo, &=¢(p) Tuomet, d’p iSreiSke sferinéje koordinaciu
sistemoje, d’p=p’dpsin9dddde, ir (3.62) suintegrave judesio kiekio kryptimis
(kampais 4 ir ¢), randame busenu, tenkanciu judesio kiekio didumo intervalui

p,p+dp skaiciu:

47(2s +1\Vp>
wdp. (3.63)
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dp

Kadangi dp :d—dg :ldg (v - dalelés greitis), tai matome, jos (3.63) vienareikSmiai
&£ v

susietas su energijos intervalu &,6+de. Padaline (3.63) iS de, randame busenu

skaiciu, tenkantij vienetiniam energijos intervalui, t.y., busenu tankio funkcija:

) 4z(2s+1Vp*(e)
g(s) o) (3.64)

ISreikStas (3.64) pavidalas priklauso nuo dispersijos désnio, t.y., nuo sarysio

¢ =¢(p) pavidalo. Tarus, kad &= p*/2m, vietoj (3.64) turime:

o()= 272(2s +hl3)\/ (2m)2 g; (3.65)

Siuo atveju leistinos visos busenos, kuriy 0< g <o,
3.6. Silpnai iSsigimusios kvantinés dujos

(3.58) — (3.60) integralai bendruoju atveju neiSreiSkiami baigtiniu skai¢iumi
elementariuju funkciju. Jie gali buti suintegruoti tik skaitmeniskai. Skaitmeniniai
rezultatai priklausytu nuo daugelio parametry - N,T,l// - todél buty nevaizdus.
Todél nagrinésime ribinius atvejus, kuriems pointegrines funkcijas galima
iSreiksti paprasciau ir gauti analizinius rezultatus.

Kai dujos silpnai iSsigime, vidutines uzpildos iSraiSka nusakoma (3.50)

lygybe. Tuomet pagal (3.58) cheminio potencialo apskaiciavimo lygtis Sitokia:

= pe ad
N=[g(ek" (l—ne” jdg, (3.66)
0

¢ia g(e) reiskiama (3.65) lygybe. (3.66) desiniaja puse perrasome §itaip:

21 o _£

_ A% s 24
N =e"TIe K g(e)de—nek Ie k%g(g)dg. (3.67)
0 0

Tekng(g)dg =a(T).

yra kvantiniuy duju dalelés, vaizduojamos materialiuoju tasku, statistiné suma,
iSreikSta integralu pagal 3.4 skirsnio taisykles. a(T) yra (2s+1) karty didesné uz
(3.13) lygybe isreikSta statistine suma, nes apskaic¢iuojant pastaraja sukininiu

busenuy nebuvo paisoma. Dabar (3.67) perraSome Sitaip:
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T
_ V3 3(5) “
N :a(T)ekT (l—ﬂﬁeﬂ). (368)

Gautoji cheminio potencialo lygtis paraSyta mazo dydzio pirmosios eilés
tikslumu, todel prasme turi ne tikslus tos lygties sprendinys, o tik sprendinys,
kurio tikslumas toks kaip ir lygties. Todél (3.68) lygti sprendziame nuoseklaus
artéjimo (iteraciju) metodu: Zzemiausios eilés (nulini) artini randame lygtyje
praleide maza démeni, patikslinta sprendinj apskaiCiuojame i mazaji démeni irase
zemesnes eilés sprendini ir t.t. (3.68) lygtyje mazas démuo yra skliaustu antrasis

démuo, todél nulinis artinys

o _ N
(ekT) "2 (3.69)

Matome, kad Sis artinys atitinka klasikinj artini. Irase (3.69) i lygtyje

praleista démeni, randame pirmojo patikslinimo sprendini

_ T
(e%)(”: N = N (1+77Na(2)). (3.70)
,an a(T) a’(T)
(5)
1_
a(T)( nazm)

(3.70) nuo (3.69) skiriasi pirmosios eilés mazu dydziu. Jei (3.70) iraSytume i
(3.68) lygties mazaji démeni, tai surastasis sprendinys nuo klasikinio artinio
skirtusi jau ir antrosios eilés mazu dydziu, t.y., virSytu tiksluma, kuriuo yra
paraSyta lygtis. Vadinasi (3.70) yra (3.68) tiksluma atitinkantis sprendinys. Todél

silpnai iSsigimusiu kvantiniu duju

b, M)
e =a(T)(1+77 az(T)). (3.71)

Nustatysime eksperimentu kontroliuojama salyga, kuriai esant dujos yra
silpnai iSsigimusios. Kad taip butu, (3.71) deSiniosios pusés skliaustuy antrasis
démuo turi buti mazas lyginant su vienetu, t.y., turi galioti

— T
Na(—

(2)
a’(T)

Cia irase a(T) turime

<<1. (3.72)

Nh*

V<<1,

3

8(25 + 1)V (ZzmkT)?
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arba

2
kT >> h_(;
2

m 3
2s+1)(27)?

W

<|z|

)’ (3.73)

Matome, kad dujos iSsigimsta tuo silpniau, kuo aukStesné temperatura

esant pastoviam daleliu tankiui NV’ arba kuo mazesnis tankis pastovios

temperaturos salygomis. Tai visiSkai suprantama, mat tapatumo kvantinis
reiSkinys yra tada, kai daleliu banginés funkcijos persikloja. Laisvos dalelés
banginé funkcija yra De Broilio bangos ilgio Az matmenu. Kadangi Ar atvirksSciai
proporcingas dalelés greiciui, tai auksStéjant T, Ap mazéja, o esant pastoviam
tankiui vidutinis atstumas tarp daleliu nekinta. Dél to ir maZzéja banginiu
funkciju persiklojimo galimybeé. AiSku, kad analogiSka padétis susidaro mazéjant
tankiui, o Ap iSliekant pastoviam.

(3.73) desinioji puseé, padalinta iS Bolcmano konstantos k, apibrézia
termodinamine temperaturg To, kuria turi zymiai virSyti sistemos temperatura,
kad sistema buty silpnai iSsigimusi. Pvz., elektronams, kuriy tankis 1015 cm=3 , o
m =mp - laisvo elektrono masé, 7p= 0.2 K. Puslaidininkio InSb 300 K
temperaturoje elektrono efektiné masé mazdaug 100 karty mazesné uz mo, todél
To = 20 K. Abiem Siais atvejais kambario temperattroje elektronai yra silpnai
iSsigimusios dujos. Taciau jei elektronu tankis 1016 cm-3, minéto puslaidininkio
elektronai kambario temperaturoje jau nebus silpnai iSsigimusiomis dujomis.

ISreikSime silpnai iSsigimusiu duju energija termodinamine temperatara ir

tariu. Vietoj (3.60) dabar turime

T
E i £ i d a b(T q b(z) 3.74
—|e. ekl ((l—pe Xt — kT . (1-n-ek .—=), .
!eg(a)e (1= 7 )de = €T b(T)- (=€ - -0 (3.74)
Cia
b(T)zTg-ekng(g)dg. (3.75)

0

Pasinaudoje g(¢) (3.65) iSraiSka ir (3.75) suintegrave dalimis, randame
b(T) = %kTa(T). (3.76)
(3.74) deSiniosios pusés antrasis démuo (3.73) salygomis yra mazas, todeél

“
jame e¥ turi buti reiSkiamas (3.69) lygybe (be kvantinés pataisos), tuo tarpu
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pries skliaustus esantis daugiklis - (3.71) lygybe. Irase Sias iSraiSkas,
pasinaudoje (3.76) lygybe ir sudaugindami dvinarius paliké tik pirmosios eilés

mazus dydzius, turime

‘am N’
E- 'kT1+%n d%f) =3 RKT| 147 NN
16V (25 +1)(#mkT)?

(3.77) desSiniojoje puséje matome, kad, nepaisant kvantinés pataisos, duju
energija sutampa su idealiuju duju energija, kaip ir turi buti. Kvantiné pataisa
priklauso nuo daleliu sukinio ir fermionams (n=1) ji padidina, o bozonams (n=-1)
sumazina sistemos energija. Kadangi dalelés nesaveikauja nuo atstumo tarp
daleliu priklausanciomis jégomis, tai fermionu energijos padidéjima galime
suprasti tik kaip tariamos stimos atsiradimg. Tuo tarpu bozonams tapatumo
kvantinis reiSkinys — tarsi traukos tarp daleliu atsiradimas.

IS (3.77) plaukia, kad silpnai iSsigimusiu kvantiniu duju izochoriné Silumine
talpa Cy silpnai priklauso nuo temperaturos ir, lyginant su klasikiniu artiniu, yra
mazesné fermionams, bei didesné bozonams.

Dar apskaiCiuosime duju didjji termodinamini potenciala. Dabar (3.59)
logaritmo argumentas nuo 1 skiriasi mazu dydziu, kurio laipsniais ir skleidziame

logaritma. Pasinaudoje skleidiniu
In(1+ x) = x—%x2 +un

jame paliekame du pirmuosius démenis, nes irase (3.59) iSraiSkoje tik pirmaji
démenj, gautume klasikini artinj. Taigi randame
“ 1~ a(-lz-)
A =—KkTek a(l')(l—EnekT ﬁ) . (3.78)
ISreik§ime )\ termodinamine temperatira ir daleliy tankiu. Salindami p i$
(3.78), kaip ir reik§dami E, maZajame démenyje chemini potencialg reiSkiame

pagal (3.69) , o bendrajame daugiklyje — pagal (3.71). Palike tik pirmosios eilés

| Na@j
A=-KIN| 1+ =n—; :
27 a’T)

kvantines pataisas, gauname

(3.79)

Pagal (2.171) duju slégis
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p= —(alj . (3.80)
N )i,
Turédami démesyje bendraja A iSraiSkq (3.59) ir g(€) (3.65), matome, kad
V(%j =A. (3.81)
N Jr,

Beje, irodoma, kad (3.81) galioja ne tik kvantinéms dujoms, bet yra universalus
sarysis. Taigi

pvV =-1 (3.82)
taip pat universali lygybé. I (3.82) irase (3.79), randame sandaugos pV iSraiSka

termodinamine temperatura silpnai iSsigimusioms kvantinéms dujoms:

| Na@j
V = NKT|1+—
P 2T )

(3.83)

Matome, kad fermionu slégis didesnis, o bozonu - mazZesnis, negu tuos
pacéius V, N ir T turinéiu klasikiniu duju, todél tapatumo rei§kinio interpretacija,
iSplaukianti i§ (3.83), yra lygiai ta pati, kokia suformuluota aptariant energijos

vidurkj.

3.7 Issigimusios Fermio dujos

ISsigimusiu Fermio duju ir Bozés duju savybés gana skirtingos, todél Siomis
salygomis jos nagrinéjamos atskirai.

Pirmiausia iSnagrinésime fermionu vidutinés uzpildos (3.29) priklausomybe
nuo energijos. Kadangi busenu tankio funkcija g(e) (3.65) proporcinga turiui, tai
iS cheminio potencialo apskaiciavimo lygties (3.58) plaukia, kad kvantiniu duju
cheminis potencialas yra daleliy tankio n ir termodinaminés temperataros T
funkcija, p = p(n,T). Nustatysime p zenkla, kai T->0. (3.49) sarysyje,
nusakanc¢iame klasikinio artinio p, matyti, kad turi bati p < 0. Irodysime, kad
tam tikroje temperataroje T = T1 cheminis potencialas keiCia zenkla ir pastovaus
tankio salygomis Zeminant temperatura, iSlieka teigiamuoju dydziu, t.y., pu > 0,
kai T < Ti. Jeigu p keicia zenkla pereinant taska T = Ti, vadinasi p, kai T = Ti,
lygus nuliui. Apskaic¢iuosime Tj.

IS (3.58) plaukia
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(3.84)

¢ia g,(¢)= g(¢)/V . Pakeite integravimo kintamaji % =X ir turédami démesyje tai,
1

kad q,(¢) ~ Je , randame

n=(kT,) ZT gl(x)dx (3.85)

$ (3.85)

KT, = (Iﬂjz , (3.86)

¢ia I zymi (3.58) deSiniosios pusés integrala. Taigi egzistuoja vienareikSmis (3.85)
sprendinys T = Ti, kuomet p = 0. Beje, T: tris kartus aukStesné uz praeitame
skirsnyje apibrézta To. Apskaiciuosime p daline iSvestine termodinamine
temperatura, kai T = Ti;. Tuo tikslu (3.58) lygybés, padalintos i§ V, abi puses
diferencijuojame temperatura pastovaus tankio salygomis. Atsizvelge i tai, kad

u =0, kai T = T, ir kad tankio iSvestiné, kai jis pastovus, lygi nuliui, turime

o 1 (o
g e 1 uj g
(anj 2 91(9) (lez KT, (GT e Jde
AL p— _j
n 0

oT

&

" +1)2
IS Sios lygybés randame

£

—e'd
:.f 9,(¢) T 2

0 KT, 2
[a—”j |roy, = —— D < o. (3.87)

oT -z
T g,(e)e ide

° (" 1)

Neigiamasis iSvestinés zenklas T = T: salygomis reiskia, kad p yra didesnis
uz savo verte p(n,T1) = 0, kai T nykstamai mazai zemesné uz T:. Kadangi p = O tik
vienai vienintelei T=Ti, plaukia, kad pu, tapes teigiamuoju, kai T < Ti, pastovaus
tankio salygomis zeméjant T, nepakeicia zenklo ir netampa lygiu nuliui iki pat
T =0. Vadinasi fermionu sistemos u, kai T =0, yra teigiamasis dydis:

p(n,0) = po>0. (4 pav.).
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i n
T=n
1 1
iy
|
\ T== TEI |
T, T |
|
Ho E
4 pav. 5 pav.

Dabar (3.29) iSraiSkoje matome, kad, kai T - 0, visiems &<y, vidutiné

uzpilda n(e)=1, o visiems &> vidutiné uzpilda n(¢)=0. Taske &=y, turime
_ 1

ne)=—.

(€) 5

Taigi, kai T =0, visos busenos, kuriu energijos mazesnés uz L, visiSkai
uzpildytos, o busenos,kuriu energijos didesnés uz py - uscios (S pav.). Ribiné
energijos verté ¢ = y,vadinama Fermio energija.

Apskaiciuosime Fermio energija. Taikydami (3.58) T = O salygomis, turime
N = [g(exe, (3.88)
0

nes srityje &>¢g; pointegraliné (3.58) funkcija lygi nuliui. Tai bendra er

apskaiciavimo lygtis, tinkanti ne tik (3.65) pavidalo busenu tankio funkcijai. I
(3.88) irase (3.69) ir suintegrave, randame

2

2 3

LS PR LI o (3.89)
oml 4725+ 1)

Matome, kad Fermio energija didéja, didéjant daleliy tankiui. Tai gana
bendras rezultatas, nesusijes su konkrecia busenu tankio funkcijos prieklausa
nuo energijos. IS tikruyju, tankio n didéjimas gali rastis arba dél to, kad mazéja
thris, nesikei¢iant vidutiniam daleliy skai¢iui N, arba todél, kad didéja N esant
pastoviam turiui. Pirmuoju atveju, dél nuotolio tarp energijos lygmenu didéjimo,
mazéja apibréztam energijos intervalui tenkanciu busenu skaicius (Sitai parodyta
busenu tankio funkcijos iSraiSkoje (3.64) daugikliu V). Kadangi er turi toks
energijos intervalas, kuriame buty tiek busenu, kiek sistemoje daleliu (5 pav.), tai
aisku, kad mazéjant tariui turi didéti er. Jei pastovaus tirio salygomis didéja N,
tai apibréztam energijos intervalui tenkanciu busenu skaiCius nekinta, bet

padidéjus daleliy skaicCiui, energijos intervale er atitinkamai turi padidéti ir
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buseny skaicius, taigi ir §iuo atveju turi padidéti er. Kad er priklauso nuo daleliuy
tankio, o ne nuo V ir N atskirai — kvantiniu duju, kurios néra neperiodiniame
iSoriniame lauke, savybé. Fermio energijos funkciné prieklausa nuo n nulemta

busenu tankio funkcijos prieklausa nuo energijos. Parabolinio dispersijos désnio

2
atveju &:~n’, neparaboliniam dispersijos désniui ta priklausomybé gali buti

sudétingesné.

ApibréSime temperaturg To lygybe

2

2 2
T,ofe NS0 (3.90)
k  2mk| 47(2s+1)

Si To yra 2.4 karto aukstesné uz praeitame skirsnyje (3.73) sarySio deSiniaja

puse apibrézta temperatira To. Stipriose nelygybése, kokia, pvz., yra (3.73), tas
dvieju To skirtumas néra esminis, todél toliau To Zymeésime (3.90) lygybe apibrézta
termodinamine temperatira.

ISnagrinésime atveji, kai T << To. Véliau matysime, kad Siomis salygomis
fermionu cheminis potencialas artimas uo, todél, analizuodami vidutinés uzpildos
prieklausa nuo energijos, u pakeiciame po. Kadangi po = kTo, tai vidutiné uzpilda,

T, -l
kai € =0, lygi [e T +1] ir tik nezZymiai mazesné uz 1. Energijai didéjant, n(e)

mazéja, bet iki Fermio energijos iSlieka artima 1. Kai ¢>¢. , didéjant € vidutiné
uzpilda pradeda sparciai (eksponentiSkai) mazéti (S pav.), todél uzpildoms virs
Fermio energijos galima taikyti klasikini artinj (ﬁ << 1). Taciau daleliu, kurios yra

buseny vir§ Fermio energijos, skaicius
N, = j n(e)g(e)de

dél eksponentiSkai mazos pointegralinés funkcijos, yra zymiai mazZesnis uz

daleliu, uzimanciy busenas iki Fermio energijos, skaiciu
N. = [n(e)g(e)de .
0

AiSku, kad sistemos savybes lemia pastarosios dalelés, o joms klasikinis
artinys negalioja. Todeél T << To salygomis esanti fermionu sistema vadinama

stipriai iSsigimusia. Kai T =0, daleliy, kuriu busenos butu aprasomos klasikiniu
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artiniu iSvis néra, todél T =0 salygomis esanti sistema vadinama visiskai
iésigimusia.

pertvarkysime integrala

g'de
L= :

ep

ekt +1

kuriuo, v = %, iSreiSkiamas vidutinis daleliy skaicius (3.58) ir kai v :% — vidutiné

energija (3.60). Apibréze bedimensini integravimo kintamaji x=(e—u)/kT ir

suskalde integravimo intervala, turime

0 \4 © \4
| =kT j(‘”ka) dx+j(“+ka) dx |. (3.91a)

X
u , e +1

Pirmajame (3.91a) integrale keiciam x — —x ir, pasinaudoje lygybe

1 1

T+ e*+1

bei iSkéle 4" prieS integralus, |, (3.91a) perraSome Sitaip:

£ 1+—X

L) sl
| =KTu" T( kﬂ] dx+j— X — j—dx . (3.91b)

0 e"+1
Jau minéjome, kad T <<T, salygomis u artimas po, todél treciojo (3.91b) integralo

e . T, . e . . .
virSutinis rézis yra ?°>>1. Pointegraliné Sio integralo funkcija apatiniame rézyje

lygi 0.5, o, kai X>%, dél vardiklyje esancios eX, toji funkcija eksponentiskai

TO
maza, lyginant su 1. Todél e T dydzio tikslume Sio integralo virSutini rézi galime

pakeisti begaliniu. Dar suintegrave pirmaji integrala, vietoj (3.91b) turime

[ KT ] ( KT ]
I+—X I-—X
| =kTu'| —H +j a 7 ax|. (3.92)

v (v+1)kT e*+1

0
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(3.92) integrale, de¢l vardiklyje esancios e* , inaSas visuy X ZkiT eksponentiskai

mazas. Taigi integralo verte lemia sritis I(—Tx<1. Todél pointegralinés funkcijos

7
ey er1s ges KT . .
skaitikli skleidziame — X laipsniu eilute:
Y7,
v v 2
(1+k—TxJ —[l—k—TxJ :1+vk—Tx+‘/(V—_l)£k—ij +..—
U 7 U 2 U
5 (3.93)
- l—vk—Tx+V(V—_1)[k—Tx] :2vk—Tx+...
U 2 7 u

3
(3.93) skleidinyje pirmasis neparaSytas démuo proporcingas [k—TXJ . Toliau
Y7

treciosios ir aukstesniy eiliu mazu dydziu nepaisysime. Taigi antrosios eilés mazu
dydziu imtinai tikslumu, (3.93) skeidinys iSreiSkiamas deSiniosios pusés
pirmuoju démeniu, o tuo artiniu

| =kTu'| — 427 | 3.94
: 'u((v+1)kT+ V,ule (5:94)

Cia pasinaudota lygybe

© 2
I XX dx:ﬂ—.
e 41 12

3
Padaline (3.58) abi puses i§ 27(2s+1NV(2m)2h~°, t.y., i§ g(e) (3.65) pastoviojo
daugiklio, bei turédami démesyje tai, kad u,=¢&; iSreiSkiamas (3.89) lygybe,

randame cheminio potencialo lygti

2,0 2 1+”—2(k—TJ2 (3.95)
37 3 8 | u

(3.995) lygtis rasta antrosios eilés mazu dydziu tikslumu, tad turime rasti ir
lygties tiksluma atitinkantj sprendinij. Cia taikome jau naudota iteravimo metoda.
Turédami démesyje tai, kad mazas démuo yra (3.95) deSiniosios pusés skliaustu

antrasis démuo, matome, cheminio potencialo nulinis artinys sutampa su g, t.y.

1 = p, . Patikslintam sprendiniui randame §itokig iSraiska:
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2 (ktY (1Y
L = Hyo " 1__(_J = 1, 1_—(—J (3.96)
= 12 12T
5 2\3 Hy 0
/s (ij
I+—| —
[ 8 \ 4

ud) nuo upO skiriasi antros eilés mazu dydziu, todél jis atitinka pasirinkto

tare, i, kai T << To, mazai skiriasi nuo g,.

Stipriai iSsigimusiu Fermio duju energija iSreiSkiama lygybe
5 2 ?
E-N- 1, =N 2|1+ 7 (K] (3.97)
= = 2 24 \ u
2 2

Cia skliaustuose esantis antrasis démuo yra mazas dydis, todél jame vietoj

4 turi buti iraSytas g,. Bendrajame daugiklyje esantis x turi buti reiSkiamas

(3.96) lygybe. Sudaugine dvinarius ir palike neauksStesnés kaip antrosios eilés

mazus dydzius, turime

2 2 2 2
E = 3N 1+ 27 KO 3 R |2 . (3.98)
5 12 | g, 5 12 \T,
VidutiniSkai vienai dalelei tenkanti energija
E 3 se2(TY
F=—=2KT | 1+22| | |=2(n,T), (3.99)
N 5 12 T,
0 izochoriné Siluminé talpa
C 2
c, = E| Zfkl. (3.100)
ar), 2 T,

Siose iSraiSkose matome, kad stipriai i§sigimusiy duju charakteristikos labai
skiriasi nuo klasikiniu artiniu numatomuy. Pvz., vienai dalelei tenkanti vidutiné
energija néra vien termodinaminés temperaturos funkcija, bet priklauso ir nuo
daleliy tankio, izochoriné S§iluminé talpa néra pastovi ir artéja prie nulio, kai
T — 0, kaip ir turi buti pagal treciaji termodinamikos désni.

Pagal (3.90) T,~m™", todél C, ~m. Sis faktas gali bati panaudotas fermiono

efektinei masei nustatyti, kai Zinomos eksperimentinés C, vertés:

C
mef _ mo V .eksp. ,
C

V .teor.
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¢ia m, - fermiono rimties (teoriné¢) mase, C, ., - Siluminé talpa, apskaiciuota
pagal (3.100).
Suintegrave (3.59) dalimis, kai g(e) iSreikstas (3.65) lygybe, rasime

z:-%E (3.101)

Beje, si lygybé galioja ir bozonams. Pasiréme Sia bei (3.82) lygtimis ir (3.98)

iSraiSka, randame, jog stipriai iSsigimusiu Fermio duju
2 sz (T
PV = S NKT,| 1+22-| —| |. (3.102)
5 12

Matome, kad slégis, kaip ir klasikiniu idealiuju duju, yra daleliu tankio ir

temperaturos funkcija, taciau neartéja prie nulio, kai pastoviam tankiui esant
T—>0. Taip yra todel, kad, kai T —>0, fermionu judéjimas neiSnyksta - ju
energijos (Siuo atveju tik kinetinés energijos) pasiskirste intervale tarp O ir ¢;.

Matome, kad, kai T <<T,, Fermio duju savybés lemia tapatumo reiskinys — jos
iSsigime, o kai T >>T, — dujos silpnai iSsigime. Todél T, vadinama iSsigimimo
temperatura, kuri, priklausomai nuo fermiono masés ir fermiony tankio, gali buti
nuo 1 K daliu iki tokstanciu K. Metaluy laisvuju elektronu tankis vertinamas
dydziu 101° cm-3, o elektrono efektiné masé sudaro mazdaug 0.1 — 0.01 elektrono
rimties maseés, todél iSsigimimo temperatiura gali siekti 10* K ir daugeliui grynuju
metaly 10 — 100 karty virSyti ju lydymosi temperatiura. Taigi daugelio metaly
laisvieji elektronai iki pat metalu lydymosi temperattros yra stipriai iSsigimusios

Fermio dujos.
3.8. ISsigimusios Bozés dujos. Bozés ir EinSteino kondensacija
Matéme, kad Bozés duju cheminis potencialas negali buti teigiamuoju
dydziu. Sitai lemia tik Bozés dujoms budingas savybes. Pakartoje veiksmus,

kuriuos atlike Fermio dujoms randame (3.87), bet neapribodami termodinaminés

temperaturos vertes, Bozés dujoms turime
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oT =2

© g g)ekT
o

=

Siuo atveju u<0, todél (3.103) deSiniosios pusés pointegralinés funkcijos

(3.103)

neneigiamosios. Taigi Bozés duju bet kokioje temperattroje

(6_/1) <0, (3.104)
oT ).

t.y., cheminis potencialas visada didéja zeméjant temperatturai. Kadangi ¢ negali
buti teigiamuoju dydziu, tai didziausia verté, kuria jis gali pasiekti didédamas,
yra lygi nuliui. Apskaiciuosime termodinaminés temperaturos verte T =T, kuriai
esant x=0. Cia galime remtis (3.85) pavidalo lygybe, perrasyta bozonams, kurioje

T, pakeista T,. Turime

- (kT,) j 9, ()dx (3.105)
e’ —1
Pasinaudoje lygybe
2
[ o - =13r,
0 e —
i§ (3.105) randame
, 3
h n

T = ) 3.106
° 2mk 3 ( )

2.672(25+1)
Si ir fermiony T, (3.90) iSraiSkos to paties pavidalo, tk (3.90) skaitinis daugiklis
2.3 karto didesnis uz (3.106).

Budingai bozonu sistemai *He (jo s=0) T, gana zema. Pvz., netgi imant
skysto *He tanki n=2-10”cm~, T, =3K . Tokioje temperaturoje helis yra skystas
ir Bozés duju modelio iSvada gali buti tik kokybiné. Taciau T, #0 ir egzistuoja
temperaturos intervalas T <T,, kuriame Bozés duju cheminis potencialas iSlieka

lygus nuliui. Jeigu laikytume, kad ir T <T, temperaturoje vidutinis daleliuy
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skaicius gali buti iSreiksStas (3.58) integralu, tai daleliu tankij iSreiksStu (3.1095)
lygybé, kurioje vietoj T, iraSyta T. Tada iSeitu, kad Zeméjant T, tankis (arba
daleliu skaicCius) turi mazeéti, ko negali buti. Priezastis Cia ta, kad T <T, salygomis
Bozés dujoms (3.51) sumos nebegalima pakeisti integralu. IS tikruyju, iSskleide

(3.51) sumos kelis pirmuosius démenis T <T, salygomis, turime

N =9l 6@, (3.107)

%o L

e —1 e -1
Cia ¢, - zemiausia bozono energija, & =¢,+A¢ ir tt. Kai T—>0, (3.107)
deSiniosios pusés antrasis, treCiasis ir t.t. démenys, dél vis didéjancios ¢ vertés,
zeméjant T, sparciai artéja prie nulio ir riboje iSnyksta. Bozés duju dalelés ¢, =0,
todel (3.107) pirmojo démens inaSas neapibréztas. Kadangi (3.107) lygybé turi
galioti ir T — 0 riboje, plaukia, kad T <T, salygomis x =0 tik makroskopine
prasme. Mikroskopiskai jis gali nebuti lygus nuliui. Nustatysime Sia verte.
Temperaturoje, kuomet (3.107) antrojo, treciojo ir t.t. démenu jau galima

nepaisyti, turi galioti

N:?g—(o). (3.108)
e T -1
IS ¢ia
g =—kT ln[1+g°T(O)j=—kT goﬁ(o). (3.109)

Tai labai maza u verté, kuri makroskopiniame eksperimente negali buti
apciuopta, taciau mikroskopine prasme tampanti lygia nuliui tik tada, kai T =0.
Jeigu (3.109) cheminio potencialo verte iraSytume (3.107) antrajame, treciajame
ir t.t. démenyse, tai tu démenu inaSas nepasikeistu, kai T — 0. Vadinasi, kai
Bozés duju termodinaminé temperatura T <T, ir Zeméja, bozonai pereina i
busenas su lygia nuliui (zemiausia) energija. Sis reiskinys vadinamas Bozés ir
EinSteino kondensacija. Taigi Bozés ir EinSteino kondensacijos salygomis
reikSmingas yra (3.107) pirmasis démuo, kuris vienintelis ir telieka, kai T =0.
Tuo tarpu (3.58) integrale busenu, kuriu ¢ =0, inasSas neatspindimas (g(¢)=0,
kai £=0), todél Sis integralas nusako tik tg skaiciu daleliu, kuriu ¢ > 0. Dalelés,
kuriy Bozés ir Einsteino kondensacijos salygoms ¢ >0, sudaro suzadintaja Bozés

duju posisteme, o dalelés, kuriu &£=0 - Bozés ir EinSteino kondensata.
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Suzadintosios posistemés daleliu skai¢ius Ns isreiskiamas (3.1095) lygybe, kurioje
T, pakeista T :
%:1.3&(1@); (3.110)

Kai T =T, (makroskopiSkai kondensato dar néra) pagal (3.105)

gzljx/;(kTo); (3.111)

IS (3.110) ir (3.111) randame

Ns = N{—]z (3.112)

Bozés ir Einsteino kondensacijos salygomis visas daleliy skai¢ius N lygus

kondensato Wk ir suzadintosios posistemés daleliuy skaic¢iu sumai, todél
3
J— ] 2
Nk« =N 1—[lj . (3.113)

Bozés ir EinSteino kondensacijos salygomis duju energija sutampa su
suzadintosios posistemeés energija ir iSreiSkiama Sitaip:

5 3
(kT X2 dx
0

= 0g(e)ede ) ERE S
E_.[O B - )% 13\/;.[0 ex_l.

ekt _1 (kT

Z|

(3.114)

Pasinaudoje lygybe

3

[ X2 dx 7

01

vietoj (3.114) turime

w

_ _ T2
E =0.77kN —-. (3.1195)
T,2
Pasiréme (3.112), E iSreiskiame dar ir Sitaip:
E =0.77NKT. (3.116)
Matome, kad suzadintoji posistemé tarsi klasikiné sistema: jos vienai dalelei
tenkanti energija proporcinga T .

[zochoriné Siluminé talpa pagal (3.115)
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(T2

C, =19-kN| — (3.117)
TO

ir artéja prie nulio, kai T — 0. Kadangi kondensato dalelés energija lygi nuliui, tai

ir jos judesio kiekis taip pat lygus nuliui. Todél kondensatas neduoda inaSo

skaic¢iuojant Bozés duju slégi T <T, salygomis. Pasinaudoje (3.82) ir (3.101)

lygybémis, galiojanCiomis suzadintajai posistemei, turime

pV =§E (3.118)

Padaline Sios lygybés abi puses i§ V, irase (3.115), o po to ir T, (3.106) iSraiska,
randame

3 3
2 D) 5
D =30.77knT—3:7.4(2s+1)(2—Tj2(kT)2. (3.119)
3 2 h
T,2
Matome, kad kondensacijos salygomis Bozés duju slégis nepriklauso nuo
sistemos daleliu tankio, taciau iSreikStas suzadintosios posistemés daleliu
skaic¢iumi (3.112) igyja klasikiniy idealiuju duju slégio pavidala:
p=0.51-nKkT, (3.120)

cia n, =N V.

Skystajame “He 2.18 K temperatiroje stebimas fazinis virsmas -
supertakiosios helio busenos atsiradimas. Aisku, jog skyscio dalelés saveikauja ir
skysc¢iui duju artinys netinka. Vis tik Bozés duju teorijos numatoma Bozés ir
EinSteino kondensacija bent jau kokybiskai prognozuoja panasiu faziniu virsmu
galimybe bozonu sistemose. Deja, remiantis duju modeliu neimanoma
apskaiciuoti kondensato entropijos, todél negalima surasti Bozés ir EinSteino
kondensacijos kaip fazinio virsmo charakteristiky.

Matéme, kad, kai T <T, (3.106), Bozés duju savybés labai skiriasi nuo
klasikiniy idealiyju duju savybiu — Bozés dujos yra iSsigime. Palygine (3.73)
deSiniaja puse su KkT,, isitikiname, kad, kai T >>T,, Bozés dujos silpnai iSsigime.

Todél temperatura T, (3.106) vadinama Bozés duju iSsigimimo temperatura.
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3.9. Siluminiai spinduliai

Nagrinésime pastovioje temperaturoje ir pastovaus tario erdvés srityje esanti
statistinés pusiausvyros elektromagnetini lauka. Statistinés pusiausvyros
elektromagnetinis laukas nesusidaro tusStumoje. Jis susidaro tik ijkaitusioje
medziagoje, kurioje nenutrukstamai sugeriami  ir  iSspindulivuojami
elektromagnetiniai spinduliai. Spinduliu sugerties ir iSspinduliavimo reiSkiniai
atsitiktiniai, todel statistinés pusiausvyros elektromagnetiniy spinduliu sistema
vadinama Siluminiais spinduliais. Medziaga, sugerianti visu dazniu spindulius,
vadinama juoduoju kunu. Pagal Kirchhofo spinduliavimo désni juodasis kunas
gali taip pat ir spinduliuoti visu dazniu spindulius. Nors realiai absoliuciai juodu
kinu néra, taCiau toliau nagrinésime Siluminius spindulius juodame kune.
Aisku, kad tokiomis salygomis gauti rezultatai yra ribiniai, vienok jie svarbus
analizuojant realiu medziagu sugerties ir spinduliavimo gebas.

Kvantinéje reliatyvistinéje mechanikoje iSvedama, kad elektromagnetinis
laukas yra kvantiniu daleliu, vadinamu fotonais, sistema. Elektromagnetinis
spindulys — tai fotonas, turintis sveikaji sukini, lygu #. Vadinasi fotonas yra
bozonas. Pagal kvantine mechanikg dalelé, kurios sukinys #, galétu turéti tris
skirtingas sukinines busenas, taciau Maksvelio lygtys leidzia tik dvi
nepriklausomas  fotono sukinines busenas. Jos vadinamos  fotono
poliarizuotumais.

Kvantinéje lauko teorijoje, nagrinéjancioje elementariyju daleliu saveika,
iSvedama, kad, jeigu tam tikroje erdvés srityje, kurios matmenys tokie, kaip
fotonu bangos ilgiai, yra tik du fotonai, tai ju saveika labai silpna. Vaizdzia
tariant, jei tie du fotonai greta vienas kito iSbutu vienus metus, tai saveikaudami
jie praleistu tik mazdaug vieng sekunde. Taciau dvieju fotonu saveika labai
zenkliai sustipréja, jei toje pacioje erdvés srityje yra daug tos pacios busenos
fotonu. Vienok Siluminiu spinduliy sistemoje pastarasis atvejis nesusidaro, todél
¢ia fotonu sistema dideliu tikslumu galime aprasyti kaip Bozés dujas.

Taciau Siluminiai spinduliai nuo kity iki Siol iSnagrinétu kvantiniu duju
skiriasi tuo, jog ju vidutinis daleliu - fotonu - skaiCius pastovaus turio ir
temperataros salygomis negali buti nepriklausomu dydziu. Sis skai¢ius visada
susidaro toks, kuris atitinka duotomis salygomis esancios sistemos statistine

pusiausvyra. Pasikeitus tariui ir temperaturai, pakis ir tas skaicius. Vadinasi
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dabar nebegalime pasinaudoti (3.58) lygybe, kaip lygtimi cheminiam potencialui
apskaiciuoti. Dabar jis turi buti surastas remiantis kitais principais.
Termodinamikos mokslo Sakoje, nagrinéjancioje makroskopiniu sistemu
pusiausvyra, irodoma, kad kiekvienos sistemos, kurios daleliu skaicius fliuktuoja
dél vidiniu priezasc¢iu, o ne deél saveikos su aplinka, pastovaus T ir V salygomis
stabili pusiausvyra susidaro tik tada, jei cheminis potencialas lygus nuliui. Sig
iSvada, bent jau kokybiSkai, galima suprasti. Mes laikome, kad Siluminiai
spinduliai, kaip ir bet kuri kita statistinéje fizikoje nagrinéjama sistema, yra
hamiltoniné. Tokios sistemos energija gali fliuktuoti tik dél saveikos su aplinka.
Kai T ir V pastovis, pastovi entropija ir slégio jégos darbo neatlieka. Tarkime,
sistema su aplinka nesgveikauja, bet jos cheminis potencialas nelygus nuliui.
Tuomet dél fliuktuojancio fotonu skaiciaus kistu sistemos energija (ziar. (2.165)),
ko negali buti. Taigi p = O.

Vadinasi pagal (3.37) Siluminiu spinduliy sistemos i busenos vidutinis
fotonuy skaicius

I (3.121)

i &

ekt 1

Dazniausiai fotono energija iSreiSkiama jo dazniu, ¢, =hwo,. Tuomet

oL (3.122)

L ho;

ekl —1

(3.122) formule pirmasis 1900 m. sudaré vokieciy fizikas M. Plankas, tuo paciu
irodes Siluminiy spinduliy kvantine kilme. Todél (3.122) daznai vadinama Planko
spinduliu formule.

Kadangi c¢ia nagrinéjamu Siluminiu spinduliu dazniai yra iS begalinio
intervalo, tai sistemos charakteristikas paranku reiksti integralais. Tuo tikslu
apskaiciuosime fotonu busenu tankio funkcija g(w), t.y., daznio vienetiniam
intervalui tenkanc¢iu busenu skaic¢iu. Remsimés 3.5 skirstinio metodika.

Fotonas — laisva reliatyvistiné dalelé, kurios rimties masé lygi nuliui, todél is

1
reliatyvistinés laisvos dalelés energijos iSraiSkos &=c(p>+m’c’)? (c - Sviesos

greitis tustumoje ) randame fotono daznio ir judesio kiekio p sarysi
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Matome, kad fotono energija (daznis) nepriklauso nuo koordinaciu ir judesio

kiekio krypciu, todél taikome (3.63) iSraiSka, kurioje vietoj 2s+1 jraSyta 2 (dvi

fotono poliarizuotumo busenos):

2V sV (hY
4-7Z'h—3 pzdpz h3 (Ej a)zda).

(0)= Y2
¢’
Taigi Siluminiy spinduliu vidutiné energija
—  tVeo'de
£ g, [Vote

hao

0 gkt _1

)

didysis termodinaminis potencialas
= _he
A= kTgO'[a)2 ln[l —e i ]da)
0

bei vidutinis fotony skaicius

N: goT Cl::da) >

0kt 1

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

¢ia ¢, = v . Visi trys Sie integralai apskaiCiuojami pakeitus integravimo

2.3
°C

kintamaji i—_lci) = X. Dar pasinaudoje lygybémis

4

tXdx 7 T xldx
J o

24

e—1 15’ e’ -1

0
bei (3.126) suintegrave dalimis, turime
vz (kT)*

E=
15(ch)’

V(KT
~ 45(ch)’
VkT)

(cn)

N =0.24

(3.128)

(3.129)

(3.130)

Taigi vidutinis fotonu skaic¢ius, kaip jau ir minéjome, priklauso nuo tuario ir

temperaturos.

Siluminiy spinduliy izochoriné §iluminé talpa ir entropija,
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ol 2 3 2 3
, - JE :47sz(k_Tj ’ S:_(@j :47rVk(k_Tj (3.131)
aTt ), 15 (cn T ), 45 \ ch
artéja prie nulio, kai T — 0, kaip ir turétu buti, nes Siomis salygomis iSnyksta

fotonai (ziur. (3.130)).

Siluminiy spinduliy slégis

_ (or) _=z'kT)
b= [av JV ~ 45(ch) 3152

nepriklauso nuo turio ir yra tik temperattros funkcija, taciau iSreikstas vidutiniu

. N
fotony tankiu n= v

p=0.91-nkT , (3.133)
igyja klasikiniuy idealiuyju duju slégio iSraiSkos pavidala. Matome, jog slégio
iSraiSkos Bozés duju Bozés ir EinsSteino kondensacijos salygomis (3.119) ir (3.120)
bei Siluminiu spinduliy (3.132) ir (3.133) yra panaSios, o abieju sistemu
cheminiai potencialai lygts nuliui. Taciau tai nereiSkia, kad Siluminius
spindulius, kaip kartais sakoma, galima laikyti Bozés ir EinsSteino kondensatu.
Siluminiy spinduliy fotonai yra jvairy energiju, o fotonas, kaip neturintis rimties
maseés, su lygia nuliui energija iSvis neegzistuoja.

[Sanalizuosime (3.125) iSraiSka. Pointegraliné funkcija kartu su daugikliu g,
iSreiSkia fotonu, kuriu dazniai i§ intervalo o, ®+dw, energija

g,ho’dw
= ho °
ek —1

dE(w) (3.134)

Tarkime, kad %o <<KT . Tuomet (3.134) vardikli iSskleide i—_lci) laipsniu eilute

ir apsiriboje pirmosios eilés mazais dydziais, randame
dE = g kTo’dw. (3.1395)

Sioje iSraiSkoje nebéra Planko konstantos. Tai pozymis, jog (3.135) atitinka
klasikinj artinj. Pirmasis (3.135) 1900 m. sudaré angluy fizikas Dz. V. Reilis,
remdamasis elektromagnetinio lauko klasikine samprata. Véliau 1911 m.,
nepriklausomai tg formule sudaré ir anglu fizikas bei astronomas Dz. DZynsas.
Todeél (3.135) iSraiSka vadinama Reilio ir Dzynso désniu. Taikant §i désni visam
dazniy intervalui iSeina, kad statistinés pusiausvyros elektromagnetinio lauko

energija yra begaliné bet kokioje temperaturoje. Toks nesusipratimas 20 a.
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pradzioje buvo vadinamas ultravioletine katastrofa. Dabar matome, kad jokios
katastrofos néra: (3.135) tiesiog netaikytina aukstiems dazniams.
Kai dazniai tokie, jog #hw>>kT (aukstieji dazniai), tai (3.134) vardiklyje

esancio 1 galime nepaisyti. Tuomet

ho

dE(w) = g,w’e “da. (3.136)

Nors pastarosios iSraiSkos forma ir panasSi i klasikinj artini (Bocmano
skirstinys, #o = ¢), vis tik Planko konstantos buvimas toje formuléje yra nuoroda,
jog ji apraso kvantinius reiSkinius. Taigi matome, kad Siluminiams spinduliams,
kaip ir kitoms iki Siol nagrinétoms sistemoms, tapatumo kvantinis reiskinys
svarbus Zemojoje temperataroje.

Jeigu juodojo kuno pavirSius laisvas, tai jis spinduliuoja energija i aplinka.
Aisku, kad budamas statistinés pusiausvyros, kunas tiek pat energijos gauna ir
i§ aplinkos. Juodasis kuinas yra juodas tik Zemoje temperaturoje. Ikaites jis Svyti
stipriau uz bet kuri kitg tos pacios temperattros kuing. ApskaiCiuosime energijos
kieki, iSspinduliuojama per vienetine trukme ir ktno laisvo pavirSiaus vienetini
plota. Dél to turime rasti Siluminiu spinduliu energijos srauto tanki pavirSiuje.
Kadangi sistema vienalyté ir izotopineé, tai srauto tankis nepriklauso nuo
koordinaciu ir visomis kryptimis yra vienodas. Tuomet tam tikros krypties srauto
tankio diduma pavirSiuje galime reiksti lygybe

j=c4i, (3.137)
T

<. . . . . .U . .
¢ia U - spinduliu energijos erdvinis tankis, P vienetiniu
z

erdviniu kampu perneSamos energijos tankis, ¢ — pernasos

greitis (Sviesos greitis tuStumoje). Per pavir§iaus ploto
6 pav. elementq ds per vienetine trukme kryptimi ] pernesamos
energijos kiekis lygus (i,dg)z jdscos 3. Tuomet per vienetine trukme ir pavirSiaus

vienetinj plota visomis kryptimis iSspinduliuojamas energijos kiekis

T

2r 2
| = [dp[sing-jeos9d9 =7, (3.138)
0 0
nes j nepriklauso nuo kampu. IS (3.128) randame
= 2 4
U:E:ﬂ_ (3.139)
V  15(ch)
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Taigi per vieneting trukme ir kuno pavirSiaus vienetini plota visu dazniu

iSspinduliuota energija

7kt .,
= 3.140
60c’n’ ( )
iSreiSkia Stefano ir Bolcmano désnj | =oT*, nustatyta stebéjimais ir klasikinés

termodinamikos metodais. Pagrindinis (3.140) iSraiSkos rezultatas yra tas, kad is
jos galime rasti Stefano ir Bolcmano konstantos o iSraiSka universaliosiomis
~°k*

konstantomis, o=———,
60ch

ko klasikinés termodinamikos metodais padaryti

nejimanoma.
(3.134) padaline iS 42V bei padaugine iS z-c, randame energija, kuri
iSspinduliuojama per vienetine trukme ir kuno pavirSiaus vienetini plota

spinduliu, turin¢iu daznius i$§ intervalo ®, o+do:

3
e —1

Sios iSraiSkos deSiniojoje puséje dazni w iSreiSke bangos ilgiu A, a)=27ﬂc, o po to

gautaja iSraiSkg padaline iS d4, randame iSspinduliuotos energijos kieki, tenkanti
vienetiniam bangos ilgio intervalui

) i
ek% -1

J(1)= (3.142)

(3.142) nusako iSspinduliuotos energijos spektrini pasiskirstyma. Matome, kad

iSspinduliuotoje energijoje neduoda inaSo spinduliai, kuriu 4 —>» (tuomet

hc

J(2)~2™*), spinduliai, kuriu 42— 0 (tuomet J(1)~A7e 4 —0). Taigi apibréztoje

temperaturoje egzistuoja A=A1,, kurio inaSas didziausias (7 pav.) Rasime A,.

Lygtyje
dJ
08 -l
| . hc 1 <. .
pakeite —— =—, randame dydzio x lygti
| KTA, X
| 1
| s-L_sex,
I X

kurios sprendinys x=0.201. Tuomet
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hc
TA, = 0.201? =0.290 cm K. (3.143)

Matome, kad pakankamai Zemoje temperaturoje kuinas spinduliuos ilgabangius,
nematomus, spindulius ir bus juodas. Temperaturai aukstéjant iSspinduliuotos
energijos maksimumas slenka trumpesniu bangos ilgiu kryptimi ir kunas
pradeda Svytéti. Sig (3.143) lygybe iSreikSta iSvada, XIX a. pabaigoje suformulavo
V. Vynas (Vokietija), remdamasis juodojo kuno spinduliuotés stebéjimais. Ta
iSvada vadinama Vyno postimio désniu. IS (3.143) plaukia, kad matomojo
spektro raudonaja riba 4=7.5-10" cm atitinka T =3860 K.

Siuo baigéme nagrinéti daleliu tapatumo kvantinj reiskini.
3.10. Kietyju kuny Siluminés talpos teorija

Nagrinésime termostate esancius kietuosius kunus. Dél kietojo kuno ir
aplinkos saveikos, kietojo kino atomai neiSlieka parime, o juda apie mechaninés
pusiausvyros padétis: jei kunas kristalinis — apie kristalo gardelés mazgus, jei
amorfinis — apie metastabiliosios pusiausvyros padétis. Be atomu kietasis kunas
gali turéti ir kitu nepriklausomu posistemiu, pvz., metalai - laisvuosius
elektronus. Cia mes tirsime tik kietojo kGno atomu, kuriuos laikysime
materialiais tasSkais, judéjimo vaidmeni. Normaliomis salygomis klasikiniy kietuju
ktinu atomu atsilenkimo nuo mechaninés pusiausvyros padéciu amplitudés yra
mazos lyginant su vidutiniu atstumu tarp atomu, todél judédamas atomas
nepatenka i kito atomo judéjimo sriti, ju banginés funkcijos nepersikloja ir
tapatumo kvantinis reiSkinys jiems mnesvarbus. Kvantiniy kristalu atomu
atsilenkimo amplitudés netgi Zemoje temperaturoje yra tokio pat didumo, kaip ir
atstumai tarp atomu, todél §iuy medziagy statistiné teorija sudétingesné. Siame
skirsnyje nagrinésime tik klasikinius kietuosius kunus, siekdami nustatyti
bendrasias kietyju kunu savybes, nepriklausancias nuo atomu ruSies ir to,
kristaliniai ar amorfiniai yra kietieji kunai.

Tarkime, kietojo kiino atomuy yra N ir visi jie turi po 3 laivés laipsnius. Atomu
Dekarto koordinates, skaiCiuojamas nuo mechaninés pusiausvyros padéciu,

pazymésime X, i=L..,.3N. Tuomet kietojo kiino Hamiltono funkcijg iSreiSkiame

Sitaip:
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H= Z—x +U (X5 Xy 500 Xay ), (3.144)

i=l
¢ia m, zenklina atomu mases, U(xl,...) - atomu saveikos potencine energija.
Kadangi x,mazi, tai U skleidziame x laipsniu eilute ir skleidinyje apsiribojame
pirmaisiais reikSmingais démenimis:

U(x +Zx[ j +§:lxx o'V + (3.145)
e X = 27 oo )

i,j=1

¢ia ,0“ zymi mechaninés pusiausvyros padéti, kurioje U(x,...) yra minimali, todél

(Q] 0.
X ),

2,
Cy = oV (3.146)
OX;OX; .

Pazymeéje

bei potencine energija skaiciuodami nuo mechaninés pusiausvyros jos vertés
(tada U (0): 0), kietojo kiino Hamiltono funkcijai turime Sitokiq iSraisSka:
3N
Z —X; +Z Cy XX - (3.147)
i=1 ii= 1
Pastebésime, kad (3.147) iSraiSkoje esanti potenciné energija yra teigiamoji
dvitiesé kintamuju X, forma.
Apibrésime 3N koordinaciu
3N
mo=>bx;, i=1..3N, (3.148)
j=1

Cia b; kol kas neapibreézti tiesinio darinio koeficientai, sudarantys 3N stulpeliu ir

3N eiluc¢iu matricg B. IS (3.148) iSreiske X; randame

(3.149)

Il

il NgE
o
3

IS algebros zinoma, kad koeficientu a;matrica A=B"'. Kietojo kuno kinetine
energija iSreiSkiame koordinatémis 7,:
3N m

oS L 1,
i= jk=

i=l

Kadangi koeficientai a; neapibrézti, tai pareikalausime, kad galiotu lygybe
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3N

ml ij |k (3151)
i=1
Tuomet kinetiné energija
Z—x ZN:l' W0 —%l'z (3.152)
= 277j77k ik =2 277j~ .
i=1 j,k=1 j=1
Dabar pertvarkome potencine energija:
1 3N
ZCIJXIXJ =§ Clj ik J|77k77| _E ﬂknlzcu ik@ji - (3153)
i,j,k,l=1 k,I=1 i,j=I

I]l

(3.151) lygybés duoda %3N(3N +1) nepriklausomu lygc¢iu koeficientams a;( 3N

lygciu, kai j=k ir %3N(3N —1) lygciu, kai j#k, nes sukeitus j ir k nauju lygciu

negaunama). Kadangi koeficientu a;yra (3N)2, tai minéty lygCiu nepakanka.

Todél pareikalausime, kad (3.153) deSinysis daugiklis tenkintu lygybe

Zc” La, =wd,, (3.154)

i,j=1
C¢ia o, - kol kas neapibrézti realtus dydziai, o ju kvadratas (3.154) deSiniojoje

puséje paraSytas todél, jog potencineé energija yra teigiamas dydis. IS (3.146)

plaukia, kad c; =c;

i» todél (3.154) duoda taip pat %3N(3N +1) nepriklausomy
sarySiu. Taigi (3.151) ir (3.154) sudaro 3N(3N +1) nepriklausomu lygciu, i§ kuriu
ir nustatoma (3N)2 koeficientu a;ir 3N dydziu o, . Pasiréme (3.154), potencine

energija iSreiSkiame Sitaip:

1 3N 3N1 -
3 26X =05 ol (3.155)
i,j=1 k=1

[\)

o kietojo kiino Hamiltono funkcija (3.147) — Sitaip:

3N 1 1
H=)> H, ‘+—ow'n’. (3.1506)
i=1 2 2

Matome, kad H; yra vienmacio harmoninio osciliatoriaus, kurio daznis ),
Hamiltono funkcija. Taigi kietojo kuno atomu posistemé koordinatése 7,

pavaizduota kaip 3N vienmaciu nepriklausomu harmoniniu skirtingu dazniu

osciliatoriu sistema. Koordinatés 7;, kai koeficientai g;(tuo paciu ir koeficientai

b;) nustatomi i§ (3.151), (3.154) lygcCiu, vadinamos normalinémis koordinatémis,
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o (3.156) osciliatoriai — normaliniais osciliatoriais. Pastebésime, kad iS3N , laisvés
laipsniu, vidiniam atomu judéjimui tenka 3N -6. Sesi laisvés laipsniai apraso
kietojo ktino slinkima ir sukimasi. Tac¢iau deél to, kad 3N >>6, ir toliau vietoj
3N -6 rasSysime 3N .

(3.148) lygybéje matome, kad normalinés koordinatés yra visu atomu
koordinaciu tiesinis darinys, taigi jos apraso atomu kolektyvini judéjima. Dél to ir
normaliniai osciliatoriai yra kolektyvinio judéjimo osciliatoriai.

(3.156) artinys vadinamas kietojo kiino harmoniniu artiniu. Siuo artiniu
vienintelé individuali kietojo kuno charakteristika yra jo normaliniu virpesiu

dazniu @, spektras. (3.145) skleidinio aukStesnés eilés démenys, kuriu

nepaiséme, vadinami anharmoniniais. Juos galime interpretuoti kaip aprasancius
normaliniy osciliatoriu saveika. Harmoninio artinio taikymai rodo, jog jis gerai
tinka Zemoje temperaturoje. Aukstéjant temperaturai, didéja atomu virpesiu
amplitudés, todél sustipréja ir anharmoniniu démenu vaidmuo (ziGréti
10 uzdavini).

Pasiremsime (3.156) artiniu ir paskaic¢iuosime kietojo kiino charakteristikas.

1. Klasikinis artinys.

Kietojo kino energijos statistinis vidurkis

3N

Hi. (3.157)
1

-2

Remdamiesi 2.6 skirsnio (2.114) formule, vietoje (3.157) turime

H =3NkKT, (3.158)
todel kietojo kuno Siluminé talpa
C, = oH =3Nk (3.159)
or ),

ir, matome, nepriklauso nuo temperaturos. Beje, c,, kaip ir H priklauso tik nuo
kietojo kino atomu skaiciaus ir visiSkai nepriklauso virpesiu dazniu. (3.139)
lygybé iSreiSkia P. Diulongo ir A. Pti 1819 m. stebéjimo kambario temperatiaroje
nustatyta désnj. Taciau Diulongo ir Pti désnis netinka Zemoje temperaturoje ir
prieStarauja treCiajam termodinamikos désniui. Pastebésime, kad kietiesiems
ktinams eksperimentu nustatoma ne izochoriné, bet izobariné Siluminé talpa

¢,. Taciau dél to, kad, kintant temperatirai kambario temperataros intervale,

kietyju kunu turis kinta nedaug, skirtumas tarp c,ir ¢, nedidelis. Todél ir toliau
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eksperimentu nustatyta kietuju kunu Silumine talpa gretinsime su c,, kuria
teoriSkai apskaiciuoti yra paprasciau.
2.Kvantinis modelis.

Dabar (3.156) kvantuojame. IS kvantinés mechanikos Zinoma, kad vienmacio

harmoninio osciliatoriaus, kurio daznis @,, n- tosios kvantinés busenos energija
1
&y =ho, n+2Js (3.160)

o osciliatoriaus kvantinis skaic¢ius igyja vertes n=0,1,...,0. Kadangi normaliniai
osciliatoriai (3.156) artiniu yra nesaveikaujantys, tai, taikydami 2-jo uzdavinio
rezultatus, kietojo ktino statistine suma iSreiSkiame lygybe

Z=a-a, .. 8, (3.161)

Cia a- i-jo normalinio osciliatoriaus statistiné suma. Apskaiciuosime ja. Pagal

apibrézima
hao;
o & _hon o (0 hop g 2kT 1
=y e T e XN le | =~ - : (3.162)
n=0 n=0 — ha)
l1—e X 2sh !
2KT

Kietojo kuino laisvoji energija
3N

F=-kTlnZ=>F, F =-kTIng. (3.163)
i=1

Pasinaudoje¢ (3.162), randame i-jo normalinio osciliatoriaus laisvaja energija.
E = kT In| 2sh[ 221 . (3.164)
2kT

Pagaliau pagal Gibso ir Helmholco formule (2.87) apskaiciuojame i-jo
normalinio osciliatoriaus vidutine energija.

PR R ) P L L (3.165)
oT\T) 2 = 2T

Hiperboliniam kotangentui pritaike lygybe
e +e” 2

cthx = ———=1+— "
e’ —e e —

>
g, iSreiSkiame Sitaip:
ho, ho,

@' . (3.166)
ekt —1

E =

Tuomet kietojo ktino energijos vidurkis
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3N ha) 3N ha)

E=) 2'+Z e

i=I i=l

et —1

Sios iSraiSkos pirmasis démuo - kietojo ktino nuliniy virpesiu (n=0 (3.160))
energija. Ji nepriklauso nuo temperaturos, todél neduoda inaSo skaiciuojant
Silumine talpa. Tad toliau kietojo ktno energija skaiCiuosime nuo nuliniu

virpesiu energijos, t.y., ja reikSime lygybe
3N

E=) hao (3.168)

ha;
i=1

e —1
Sioje atskaitoje

ho,
ra— (3.169)

ekl —1

Dydis %o, yra i-tojo normalinio osciliatoriaus suzadinimo kvantas (ziareéti

1
(3.160)), o (3.169) iSraiSkoje esantis daugiklis ho, yra tokio pavidalo,

e KT — 1

kaip bozonu sistemos, kurios cheminis potencialas lygus nuliui, vidutine

busenos, kurios energija #hw,, uzpilda. Tuomet & galime interpretuoti, kaip
dazniu w, apibudinamos bozonu busenos energija. Sie bozonai vadinami fononais

(nuo gr. phone - garsas). Fononas — tai kvazidalelé, reiSkianti normaliniy virpesiu
suzadinimo kvanta, taigi kietojo kuiino atomu kolektyvinio judéjimo suzadinimo
kvanta. Naudojant fonono savoka kietaji kting galime vaizduoti kaip fononu
sistemg. Harmoniniu artiniu tai butu fononiniu duju sistema, o (3.168) reikstu
suma visomis fononu busenomis. Tik skirtingai nuo iprastuju Bozés duju, fononu
busenuy skaicius yra baigtinis ir lygus 3N

(3.168) sumoje yra labai daug démenu, tad, netgi ir Zinant virpesiu spektra,
Sios sumos apskaiCiavimas butu labai sudétingas uzdavinys. Todél toliau
aptarsime du ribinius atvejus, kurie nesiremia kietojo ktino individualiu dazniu

spektru.

a) EinSteinas modelis. 1906 m. EinSteinas pasitlé kietaji kina vaizduoti kaip
Planko spinduliu (ziaréti (3.122)), turinc¢iu vienodus daznius, sistema. Pagal §i

modelj reiksty, kad (3.168) sumos visi démenys vienodi (visi @, = ®), todél
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3N7iw

E-= T (3.170)
et —1
Einsteino modelio Siluminé talpa

ho

oE ho) e
=|—| =3Nk| —| —. 3.171
& (aT] (ij (hw jz ( )

Y ekt —1

Aukstoje temperataroje, apibréziamoje nelygybéje KT >>hw, (3.171)
deSiniojoje puséje palike tik didziausius démenis, turime c, =3Nk, t.y., klasikini
artinj. Zemoje temperataroje kT <<hw (3.171) vardiklyje esancio 1 galime
nepaisyti. Tuomet

ho) -
=3Nk| — | e ¥T. 3.172
— 172

IS Sios iSraiSkos plaukia, kad ¢, >0, kai T—>0. Dél (3.172) esancio
eksponentinio daugiklio ir visos ¢, iSvestinés termodinamine temperatara taip
pat artéja prie nulio, kai T —>0. Gautasis rezultatas kokybiskai atitinka
eksperimentu nustatyta ¢, mazé¢jima zeméjant T, taciau iS§ (3.172) plaukiantis c,
artéjimas prie nulio, kai T — 0, yra spartesnis, negu numatoma eksperimentu,
pagal kuri trimate sandara turinciu kietyju kunu c, ~ T?. Toks Einsteino modelio

rezultatas visiSkai suprantamas. Pazvelge i (3.168) matome, kad Zeméjant T,
didéja zemuju dazniu inasSas, kurio EinSteino modelyje, naudojanciame vienag

daznj, tinkamai jvertinti neijmanoma.

b). Debajaus modelis. 1912 m. olandu fizikas P. Debajus pasiulé kietojo
kuno kaip tolydzios terpés modeli, kuriame kietojo kuno Siluminiai virpesiai
turétu buti ne kas kita, kaip tampriosios bangos, t.y., garso bangos. Garso bangu
daznio ir judesio kiekio sarySis yra tiesinis, t.y., tokio paties pavidalo, kaip ir
Siluminiu spinduliy (3.123). Taciau lygindami elektromagnetines bangas ir garso
bangas démesyje turime turéti du jas skiriancius bruozus. Siluminiu spinduliuy
atveju apibrézta dazni turi dvi skirtingu poliarizuotumu bangos, taciau ju abieju
greiCiai vienodi ir lygus c¢. Garso bangu yra dvi skersinés ir viena iSilginé, vienok
skersiniy ir iSilginiy bangu greiCiai skirtingi. Taigi garso bangu dazniu tankio
funkcija galime skaicCiuoti taip, kaip ir Siluminiams spinduliams, rasSydami, kad

p’dp ~ w’dw, bet atsizvelgdami i tai, jog skersinei bangai Siame sarySyje
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proporcingumo daugiklis yra kitas, negu iSilginei bangai. Taciau visu triju bangu
suminis jnaSas vis tiek bus proporcingas @’dw. Vadinasi garso bangu daznio
funkcija
9(w)= Aw?, (3.173)

¢ia A priklauso nuo turio ir garso bangu greiciu, taciau konkreti iSraiSka néra
svarbi. Antrasis Siluminius spindulius ir garso bangas skiriantis bruozas tas, jog
Siluminiu spinduliu dazniu yra be galo daug, o garso bangu, nors ir gana daug,
bet vis délto baigtinis skaicius, lygus 3N . IS ¢ia plaukia, kad garso bangoms turi

egzistuoti tam tikras didziausias daznis o, , apibréziamas lygybe

fg(a))da)z?a); =3N. (3.174)

IS Sios lygybés A iSreiSke dazniu o,,, vietoj (3.173) turime

g(w)zz)—':'wz. (3.175)

o, vadinamas Debajaus dazniu. Tolydzios terpés modelyje didziausio daznio

m
egzistavimas plaukia i§ (3.174) salygos. Tuo tarpu atsizvelgus i kietojo ktno
diskretine sandara, t.y., i tai, kad kietasis kuinas sudarytas i§ atomu, tarp kuriu
yra baigtiniai atstumai, didziausio garso bangu daznio egzistavimas visiSkai
suprantamas. Mat diskrecioje terpéje galimos tik tokios garso bangos, kuriu ilgiai
néra mazesni uz atstuma tarp daleliu. Maziausia galimos bangos ilgi atsitinka
didziausiais daznis.

Remdamiesi Debajaus modelio (3.175) formule, kietojo kuno energija
iSreiSkiame Sitaip:

9N#A

ho

— % B3 \
E= [ w'do. (3.176)
Yek —]

o . . . h L . ~
Pakeite integravimo kintamaji ﬁ =X bei apibréze Debaujaus temperatira

Tp :%a)m (3.177)
perrasome (3.176):
To
o 47 3
E=9Nk-_::—3J. X dxl. (3.178)
e j—
D o
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Sioje Debajaus modelio formuléje T, yra teorijos parametras, kurio verté turi
nustatoma eksperimentiSkai. Tad T, yra vienintelé individuali kietojo kuno

charakteristika.

Tarkime, kad temperatura zemoji, t.y., T <<T,. Turédami démesyje tai, kad,
T
kai x Z?d, pointegriné (3.178) funkcija eksponentiSkai maza, virSutini rézi

keiciame begaliniu ir gauname

4 4
3’; Nki—. (3.179)
D

E-=

IS ¢ia Siluminé talpa

4 3
c, = 12: Nk(TlJ (3.180)
D

ir atitinka trimate sandara turinciu kietyju kunu eksperimentu nustatyta ¢, ~ T’

désni. (3.180) yra pagrindiné lygybé, kuria remiantis pagal eksperimentines c,
vertes nustatoma Debajaus temperatura. IStirty medziagy T, yra nuo mazdaug
100 K iki keliy tukstanciu K (pvz., Svino 88 K, deimanto 1860 K).

Aukstojoje temperataroje, T >>T,, (3.178) virSutinis rézis mazas dydis, todél
e* skleidziamas x laipsniy eilute ir paliekame tik du démenis: e* =1+ x. Tuomet
turime

E =3NkKT,

t.y., klasikinj artini.

Matome, kad auksStojoje temperaturoje kaip, EinSteino, taip ir Debajaus
modeliai numato vienodus rezultatus, sutampancius su klasikiniu artiniu. Taip

yra todeél, kad auksStojoje temperaturoje kietojo kuiino atomu Siluminio judéjimo
energijos ENkT pakanka visiems virpesiams, t.y., visiems mechaniniams laisvés

laipsniams suzadinti. Tokiomis salygomis energijos (dazniu) spektro ypatybés
nesvarbios. Zemojoje temperatiroje atomu Siluminio judéjimo energijos
nebepakanka visiems laisvés laipsniams suzadinti. Temperatirai Zzeméjant,
suzadinty laisvés laipsniu skaic¢ius mazéja, o nesuzadintieji niekaip ir nesireiskia.
Tuomet, turint démesyje (2.113) Siluminés talpos iSraiSka, yra aiSku, kodeél

zeméjant temperattrai, ¢, mazéja. Kvantinis modelis pasSalina 2.6 skirsnyje

paminéta laisvés laipsniu skaiCiaus klasikiniame artinyje neapibréztuma:
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nesvarbu, kiek mes galime sukurti laisvés laipsniu, skaldydami medziaga i vis
mazesnes dalis — reiksis tik tie laisvés laipsniai, kurie yra suzadinti.
(3.178) gerai tinka kaip Zemojoje, taip ir auksStojoje temperaturoje, todél ja
galima panaudoti apytiksliams rezultatams gauti visame temperaturos intervale.

Panaudojant visam temperaturos intervalui (3.178) gautoji ¢, iSraiSka vadinama
interpoliacine Debajaus formule (8 pav.). Interpoliaciné formulé blogiausiai
atspindi kietojo kano individualuma, kai T ~T,, t.y., kai skaiciuojant E yra
svarbus dazniai, artimi @, . IS skai¢iavimu plaukia, kad toje srityje konkretaus
kietojo kuno g(a)) labai skiriasi nuo (3.175).

@

gle)
5] | I LI L S S S . rpglis'c—me— =
aus inté
D@bss_l ﬁqﬁ |
3 éﬂﬁ‘ |
~T Eingteino < |
Individuali
|
!
T w, o
8 pav. 9 pav.

9 pav. parodytas principinis dazniy tankio funkciju skirtumas. Kai o <<a,,,

abi tos funkcijos suartéja, todél Debajaus modelis Zemojoje temperaturoje
(tuomet inaSa duoda tik Zemieji dazniai) ir atspindi visu kietuju ktnu bendra
savybe. Pastebésime, kad abieju 9 pav. kreiviu apriboti plotai visada sutampa.
Nustatyti konkretaus kuno, ypac¢, kai jo kristaliné sandara sudétinga,
virpesiu spektra bei dazniu priklausa nuo judesio kiekio yra gana sudétingas
uzdavinys. Pasirodo, kad ne visuy virpesiu dazniai teisiSkai priklauso nuo judesio
kiekio. Tie virpesiai, kuriu o ~ p, kaip Debajaus modelyje, vaidinami akustiniais.
Yra virpesiu, kuriu dazniai silpnai tepriklauso nuo p visame p kitimo intervale.
Tokie virpesiai vadinami optiniais. Pastarieji gali susidaryti, kai elementariajame
narvelyje yra prieSingu elektriniu kraviuy jonai. Jei jonai juda ne kartu, o
atsiskirdami, tai susidaro kintantis elektrinis momentas, galintis sgveikauti su
iSoriniu elektromagnetiniu lauku. Pvz., optinis virpesys (fononas) gali sugerti
Sviesa. IS Cia ir Siy virpesiu pavadinimas. Tam tikromis salygomis tarp optiniu
fononuy ir elektromagnetinio lauko kvanty - fotonu - saveika labai sustipréja ir
kietajame kune susidaro nauji zadiniai (kvazidalelés) i§ fononuy ir fotonu. Jie dar

vadinami poliaritonais.
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3.11. Vienatomiy duju atomy vidinés sandaros vaidmuo

Sistema sudaranc¢iu daleliy vidinés sandaros vaidmens iStyrimas — gana
sudétingas uzdavinys, ypac¢ tada, kai daleliu saveika matoma statistinés
pusiausvyros laiko aSyje. Todél c¢ia aptarsime paprascCiausia sistema - dujas,
esancias termostate. Dujos ¢ia reiskia tai, jog atomu saveikos nepaisome. Taciau
saveikos nepaisymas suprantamas taip, kaip 3.2 skirsnyje: judédami atomai
susiduria tarpusavyje ir su indo sienelémis, bet statistinés pusiausvyros laiko
aSyje visa tai matome tik kaip atsitiktines atomu masiu centru ir vidines
busenos.

Tarkime duju atomu yra N ir visi jie vienodi. Tuomet, remdamiesi sistemos,
sudarytos i§ nesgveikaujanciu daliu, statistinés sumos savybe, turime

Z=a" (3.181)
¢ia a - vieno atomo statistiné suma. Laikysime, kad atomu masés centruy
greiCiai néra reliatyvistiniai, todel atomo energija ¢ galime iSreiksti masés centro
energijos ¢, ir vidinio judéjimo energijos ¢, suma:
E=¢g,+¢&, (3.182)
Cia, remiantis 3.2 skirsnio rezultatais, ¢, yra maseés centro koordinaciuy ir judesio

kiekio funkcija, o n-atomo vidine busena nusakanciu kvantiniu skaic¢iu rinkinys.

Taigi
azzjegck:"d—r (3.183)

Cia s — masés centro laisvés laipsniy skaicius, o dI' - atomo mases centro fazinés

erdvés turio elementas. Kadangi ¢, nepriklauso nuo masés centro kintamuju, tai

(3.183) israiSkoje integravimas ir sumavimas atsiskiria. Todél turime
a=a,-a, . (3.184)
Sioje lygybéje atomo masés centro statistinis integralas
“Ldr
aozje kT‘:]—S, (3.185)
o vidinio judéjimo statistiné suma

a, =ye (3.186)

n

Duju laisvaja energija iSreiSkiame lygybe
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F=-kTInZ=F +F, (3.187)
kurioje
F, =—ktlna, (3.188)
yra duju atomy masiu centry judéjimo dedamoji, o atomu vidinés sandaros

inasa nusakantis démuo
F, =-kTN Ina, (3.189)

yra pagrindinis Siame skirsnyje apskaiciuojamas dydis. Pastebésime, kad,
aprasant (3.181) — (3.189) formules, nebuvo panaudotos atomo vidinés sandaros
ypatybés, todél tos formulés tinka ir molekuliu dujoms. Jeigu dujos
daugiasandés, tai kiekvienam sandui raSoma (3.189), o visos sistemos laisvosios
energijos vidinés sandaros démuo butu reiSkiamas (3.189) pavidalo démenu
suma visais sandais.

Aptarsime (3.186) sumos skaiCiavima neutraliam arba jonizuotam atomui.
Matome, kad skaiCiuojant S§ia suma, buting ZzZinoti atomo energini spektra.
Kvantinéje mechanikoje tiksliai apskaiciuojamos tik vienelektroniu atomu
energijos vertés, o daugiaelektroniams atomams geriausiu atveju tik keletas
zemiausiu energijos verciu. Todél bendruoju atveju atomo (juo labiau molekulés)
(3.186) suma apskaiciuoti neimanoma. 3.13, 3.14 skirsniuose suformuluosime
kita statistinés sumos skaiciavimo metoda, kurj taikant nebiitina zinoti sistemos
(Siuo atveju atomo) energini spektra. Vis délto daugiaelektroniams atomams tas
metodas gana sudétingas, todél Siame skirsnyje remsimeés (3.186) iSraiska.

Tarkime, kad atomo busena apibudinama orbitaliniu judesio kiekio
momentu L, jo dedamaja m, sukininiu momentu S ir jo dedamaja p. Tuomet
kvantiniy skaiciu rinkini n sudaro L, S, m, i, o energijos verteé &, nepriklauso nuo
m ir u. Zinoma, kad L, S, m, u yra geri kvantiniai skaiciai, kai energijos termai

neturi smulkiosios sandaros.

tolydusis spektras C .
———————————————— : 10 pav. parodyta principiné atomo

energijos verCiu schema. Atomui

budinga tai, kad pirmojo suzadinimo

Li5 I energija Ae yra tokios pacios eilés, kaip

A i ir atomo jonizacijos energija I. Kadangi

kvantinéje mechanikoje patikimai

LS. _ 4y apskaiCiuojama tik zemiausia atomo
10 pav.
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energijos verté, tai apsiribosime salyga
kT << 1, (3.190)

kurioje esant (3.186) sumoje pagrindini inaSa sudaro Zemiausios energijos

Ag
(Lo, So) busenos. Mat suzadinty busenu inasas turi papildomus daugiklius e 7,

Ag
e T, ..., kurie dél (3.190) salygos yra eksponenti§kai mazi ir ju galima nepaisyti.

Vadinasi galime raSyti

éLs éLs %180

a, = ye =>(2L+)(2S+1e T =(2L, +1)(2S, +e ¥ . (3.191)
L,S,m,u L,S
Tuomet
F, =—KTNIn(2L, +1)(2S, +1)+ N, - (3.192)

Kvantinéje mechanikoje apskaiCiuojant atomo energijos spektra paprastai
laikoma, kad atomas yra vienas ir vienintelis visoje begalinéje erdvéje, t.y., atomo
busenos funkcijos krastinés salygos nustatomos taske, be galo nutolusiame nuo

atomo branduolio. Tokiomis sglygomis ¢ ne tik nepriklauso nuo

LoSo
termodinaminés temperaturos, kaip ir bet kuris kitas kvantinis skaicius, bet
nepriklauso ir nuo iSorinio parametro, taigi yra tam tikra konstanta. Kadangi
stebimyju dydziu atitikmenys reiSkiami laisvosios energijos iSvestinémis, tai
minétomis salygomis (3.192) antrasis démuo neduoda inaso ir reiSkiant Fyv daznai
praleidziamas. Taciau duju atomas juda nors ir dideléje, bet vis délto baigtinéje
erdvés srityje ir jo busenos funkcijos krastinés salygos turi buti apibréziamos

indo, kuriame yra dujos, sienelése. Siuo atveju &L, » Kaip ir Kkitos energijos vertés,

priklauso nuo iSorinio parametro, todél, pvz., skaiCiuojant duju slégi, (3.192)
antrasis démuo duos tam tikra jnasa.
Pagal Helmholco formule (2.87) duju energijos priedas deél atomu vidinés

sandaros

- 2 a F
E, =-T T TV = Ne,

Ir, matome, nepriklauso nuo temperataros. Todél nagrinéjamu artiniu

izochoriné Siluminé talpa vidinés sandaros priedo neturés. Entropijos priedas

S, = —[%) = kN In(2L, +1)(2S, +1) = kIn((2L, +1)2S, +1))" . (3.193)
¥

Turédami démesyje tai, kad (2Lo+1)(2So+1) yra busenu, duodanc¢iu atomo

vidinés sandaros inasSa, skaiCius, matome, kad ((2Lo+1)(2So+1))N yra visu atomu

98



99
busenu skaicCius. Taigi (3.193) yra tokio paties pavidalo, kaip ir (2.36). Duju
entropijos padidéjimas deél atomu vidinés sandaros nulemtos tuo, jog padidéjo

busenu, i kurias atsizvelgiama aprasant sistema, skaicus.

Dabar aptarsime atveji, kai atomo zemiausios energijos termas turi

=
-
- -_—
beeig = : A,
-~ = J
g
P !-I.;.
11 pav.

smulkiaja sandara (11 pav.). Siuo atveju geri kvantiniai skai¢iai yra pilnutinis
judesio kiekio momentas J ir jo dedamoji m. Galimos J vertés yra Lo + So, ... ,

| Lo-So|, tiek yra ir smulkiosios sandaros dedamuju, kuriu energijos priklauso tik

nuo J. Todél vietoj (3.191) deSniosios iSraiSkos dabar turime

a,=>e = 02I+he", (3.194)
J,m J

¢ia sumuojama tik Zemiausio termo dedamosiomis.

Smulkiosios sandaros dedamuyju energijos intervalas Aegp Simtus karty
mazesinis uz Ag, todél (3.190) salygomis galimi trys atvejai.

1. KT >> Ago. Dabar (3.194) eksponentinius daugiklius galime laikyti
vienodais ir visus g5 pakeisti dydziu ¢ . Tuomet (3.194) tiksliai sutampa su

(3.191), mat
D (23 +1) = (2L, +1)(2S, +1) .

J
2. KT << ¢, —¢, . Dabar (3.194) sumoje reikSmingas tik démuo J = Jo:

_%o

a, =(2J,+1)e ¥ . (3.195)
Si iSraiSka tokio paties pavidalo, kaip ir (3.191), taciau atitinka mazesinj
vidinés sandaros busenu skaiCiu (visu smulkiosios sandaros busenu skaiCius
lygus (2L, +1)(2S, +1)).

3. &, —&, <KT <Ag,. Siuo atveju visi (3.194) démenys reik§mingi, todél ay gali

buti apskaiciuotas tik zinant smulkiosios sandaros energinj spektrg. Bendruoju
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atveju aisku tai, jog E_V priklausys nuo T, todél ir izochoriné Siluminé talpa igys

vidinés sandaros prieda.
3.12. Neigiamoji termodinaminé temperatiira

Nagrinésime termostate esancia sistema. Klasikiniu artiniu aprasomos

sistemos mikroskopinés busenos tikimybés tankis

_H
g KT

H
p== , Z=[e¥dr. (3.196)

Galimos tik tokios sistemos mikroskopinés busenos, kuriu p#0. Hamiltono
funkcija H lygi kinetinés energijos K, priklausancios tik nuo daleliu judesio
kiekiu, ir potencinés energijos U, priklausancios tik nuo koordinaciu, sumai.
Todél statistinis integralas iSreiSkiamas dvieju npriklausomu daugiklu

K U
Z,=[e¥dr, ir Z, = [e ¥,

sandauga. Daugilkis Z, yra baigtinis tik tada, kai T>0. Jei T<O0, tai Zy=m,
vadinasi ir p = 0. Taigi néra klasikiniu artiniu aprasomu statistinés pusiausvyros
sistemu, kuriu termodinaminé temperatira neigiamoji. IS c¢ia plaukia, kad
neegzistuoja klasikiniu artiniu aprasomos statistinés pusiausvyros sistemos,
kuriu potenciné energija U integravimo koordinatémis srityje igyja verte -co. Mat
Siuo atveju butu Z; = «. Taigi realiai egzistuojanciy sistemu maziausia U verté yra
baigtiné, todél potencine energija galime skaiCiuoti nuo jos maziausios vertés.
Tokiomis salygomis visada butu H > 0.

Taiknt kvantini modeli mikroskopinés busenos tikimybé

En

o kT B
A = Z=>P(E)e", (3.197)
EI'I

¢ia P(En) - energijos vertés E, iSsigimimo laipsnis. Realiu kvantinéje
mechanikoje nagrinéjamu sistemu En,>-o, todél toliau E. skai¢iuosime nuo
maziausios jos vertés Eq. Tuomet E,>0.

Tarkim, kad T>0. Energijos verciu E. skaic¢ius bendruoju atveju gali buti
neribotas (pvz., osciliatoriu, arba rotoriu sistemos), taciau, iSskyrus kai kuriuos
atvejus, (3.197) suma konverguoja, todél ir W, # 0. ISskirtinis atvejis, pvz., yra

Kulono traukos lauke esanciy ir begalinéje erdvés srityje judanciu daleliu
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energinis spektras, kuriam (3.197) suma nekonverguoja. Taciau jei daleliuy
judéjimo sritis baigtiné, tai ir Siuo atveju Z baigtinis dydis. Apibendrindami
galime teigti, kad kvantiniu modeliu aprasoma sistema, kaip baigtini, taip ir be
galo dideli E, verciu skaic¢iu turinti, gali buti statistinés pusiausvyros, kurios
termodinaminé temperatiura teigiamoji.

Dabar tarkime, kad T < 0. AiSku, kad Z = =, jei E, verciu be galo daug, arba
didziausia E, verté lygi «. Taciau, jei E, skaic¢ius baigtinis ir tos vertés iS§ baigtinio
energijos intervalo,

E,<E, <E (3.198)

tai Z yra baigtinis dydis. Vadinasi sistema, kurios energijos vertes iS baigtinio
intervalo ir verciy skaicius baigtinis, gali buiti statistinés pusiausvyros, turédama
neigiamaja termodinamine temperatura.

Palyginsime skirtingo Zenklo termodinaminiy temperataru, bet to paties

energinio spektro sistemu savybes. Energijos statistinis vidurkis

E
> E,P(E,e ¥
E="5 . (3.199)

&
2 P(E)e
En

Nepriklausomai nuo T Zenklo,

(EJ >0 (3.200)
ot ),

(ziar. 15 uzdavini), todel, kai T > 0, maziausia E yra, kai T — +0. Tuomet

(3.199) skaitiklyje bei vardiklyje inasa duoda démenys E, = Eo:
Eo
kT
_EPE)e T g (3.201)

E=FE> 3
P(E,)e ¥

min

Didziausia E verté yra, kai T — +w:
> E,P(E,)
E=E

o = EHZPT' (3.202)

Jeigu T < 0, tai didziausia E verté gaunama, kai T — -0. Tuomet (3.199)

inasa duoda didziausio E, démuo:

E=E:_=E, (3.203)

max
o maziausia, kai T — -oo:
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> E,P(E,)
E=E"

mn = EHZPT' (3.204)

12 pav. parodyta E priklausomybés nuo T schema.

m|

12 pav.

Dabar iSanalizuosim entropija. Diferencijuodami (2.88) termodinamine

temperatura ir panaudodami (2.82) randame

T[éj =(£J . (3.205)
or ), T ),

Atsizvelge i (3.200), matome, kad entropija yra monotoniSkai didéjanti T
funkcija, kai T >0 ir monotoniSkai mazéjanti, jei T < 0. ISreiSke entropija
laisvosios energijos iSvestine, o pastargja statistine suma (3.197), turime

c > EnP(En)eﬁ e
S = kaiT[T h{z P(En)e_”B = k| + h{z P(En)e_”] : (3.206)

Eﬂ
E KT P(E e ¥
En

n

Kai T —» +0, (3.206) sumose inasa duoda tik maziausio E, démenys. Tuomet
S=S’. =kInP(E,)). (3.207)

min

Kai T — +ow0, (3.206) deSniosios pusés pirmasis démuo iSnyksta ir
S=S.,. = kln(z P(En)] : (3.208)
Eﬂ

Jeigu T—-0, tai (3.206) sumose inasa duoda tik didziausio E, démenys, todel

S=S:

min

=kInP(E,). (3.209)

Kai T — -, tai kaip ir (3.208) atveju,
S=S;, =kln(ZP(En)]. (3.210)
EH
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Entropijos priklusomybés nuo T schema paeodyta 13 pav. Cia tarta, kad

min

8:‘;"

0 T
13 pav,

P(Eo) < P(E1), nors konkreCioms sistemoms gali buiti P(Eo) = P(E1).
Pasinaudoje tuo, kad Siluminé talpa, kai pastovus iSorinis parametras
oE . . e eeqs e . =3 . =2 - .
C, = T pastaraja iSvestine iSreiSkigq dydziais E° ir E (15 uzdavinys), o
v

vidurkiams pritaike (3.199) iSraiskas, rastume, kad, kai T — +0,

_ 2 _E-E
C, > 12 z P(E,)(E,—E,) e T 50, (3.211)
KT Eq>Eo P(E,)
okai T — -0,
_E )2 EBE&
c, | zP(En)(E1 E) @ 0. (3.212)

KT? £, P(E)
Dél Siuose iSraiSkuose esanciu, ir riboje eksponentiSkai mazéjanciu
daugikliy, taip pat ir Cy iSvestinés termodinamine temperattra artéja prie O, kai

T—>+0. Matéme, kad, kai T—>*w, E asimptotiSkaiartéja prie baigtinés ribinés

e

/\D T

14 pav.

vertés, todél Cy—0, kai T—+w. Pastaoji Cy savybé yra labai budingas sistemu,
kuriu energinis spektras tenkina (3.198) salyga, bruozas. Cy prieklausos nuo T

schema parodyta 14 pav.
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IS gautu rezultaty matome, kad sistemos energija bei entropija yra vienodo
didumo, kaip T =+, taip ir T =-o atvejis. Kadangi makroskopinés sistemos
busena gali buti vienareikSmiai apibrézta E ir S vertémis, tai plaukia, kad,
apibréziant sistemos busena, T = +w ir T = - yra ekvivalencios termodinaminés
temperaturos. Tuo tarpu makroskopinés busenos, kuriu T=+0 ir T=-0 yra
daugiausiai besiskirianc¢ios. Kanoniniu skirstiniu aprasomos sistemos daleliu
skaiCius pastovus, todél sistemos energija maziausia (T = +0), kai visos sistemos
dalelés yra galimai maziausiu energiju busenu, o energija didziausia (T = -0), kai
visos sistemos dalelés yra galimai didziausiu energiju busenu. Taigi galime teigti,
kad, kai T < 0 daugiau daleliy turi didesne energija, negu esant bet kokio didumo
teigamajai T. Daleliu pasiskirstymas busenomis T <0 atveju vadinamas
anomaligja busenu uzpilda, o sistemos busena anomaligja busena.

Sudarius izoliuota sistemg i§ Siluminiu saly¢iu susietu anomaliosios
busenos sistemos ir sistemos, kurios T>0, anomaliyju uzpildu dalelés Soks i
zemesnes energijos busenas teigiamosios T posistemyje. Dél to energija i§ dalies,
kurios T<O, bus pernesta i dali, kurios T>0. Remiantis Klauzijaus temperatury
palyginimo kriterijumi iSeitu, kad neigiamoji termodinaminé temperatara yra
auksStesiné uz teigiamaja termodinamine temperatura. AukSciausia yra T = -0,
zemiausia T = +0.

Klasikinés termodinmaikos désniai suformuluoti tarus, kad termodinaminé
temperatura yra teigiamoji. Jie taip pat galibuti suformuoti pasirinkus ir
neigiamajq termodinamine temperatura. Taciau termodinamikoje nenagrinéjami
vyksmai, kuriu metu pasikeisty T zenklas. Sio skirsnio rezultatai padeda
suprasti, kodél taip yra. Mat termodinamikoje nagrinéjami tik tokie busenos
kitimai, kuriuose busenos parametrai kinta tolydziai (termodinaminiai vyksmai),
tuo tarpu (12, 13 pav.) peré¢jimas iS busenuy T>0 i busenas T<O visada SuoliSkas,
iSskyrus busenu T =+w peréjima i busenas T =-wo, vienok pastarosios, kaip
begaliniy T busenos, termodinamikoje taip pat nenagrinéjamos.

Realios makroskopinés sistemos daZniausiai neturi i§ virSaus ribotos
energijos vertés ir todél negali buti T<0 busenu. Taciau kai kuriose sistemose gali
buti pakankamai izoliuoti posistemiai, turintys baigtini energijos lygmenu skaiciuy
ir todél galintys buti pusiausviros T<0 busenos. Tokio posistemio pavyzdys yra
LiF kristalo branduoliy sukiniy sistema, pirma kart 1951 m. atrasta E. Perselo ir

R. Paundo.
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Neigiamosios T sistema, veikima elektromagnetiniu lauku, pradeda
spinduliuoti ir stiprina ta lauka. Sia savybe remiasi kvantiniai stiprintuvai ir

generatoriai.

3.13. Kanoninio skirstinio statistinis operatorius

Daugelis Sio skyriaus rezultatu gauti remiantis sistemos energiniu spektru.
Saveikaujanciu daleliu sistemos bent keletos energijos verciu apskaiCiavimas
daznai yra neiSsprendziamas uzdavinys. Antra vertus, sudaryti nepilnutini
(statistini) apraSyma remiantis pilnutinio apraSymo dydziais yra visiSkai
neracionalu. Jau 3.2 skirsnyje matéme, kad laisvo materialaus tasko statistine
suma galima apskaiciuoti ir nezinant jo energinio spektro. Siame skirsnyje
suformuluosime buda, leidziantj apskaiciuoti statistines sistemos
charakteristikas nenaudojant pilnutinio aprasymo.

ApibréSime operatoriu

ﬁ:l—%% % Ly (3.213)

¢ia f=—, o e”" yra tik simbolis, Zymintis begaline Hamiltono operatoriaus H

kT
laipsniy eilute (3.213). Tarkime, kad ¢n yra Sredingerio lygties (1.3) sprendiniai,

atitinkantys tikrine verte E,. Tuomet R matricinis elementas

R = | 00 Rp.d7 = [1—5+3[5j2 —...Jamn —emg (3.214)
KT 2\ KT
Taigi operatoriaus fe matrica, apskaiCiuota Ifl tikrinémis funkcijomis, yra
diagonali, o diagonalés n-tasis elementas lygus e/ .
Kvadratinés matricos diagonaliyju elementu suma vadinama matricos
pédsaku, kurj zymésime raidémis Sp (vok. Spur — pédsakas). Taigi

SpR=> e =7, (3.215)

Irodysime dvi svarbias pédsako savybes. Tarkime, matrica A iSreikSta dvieju
matricy B ir D sandauga. Tuomet, taikant matricy sudauginimo taisykle,

diagonalusis A elementas iSreiSkiamas Sitaip:
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AWI’] :ZBanmn * (3'216)
Vadinasi
Sp(BD) = Y B,,D,,, = Y (DB),, = Sp(DB), (3.217)

t.y., dvieju matricu sandaugos pédsakas nepriklauso nuo matricu sudauginimo
tvarkos.

Matrica A ir matrica A'=CAC-! vadinamos panasSiosiomis matricomis (C — tam
tikra matrica, turinti atvirk§tine matrica C-1, dél to turi buti det C#0). Tuomet, CA
laikydami viena matrica ir taikydami (3.217), randame

SpA'= Sp(C'CA)= SpA, (3.218)

tai antroji pédsako savybé, reiSkianti, jog panasiuju matricu pédsakai sutampa.

Tarkime, tam tikros funkcijos fi, nesancios H tikrinémis, priklauso nuo tu
paciu kintamuju, kaip ir ¢n , ir sudaro uzdara funkciju baze. Be to funkciju fi yra
tiek pat, kiek ir funkciju o¢n , ir sudaro uzdara funkciju baze. Beto funkciju fx yra

tiek pat , kiek ir funkciju ¢n. Tuomet kiekviena ¢, galime iSskleisti funkcijomis fi:

?, =2 Gy fe - (3.219)
k

Minétomis salygomis Gnk yra pastovus dydziai, sudarantys kvadratinge matrica G.

Laikysime, kad fx yra nuormuotos iprastiniu budu, kaip ir ¢n. Taigi turime
J.¢n+¢md‘[ = 5nm = zGerGmk‘.[ fk+ fkdz- = ZGerGmk = ZGerka = (GJré)nm ’ (3220)
k.k* k k

~

¢ia G - transponuota matrica G. Matome, kad(G'G), =6, ty., G'G lygi
vienetinei matricai G'G=1.
(3.221) Is ¢ia G =(G*)".
Dabar iSreik§ime tam tikro operatoriaus F matricini elementa, skai¢iuojama
H tikrinémis funkcijomis:

Fon = [ 01 Foudr = 2 GGy [ £ Ffdr =Y GG R =
k,k*® Kk

N N 3.222
=36, F{G,, =[6'F,G) ( )
Kk

nm

A

Cia Fr — operatoriaus F matrica, apskai¢iuota funkcijoms fi. I§ (3.222) plaukia

Sitokia matricuy lygybé
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+ + Y1
F=G'F,(G")". (3.223)
Matome, jog matrica F ir matrica Fr yra panasSiosios matricos, todél pagal (3.218)

ju pédsakai sutampa.

Naudodami funkcijas ¢,, turime
SP(RF)=>(RF),, =Y R, Fp =D e ™ F (3.224)
todél, atsizvelge i (3.215), dydzio F statistini vidurki iSreiSkiame lygybe

-pE,
257 Sp)

F= nZe’ﬁE” =~ SPR (3.225)
Taikydami keikvienai matricai (3.223), randame
RF=G'R,(G')'c'F,(G')' =G'R,F, (G")",
R=G'R,(G")", (3.226)
todél statistinio vidurkio iSraiSkq (3.225) galime perraSyti Sitaip
= _SP(RFo) (3.227)
SpR;

Taigi skaiciuodami mechaninés kilmés dydziu statistinius vidurkius, galime
naudoti ne tik ¢,, bet ir kita uzdara funkciju baze. Pabréziant tai, jog statistinio
vidurkio reikSmeé nepriklauso nuo panaudotos funkciju bazés, po pédsako zenklu

nurodomi tik atitinkantys operatoriai:

Sp(RF)

F =P
SpR

(3.228)

Sios formulés svarba daugiau simboliné, parodanti, kad, skai¢iuojant
statistinius vidurkius, nebutina remtis pilnutiniu apraSymu, o ne praktiné. Taip
yra todél, kad R iSreikstas begaline eilute ir atitinkama matriciniy elementy
eiluté gali silpnai konverguoti, pvz., kai T pakankamai zema. Antra, apskaiciuoti
aukstesniu H laipsniu matricinius elementus, kuomet naudojamos funkcijos
néra H tikrines, gali buti labai sudétingas uzdavinys. Todél kitame skirsnyje
aptarsime, kaip reikétuy pertvarkyti (3.228), kad toji iSraiSka galétu buti
praktiskai panaudojama.

Dar pastebésime, kad ¢ia aptaréme kanoninio skirsnio statistini operatoriu.

Nagrinéjant  tapatumo kvantini reiSkini tektu apibrézti didziojo kanoninio
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skirstinio operatoriu, kuris nuo R skirtusi tik tuo, jog vietoj operatoriaus butu

operatorius

A

N=uN-H, (3.229)

¢ia N - daleliu skaiciaus operatorius. Kvantinéje mechanikoje, naudojancioje ¢,,
priklausancia nuo daleliu koordinac¢iu arba judesiu kiekiu, daleliu skaiciaus
operatorius neapibréziamas. N galima apibrézti tuomet, kai kvantiné mechanika
remiasi uzpildos skaiCiu atvaizdziu, t.y., kai ¢, kintamieji yra busenu uzpildos
skaiciai. Siu skaic¢iy tikrasias vertes bei verciy statistinius vidurkius aptaréme

3.3 skirsnyje.

3.14. Statistinio operatoriaus trikdziy eiluté

Saveikaujanciu daleliuy sistemos H isreiskiamas dvieju, skirtingo pobudzio,

démeny suma

~

H=H,+H,, (3.230)

N

¢ia H, - ,laisvasis“ Hamiltono operatorius, dazniausiai tai kinetinés energijos ir

iSorinio lauko potencinés energijos operatoriu suma; H, - daleliu saveikos

s
Hamiltono operatorius. Daznos statistingje termodinamikoje nagrinéjamos
sistemos daleliy saveika yra elektromagnetinés prigimties. Elektromagnetiné
saveika yra silpna, t.y., dvieju elementaruji elektrini kruvi turin¢iy daleliu
sgveikos potenciné energija proporcinga tam tikram bedimensiniui dydziui -

smulkiosios sandaros konstantai — lygiai 1/137. Ir nors H, isreiskiamas

S

%N(N -1) démenu suma (I:IO démeny yra N), taciau ne visu daleliy poru saveika

(pvz., dél ekranavimo reiSkinio, ar kt.) duoda reikSminga inasSa. Todél yra atveju,

A

kai, skaiCiuojant statistines charakteristikas, H, inasSas yra mazas, lyginant su

N

H, inasu.

Jeigu I:IO ir I-AlS komutuotu, tai R galima buty iSreiksti daugikliuy e Moir g/

~ A

sandauga ir pastargji daugikli iSskleisti I—AIs laipsniu eilute. Tac¢iau H, ir H,

nekomutuoja, todél apibréziame operatoriu S(f) Sitokia lygybe:
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e M = M(p). (3.231)
Isdiferencijave (3.231) abi puses parametru B, turime
—He™ =—H,e™S$(B)+e aSaLﬂﬂ) . (3.232)

Cia pasinauduota tuo, kad kaip H, taip ir H,, komutuoja su bet kuriuo savo

operatoriaus laipsniu. Todél He™ =e™H ir t.t. (3.232) lygybés kairiosios pusés
daugikli H iSreiske (3.230) lygybe ir suprastine vienodus démenis, randame

e 05 _ ~H,e ™S, (3.233)
op

Dabar (3.233) abi puses dauginame iS kairiosios pusés iS operatoriaus g M ir,
pazymeéje

V(p)=eMH e, (3.234)
turime Sitokia operatoriaus S lygti:

B _ 8, (3.235)
op

IS (3.231) plaukia, kad
S(0)=1, (3.236)
todél (3.235) suintegrave prametru B ir atsizvelge i (3.236), randame integraline

lygti

A ﬂ A A
S(B)=1-[V(B)S(B)dB, - (3.237)

V(p) turi ta pati mazumo laipsni, kaip ir I:|5. Todél (3.237) deSniosios pusés
integralinis démuo laikytinas mazu, lginant su 1. Mat jei ji praleistume (tuomet
§=1), tai reikstu, kad R iSraiSkoje nepaisome daleliy saveikos. Vadinasi (3.237)
sprendinio galime ieSkoti nuoseklaus artéjimo (iteraciju) metodu, kuri jau
taikéme kitais atvejais. Taigi nulinis S artinys

SO =1, (3.238)

Pirmasis artinys
B
SO =1-[V(8)dp,. (3.239)
0

Antrasis artinys
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‘s B “ B BB .
S® =1-[V(8)SP(B)AB, =1- [V (B)dB+ [ [V (B (8,)dB,dp, (3.240)
0 0 00
Neribotai kartodami tikslinima, S isreik§tume begaline eilute,

§(ﬂ):l+i§n(ﬂ), (3.241)

kurioje
ﬂn—l

- A A A -
S,(B) = (=" [dB, [d,... [dBN (BN (B,)-V (B,)-

A

S, iSraiSkoje esantys \7(,8i) tarpusavyje nekomutuoja ir visada turi buti
sudauginami taip, kaip nurodyta (3.242), t.y., skaitant daugiklius i§ kairés i
deSing, ju argumentai turi mazeéti, B1>p2>...>PBn.

Irase (3.241) iSraiSka i (3.231), turime Sitokig statistinio operatoriaus
iSraiska:

R=e™ +e™3°S (5). (3.242)
=1

Pastaroji iSraiSka rasta tarus, kad daleliu saveika silpna, t.y., tarsi saveika tik

mazai trikdytu nesaveikaujanciu daleliu sistemos busena. Todél (3.242)
vadinama statistinio operatoriaus trikdziu eilute. Kai saveikos démuo I-A|S mazas,

(3.242) begalinéje eilutéje pakanka keliy irmuju démenu.
3.15. Laisvosios energijos skaiCiavimas trikdziy metodu

Tarsime, kad saveika tiek silpna, jog (3.242) eilutéje pakanka n=1 démens

(pirmasis trikdziy artinys). Tuomet

. a
R=e /M —e /e e Ahdp, . (3.243)
0

A

Sioje, kaip ir (3.242) iSraiSkoje, matyti, kad skai¢iuojant R matricinius
elementus, tinkamiausia bazé buty I-Al0 tikriniy funkciju bazé. Kvantmechaninis
nesgveikaujanciu daleliu uzdavinys laikomas iSsprendziamu, todél tarsime, kad
I-AI0 tikrinés funkcijos ir tikrinés vertés Eon yra Zinomos; ¢ia n zZymi kvantiniu

skaiciy rinkini, apibtudinanti nesaveikaujanciy daleliu sistema.
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ApskaiCiuojant laisvaja energija pakanka zinoti statistine suma, kuri
isreiskiama R pédsaku. Taigi pakanka apskaiCiuoti (3.243) operatoriaus
diagonaliuosius matricinius elementus. Taigi
Rin = (e_m" ) +(e_m°§1 ) (3.244)
Pasinaudoje tuo, kad operatoriu sandaugos matricinis elementas lygus

sudauginamu operatoriu matricu sandaugos matriciniam elementui ir taikydami

(3.216), randame
(e—m S, ) = Z(e_m °)nm Sim =€ S,y - (3.245)

m

Cia pasinaudota tuo, kad

), =e7=s,. (3.246)
Analogiskai
A . . B
Sim = —IZ(eﬁ‘”" o647 ), 08, = - [eSrH e o dp =—pH,,, (3.247)
o ml 0
Cia
Hyo = [orH p,dz . (3.248)

Vadinas, vietoj (3.244) turime

R, =&/ — peFrH_ . (3.249)

Dabar
Z=3Ry=2 e =py e, =Z,(1-H)), (3.250)

Cia

Z, :Ze‘ﬁE"n (3.251)
— nesaveikaujanciu daleliu sistemos statistiné suma, o

Ze_ﬁEOH Hsnn
Hy="——— (3.252)
ZO

— saveikos Hamiltono operatoriaus statistinis vidurkis, apskaiciuotas
nesaveikaujanciy daleliu kanoniniam skirstiniui.
Laisvoji energija

F =—%an =—%lnzo—%ln(l—ﬂﬁs). (3.253)
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Nagrinéjamu atveju pH, laikytinas mazu lyginant su 1, todél
In(1- pH,) = -pH, . Tuomet
F=F+H,, (3.254)

cia F, = —lln Z, - nesaveikaujanciu daleliy laisvoji energija. Rastoje laisvosios

energijos iSraiskoje atsizvelgta i daleliu saveika pirmuoju trikdziuy metodo artiniu.
AnalogisSku keliu gali buti surasti ir aukstesniyju artiniu inaSai.

Dar apskaiCiuosime energijos vidurkio daleliu saveikos prieda (3.254)
artiniu. Taikydami jau ne karta naudota Helmholco formule, minéta prieda

iSreiSkiame lygybe

= o (0H) o oH,
E,=H, T( T L = Hﬁﬁ’( o5 L- (3.255)

Pasinaudoje (3.252) iSraiSka ir atsizvelge i tai, kad Hsun nepriklauso nuo

temperataros, randame

E,=H,-B(H,H —HH,), (3.256)

¢ia H, - nesaveikaujanciu daleliu energijos vidurkis, o

z EOn H snne_ﬂEon
H,H, =" (3.257)
ZO

— operatoriy H, ir H, sandaugos statistinis vidurkis.

(3.256) iSraiSkos pavidalas gerokai skiriasi nuo kvantinés mechanikos to
paties artinio atitinkamos iSraiSkos, kurioje téra tik (3.256) deSniosios pusés
pirmojo démens atitikmuo. Siuo atveju analogiSkos yra kvantinés mechanikos
energijos ir laisvosios energijos (3.254) iSraiSkos. Si analogija néra vien
matematinis atsitiktinumas, bet turi ir gilesineg prasme. Kvantinéje (kaip ir
klasikinéje) mechanikoje pusiausviros sistemos energija yra maziausia. Pastovios
temperaturos ir pastovaus iSorinio parametro salygomis, kuriomis esancia
sistema Cia nagrinéjome, pusiausviros sistemos maziausia yra laisvoji energija, o

ne energija.
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Uzdaviniai

1. Irodykite, kad trinties jégos veikiamos dalelés fazinis taris laikui bégant
mazéja eksponentiSkai. Ka Sitai galétu reiksti?

2. Irodykite, kad sistemos, sudarytos i§ nesaveikaujanciu daleliu, statistiné
suma (statistinis integralas) lygi daleliy statistiniu sumu (statistiniu integralu)
sandaugai. Sis teiginys galioja ir didziajai statistinei sumai. [rodykite.

3. Funkcijos ¢, (I) yra (3.3) lygties sprendiniai, sudarantys uzdaraja funkciju
baze. Irodykite, kad

207 (F)y(F) = (=),
Nuoroda. ISskleiskite o6(F'—r) funkcijomis ¢, (7).

4. ISveskite (3.47) remdamiesi Maksvelio bei Maksvelio ir Bolcmano

skirstiniais. Nuoroda: 0, klasikiniu artiniu atitinka daleliu skaicius tenkantis

vienetiniam judesio kiekio, arba vienetiniam koordinaciu ir judesio kiekio
intervalui.

5. Klasikinio artinio cheminis potencialas u<0. Pagal p prasme, iSplaukiancia
iS pagrindinés statistinés termodinamikos lygybés, iSeitu, kad idealiyju duju

vidutini daleliu skai¢iu padidinus 1, duju energija turétu sumazéti. Kaip Sig
iSvada suderinti su idealiuju duju energijos iSraiska E :%WkT ? Nuoroda. Minéta

u savybé iSplaukia i§ salygos, jog N — N+1, entropija ir taris nepakinta.
Pasinaudokite (2.139) entropijos iSraiska.

6. Irodykite, jog kvantinéms dujoms galioja (3.101) lygybé. Nuoroda.
Suintegruokite (3.59) dalimis.

7. Irodykite, kad Bozés duju kondensato entropija S —kInN, kai T—O0.
Nuoroda. Pasinaudokite (2.167) ir A (3.52) pirmuoju démeniu bei (3.109) iSraiska.

8. Absoliuciai juodas kubo formos kunas, kurio taris V, yra

tusciame inde, kurio sienos absoliuciai juodos ir turi pastovig

temperatura T (pav.). Koki energijos kieki per vienetine trukme

reikia suteikti kubui, kad jo temperatura iSlikty pastovi ir lygi T.
Nuoroda. Kai T1=T - sistema statistinés pusiausvyros.

9. Irodykite, kad (3.148) ir (3.149) koeficienty matricas sieja lygybé B=A"1.
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10. Klasikiniu artiniu apskaiciuokite anharmoninio osciliatoriaus Siluminés
talpos anharmoninj prieda. Osciliatorius vienmatis, o potencinés energijos
anharmoninis démuo lygus yx3. Nuoroda. Anharmonini potencinés energijos
prieda laikykite mazu.

11. ISvedant (3.179) nepaisyta eksponentiSkai mazu démenu. Atsizvelkite i
juos ir nustatykite, kiek T turi buti mazZesiné uz Tp, kad S§iu démenu inaSas
(3.180) iSraiSkoje butu mazesinis uz 1%. Nuoroda. (3.178) integrala keiskite
Sitaip:

To/T w

j Ldx= _[...dx— Tx3e‘xdx.

0 0 To/T
DeSniosios pusés antraji integrala suintegruokite.
12. Irodykite, kad ploksciastruktariu kituju ktnu (pvz., grafito, deimanto)
Siluminé talpa zemoje temperatiroje ~T2. Nuoroda. Siuy medziagy virpesiu faziné
erdvé keturmate.

13. Sveskite Debajaus interpoliacine formule.

.. . . . .. .. 4
14. Atominés vandenilio dujos yra inde, kurio taris V>>NVo; ¢ia V, = Tﬂag , ao

— Boro radiusas. Laikant, kad kiekvienas atomas yra srityje, kurios turis V/N,

zemiausios energijos vertés (n~=1, 1=0) postumis dél tario baigtinumo

Agy, =8 me’ [ v fez['“vv‘)];

n | NV,

(ziar. J. Kaladé, A. Savukynas Lietuvos fiz.rinkinys, Nr.4, 489p (1973)).
Apskaiciuokite atomu vidinés sandaros nulemta slégio prieda Ap (3.190)
salygomis. Palyginkite Ap ir to paties turio idealiuju duju slégi po kambario
temperaturoje, kai V = S00NVy. Nuoroda. Pasinaudokite (3.192). Ats.: Ap/p=0.36,

o L6 me’ 1 eZ[NVVU];
T3 R, '

16. Irodykite, kad (Z_'Iij >0. Nuoroda. Pasinaudokite (2.83), (2.87). Ats.:
v

[aEJ 1 (AEY

oT ), KT

(AE)2 - energijos dispersija.
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17. Isveskite (3.211) ir (3.212). Nuoroda. Sudarykite iSraiSkas, turincias
mazus daugiklius

-

atitinkamai ir skleiskite mazu dydziu laipsniu eilutémis.

18. IsreisSkite Siluminés talpos Cy daleliu saveikos prieda pirmuoju trikdziu

metodo artiniu. Nuoroda. Pasinaudokite (3.256) iSraiska.
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