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Matematinis modeliavimas — tai mokslinio tyrimo, besiremiancio matematiniais
metodais, budas. DazZnai matematinis modeliavimas priskiriamas matematikos
krypciai, taCiau cia vien matematikos nepakanka. Butinos specialiosios pazinimo
Saku, kurioms tirti taikomas matematinis modeliavimas, Zzinios. Siame leidinyje
aptariami bendrieji matematinio modeliavimo principai. Daugiausia démesio skiriama
matematiniu modeliu praktiniam taikymui, kartais praleidZziant matematikoje priimta
samprotavimy grieztuma.

Mokymo priemoné skirta Fizikos fakulteto studentams, studijuojantiems

matematinj modeliavima. Jai pritarta Teorineés fizikos katedroje (protokolas 2-2004).
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I skyrius

Matematinio modeliavimo pagrindinés savokos

1.1 Matematinio modeliavimo tikslai ir uzdaviniai

Matematinis modeliavimas (toliau sutrumpintai MM) placigja prasme - tai
fizikinés, technologinés, ekonominés ar kt. teorijos sukurimas, t.y., tam tikros
zodinés informacijos uzZraSymas matematiniais sarySiais ir i§ ju matematikos ir
logikos keliu naujos informacijos radimas. Nauja informacija randama analizuojant
uzraSytuosius matematinius  sarySius, interpretuojant rezultatus, juos
skaitmenisSkai imituojant bei formuluojant iSvadas. Kartais netiksliai matematiniu
sarySiu (pavyzdziui, diferencialiniuy lygc¢iu sprendiniu) skaitmeninis imitavimas
vadinamas MM. Taciau skaitmeninis imitavimas téra tik MM sudedamoji dalis.

Gali susidaryti ispudis, kad beveik visiems gyvenimo atvejams teorijos jau
sukurtos, t.y., parasSytos atitinkamos lygtys, o mums belieka tas lygtis iSspresti ir
surasti dominancia informacija. Pavyzdziui, mechaniniam judéjimui aprasSyti yra
Niutono lygtys, mikroobjekty judéjimui — kvantinés mechanikos Sredingerio lygtis.
Taciau yra daugybé sudétingu fizikiniu sistemu ir reiSkiniu, nors ir valdomu
mechaninio ar kvantmechaninio judéjimo deésniu, kuriems Siu teoriju metodai
negali buti pritaikyti. Mat, juos taikant tektu spresti toki sudétingg uzdavini, jog
galutiné iSvada nebutu pasiekiama. Todél ir tenka kurti praktine svarbg turincias
teorijas, kuriose iSsaugant minétu pirminiu teoriju pagrindines nuostatas,
kazkurias reiSkiniu savybes apraSytume supaprastintai, bet turétume galimybe
rasti galutines iSvadas. MM labai svarbus tiriant biomedicininius, ekonominius,
gamtosauginius reiSkinius. ISskiriami tokie matematiniai modeliai: fizikiniai,
biomedicininiai, gamtosaugos - jiems budingas priezastingumo principas
(vadinamieji deterministiniai modeliai); masiniu reiSkiniu modeliai — jiems budingas
tikimybinis aprasymo budas; matematikos modeliai — tai matematikos teorijos.

Kaip sukurti tam tikro reiSkinio matematini modeli? Atsakymas toks:
vienareikSmiu taisykliy néra, taciau bendruosius MM tarpsnius ivardinti galima.
Kadangi tenka nagrinéti sudétingus reiSkinius, kurie vyksta dar ir sudétingomis
salygomis, matematiniu reiSkinio sarySiu sudarymas néra paprastas darbas.
Pirmiausia tenka, nepaisant antraeiliu, iSskirti pagrindinius reiSkinio bruozus.
Sprendziant §i uzdavini reikalingos specialiosios (fizikos, ekonomikos ar kt. ) Zinios

. ir menas. Pastarasis MM tarpsnis vadinamas idealizavimu. Sis tarpsnis gana
rySkus sudarant fizikinius modelius. Kitas MM zZingsnis - iSskirtuju savybiu
iSraiSka matematinémis savokomis ir matematiniais dydziais bei ju sarySiu
postulavimas. Tai matematinio modelio sudarymo tarpsnis.

Toliau — modelio adekvatumo tikrinimas. VienareikSmiu principu, kaip tai
reikétu padaryti, néra. Pavyzdziui galima pradéti matematiniy iSraiSku démenu
dimensiju patikra ir baigti gauty iSvaduy ir stebéjimo rezultatu gretinimu. Taigi
adekvatumo patikra gali buti bet kuriame MM tarpsnyje. Dar viena MM sudedamoji
— modelio tobulinimas - kaip ir adekvatumo patikra néra vienareikSmé operacija ir




gali buti atliekama bet kuriuo MM momentu. Reikia modeli tobulinti, ar ne,
priklauso nuo to, ko ir kokiu tikslumu siekiame. Pavyzdziui, jeigu nagrinédami
ktino judéjimag pirminiame modelyje nepaiséme trinties — jos galime ir nepaisyti, jei
mus domina tik nedidelis judéjimo laikotarpis. Taciau tada, kai svarbu, per kiek
laiko kunas dél trinties sustos — modeli butina tobulinti. Tobulinant modelj
zinotina, kad S§i operacija prasminga tik tada, kai patikslinimuy inaSas didesnis,
negu iSvadu, gautu dél netiksliuy pradiniu duomenu, paklaidos arba paklaidos,
susidarancios gretinant modelio ir apytiksles stebéjimu iSvadas. Matematiniu
modeliavimu siekiama arba prognoziu, kuriu kitaip gauti neimanoma (pavyzdziui,
apie reiSkinius, vykstancius kosmose, arba apie reiSkinius, kuriuos tirti
eksperimentu labai sudétinga ir brangu), arba reiSkinio detalesnio suvokimo. Taigi,
paskutinysis MM tarpsnis — rezultaty interpretavimas - tai matymas to, kas
iSreikSta formule, pavaizduota paveiksle ar lenteléje. Sis matymas turi buti
iSreikStas uzsakovui suprantama kalba. ISmokti matyti, kas iSreikSta formule — ne
tik mokslas, bet ir didelis menas.

1.2 Sistema ir jos aplinka

Cia aptarsime fizikine sistema ir jos aplinka. Fizikine sistema vadinsime fizinés
tikrumos dali, kuria sudaro musu pasirinkti tam tikrus pozymius turintys kunai
(daleles). Sistemai nepriskirta fizinés tikrumos dalis vadinama aplinka (iSoriniais
kuinais). Aplinkos kunu (daleliy) busena ir ju padétis sistemos atzvilgiu sudaro tai,
ka vadiname iSorinémis salygomis. Pagal sistemos ir aplinkos sarysi skiriamos
izoliuotoji, atviroji, uzdaroji sistemos. Jeigu tarp sistemos ir aplinkos néra nei
energijos nei medziagos mainu, sistema vadinama izoliuotgja. Jeigu energijos
mainai galimi, bet medzZiagos mainu néra — sistema uzdaroji. Atviroji — tokia, tarp
kurios ir aplinkos galimi medziagos mainai. Medzdiagos mainus visada lydi
energijos mai-nai. Taigi, jei sistema atviroji — tarp jos ir aplinkos yra ne tik
medziagos, bet ir energijos mainai.

Apibudindami fizikine sistema klasikinés mechanikos metodais nurodome
kiekvienos sistemos dalelés koordinates ir judesio kieki. Tarus, kad visos sistemos
dalelés vienodos ir ju yra /V, o vienos dalelés laisvés laipsniy (bendrasis koordinaciu
ir judesio kiekio dedamuju) skaiCius lygus f, iSeitu, kad mechanikoje sistema
apibudiname Nf skaiciumi fizikiniu dydziuy. Kvantinéje mechanikoje nusakomi
kiekvienos dalelés visi kvantiniai skaiciai, todél ¢ia sistema apibudinama dydziais,
kuriy skaicius taip pat artimas Nf. Klasikinés arba kvantinés mechanikos budas
sistemoms apibudinti vadinamas mikroskopiniu arba pilnutiniu (detaliausiu), o
taip apraSyta sistemos busena (savybiu visuma) - mikroskopine. Todél klasikinés
bei kvantinés mechanikos fizikiniy sistemu apibudinimo modelius galime pavadinti
mikroskopiniais modeliais.

Realiai egzistuojanciu sistemu Nf yra labai didelis, Nf ~10%®, ir daugiau.
Tokiomis salygomis mikroskopiniu modeliy iSvadu neimanoma surasti. Todél, kai
Nflabai didelis, atsisakoma mikroskopinio aprasymo ir sistemos busena nusakoma
zymiai mazesniu negu Nf nepriklausomu fizikiniu dydziu skai¢iumi (ju gali buti 2,
3 ar panasus skai¢ius). Sie dydziai vadinami makroskopiniais parametrais, jais
apraSyta sistemos busena — makroskopiné, o pats apraSymo budas makroskopiniu




arba nepilnutiniu. Pavadinimas ,makroskopinis parametras“ reiskia, kad tas dydis
sietinas su visa sistema, o ne su kuria nors jos dalele. Matematinius modelius,
kurie sistemai apibudinti naudoja makroskopinius parametrus, vadinsime
makroskopiniais.

Makroskopiniai parametrai, kuriu vertes lemia iSorinés salygos, vadinami
iSoriniais. Parametrai, kuriuy vertés kinta kintant sistemos busenai, kai iSoriniai
parametrai pastovus, vadinami vidiniais. Nepriklausomu parametry rinkini sudaro
visi iSoriniai ir dalis vidiniu parametruy. Kiti vidiniai, jei tokiu yra, yra
nepriklausomuju finkcijos.

Jeigu esant pastoviom iSoriném sglygom visi sistemos makroskopiniai
parametrai laikui bégant nekinta kiek norima ilgai, sakoma, kad sistema yra
pusiausviros busenos. Tokioje sistemoje néra pernasSos reiSkiniu (nepernesama
maseé, elektros kruvis, energija ir kt.). Jeigu sistema néra pusiausvirosios busenos,
joje yra pernasSos srautai. Gali buti taip, kad sistemg apibudinantys parametrai
nekinta, bet ju pastovuma palaiko besikeiCiancios iSorinés salygos. Tada sakoma,
jos sistema yra nuostoviosios busenos. Nuostovioji busena skiriasi nuo
pusiausvirosios tuo, jog nuostosios busenos sistemoje yra pernasa, tik pernasos
charakteristikos, pavyzdziui, srauty tankiai, nekinta laikui bégant.

1.3 Konservatyviosios sistemos

Sudarant sudétingu reiSkiniu matematinius modelius butina Zzinoti sistemu,
kuriose tie reiSkiniai vyksta, bendrasias savybes. Jas aptarsime Siame ir kitame
skirsniuose.

Klasikinéje ir kvantinéje mechanikoje svarbus tvermés désniai, iSplaukiantys is
tu teoriju lygciu. Pvz., i§ Niutono antrojo désnio
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m; ddtrzi = i ﬁuQﬁ - Fj‘)’ (8-1)

kai sistemos neveikia laikui bégant besikeiCiantys poveikiai, o jégos reiSkiamos
potencialo gradientu,

Fij = _grad jU ij qr; - FJ' ‘)’

tvarus trys dydziai: pilnutiné energija

72
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pilnutinis judesio kiekis

P= imi\Z,
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pilnutinis judesio kiekio momentas
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Cia N- daleliu skaicius, # laikas, mi,ﬁ,\7i -i-osios dalelés masé, radiusas vektorius,
greitis; Ifij - 1ir j daleliu saveikos jéga, U; - 7ir j daleliy sgveikos potenciné energija.
Sistemos, kurioms  budingi Sie trys tvermés  désniai, vadinamos
konservatyviosiomis. Joms budingas griztamumas, t.y., jei (3.1) lygCiu sprendiniai
yra F(t), p;(t)(i=1..,N), tai tu paciu lygéiu sprendiniai yra ir f(-t), - p,(-t) (¢ia B, - i-
osios dalelés judesio kiekis). Taigi apgrezus laika, kiekviena sistemos dalelé
atvirkSCia tvarka praeina tuos pacius erdveés taskus. Tuo paciu sistema grizta i
pradine busena. Griztamumas budingas visoms konservatyvioms sistemoms — ne
tik mechaniném, bet ir kvantiné mechanika bei elektrodinamika apibtdinamoms.

Konservatyviosios sistemos gali buti apraSomos Niutono lygtis pakeic¢ianciomis
Hamiltono lygtimis

dr, dp;
—L=grad,H, —'=-grad . H. 3.2
gt oo g oo (8:2)

Cia H- Hamiltono funkcija,

Py >, (r - ) (3.3)

iSreiSkianti sistemos mechanine energija.

Konservatyviosios sistemos mikroskopine busena galima vaizduoti tam tikros
daugiamatés erdvés-fazinés erdvés-tasku, vadinamu faziniu tasku. Sios erdvés
tasko padéti nusako apibrézto laiko momento visu [ ir visu p;, vertés. Laikui

kintant, kinta [, ir p,. Todél laikui bégant fazinés erdvés taskas juda, nubrézdamas

fazine trajektorija. Sioji trajektorija vaizduoja sistemos mikroskopinés busenos
kitima laikui bégant. IS mechanikos lygc¢iu plaukia, kad faziniu tasku judéjimas
toks, tarsi tai butu nespudus skystis.

Jeigu pasaulis buty tik i§ konservatyviyju sistemu, jis, dél minéto griztamumo,
buty labai nestabilus ir jautrus pradinéms salygoms. Nestabilumas rastusi dél to,
kad bet koks poveikis nebutu uzmirStamas (neuzgestu) ir galétu vyksmus kreipti
bet kuria linkme. Jautrumas pradinéms salygoms ir maziems poveikiams darytu ji
neprognozuojamu. Tokio nepragnozuojamumo pavyzdys — vieno rutulio judéjimas
tarp parimusiu rutuliu, su kuriais susiduriama tampriai. Pakanka visai nedaug,
netgi stebéjimu nefiksuojamai, pasikeisti pradinéms judancio rutulio salygoms ir
jau po keliy susidurimu jo trajektorija zymiai pakinta (2 pav.).



1.4 Disipatyviosios sistemos

Tai fizikinés sistemos, kurioms nebudingi konservatyviu sistemu tvermeés
désniai. Budingas pavyzdys — judéjimas su trintimi. Materialiojo tasko judéjima su
trintimi apraso lygtis

av
n® o (4.1)

Pakeite $ioje lygtyje t — —t,V — -V, matome jog pasikei¢ia lygties pavidalas. Taigi i§
(4.1) iSplaukia judéjimo su trintimi mikroskopinis negriztamumas. Vadinasi,
disipatyviosioms sistemoms nebudingas griztamumas. Siuo jos labiausiai ir skiriasi
nuo konservatyviyju sistemu. Tenka pastebéti, kad konservatyvioji sistema
greiCiau teoriné abstrakcija, o ne reali fizikiné sistema. Tuo tarpu disipatyviosios
sistemos gamtoje paplite — pirmiausia tai biologinés sistemos. Fizikinés sistemos,
egzistuojancios laikui bégant besikeicianciomis salygomis, yra disipatyviosios.
Disipatyviyju sistemu negriztamumo savybé ypa¢ svarbi tu sistemu
makroskopinése teorijose — statistinéje fizikoje. Aptarsime kelis pavyzdzius. Tegu
cheminés reakcijos metu molekulé A, susidurdama su molekule B, sudaro
produkta iS Cir D molekuliu. Laikysime, kad
A ir B molekuliu reakcija nepriklauso nuo C ir D kiekio, ir kad kiekvienos A
molekulés susidurimas su kiekviena B molekule — nepriklausomi reiSkiniai.
Tarkime, vienos A molekulés susidurimo su viena B molekule tikimybé lygi k,.

Tuomet susidurimo vienos A molekulés su visomis B molekulémis tikimybé lygi
k,Ng (Ng — B molekuliu skaicius). Dabar galime raSyti, kad

dN,
dt

:_(kONB)NA' (4.2)

Pagal salygas pradiniu ir galutiniu produktu molekuliy skaic¢ius /N pastovus.
Tuomet, padalije (4.2) abi puses iS NV ir apibréze, kaip chemijoje priimta, produktu
koncentracijas C, =N, /N ir t.t., vietoj (4.2) turésime lygti

dc,
dt

= —kC,Cs, (4.3)

kurioje k =k,N - cheminés reakcijos greicio konstanta.
IS (4.3) plaukia, kad C, mazéja laikui bégant. Apgrezus laika vietoj (4.3) turime
lygti

dc,
dt

=kC,C;, 4.4)



kurioje matyti, kad C, dabar didéja, kaip ir turéty buti. Taciau (4.3) ir (4.4) lygciu
pavidalai skirtingi, todél ir ju sprendiniai skirsis. Taigi, apraSytoji cheminé reakcija
yra negriztamoji: sprendinys C,(~t) nors ir didéty, bet nepakartoty C,(t) mazéjimo
prieSingaja kryptimi.

Kitas budingas pavyzdys — difuzija. Tarkime vienalytéje sistemoje (skystyje arba
dujose) sukuriame koki nors nevienalytiSkumag. Laikui bégant tas
nevienalytiSkumas iSplinta ir galiausiai iSnyksta. ReiSkinj apraso difuzijos lygtis

on .
— = D divgradn. 4.5
it g (4.5)

Cia n- nevienalytiSkumo tankis, D)0- difuzijos koeficientas. Apgrezus laika,
pasikeicia (4.5) pavidalas. Taigi difuzija — negriztamasis reiskinys.

ApraSant disipatyvigsias sistemas makroskopiniais modeliais susiduriama su
dvieju rusiu dydziais. Vieni ju (greitis, judesio kiekis) apgrezus ¢ keicia zenkla, kiti
(difuzijos koeficientas, cheminés reakcijos greicio konstanta) — ne.

1.5 Makroskopinio modelio lyg¢iy bendrasis pavidalas

Nepriklausomuosius makroskopinius parametrus, apibudinancius sistemos ar
reiSkinio savybes, Zymésime F, (Cia i=1,..,s, s- nepriklausomu parametru skaicius,
arba laisvés laipsniu skaicius). Musu tikslas nusakyti dydziu F, kitima laikui
bégant. Kadangi tq kitima lemia tam tikros priezastys, tai, iSreikSdami §i priezastini
sarysi, turime iSreiksSti F, iSvestine laiku. Bendrasis Sios iSraiSkos pavidalas yra
Sitoks:

—tL=d,({F}4)i=1..,s. (5.1)

Cia {F}- tu busenos parametru F, ir ju iSvestiniu koordinaciu atzvilgiu rinkinys,
kurie lemia tam tikro F, kitima; A- dydziu, kurie laikomi Zinomais ir nuo kuriu
verCiu priklauso F, kitimas, rinkinys. Pastarieji dydziai (susidurimo tikimybes,
reakciju konstantos ir pan.) nustatomi eksperimentu, arba apskaiciuojami kitose
teorijose (mikroskopinése), bet ne i§ (5.1) lygc¢iu. Jie vadinami valdanciaisiais
parametrais. Geometriné erdvé, kurioje taSko padéti nusako valdanciuju
parametru apibréztos vertés, vadinama valdanciaja erdve. @, Zymi matematine

operacija, kuri atliekama su rinkiniais {F} ir 4. (5.1) lygtys labai apibendrintos,
todél vadinamos bendrosiomis modelio lygtimis.

Nors (5.1) lygtys gana bendros, o konkrecios tu lyg¢iu desiniuyju pusiu iSraiSkos
gali buti nustatytos tik visi§kai apibréztomis salygomis, vis tik kai kurias ®,({F} 1)
savybes galima jvardinti. Tarkime, kad néra sudaryta specialiy iSoriniu salygu,
palaikanciu sistemoje esancius pernasSos reiSkinius (sakoma, kad nepusiausvira
sistema palikta savieigai). Tada (5.1) turi turéti pusiausvyrg apraSancius

sprendinius F,, taigi turi galioti lygybé
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@ (F, }2,)=0,i=1..s. (5.2)

Cia /1p - rinkinys valdanciuju parametru, apibrézianciu pusiausviraja busena. Jeigu
sudarytos iSorinés pastovios salygos, palaikancios pernasSa, tai tas salygas
apraSantys dydziai iS rinkinio A4 vadinami sistema ribojanciaisiais (pavyzdziui
pastovus sistemos ir aplinkos temperaturu, slégiu ar kt. skirtumai). Esant
ribojimams pusiausviroji busena nesusidaro, bet galima nuostovioji busena,
apibadinama dydziais F,, ir rinkiniu 4,. Siuo atveju turi galioti

@, ({F,}4,)=0,i=1..,s. (5.3)

Kuo gi skiriasi (5.2) ir (5.3) kairiosios puses? d)i({Fp},/ip) neturi priklausyti nuo

pernasos charakteristiky (pvz., srautu tankiu), o jei sistema vienalyté - iSreikstu
pavidalu ir nuo koordinaciu (pvz., iSvestiniu koordinaciu atzvilgiu). Tuo tarpu
@,({F, } 4,) priklauso nuo pernasos charakteristiky (pastoviu srauty tanku), o taip
pat iSreikStai nuo koordinaciu netgi vienalytés sistemos atveju. (5.1) lygciu
deSiniosios pusés iSraiSkos tam tikrus ribojimus nusako ir F, prasmé. Pvz., jei tarp
F, yra apibrézto Zenklo dydziai — termodinaminé temperattra, koncentracijos ar
kt., tai ®, iSraiSkos turi buti tokios, kad is (5.1) —(5.3) lygciu isSplauktu, pvz.,
termodinaminés temperaturos bei kokio nors dydzio tankio teigiamasis Zenklas.
Tarkime, kad ®,; iSraiSka tenkina anks¢iau minétus reikalavimus. Tuomet
svarbu tiesinis, ar netiesinis ®, pavidalas. Jeigu ®,({F} 1) iSreiksta démenimis,
priklausanciais tik nuo F, nulinio ir pirmojo laipsnio, tai (5.1) ir iS jos
iSplaukiancios lygtys yra tiesinés. Tiesinémis lygtimis apraSomos sistemos
vadinamos tiesinémis, o atitinkami modeliai — tiesiniais. Tiesinéms sistemoms
budingas superpozicijos principas: jei koki nors F, kei¢ia du faktoriai ir abu keicia

teisiSkai, tai abieju faktoriu bendras poveikis lygus sumai poveikiu, kuriuos
sukurty kiekvienas faktorius, veikdamas atskirai. Taciau apraSant realias
sistemas, kuriose svarbi sistemos daliu saveika, tiesinis modelis netinka. Kadangi
daliy saveika egzistuoja, tai bendruoju atveju @, iSraiSka turétu buti netiesine.
Tuomet atitinkamos lygtys yra netiesinés, o jomis aprasomos sistemos vadinamos
netiesinémis. Netiesinéms sistemoms negalioja superpozicijos principas, o nedidelis
valdanciyju parametru pokytis daznai sukelia didelius F, pokycius. Netiesiniu
lygéiu gali buti labai daug pavidalu, todeél, nesisiedami su konkreciu lygciu
pavidalu, tarkime, radome pusiausviraji sprendinj F =F(1). Tiesinéje teorijoje F
butu vienareikSmé A funkcija. Netiesinéje taip gali ir nebuti. Tarkime, kad F(/I)
pavaizduota 3 pav. (4 - valdantysis parametras).

Kai A(4, ir A)4, dydis F- vienareikSmeé A funkcija. Taciau, kai 4, <A<A4,, F jau
néra vienareikSmeé. Tasku A=4, ir 4=/, artumoje F bus labai jautri nezZymiems
iSoriniu salygu pokyciams, arba vidinéms fluktuacijoms, kurios ir lems verciu 1
arba 1, 2 arba 2’ pasirinkima. Sis modelis atspindi pvz., pusiausviraji dvifazi



virsma: kai A(4, ir A)4, egzistuotu tik viena pusiausvira faze, o kai 4 <A< A4,-
pusiausvira dvifazé sistema.

NetiesiSkumo efektai ypac¢ iSryskéja, kai sistema tolima pusiausvirajai. Siomis
salygomis galimi reguliavimosi reiSkiniai (pvz., tam tikra medziaga gali pati didinti
arba mazinti savos ar kitos medziagos gamyba), arba griztamasis rySys (pvz.,
cheminés reakcijos metu iSsiskyrusi Siluma didina aplinkos temperatura, o dél to
spartéja pati cheminé reakcija).

1.6. Entropijos vaidmuo

Jeigu sistema konservatyvioji, tai jos busenos kitimag laikui bégant lemia
pradinés salygos ir aukSciau iSvardyti tvermés désniai — pirmiausia energijos
tvermés désnis. Disipatyviojoje sistemoje taip néra: daugybé vyksmu,
neprieStaraujanciy energijos tvermei, nestebimi. Siose sistemose energijos tvermés
désnis tarsi tik geras finansininkas, o vyksmu reguliuotojas - antrasis
termodinamikos désnis, iS kurio iSplaukia, kad egzistuoja sistemos makrobusenag
apibudinantis dydis — entropija S. Jei sistema izoliuotoji, tai bet kokiame vyksme S

gali tik didéti arba nekisti, Z—TZO.Lygybés zenklas galioja tik pusiausvirajam

(idealiajam) vyksmui. Taigi, izoliuotos sistemos vyksmu kryptis — entropijos
didéjimo kryptis. Entropijai pasiekus didziausia verte sistema tampa pusiausvira,
visi vyke pernasSos reiSkiniai iSnyke. Vadinasi, nagrinéjant entropijos maksimumo
salygas galima iStirti sistemos pusiausvyra.

Jeigu sistema néra izoliuotoji ir tarp jos ir aplinkos yra Silumos mainai, tai
tokios sistemos entropija gali kaip didéti, taip ir mazéti. Siuo atveju entropijos

. . . ds . A . e e ) o
pokytis per vienetine trukme ot turi du démenis: vidiniu S$altiniu démenj ir

Silumos mainu nulemtg démeni. Vidiniu Saltiniu per vienetine trukme vienetiniame
sistemos dalies turyje sukurtas entropijos kiekis vadinamas entropijos iSeiga. Kai
sistema arti pusiausvyros, entropijos iSeiga minimali nuostoviajame vyksme.
Vyksmai neizoliuotoje sistemoje gali buti visai kitu savybiu, negu vyksmai
izoliuotoje sistemoje.

Nagrinéjant izoliuotaja sistema kartais parankiau naudoti ne pacia entropija S,
o dydi AS =3 -3 . - Visada AS(0 ir artéjant prie pusiausvyros AS — 0.

1.7. Stabilumo samprata

Tarkime, konservatyvioji arba disipatyvioji sistema laikui bégant pasiekia
busena, kurioje véliau ir pasilieka. Ta buseng pavadinsime standartine, o ja
apibudinanc¢iu parametru F, vertés pazymésime F,. Konservatyviajai sistemai, tai
butu mechaninés pusiausvyros busena, o disipatyviajai — pusiausviroji arba
nuostovioji busena. Reali sistema yra nuolat veikiama mazu aplinkos pokyciu bei
vidiniy fluktuaciju. Pavadinkime tuos poveikius trikdziais. Dél pastaruju sistema
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niekada nebuna pastovios busenos, o dél to busenos parametrai F, fliuktuoja arti
standartinés busenos verciu:

F (t)= Fs + x(t) (7.1)

Jeigu x,(t), t.y., parametro nuokrypis nuo F,, sukeltas vidiniy fluktuaciju (pvz., dél

daleliu atsitiktinio judéjimo joms susikaupus sistemos tam tikroje dalyje), jis
dazniausiai priklauso ir nuo koordinaciu.

Sistemai esant standartinés busenos jos savybés gali buti prognozuojamos kiek
norima tolimai ateiCiai, todél tokios busenos yra svarbios kaip praktikoje, taip ir
teorijoje. Kaip standartinés busenos sistema reaguoja i minétuosius trikdzius? Ju
paveikta ji gali nutolti nuo standartinés busenos, arba iSlikti standartinei artimos
busenos. Reakcijai i trikdzius apibudinti naudojama stabilumo (pastovumo)
savoka.

1. F(t) (7.1) liecka Fg artumoje visa laika, t.y., esant pradinei vertei |x(t,),

ribotai baigtiniu dydziu, ribota ir |X(t] verté visiems t)t;. Siuo atveju naudojama
stabilumo pagal Liapunovg savoka. Matematiskai formuluojama Sitaip: jei iS anksto
parinktam ¢)0, tokiam, kad visiems t)t, butu |x(t)|<g, egzistuoja toks baigtinis 7)0,

priklausantis nuo ¢ ir t,, jog |x(t0 )|(77, tai sakoma, kad standartinis sprendinys F,

stabilus pagal Liapunova. Taigi sprendiniams, stabiliems pagal Liapunova, mes
galime nustatyti, kokia turi buti didziausia pradiné nuokrypio verté, kad kiekvienu
vélesniu laiko momentu nuokrypa nuo standartinio sprendinio nevirSytu pasirinkto
dydzio ¢. Pagal Liapunova stabilu standartini sprendini vaizduoja 4 pav.
Mechaninis stabilumo pagal Liapunovg pavyzdys — dalelés judéjimas potencinéje
duobéje (be trinties). Toks vienmatis judéjimas parodytas S5 pav. Pradiniu laiko
momentu parimusia dalele (szs) perkelus i taSka x,, toliau jos koordinate

periodiskai kinta, neiSeidama iS intervalo X, <X<X,. Bunant standartinés, Siuo
atveju mechaninés pusiausviros busenos, dalelés judesio kiekis lygus nuliui.
Sutrikdytai dalelei esant taSke x =X, jos judesio kiekis nelygus nuliui. Dabar jis
lygus nuliui taskuose X, ir X,. Pazymékime dalelés judesio kieki p. Jis, kaip ir x,
kinta periodiSkai. 6 pav. pavaizduotos dalelés fazinés trajektorijos (kintamuju x, p
erdvéje). Jos uzdaros dél dalelés busenos parametru x ir p periodinio kitimo. Dvi
uzdaros kreives (iStisiné ir bruksniné) atitinka du skirtingus trikdzius.

Tarkime, judéjimas periodinis (periodinis F(t) kitimas) ir mus domina, kaip
viso periodo busenu seka reaguoja i trikdi. Tuomet naudojama orbitinio stabilumo
savoka. 6 pav. vaizduoty orbitini stabiluma, pagal Liapunova - iStisiné kreivé —
standartiné orbita, bruksSniné — sutrikdytoji orbita.

2. Jeigu x(t)>0, kai t—o, sakoma, kad F, asimptoti§kai stabilus.

Asimptotiniu stabilumu nepasizymi konservatyviosios sistemos. Sis stabilumas
budingas tik disipatyviosioms sistemoms ir nulemtas vyksmu negriztamumo.
Asimptotinio stabilumo schemos parodytos 7 ir 8 pav. 8 pav. vaizduoja fazines
trajektorijas, atitinkancias du skirtingus trikdzius. Tos trajektorijos gali buti
dalelés, judancios su trintimi potencinéje dézéje, fazinés trajektorijos, arba dvieju



bisenos parametry F,(t) ir F,(t) sarys$io vienodu laiko momentu kreives, kurias

taip pat vadinsime fazinémis trajektorijomis. Standartiné busena yra tas fazinis
taskas, i kuri sueina fazinés trajektorijos. Asimptotinio stabilumo atveju
standartiné busena vadinama atraktoriumi. Jeigu asimptotinis stabilumas
egzistuoja bet kokio didumo pradiniam nuokrypiui, standartiné busena vadinama
globaliuoju atraktoriumi. Izoliuotosios sistemos pusiausviroji busena yra globalusis
atraktorius, nes prie jos, vis tos pacios, busenos priartéja izoliuotoji sistema,
nepriklausomai nuo to, kokia butu pradiné nepusiausviroji busena.

Taigi, asimptotinis stabilumas reiskia tai, jog sistema pasalina trikdzio poveiki
ir ilgainiui atkuria standartine buisena, kurios ji buvo iki poveikio.

3. Jeigu esant tam tikro didumo pradiniam nuokrypiui, ji atitinkantis |x(t) visa

laikq negali buti mazesnis uz laisvai pasirinktg verte, t.y., F(t) nepasilieka Fg
aplinkoje, sakoma, kad F  (arba standartiné busena) nestabilus. Gali buti, jog
nestabilumas reiSkiasi, kai X, pradiné verté virSija tam tikra, arba ir bet kokio

didumo pradiniam nuokrypiui. Nestabiliy standartiniu busenu schemos parodytos
9, 10 pav. Mechaninis nestabilumo pavyzdys — dalelé busenos, atitinkancios jos
potencinés energijos maksimuma. Bet kokio didumo trikdis Sig dalele iS nuostovios
busenos iSveda negriztamai.

Nestabilios gali buti kaip konservatyviuyju, taip ir disipatyviyju sistemu
standartinés busenos.

4. Jeigu nuokrypos pradinei vertei |xi (t0)| nevirSijant tam tikros baigtinés

slenkstinés vertés F(t) islieka F¢ aplinkoje, t.y., egzistuoja asimptotinis stabilumas
arba stabilumas pagal Liapunova, o vertei |xi (t0)| virSijus slenkstine, Fgnestabilus

(F(t) nutolsta nuo Fg), sakoma, jog standartiné buisena stabili lokaliai (vietinis

stabilumas), bet nestabili globaliai.
Kaip jau kalbéjome 1.6 skirsnyje, izoliuotosios sistemos entropijos nuokrypis

o . . d e S o .
nuo standartinés vertés AS <0 ir EAS > 0. Pastarieji du sarysiai yra izoliuotosios

sistemos globaliojo stabilumo salygu matematinés iSraiSkos. Neizoliuotajai sistemai
Sios salygos negalioja, todél jose galimos kokybiskai kitos busenos - faziniai
virsmai, pereinamieji reiSkiniai ir kt. Kadangi neizoliuotosioms sistemoms
neegzistuoja tokie universalts sarysiai, kaip minétieji izoliuotajai, tai neizoliuotuju
sistemuy standartiniy busenu stabilumo tyrimas — sudétingas uzdavinys.

S. Kaip matéme, modelio lygCiu (5.1) deSiniosios pusés priklauso nuo
valdanciyju parametry. Dalis tuy parametry gali kisti ir Suoliskai, todél kintant A
kinta netik lygéiu sprendiniai, bet gali pakisti ir paciu lyg¢iu sandara. Jeigu
valdanc¢iajam parametrui pakitus, 4 —> A+¢, visi (5.1) lygciu sprendiniai pakinta
taip, kad bet kuriuo laiko momentu |Fi (A+¢)-F (l)| yra ¢ eilés dydis, tai sakoma,

kad sprendinys F (1) struktiri§kai stabilus (modelis struktari§kai stabilus).
Strukturiskai stabiliu sprendiniu visu faziniu trajektoriju tipologiné sandara
vienoda. Jeigu |F(1+¢)-F (1) Zzymiai virSija &, tai sprendiniai struktariskai

nestabilas. Tarkime, turime laisvai judancia dalele. Jos koordinaté kinta tiesisSkai,
o judesio kiekis lieka pastovus. Realiai visada yra trintis, o dél jos dalelé visada
sustos. Tarus, kad A- reiSkia valdantiji parametra, aprasanti trintji, A=0-
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laisvasis judéjimas, A =¢- judéjimas su trintimi, matome, kad koks mazas bebutu
e, praéjus pakankamam laikotarpiui, skirtumas tarp laisvos ir su trintimi
judancios dalelés koordinatés ir judesio kiekio kiek norima kartu bus didesnis uz
¢. Taigi dalelés judeéjimo lygciu sprendiniai strukturiSkai nestabilus trinties
atzvilgiu.

Baigdami skirsni iSnagrinésime pavyzdi. Tarkime modelio lygtis Sitokia:

c:j—lf:l—Fz. (7.2)

Nuostovieji (standartiniai) (7.2) sprendiniai yra F; =1 ir F,=-1. Perrase (7.2)
trikdziui

— = -2F.x - X’ (7.3)

Kai laiko momentu t =0 trikdis x =X,, (7.3) sprendinys yra Sitoks:

Xy o-2Fst
2F + X,

x(t) = 2F, (7.4)

_ XO e—ZFSt
2F + X,

Is (7.4) plaukia, kad visiems X, #-2 sprendinys F;=1 asimptotiskai stabilus,
limx(t)=0. Sprendinys F, =-1 asimptotiskai néra stabilus, nes jo atveju limx(t)=2.
Ar sprendinys Fg =1 stabilus pagal Liapunova? Taigi, pareikalaukime, kad butu
X(t)(e esant t)0. Ar egzistuoja toks |x,(77, kad galiotu [x(t)(¢. Remdamiesi (7.4)
nustatome, kad [x(t)(e, jei O(x,(¢, arba |x[(¢ bei kartu [x[2, kai x,(0.I§ $iy
rezultaty iSvedame, kad n=¢, kai &2 ir =2, kai ¢>2. Vadinasi, pasirinktam ¢
visada galime nustatyti nuo & priklausancia 7 verte. Taigi, sprendinys F, =1
stabilus pagal Liapunova. Sprendinys F, =-1 néra stabilus ir pagal Liapunova

(bendruoju atveju), nes pakankamai dideliam t|x(t)| artimas 2. Galima irodyti, kad
x(t) neribotai iSauga, kai X,(0 ir t—>%|n(1+ 2/|%,|). Todeél bet kokiam |x,|

neegzistuoja baigtinis ¢.



1.8. Dvejinio samprata

Aptarsime standartinio sprendinio (5.2), (5.3) priklausomybés nuo valdanc¢iuju
parametru pobudi. Kaip minéjome, (5.2), (5.3) lygtys netiesinés, todél standartiniuy
sprendiniu priklausomybé nuo valdanciuju parametru sudétinga. Tarkime, kad
kokio nors busenos parametro standartinés vertés priklausomybé yra tokia, kuri
pavaizduota 11 pav.

Tarkime, kad, kai A(A,, Fy vienareikSmeé A funkcija ir yra asimptotiSkai stabili (11
pav. ji pavaizduota kaip nepriklausanti nuo A4). VienareikSmis asimptotiskai
stabilus standartinis sprendinys vadinamas termodinamine Saka. Kai A=A/

pavaizduotoji termodinaminé Saka praranda stabiluma ir, kai A)A. - ji nestabili.
Taciau, kai A)4, atsiranda du nauji sprendiniai (11 pav. 1 ir 2 kreivés) ir abu
stabilis asimptotiSkai. Taigi, kai A>A, atsiranda sprendinio Sakojimasis
(dvisakumas), kuris vadinamas dvejiniu. 11 pav. gali vaizduoti fazinio virsmo
atsiradima, kintant, pavyzdziui, termodinaminei temperaturai T(/lzT): kai T(T,
turime, pvz., vienalyti skysti, o kai T)T - pusiausvira sistema iS skyscio ir sociuju
gary. Eksperimentu iS anksto negalima nustatyti, kuria i§ Saku (1 ar 2) pasirinks

sistema. Tas pasirinkimas jvyksta atsitiktinai, pvz., dél vidiniu fluktuaciju. Butent,
kai A1=4,, mazos fluktuacijos nebeuzgesta, o sustipréja ir dél to susidaro du

stabilts rezimai. IS ¢ia iSplaukia fluktuaciju svarba faziniuose virsmuose.

Kiekvienai sistemai budinga tam tikra simetrija (transliaciju, posukiu, inversiju
ir pan. ). Kiekviena simetrija iSreiSkia tam tikri tvermés désniai, i kuriuos
atsizvelgiama sudarant modeli. Sistemoje atsirandancios fluktuacijos (pvz., tankio
fluktuacijos) sukelia simetrijos pazaida - sistemos vidine diferenciacija. Taigi
dvejinio reiSkinys - vidinés diferenciacijos iSraiSka. Biologijoje mutacijos yra
fizikiniy sistemu fluktuaciju analogas, o Stai naturalioji atranka — pacios sistemos
organizuojama stabiliyju busenu paieska. Dvejiniai — tai nauju bei sudétingu
savybiy atsiradimo fizikinése ir biologinése sistemose, pagrindas.

1.9. Dvejiniu pavyzdziai
ISnagrinésime formalaus parametro F'lygti

dF )
= —u-F 9.1
s (9.1)

Laikome, kad F- fizikinis dydis, todél turi buti realus. Nuostovieji (9.1) sprendiniai
yra

FO =, FO=—Ju. (9.2)
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Kadangi F'realus, tai (9.2) egzistuoja tik tada, kai #>0. Kai x =0, abu sprendiniai
(9.2) susilieja, sakoma anihiliuoja. Taskas x =0 vadinamas ribiniu tasku, nes i
kaire nuo jo standartiniy sprendiniy néra. Sis dvejinys vadinamas ribinio tasko
dvejiniu (12 pav.). IStirsime (9.2) stabiluma. Pagal (9.1) trikdzZio lygtis:

%:—ZFSX—XZ (9.3)

sutampa su (7.3), todél (9.3) sprendinys reiSkiamas (7.4) formule. IS jos, kaip ir 7
skirsnyje, plaukia, kad dvejinio Saka FS(+) asimptotiSkai stabili, tuo tarpu Saka FS(*) -
nestabili.

Kitas pavyzdys:

dF
— =uF - F?3 9.4
il (9.4)

Standartiniai Sios lygties sprendiniai yra
Fo =0, Fy=+Ju. (9.5)

Trivialusis sprendinys F; =0 nepriklauso nuo u ir egzistuoja visame u intervale,
tuo tarpu sprendiniai F, =+,/u# egzistuoja tik tada, kai #)0 (13 pav.).

F, =+Ju néra analiziné ux funkcija - tai dvejinio pozZymis. IStirsiné F
stabiluma. Atskyre (9.4) lygtyje kintamuosius, randame

g2
d_F_ld(ﬂ_Fz):ﬂdt_ (9.6)

F 2 u-F
Kai x(0, vietoj (9.6) rasome

dF  1d(u+F?)
= E—|,u|+|:2 = |y|dt. (9.7)

Pazymeéje pradine Fverte F,, i§ (9.7) turime

u|Fe !
F(t)== . 9.8
X \/|ﬂ| + R —Fle ©-8)

Taigi, nuostovioji verté susidaro, kai t =, ir F(o)=F; =0.F = F, + x(t) tenkina (9.7),

todél isreiSkiamas (9.8) lygybe. Standartinei vertei F; =0 (9.8) formuléje turime
rasyti F, =X, (X,- pradiné trikdzio verte). Randame



2 —2|ult
x(t)+\/ e . 9.9)

|| + x2 — xZe 2
Sioje iSraiSkoje matome, kad limx(t)=0 visiems x,. Vadinasi, standartinis
tow
sprendinys F; =0 globaliai asimptotiskai stabilus, kai (0. Tuo atveju, kai u)0, iS
(9.6) randame

2. 244
F(t):i\/ T (9.10)
u—F +F'e

Taigi, kai u)0, standartinio sprendinio F; =0 trikdis

2.2
x(t):i\/ AL (9.11)
M= Xy + X5

ir, kaip matome, !im X(t)= £/ u . Vadinasi, F, =0 nestabilus asimptotiskai, kai u)0.

Taskas p=0 yra F, =0 stabilumo praradimo taskas. Jis vadinamas to sprendinio
kriziniu tasku.

Dabar iStirsime sprendiniu F = J_r\/; stabiluma. IS (9.10) plaukia, kad
standartiniai sprendiniai susidaro, kai t - . Todél

x(t)£/u = £ “(i\/;;"o)ze”t — (9.12)
Du \/y(+\/;+x0) +(J_r\/;+x0)e2“t

Matome, kad x(co)+./u =+u, ty., x(0)=0 visais atvejais, isskyrus x,+./u =0.
Vadinasi, standartiniai sprendiniai F = i\/; asimptotiSkai, bet mneglobaliai,
stabilus.

Matome, kad, kai (0, egzistuoja vienas globaliai asimptotiSkai stabilus F; =0.
Taske w=0 jis praranda stabiluma ir atsiranda dvejinys iS dvieju stabiliu
(simetri§ku) Saku. Sio pobudzio dvejinys yra vir§krizinis dvejinys (dar vadinamas
kamertono dvejiniu).

Dar iSnagrinésime lygti

&= e aF-F 9.13)

kurioje yra du valdantieji parametrai x4 ir 1. Démens su F? (9.13) deSiniojoje
puséje nebuvimas néra esminis, nes tiesiniu keitiniu toki démeni galima pasalinti.
Tokiu budu (9.13) deSinioji pusé yra gana bendras treciojo laipsnio polinomas,
sutinkamas realiuose modeliuose. Standartiniu sprendiniy lygtis
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p+AF —F, =0 (9.14)

bendruoju atveju gali turéti tris skirtingus sprendinius. Kintant g ir 4 Saknys gali
susilieti ir skirtingu sprendiniu sumazéti. Sakny dvigubo kartotinumo salyga
randama iSdiferencijavus (9.14):

A-3F2=0.
(9.15)

(9.14) ir (9.15) bendrieji sprendiniai yra du kartus pasikartojantys (9.14)
sprendiniai. Trigubo kartotinumo (visu triju sprendiniu susiliejimo) salyga

~6F, =0,

ty., Fs =0. Is (9.15), (9.14) plaukia, kad F; =0 negalimas, jei kartu x4 ir 4 nelygus
nuliui. IStirsime dukart pasikartojancios Saknies salygas. IS (9.15) rade F; ir irase i
(9.14), randame valdanciuju parametry sarysi

4/13:27,le, (9.16)

kuriam esant sprendinys F :J_r\/% dukart iSsigimes. Matome, kad sprendinys

iSsigimes, kai 1 >0. 14 pav. parodytos u,A erdvés sritys, kuriose egzistuoja realus
(9.14) sprendiniai. 14 pav. iStisiné kreivé vaizduoja u, A vertes, kurioms (9.14) turi

realius sprendinius (dukart kartotinius). Kompleksinio sprendinio, kurio realioji
dalis @, o menamoji £, egzistavimo salyga yra

3a2 -2 =4, -2ala’+p)=p (9.17)

Srityje b, ty., kai |[u(——=4"?,(4)0), (9.17) lygtys sprendinio neturi, todél srityje

2
3V3
gali egzistuoti 3 skirtingi realts sprendiniai. Tuo tarpu srityje a, t.y., kai A( 0 arba
A)0, bet |,u|>%/13’2, gali egzistuoti kompleksinis sprendinys, todél toji sritis yra
vieno realaus sprendinio sritimi. Taske A= =0 trys sprendiniai susilieja ir tas
taskas vadinamas smailés tasku.

15 a pav. parodyta standartinio (9.14) sprendinio priklausomybés nuo u, kai
A)0 ir yra pastovus, schema. Srityje g < u < u, egzistuoja du stabilus sprendiniai
(iStisiné linija) — bistabilumas. Bistabilumas baigiasi ribiniuose taskuose.
Bistabilumo srityje iSviso yra trys realtis sprendiniai, kitur — po viena. (9.14)
sprendiniu schema, kai pastovus ,u(,u = ,ul), parodyta 15 b pav. Vienas sprendinys

egzistuoja visiems A1, o kiti du atsiranda, kai 4> 4)0. Cia 4, nustatomas pagal



(9.16). Taskas A=/, yra ribinio tasko dvejinio taSkas. Viena Sio dvejinio Saka

stabili, kita — ne.

ISnagrinétame pavyzdyje matome, kad esant valdanciyju parametry sarySiams,
atsiranda dvejiniai. Realioje sistemoje parametru tiksls sarySiai vargiai galimi.
Jeigu dvejinys iSyra nezymiai suardzius sarySi — tai struktirinio nestabilumo
pozymis. Taigi, svarbu tie ypatumai, kurie iSlieka mazai keiciant valdanciuosius
parametrus (struktarinio stabilumo pozymis). StrukttrisSkai stabilus ypatumas
parodytas 15 pav.

IT skyrius

Tiesiné stabilumo teorija

Dazniausiai modelio lygtys gana sudétingos ir analiziniu pavidalu sprendinio
nepavyksta surasti. Siame skyriuje suformuluosime stabilumo tyrimo metodus
nenaudojant lygc€iu tiksliyju sprendiniy.

2.1. Pagrindinés tiesinés stabilumo teorijos lygtys

Trikdoma modelio lygc¢iu sprendini iSreiSkiame Sitaip:

F(t)=F +x(t) (1.1)

Tuomet modelio lygtys uzraSomos taip:

Z—0,(fF +x}2). (1.2)

Kadangi F; nuo laiko nepriklauso, tai (1.2) kairiojoje puséje lieka trikdziuy
iSvestinés. Toliau laikysime, kad ®, gali buti iSskleista x, laipsniu eilute ir kad ta
eilute galima nutraukti apsiribojant baigtiniu démenu skaiCiumi. Taip galima
daryti, jei x, mazi, t.y., jei

M((l.
Fs|

(1.3)

ISvados, suformuluotos (1.3) salygomis, vadinamos infinitezimaliojo stabilumo
iSvadomis. Jos gali buti laikomos butinosiomis stabilumo salygomis. Mat, jeigu
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sprendiniai nestabilis maziems trikdziams, jie bus nestabils aplamai. Taigi
rasome

CDi({FS+x},ﬂ)zd)i({FS},/i)+Zj:xj(Z+(:)j‘lFFS) P2 [;FZ‘;’F ](FS)+...( 1.4

Taciau @,({F,}, 1)=0. Dar pazyméje

hi({x},ﬂ):%%( o', ] XX + oo (1.5)

vietoj (1.2) turime lygtis

% —Za”xj+h %)) (1.6)

kurios ekvivalencios modelio lygtims (1.2) ir, kaip ir pastarosios, yra netiesinés.
Nepaisydami (1.6) lygtyse netiesinio démens h,({x},1), gauname pagalbines tiesines

lygtis

%=Za..x. i=1..8S. (1.7)

Pastebésime, kad trivialusis sprendinys x, =0 tenkina kaip pagalbines (1.7), taip ir
tikslias (1.6) lygtis. Trivialusis sprendinys x, =0 reiSkia, jog F, =F;.

Lygtys (1.6) ir (1.7) yra pagrindinés tiriant standartiniu sprendiniu stabiluma.
(1.7) lygtys yra tiesinés stabilumo teorijos pagrindinés lygtys.

2.2. Tiesinio stabilumo teorema

1. Jei tiesiniu lygciu (1.7) sprendinys x, =0 asimptotiSkai stabilus, tai
asimptotiSkai stabilus ir netiesiniu lygc¢iu (1.6) trivialusis sprendinys, t.y., tada
asimptotiSkai stabilus modelio standartinis sprendinys F, = F;.

2. Jei tiesiniu lygciu (1.7) trivialusis sprendinys nestabilus, tai nestabilus ir (1.6)
lygciu trivialusis sprendinys, t.y., nestabilus standartinis sprendinys F, = F;

Grieztas teoremos irodymas sudétingas, reikalaujantis specialaus matematinio
pasiruoSimo, todél cia tos teoremos neirodinésime. Teoremos teisingumas



suprantamas iS ankS¢iau minéto infinitezimaliojo stabilumo sampratos: kadangi x,
mazi, todél lemia (1.6) deSiniosios pusés pirmasis démuo, t.y., tiesinis artinys.

Tokiu budu netiesinio uzdavinio stabilumo tyrimas yra pakeistas tiesinio
uzdavinio stabilumo tyrimu. Kadangi tiesinio uzdavinio (trivialusis) standartinis
sprendinys X, =0, tai Sio sprendinio trikdzio lygtys taip pat sutampa su (1.7)
lygtimis.

2.3 Budingoji lygtis

Nagrinésime (1.7) lygtis. Matriciniai elementai a; yra kvadratinés matricos

elementai, nepriklausantys nuo laiko, taciau galintys priklausyti nuo koordinaciu,
jei sistema pusiausvira, bet nevienalyté, arba jei yra nepusiausvirosios
nuostoviosios busenos (pastaruoju atveju priklausomybé nuo koordinaciu butu
reiSkiama iSvestinémis). Aisku, kad (1.7) lygties sprendinio pavidalas Sitoks:

x, =U.e”,
(3.1)

Cia w - daznis, U, — amplitudé, kuri nepriklauso nuo laiko, bet gali priklausyti nuo
koordinaciu. Irase (3.1) i (1.7) ir suprastine lygciu abiejuose pusése vienodus
daugiklius, e" gauname lygtis:

23U =wU, . (3.2)

]
Pazymeéje a; elementu matrica A ir U; rinkinj — matrica stulpeliu U, vietoj (3.2)
turime matricine lygti

A, AU =aoU . (3.3)

Tai standartiné operatoriaus A(f,/i) tikriniy verciu o lygtis. Ji vadinama budingaja
lygtimi. Stabilumo uzdavinys iSsprendziamas, jei pavyksta rasti visas (3.3) tikrines
vertes.

Jeigu operatorius A nepriklauso nuo iSvestiniy koordinaciu atzvilgiu, tai (3.3)
arba (3.2) yra vienalyciu tiesiniy algebriniu lygciu sistema

S
YaU;-aU, =0, i=12..5. (3.4)
j=1

Tuomet dazniy lygtis Sitokia:
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det-———————— =0, (3.5)

Cia a; priklauso tik nuo Fg ir 1; S- modelio funkciju F; skaiCius.

Jeigu operatorius A(F,/i) yra diferencialinis, arba integralinis, tai (3.2), arba
(3.3) lygtys yra diferencialinés, arba integralinés lygtys ir dazniai nustatomi i$
krastiniy salygu. Siuo atveju uzdavinys sudétingesnis.

Tarkime suradome dazniu spektra o; (bendruoju atveju w; verciu yra 9.

Apibrézra o; verté nusakys dalini sprendini, o bendrasis (1.7) sprendinys yra

daliniu tiesinis darinys. Bendruoju atveju »; kompleksiné funkcija,
o, =Rew; +ilmw;. (3.6)

Jei visos Rew;(0, tai x; laikui bégant mazéja ir, kai t—>ow, x, —>0. Tada (1.7)

trivialusis sprendinys asimptotiSkai stabilus, t.y., modelio standartinis sprendinys
Fs asimptotiSkai stabilus. Kai visiems ;j Re®;(0, Imw; # 0 (bent kaikuriems ;), tai

X, slopimas lydimas virpesiu. Jeigu bent vieno Rew;)0, tai trivialusis sprendinys
asimptotiSkai nestabilus, taigi ir F, = F; nestabilus.

Dazniu spektras priklauso nuo valdanc¢iyju parametru. Todél nuo Rew;(0 prie
Rew;)0 pereinama kintant A. Vadinasi egzistuoja 1=4,, kuriam esant Rew; =0
(16 pav.). Si A. verté vadinama krizine, o ja atitinkantis stabilumas marginaliniu
(ribiniu) stabilumu (sistemos buisena — marginaliniu rézimu).

2.4 Dvieju laisveés laipsniy sistema

ISnagrinésime dazna atveji, kai sistema apibudinama dviem funkcijom F, ir F,.
Laikysime, kad matrica A nepriklauso nuo iSvestiniu (arba integralu), veikianciu x;.
Tuomet iS (1.7) plaukia

dx dx
d_1:1=a11X1+a12X2' d_t2=a21X1+a22X2- (4-1)

Siuy lygc¢iy sprendinio ieSkome pavidalu

X, = X074, X, = X, (4.2)



[rase (4.2) i (4.1), gauname amplitudziu lygtis

(a11 - a))XlO + 8%y =0,

(4.3)
Ayy Xyo + (azz - a))X20 =0.

Dazniu lygtis (3.5) dabar Sitokia:

0 -Tw+ A =0,

(4.4)
T= a;; +ay, A= 4,8, — 83,3,

(4.4) sprendiniai

_TT?—4A

> (4.5)

@y,

16 pav. Peréjimo iS stabilios busenos i nestabilia schema.
A = A. - marginalinio stabilumo taskas.

x, =C,e” +C,e”, x, =C,Ke™ +C,K,e™ (4.6)

Tiesinio darinio koeficientai C, ir C, nustatomi i§ X; ir X, pradiniy salygu. K, ir K,
vadinami pasiskirstymo koeficientais ir nustatomi i§ (4.3) lygcCiu, kurios apibrézia
daliniu sprendiniy amplitudziu santyki:

K = XZO(a)l)’ K, = Xzo(a’z)_
' X10 (a)l) X10 (a)z)

Istirsime (4.6). Dydziu x, ir X, fazinéje erdvéje galime spresti apie (4.6)
artéjima, arba nutolima nuo standartinio sprendinio, kuris Siuo atveju yra
pusiausvirasis sprendinys. Standartinis sprendinys Sioje erdvéje vaizduojamas
tasku ir vadinamas ypatinguoju (kartais kriziniu) tasku. Klasifikuosime
ypatinguosius taskus.

1. Tarkime T?-4A >0. Tada abi §aknys realiosios.

a) A)0. Tada abieju Saknu zenklai vienodi ir tokie, kaip ir dydzio 7. Siuo atveju X,
ir X, arba monotoniSkai artéja, arba monotoniskai tolsta nuo F,. Sakoma, kad
ypatingasis taskas yra mazgas.

Mazgo faziniu trajektoriju kryptys parodytos 17 pav. Gali buti du a) atvejai, kai
Saknys kartotinés. Kartotinumo salyga T?-4A =0,t.y.,
(a11 —a,, )2 +4a,,a,, = 0.Pirmasis atvejis: a,, =a, =0,a,, =0,, =a #0. Tuomet
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Dakar fazinés trajektorijos yra spinduliai, i§ begalybés ateinantys i ypatingaji
taska, kai a(0, arba iS jo nueinantys i begalybe, kai a)0. Tuomet S vadinamas
zvaigzdiniu mazgu (18 pav.).

Antrasis atvejis: a,, =a,, =a,a,, =a, a, =0,(a#0). Tuomet

dx, dx,
—L =ax, +ax,, —==aX,.
dt dt

Siy lygé¢iu sprendiniai:
X, = X,,8% + aX,ote™, X, = X,,e™.
PasSaline laika, randame faziniu trajektoriju lygtis:

X, =0, X, - bet koks (kai x,, =0),
X, = X, In(x,)+Cx,, C = const # oo,
Sio atvejo fazinés trajektorijos pavaizduotos 19 pav. Ypatingasis taskas vadinamas

N o e . g dx .
iSsigimusiuoju mazgu (mazgas, turintis viena liestine S taske: d—l = In|x2| +1+C - kai
X2

X, = ,SA = —w0, nepriklausomai nuo ).
X2
b) A(0. Dakar abi Saknys realiosios ir skirtingy Zenklu. Tarus, kad ®,)0, o ®,(0

ir paSalinus iS (4.6) laika, randame faziniu trajektoriju lygti

@

( X, — Ko jwl — X, — KiX
Cl(Kl o Kz) Cz(Kz o Kl)

Siuo atveju S vadinamas balnu. Balnas visada nestabilus, iSskyrus balno
asymptotes (separatrises), kurios atitinka pradines salygas: C, =0 ir C,=0. Tos

asimptotés yra: X, =K,X, ir X, =KX . Visos kitos fazinés trajektorijos ateina is
begalybés ir nueina i begalybe (20 pav.), nesiekdamos S.

2. T? —4A(0. Abi Saknys kompleksinés jungtinés.

a) T#0. Realiaja » dali nusako 7. Todél artéjimas (T(0) arba nutolimas (T)0)
nuo S yra virpamojo pobudzio, tac¢iau su mazéjancia arba didéjancia amplitude.
Fazinés Sio atvejo trajektorijos parodytos 21 pav. Ypatingasis taskas vadinamas
zidiniu. }

b)T =0,A)0. Saknys grynai menamosios: o =z=iy (negestantieji virpesiai).
Fazinés trajektorijos — uzdarosios kreivés, juosiancios S. Ju lygtys

a,a a A
2 21%12 |, 2 11 —
X2 -2 w2 oSy x, — 42 C.C,.
a12 12 12



Ypatingasis taskas vadinamas centru (22 pav.). Centras asimptotiSkai nestabilus,
bet stabilus pagal Liapunova (uzdarosios trajektorijos nuotoli nuo Slemia C, ir C,
vertes).

3. A=0. Tai mazgo (A)O) ir balno (A(O) tarpinis atvejis. Ypatingasis taskas
vadinamas daugialypiu.

Salyga A =0 reiskia, kad

8,8 — 8,8, =0,

t.y., kad

(acplj (acsz _(ach] (8@2] o @.7)
OF, Je e \OF, Jop R ) LoR )

Standartini sprendinj nusako dvieju kreiviu, kuriu neiSreikStos lygtys yra lygybés
@1(F1,F2,/1):O ir (Dz(Fl,Fz,/”t):O, susikirtimo taskas (taskai). Tu kreiviu liestiniu
lygtis randame iSdiferencijave lygybes @, =0 ir ®, =0:

0P, 00, OF, 00, 0P, OF, @.8)
oF, oF, oF,  oF,  oF, oF,

IS (4.8) plaukia, kad atitinkamai pirmosios ir antrosios kreiviu liestiniu lygtys yra
Sitokios:

OF,|_ 0%, 00, (0F,) _ 00, 00,
oF, oF, oF, \oF ), oF OF,

Abieju kreiviy bendros liestinés salyga yra lygybé

_661)1/&1)1 _ 00, /aq>2
oF, oF, oF, oF,

(4.9)

Palygine (4.9) ir (4.7) matome, kad (4.7) iSreiSkia tai, jog daugialypis ypatingasis
tasSkas yra kreiviu @, =0 ir ®, =0 bendros liestinés taskas. Daugialypio ypatingojo
tasko fazinés trajektorijos sudétingos (23 pav.).

Daugialypio ypatingojo tasko stabilumo analizé taip pat sudétinga. Mazai
pakitus funkcijoms @, ir ®,, daugialypis tasSkas bendruoju atveju skyla i du
paprastus ypatinguosius taskus. Taigi, daugialypi ypatingaji taska galima nagrinéti
kaip dvieju paprastuju susiliejima, pasiekiama keiCiant valdanciuju parametru
vertes.
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2.5. Dvejinio salygos dvieju laisvés laipsniy sistemoje

Daugialypio ypatingojo tasko skilimas i du paprastuosius reiskia dvejinio
atsiradima. Kita marginalinio stabilumo salyga - centras. Centro salygomis
egzistuoja fazinés trajektorijos, praeinancios arti centro, bet neiSeinancios iS jo
artumos. Tai taip pat reiksty galimg standartiniy sprendiniu Sakojimasi. Bet kokio
laisvés laipsniu sistemos standartiniu sprendiniu Sakojimasi tyrimas labia
sudétingas. VisiSkai suformuluota teorija dvieju laisvés laipsniu sistemai. [rodyta,
kad dvejinio salygos yra:

1) lygties (4.4) realioji Saknis w =0 nekartotiné (kartotinumas lygus 1),
2) lygties (4.4) abi Saknys grynai menamosios.
Pirmoji salyga reiSkia daugialypio ypatingojo tasko egzistavima,

A(ﬂc ) =0,
(5.1)

o antroji — centro salyga,

T(4)=0.
(5.2)

Cia A. zymi valdanciuju parametry vertes, kurioms galioja (5.1) ir (5.2) lygybés.
Dar karta atkreipsime démesi i tai, kad dvejiniui atsirasti svarbu Saknies
(4. )=0 kartotinumas. Lyginio kartotinumo atveju dvejiniu gali ir nebati. Ir dar:

butina skirti standartinio sprendinio kartotinuma ir modu dazniu kartotinuma.
Tarus, kad (5.1), (5.2) salygomis,

da)(/i) >O, iRew(ﬂw >0,
i |, dz o

irodoma, jog sprendiniai, iSsiSakojantys, kai A)A., yra asimptotiSkai stabilts, o
iSsiSakojantieji, kai A(A.- asimptotiSkai nestabilas (24 pav. ). Tai pat irodoma, kad
atsiSakojantieji sprendiniai yra nuostoviis, jei Imw(l.)=0 periodiniai, jei
Imw(4.)#0. 24 pav. Sakos, paZymétos 1, praranda stabiluma taske 1= 4. ir, kai
)., néra stabilios (I'). Stabilis Sakojimaisi pazymeti istisinémis, nestabilts —
bruksninémis linijomis.



III skyrius
Katastrofy teorijos samprata

Katastrofy teorija — vienas i§ matematiniu modeliu tyrimo metodu.

3.1. Katastrofos samprata

Tarkime, materialusis taskas juda veikiamas vienmatés jégos, kurios potencialas

V =x®-cx, (1.1)
¢ia ¢ >0ir gali buti valdomas. Mechaninés pusiausvyros padétis x = 1/% .Kolc >0,

mazai pakitus valdanc¢iajam parametrui, mazai pakinta ir materialiojo tasko
mechaninés pusiausvyros padétis. Taciau, kai ¢ sumazinamas iki artimos nuliui
vertés, tolesnis nezymus to parametro pokytis pasiekiantc =0, sukelia labai dideli
tasko padéties pokyti — potencialo minimumas iSnyksta (jis susilieja su maksimumuy)
ir taskas nutolsta i Xx=-0(25 pav.) — sakoma, kad ivyko katastrofa. Taigi katastrofa —
sistemos busenos zenklus pokytis nezymiai keic¢iant valdanciojo parametro
(parametry) verte, kai iki tol nezymus valdanciojo parametro vertés pokytis sukeldavo
tik nezymu busenos pokyti.

Katastrofos pobudzio reiSkiniai sutinkami fizikinése, technologinése, biologinése,
ekonominése sistemose. Norint Siuos reiSkinius valdyti, butina Zinoti salygas,
kuriomis jie ivyksta. Valdanc¢iuju parametry verciu, kurioms esant ivyksta
standartinés busenos katastrofa, visuma vadinama katastrofy aibe. Valdanciojoje
erdvéje Si aibé gali buti vaizduojama atskirais taskais, kreivémis, pavirsiais. Auksciu
aptarto judéjimo atveju katastrofu aibe sudaro vienintelé verté ¢ =0. Pagrindinis
katastrofy teorijos uzdavinys — katastrofu aibés nustatymas. Pastarasis uzdavinys gali
buti iSsprestas ir 1 bei 2 skyriuose apraSytais metodais. Todél katastrofy teorija téra
tik vienas i§ metodu, taikomuy tiriant matematinius modelius.

3.2. Katastrofu teorijos nagrinéjamuy matematiniu modeliy lyg¢iu pavidalas

Katastrofy teorijoje nagrinéjamu lygCiu bendrasis pavidalas yra Sitoks:

_—ﬂ, i=12,..,5, (2.1)
ot OX:

Cia X; - iS modelio lyg€iu nustatomi sistema apibudinantys parametrai (1 ir 2
skirsniuose zyméti sudétingesne raide F,), V =V(x,,..., X,,4) - sistemos potencialo

funkcija, kurios pavidalas nustatomas sudarant modelio lygtis; A — valdanciyju
parametru rinkinys. Nustatysime salygas, kurioms esant pirmame skyriuje apibréztos
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modelio lygtys gali buti paraSytos (2.1) pavidalu. Sulygine (2.1) su pirmojo skyriaus
lygtimis matome, jog turi galioti lygybé

N, 2.2)
0X;
Isdiferencijave (2.2) abi puses parametru X; ir pasinaudoje lygybe
A A
oX,0%  OXOX;  OX
randame ieSkomaja salyga:
®. 0D,
o _ 0 . (2.3)
ox;  OX

Pastaroji lygybé suvarzo galimus ®, pavidalus, todeél (2.1) lygtis yra anksc¢iau

aptarty lygciu atskiras atvejis. Sistemos, kuriu matematiniai modeliai iSreiSkiami (2.1)
pavidalo lygtimis, vadinamos gradientinémis.
Jeigu V iSreikStai nepriklauso nuo laiko, tai nuostoviaja busena nusako lygtys

N 0, i=1..s. (2.4)
oX;

Jos atitinka gradientiniu sistemu standartinius sprendinius nusakancias lygtis ®, =0.

(2.4) lygtys nusako potencialo funkcijos ekstremumo taskus, todél katastrofu teorijoje
(2.4) sprendiniai daznai vadinami ypatingaisiais taskais.
Jeigu V yra tik vieno kintamojo X (s = 1) funkcija, V =V (x,1), tai ypatingieji taskai

2
dx?

taskai. Kai kintamuyju X daugiau (s > 1), ypatinguju taskuy gali buti daugiau ir jie
sudétingesni. Tarkime, V yra dvieju kintamuju Sitokio pavidalo:

yra minimumo, maksimumo ir perlinkio, tenkinanc¢io papildoma salyga =0,

V=X +,%X5. (2.5)

Jei 4,< 0, 4,< 0, tai (2.5) turi viena ypatingaji taSka — vietini maksimuma, esanti
koordinaciu pradzioje (X, =x, =0). Jei 4,> 0, 4,> 0, tai egzistuoja tik vietinis
minimumas koordinaciu pradzioje. Kai 4,> 0, 4,< 0, ypatingasis taSkas vadinamas
balnu (jis taip pat koordinaciu pradzioje ir X, aSimi turi minimumo, o X, aSimi
maksimumo savybe). Jei 4,> 0, 4,= 0, tai minimumas (X, =0) egzistuoja iSilgai visos
asies X,, todél pastarosios ypatingasis taskas vadinamas loviu. Matome, kad kintant
A, ir A, vienas ypatingasis taSkas gali virsti kitu. Bendruoju atveju keicCiantis
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valdanc¢iuju parametru vertéms kai kurie ypatingieji taskai gali iSnykti arba atsirasti

nauji.
(2.1) lygciu sprendiniai, kai V iSreiSkiamas (2.5) lygybe yra Sitokie:

6O =x0),  xt)=x(0e (2.6)

Vietinio minimumo salygomis (4,> 0, 4,> 0) laikui bégant X, ir X, artéja prie lygiu
nuliui verciy nepriklausomai nuo pradiniy ver¢iu x,(0), X,(0). Tuo tarpu balno

salygomis (4,> 0, A4,< 0) laikui bégant dydis X,, priklausomai nuo x,(0) zenklo, artéja

prie too. Matome, kad nedidelis 4, pokytis, kuriame pakinta A, zenklas, sukelia Zymu

(2.6) lygybémis aprasomos sistemos busenos pokyti. Taigi lovio salygos 4,> 0, 4,=0
(arba 4,= 0, 4,> 0) yra katastrofos salygos. Lovys — susilieje vietinio minimumo ir
balno ypatingieji taskai. Nedaug keiciant A, lovys virsta vietiniu minimumu, arba

balnu. Tuo tarpu nedaug pakitus valdanc¢iajam parametrui vietinis minimumas lieka

vietiniu minimumu, balnas — balnu.

Ypatingieji taskai, kurie, nedaug keic¢iant valdanciuju parametruy vertes,
nepakeiCia savo pobudzio (maksimumas iSlieka maksimumu, balnas — balnu ir t.t.),
vadinami neiSsigimusiaisiais arba izoliuotaisiais. Jiems budinga tai, jog matricos

o oWV oV
oxZ 0%, OX, OX, OX,
S (2.7)
oV oV
oxox, ox?

determinantas, apskaiCiuotas X, vertéms, atitinkancioms ypatingaji taska, x; =X, ,

nelygus nuliui:

detS|,  =#0. (2.8)

Taigi, (2.8) salygomis katastrofy néra. Jeigu

dets| =0, (2.9)

i~ Aiyp.

tai ypatingasis taSkas vadinamas iSsigimusiuoju, arba daugialypiu. Toks taskas
pakitus valdanciajam parametrui keicCia savo pobudi. Taigi (2.9) yra katastrofos
salyga. Matrica S vadinama stabilumo matrica. (2.5) atveju

detS =444,, (2.10)

todél vietiniam maksimumui, vietiniam minimumui ir balnui galioja (2.8), o loviui —
(2.9).
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(2.4), (2.9) lygybés yra katastrofy aibés nustatymo sarySiai: i§ (2.4) surade
Xiyp. = Xigp. (1) ir Sias iSraiskas irase i (2.9), randame valdanc¢iuju parametru sarysi,

kuriam esant vyksta katastrofos.

3.3. Elementariosios katastrofos

1972 m. prancuzu matematikas R. Toma iSnagrinéjo septynias potencialo
funkcijas V formas, vadinamas elementariosiomis katastrofomis, t.y., septynis vieno,
dvieju ir triju kintamuju polinomus su valdanc¢iuju parametry skaic¢iumi, nevirsijanciu
4, ir nustaté §iy formuy ypatinguosius taskus bei katastrofy aibes. Cia nenagrinésime
visu tu formu, o tik fizikoje gana daznai sutinkamos dvi.

V(x):%x3+ax (3.1)

ir i§ esmés sutampa su iSnagrinéta funkcija (1.1). Dabar ypatinguju taskuy lygtis

d—V:x2+a:0 (3.2)
dx

ir ju iSsigimimo (daugialypiSkumo) lygtis

L =2x=0. (3.3)
X

Rade X iS (3.2) ir tg verte irase i (3.3), randame katastrofu aibe, kuri Siuo atveju
sudaryta iS vieno tasko a=0. Taigi dukart iSsigimes ypatingasis taskas yra x=0,
a=0.Kai a >0, V neturi ypatinguju tasku. Kai a < 0 - yra du ypatingieji taskai. Sias
dvi kokybiskai skirtingas V sritis skiria riba a=0 (27 pav.). katastrofa jvyksta, kai
nykstamai mazu a pokyc¢iu nuo a < O pereinama prie a > 0. tuomet i§ pusiausvyros
busenos S iSeinama negriztamai. Ribiné a=0 kreivé vadinama kloste.

2. Smailés katastrofa. Siuo atveju

V(x):%x4+%ax2+bx. (3.4)

Katastrofy aibe apibréziancios lygtys Sitokios:

3 _
X°+ax+b=0, (3.5)

3x*+a=0.

Pasaline x i§ (3.5) (3x* =-a, tuomet 2x® =b) randame valdan¢iuju parametry sarysi
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a)’ (bY’

apibrézianti katastrofu aibe — valdanciojoje erdvéje smailé (28 pav.). Dukart iSsigimes
ypatingasis taskas

3 2 3 2
Kai (E) +(g) < 0, egzistuoja trys skirtingi ypatingieji taskai, o kai (%j J{%} >0

— tik vienas realusis ypatingasis taskas, kiti du sprendiniai yra kompleksiniai
jungtiniai. Detaliau zituréti 1.9 skirsnyje kubinés lygties Saknu tyrima.

IV skyrius

Konkrettis modeliai ir ju analizé

Siame skyriuje sudarysime ir tirsime kai kuriuos gamtosaugos bei fizikinius
matematinius modelius. Pradésime matemati§kai paprasciausiais.

4.1. Vienartsés populiacijos modelis

Populiacija — tai vienos rusies individu bendruomené: Zzmonés, gyvanai,
pauksciai, vabzdziai ir kt. Populiacijose vykstantys reiSkiniai labai sudétingi todél is
populiaciju modeliy daznai didelio tikslumo tikéti netenka. Taciau vis tik iSskiriami
modeliai, kuriais siekiama siauresniu tikslu — vadinamy taktiniai modeliai - , pvz.,
kaip tam tikromis konkreciomis sglygomis reikéty kovoti su tam tikrais zemés ukio
kenkeéjais. Kiti — strateginiai modeliai — skirti bendresniems populiaciju atsiradimo,
dauginimosi, iSnykimo klausimams aprasyti. Daug gamtos iStekliy sunaudojama
negriztamai, labai aktualios gamtos iSsaugojimo problemos ir kt. IeSkant Siu problemu
optimaliu sprendimo buduy matematiniams populiaciju modeliams Siuo metu skiriama
daug démesio.

Daznai populiacijos vienos kitas veikia (saveikauja) ir turétu buti nagrinéjamos
kaip viena sistema. Taciau pradésime nuo vienos ruSies individu sistemos. Toks
modelis turés prasme, jei toji populiacija pakankamai izoliuota (savarankiska), pvz.
zmoniu populiacija.

1798 m. Maltusas suformulavo hipoteze, kad Zmoniu skaiCius auga geometrine
progresija ir kad ta augima gali sustabdyti tik epidemijos ir stichinés nelaimés. Dél
ribotu maisto ir kitu gamtos iStekliy Zmoniuy skaic¢iaus didéjimo problema aktuali ir
Siandien.

Pazymeékime populiacijos skai¢iu N. Tuomet Maltuso hipotezé populiacijai butu
iSreiSkiama Sitokia lygybe
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dN
dt
t. y., populiacijos skaiCiaus pokytis per vienetine trukme yra proporcingas populiacijos
skaic€iui. Proporcingumo daugiklis a — daugéjimo tikimybé — populiacijos skaic¢iaus
padidéjimas iS vieno individo per vienetine trukme. Tarus, kad a nepriklauso nuo
laiko (arba N), iS (1.1) randame

aN, (1.1)

N(t) = N,e*, (1.2)

¢ia N, — populiacijos skai¢ius pradiniu laiko momentu (t =0).

Realiai populiacijos dinamika nenusakoma (1.2) désniu. Aptarsime modelio
tobulinimo budus. Pirmiausia, populiacijos skaiCiaus kitimas priklauso ne tik nuo
gimimuy, bet ir nuo mirc¢iy skaic¢iaus. Tarkime, gimimo i§ vieno individo tikimybé yra
b, o vieno individo mirties tikimybé d . Tuomet daugéjimo daugiklis a=b-d . Vel
tarus, kad a=const rastume, jog laikui bégant N neribotai didés, jei a> O, artés prie O,
jei a< 0 ir bus nuostovus, jei a= 0. Taciau Si nuostovioji busena buty labai nestabili,
nes ir labai nedidelés a nuokrypos nuo vertés a=0 sukelty didelius N pokycius. Taigi
toks modelis taip pat nepakankamas. Populiacijos didéjima lemia ne vien gimimai ir
mirtys, bet ir kiti vidiniai reguliavimosi mechanizmai — maistas, vieta ir kt. Dél tu
vidiniy mechanizmuy visada egzistuoja tam tikras N =N kuri pasiekus N pradeda

max ?
mazeti ir tik pasikeitus egzistavimo salygoms (pageréjus resursams) N vél gali didéti.
Todél tikslesné a iSraiSka butu

a=b—-d-cN. (1.3)
Cia —-cN - dauggjimo tikimybés sumazéjimas dél vidinio reguliavimosi, o ¢ — vidinio

reguliavimosi koeficientas. Pazymeéje a, =b—-d, K= af% , vietoj (1.1) randame

dN N
—=a,(1-—)N. 1.4
oAl (1.4)

Sios lygties sprendinys

Keamt

N(t)=N
=N, K —N,(1-e™")

(1.5)

pavaizduotas 29 pav. Nepriklausomai nuo pradinés vertés N, laikui bégant
populiacijos skaicius N visada priartéja prie nuostoviosios vertés N, =K.

Aptarto modelio trukumas yra tas, jog (1.4) lygtyje gimimo ir mirties inaSai susieti
su populiacijos skai¢iumi laiko momentu t. IStiktuju tie inaSai turéty buti siejami su
ankstesniy laiko momentu populiaciju skaicCiais. Tac¢iau ¢ia Siu patikslinimy
nenagrinésime. (1.4) lygtis mums svarbi aptariant kitus modelius.
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4.2. Dvieju konkuruojanciu rasiy modelis

Nagrinésime sistema, kuria sudaro dvi populiacijos, kovojancios, pvz., dél tu
paciu maisto istekliu — ganyklu, gyviinu ar panasiai — taciau tiesiogiai viena kitos
nenaikinancios. Jeigu Sios ruSys viena kitos neveiktu, tai sistema aprasytu dvi (1.4)
pavidalo lygtys:

dN,
dt

dN
_tz=(az_b22Nz)N2- (2-1)

= (al _b11N1)N1a

Cia N,, N, - atitinkamai pirmosios ir antrosios rasiu skaiciai; a,, a, — rasiu gimimo -
mirimo tikimybés; b,;N,, b,;N, — vidinio reguliavimosi tikimybés; b,,, b,, — vidinio
reguliavimosi koeficientai. RaSiu konkurencija mazina daugeéjimo tikimybes a—bN , o
sumazéjimas priklauso nuo ruasies konkurentés skaiciaus. Taigi, vietoj (2.1) turime
rasSyti

dN dN
d_tl:(al_bllNl_blzNz)Nl’ dt2 :(az_bzzNz_b21N1)N2- (2.2)

Cia b,N, — pirmosios rusies daugg¢jimo tikimybés sumazéjimas dél antrosios rasies
poveikio, atitinkamai b, N, nusako pirmosios rusies poveiki antrosios daugé¢jimui, b,,,
b,, — rasiu saveikos koeficientai.

(2.2) lygtys netiesinés, kintamieji neatsiskiria, todél analizinés N, ir N,
priklausomybeés nuo laiko rasti nepavyksta. Gali buti gautas tik skaitmeninis (2.2)
lygc¢iu sprendiniy imitavimas. Tokiu atveju ypac svarbi kokybiné informacija,
iSplaukianti iS lygc¢iu pavidalo.

Nuostoviuosius (standartinius) sprendinius apibréziancios lygtys Sitokios:

(1—th—b£N2)N1=O, (1—b£N2—th)N2=O. (2.3)

al 1 2 2

IS ju plaukia, kad galimi Sitokie nuostovieji sprendiniai:

N, =0, N, =2 (2.4)
b22
al

N, =0, N, =% (2.5)

11
ir sprendinys, apibréziamas lygtimis

LRV RV 1Pz, Pay g (2.6)
a a a, a,
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Cia nenagrinéjame trivialiojo sprendinio N, =N, =0, kuris néra jdomus. (2.6)
dvieju tiesiu susikirtimo fazinéje N,, N, erdvéje taskas (jei toks egzistuoja) apibrézia
pusiausviraja buseng. Priklausomai nuo valdanciuju parametry galimi keturi rasiu
sambuvio atvejai, pavaizduoti 30 pav. Jame bruksnine linija pavaizduota (2.6)
pirmasis, o iStisine linija — antrasis sarySis. Srityje i deSine nuo bruksninés linijos
dN,

Nl N2

< 0, o i kaire

e e e 1e e ... GON
> 0. Atitinkamai iStisinés linijos deSinéje d_t2 < 0, kair¢je

0. a ir d atvejais egzistuoja pusiausviroji busena esant abiems rasSims. Taciau a
busena stabili, o d — nestabili. Paveiksle rodyklémis pavaizduotos faziniy trajektoriju
linkmeés, nustatytos pagal N, ir N, iSvestiniy Zenklus. Taip pat matome, kad b atveju,
nepriklausomai nuo pradiniu salygu, nugali pirmoji rasis, o ¢ atveju — antroji rasis.

4.3. Grobuonio ir aukos modelis

Modeli 1931 m. pasiulé Voltera. Pagal ji grobuonis minta tik auka ir, vadinasi, kai
aukos nelieka, iSnyksta ir grobuonis. Pazymékime aukos populiacijos skaic¢iu N,, o

grobuonio N, . Jei nebltu grobuoniu ir vidinio reguliavimosi aukos populiacijoje, tai

N, didétu pagal Maltuso désni

(3.1)

Laikome, kad «,> O ir yra pastovus. Grobuonio egzistavimas sumazina aukos
daugéjimo tikimybe ir ta sumazéjima iSreikSime Sitaip:

a, >a,—P,Ny.
Taigi, nesant reguliavimosi, vietoj (3.1) turétume

dN,
dt

:(aa_ﬂaNg)NaU (32)

o atsizvelge i aukas reguliavimasi — Sitokig lygti:

dN,
dt

=(a, — BNy =N IN,. (3.3)

Jei aukos nebutu, grobuonis iSnyktu, taigi turétume Sitokig grobuonio
populiacijos mazéjimo lygti

dN,
o =—a,N,. (3.4)
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Cia grobuonio iSnykimo tikimybé a,> 0 ir laikoma pastovia. Aukos buvimas mazina

grobuonio iSnykima (didina N ), todél (3.4) lygtyje turime keisti
a, >a,—pN,

Tuomet

dN
dt

= (BN, —a N, . (3.5)

Grobuonio populiacijos egzistavimui svarbus tik aukos buvimas, o vidinio
reguliavimosi néra arba jis nezenklus. Taigi (3.5) visiSkai tinka grobuoniu skaiciaus
dinamikai nustatyti. Tuomet i§ (3.5) aukos nuostovusis skaicius, kai grobuoniy yra,
Sitoks:

N, =—2. (3.6)

Tarus, kad auka apraSoma (3.2) lygtimi, grobuoniu nuostovusis skaic¢ius

a

N, =22, (3.7)
T B
o, atsizvelgus i aukos reguliavimasi,
a,B,—ra
N o = M . (3.8)
Paby

Kai aukos reguliavimosi nepaisoma, faziniu trajektoriju lygtis Sitokia:

dN, (BN~ )N,
dNa (aa_ﬁaNg)Na

Atskyre (3.9) kintamuosius ir suintegrave, randame

Ng® NS
(eNQ)ﬂa (eNa)ﬁQ

(3.10)

Cia C > 0 ir priklauso nuo pradiniu salygu. Fazinés trajektorijos (3.10) yra uzdaros
kreivés (31 pav.). Taigi, iS§ pusiausvirosios busenos iSvesta grobuonio ir aukos sistema,
kai auka be vidinio reguliavimosi, i tg busena negrizta, o populiaciju skaiciai kinta
periodiskai.
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Esant aukos vidiniam reguliavimuisi faziniu trajektoriju lygtyje kintamieji
neatsiskiria, todél sprendiniai gali buti surasti tik skaitmeniSkai. IStirsime $i atveji
tiesinés stabilumo teorijos metodu. Pagal (3.3) ir (3.5)

(Da:(aa_ﬁaNg_]/Na)Naw q)g:(ﬂgNa_ag)Nga

todél tiesinés stabilumo teorijos koeficientai

oD oo
a. = a = — , a.. = a = — N ,
aa (aNajN jNaS ag [aNg\] ﬂa as
N=Ng

=N,

a (G(I)g] BN o0, 0 (3.11)
ga =PgNgs» Qg = =V. .
N, ) N, |

=N, =N,

Sios dvieju laisvés laipsniy sistemos dazniai

_ _J/Nas i\/j/zNazs _4ﬂaﬁgNasNgs
2

@, , (3.12)

cia N, N, iSreiSkiami atitinkamai (3.6), (3.8) lygybémis. Matome, kad Rew,,< O

as ? gs

(7 #0) ir, kai

;/ZNaS—4[3a,BgNgS> 0, (3.13)
pusiausviroji busena yra stabilusis mazgas, o kai

7N =48, BN <0 (3.14)

— stabilusis zidinys. Taigi, kai aukos populiacijoje yra vidinis reguliavimasis, i$
pusiausvyros iSvesta sistema sugrizta i pusiausvirajg busena. Jeigu aukos
reguliavimosi néra, tai (3.11) - (3.14) formulése turime jraSytiy =0. Tuomet Rew,, =0,

Imw,, =+,/8,8,N, ir pusiausviroji busena yra centras, ka jau ir nustatéme anksciau

(31 pav.).

4.4 Puslaidininkinio sluoksnio fotosuzadinimo relaksacijos modelis vienalytés Sviesos
sugerties salygomis.

Nagrinésime puslaidininkine sistema, kurios matmenys dviem kryptimis daug
didesni negu trecCiaja kryptimi. Tokia sistema vadinama sluoksniu, o matmenys
treCigja kryptimi — sluoksnio storiu, kuri Zymeésime |. Yra puslaidininkiu, kuriuos
inesus i elektrini lauka, elektros srové juose neatsiranda. Taciau srové atsiranda, jei
jie, pries ineSant i elektrini lauka, apSvieciami. Taip yra todel, kad dél vidinio
fotoefekto susidaro laisvieji kruvininkai, kurie ir lemia elektros srove. Nustatyta, kad
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yra atveju, kai egzistuoja apsviesto puslaidininkinio sluoksnio nuostovioji busena,
kurios esanti sluoksnij inesus i elektrini lauka, pradinés srovés stipris netiesiSkai
priklauso nuo apsvietos dozés. Sudarysime reiSkiniu, vykstanciu apsviestame
sluoksnyje, matematini modeli. Laikysime, kad Sviesos sugertis vienalyté ir kad
sluoksnio medziagos savybés visur vienodos. Tokiomis salygomis, kol sluoksnis
neinesStas i elektrini lauka, modelio lygtyse iSreikStos priklausomybés nuo koordinaciuy
nebus, t.y., reiSkinius apibudinantys dydziai galés priklausyti tik nuo laiko.

Pradzioje aptarsime akimirkinés apsvietos atveji. Tarsime, kad dél vidinio
fotoefekto judriais tampa tik elektronai, o teigiamasis kruavis , kokiu yra neteke
elektrony atomai arba molekulés, nejudrus. Jeigu Sviesos sukurti elektronai ir likty
visa laikg laisvi, tai sluoksni ineSus i iSorinij elektrini lauka, kurio stipris E, atsirastu
sroveé, kurios tankio pradiné verte butu j, =en,uE; Cia e - elementarusis kruvis, -
elektrony judris (xE - elektronuy greitis), n, - Sviesa sukurty elektronu tankis, kuris
yra proporcingas apsvietos dozei D. Taigi plauktu, kad j, ~ D. Kad j, netiesiskai
priklausytu nuo D, matomai dalis sukurty elektronu turéty iSnykti kaip laisvi,
pavyzdziui, tapti nejudriais.

Tarkime, kad sukurto elektrono iSnykimo kaip laisvo, tikimybé lygi w ir
nepriklauso nuo laiko. Tuomet galime rasyti

an =—wn, (4.1)

dt

Cia t - laikas, skaiCiuojamas nuo apsSvietos momento, n - laisvuju elektrony tankis.
(4.1) sprendinys

n(t)=n,e™, (4.2)

i§ kurio plaukia, kad nuostovioji n verté n, =0, todél nuostoviosios busenos salygomis

elektros srové neatsiras. Patikslinsime modeli atsizvelgdami i tai, jog puslaidininkyje
gali buti (dazniausiai yra) potenciniu duobiu, i kurias gali patekti ir tapti nejudrus
laisvasis elektronas, atlikdamas Siluminj judéjima. Tuomet sakoma, kad elektronas
lokalizuojamas. Potenciniu duobiu prigimtis gali buti ivairi — dél kitos medziagos
atomuy intarpu, dél mechaniniy defekty ir pan. I§ aplinkos igijes pakankamai energijos
lokalizuotasis elektronas gali iSSokti i§ duobés ir vél tapti laisvu. Dél tarp elektronu
veikianc€iu stimos jégu, paprastai i viena duobe gali patekti nedaugiau kaip vienas
elektronas. Taigi lokalizuotu elektronu tanki riboja duobiu tankis. Pazymeéje
lokalizuoty elektronu tanki m, duobiu tanki M, bei iSsilaisvinimo i§ duobés tikimybe
S, galime raSyti

dm omy
E_0{1 Mjn pm, (4.3)

Cia a(l—%]n - laisvojo elektrono lokalizavimo tikimybeé, o daugiklis l—% apraso

lokalizavimo ,reguliavimasi®, pagal kuri lokalizuotu elektronu tankiui pasiekus
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maksimalig verte m ., =M, lokalizavimas sustoja. AiSku, kad laisvy ir lokalizuotu
elektronu tankiu suma lygi sukurtuju elektronu tankiui,

n+m=n,. (4.4)

Tuomet pagal (4.3), (4.4) laisvuju elektronu nuostovuji tanki n, nusakanti lygtis
Sitokia:

a(1—”°|v|;”sjns _A(n,—n,)=0, (4.5)

o jos sprendinys

1

n, :i[((ﬁlvl +a(M =) +danM )2 — pM — (M —no)} (4.6)

2a

Pastarojoje iSraiSkoje matome, kad n, nuo n,, taigi ir nuo apSvietos dozés, priklauso

netiesiSkai, todél netiesiSkai nuo dozés priklausys ir pradinis elektros srovés tankis.
IS (4.4) iSreiSke m ir tg iSraiSka irasSe i (4.3), randame lygti tankiui n ir
apskaiciuojame tiesinés stabilumo teorijos koeficienta:

a_ :—ﬁ—a(l— ”0_”5]—“"5 . (4.7)

M M

Siuo atveju yra tik vienas stabilumo daznis o =a,,. I§ (4.7) plaukia, kad <0, taigi
(4.6) sprendinys asimptotiSkai stabilus.

Dabar aptarsime atveji, kai sluoksnis SvieCiamas pastoviai. Tuomet (4.3) lygti
turime papildyti lygtimi, nusakancia laisvy elektronu tankio kitima. Pazyméje per
vienetine trukme vienetiniame sluoksnio turyje Sviesa sukuriamuy elektronu skaiciu ¢,
turétume

dn dm

—=g-—. 4.8

dt J dt (4-8)
Siuo atveju pradinés vertés n, =m, =0, todél i§ (4.8) randame

n(t)+ m(t) = gt. (4.9)

Matome, kad nuostovioji busena, kaip ir turéty buti, nesusidaro. Jeigu apsvieta
trunka baigtine trukme T, tai nuostovioji busena susidaro po apsvietos nutraukimo, o
nuostovioji n verte reiSkiama (4.6) lygybe, kurioje vietoj n, iraSytas dydis gT , kuris
proporcingas apsvietos dozei. Jeigu neribotai Svieciant sluoksni pastoviu Sviesos
intensyvumu pasiekiama nuostovioji busena, tai reiSkia, jog egzistuoja (4.3), (4.8)
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lygtyse neaprasytas mechanizmas, stabdantis neribota elektronu tankio n, o tuo
paciu ir teigiamuyju kraviu tankio pdidéjima. Toks mechanizmas — tai laisvuju
elektronu ir teigiamuju kruviu rekombinacija, kai laisvasis elektronas dél Siluminio
judéjimo nutoles nuo atomo ar molekules, iS kuriy jis iSpléStas, patenka i kito atomo
ar molekulés teigiamojo kruvio lauka ir yra to lauko lokalizuojamas, t.y.,
rekombinuoja. AiSku, kad rekombinacija nezenkli, jei teigiamuju ir neigiamuyju kraviu
tankiai mazi. Taciau pastovios apsvietos salygomis laikui bégant Sie tankiai didéja, o
tuo paciu intensyvéja ir rekombinacija.

Tarkime, kad vieno elektrono rekombinacijos per vienetine trukme su vienu
teigiamuoju kruviu, esanciu tame paciame vienetiniame turyje kaip ir elektronas,
tikimybé lygi y ir yra pastovi. Tuomet rekombinacijos su visais pto paties vienetinio

turio teigiamaisiais kruviais tikimybé bus lygi . Vadinasi per vienetine trukme dél
rekombinacijos vienetinio tario elektronu skaic¢iaus n sumazéjimas bus lygus yn.
Dabar vietoj (4.8) turime rasyti

dn dm
=g -———0n. 4.10
prol el ( )

Teigiamuyju kruviu (kraviu skaiCiaus, o ne kruvio!) tankio kitima iSreisSkia lygtis

dp
— =0 —0Nn. 4.11
g 9P ( )

Kadangi pradiniu laiko momentu n, = p, =m, =0, taiis (4.11), (4.10), vietoj (4.9) turime
n+m=p. (4.12)
Pasinaudoje¢ (4.12) ir iS (4.10) paSaline p, randame n kitima nusakancia lygti:

dn m
E:g—a(l—ﬁjnhﬂm—yn(njtm). (4.13)

IS (4.3) ir (4.195) iSplaukia Sitokia nuostoviojo elektronu tankio lygtis:

n+(1+s)n?-an, —sa=0, (4.14)

Cia n, - bedimensinis tankis, n, = 'S\jl”“ ; a= 7{3 55 S= s abu taip pat bedimensiniai
a

dydziai, galintys igyti tik teigiamasias vertes. Lokalizuotu elektronu nuostovioji verte,

iSreikSta taip pat dydziu M,

m, =n,(n, +s)*. (4.15)

S
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Sioje iSraiSkoje matome, kad m, <1, t.y., nuostoviuoju atveju dar yra potenciniu
duobiu , kuriose néra lokalizuoty elektronu (didziausia galima m bedimensiné verté

lygi 1).
Pazymeéje (4.14) Saknis X, X,, X;, turime

X, + X, +X, =—5-1<0,
X, X, X3 = as > 0. (4.16)

IS ¢ia plaukia, kad teigiamoji Saknis gali buti tik viena. Kitos dvi — neigiamosios arba
kompleksinés. Galima irodyti, kad fizikinge prasme turintis teigiamasis (4.14)
sprendinys yra asimptotiSkai stabilus mazgas.

4.5 Puslaidininkinio sluoksnio fotosuzadinimo relaksacijos modelis nevienalytés
Sviesos sugerties salygomis

Nagrinésime tokia pacia sistema, kurig aptaréme 4.4. skirsnyje. Laikysime, kad
Sviesos sugertis yra akimirkiné, bet nevienalyté. Siuo atveju Sviesa sukurty elektrony
tankis priklauso nuo koordinatés x, todél atsiranda laisvuju elektronu difuzija.
Elektronams pasislinkus dél difuzijos lieka nesukompensuotas nejudrus teigiamasis
kravis. Ir nors visa sistema iSlieka elektriSkai neutrali, vietinio elektrinio neutralumo
nebelieka. Dél to atsiranda vidinis elektrinis laukas, sukeliantis dreifine elektronuy
pernasa. Taigi, elektrony kravio srauto tankis j turi dreifini ir difuzini démenis ir yra

iSreiSkiamas Sitaip:
j:eynE+eD@. (5.1)
OX

Cia D - difuzijos koeficientas; x - koordinaté, skaiciuojama skersai sluoksnio nuo
apSvieCiamojo pavirSiaus. Lokalizuotu elektrony tankio m lygtis iSlieka (4.3) pavidalo,
taciau dabar iSvestiné laiko atzvilgiu — daliné:

om m
E:atl—ﬁjn—ﬂm. (52)

(4.4) lygybé dabar nebegalioja, todél turi buti sudaryta laisvuju elektronu tankio
nlygtis. Atsizvelge i tai, kad dabar n kinta ir dél kruvio pernasos, turime Sitokia lygti:

on 10 m
— =>4 _gl1-—n ) 5.3
ot eox a[ M) +pm (5-3)

Prie parasytuyju lygciu turi buti pridéta elektrinio lauko stipri nusakanti lygtis:

°E —i(p—n—m). (5.4)

oX &g,
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Si lygtis daznai vadinama Puasono lygtimi. Jos deSiniojoje puséje — erdvinio kravio
tankis e(p -n-— m); Cia ep - teigiamojo (laikomo nejudriu) kruavio tankis, ¢ - santykiné
dielektriné skvarba, g, - elektriné konstanta. Laikydami, jog apSvietos energija
sugeriama pagal eksponentinio mazéjimo désni, daznai vadinamag Bugerio désniu,
turime

p(x)=n,e™, (5.5)

Cia k - sugerties koeficientas; n,- teigiamuju kruvininku (ne kravio) tankis prie
apSvieciamojo pavirSiaus (x =0). Jis proporcingas apsSvietos dozei.

Parasytosios lygtys matematiSkai zenkliai sudétingesnés, negu iki Siol nagrinétu
modeliu. Todél pirmiausia jas uzraSysime bedimensiniu pavidalu. Tik tuomet iSaiskés
tikrieji valdantieji parametrai, kuriu skai¢ius daznai buna mazesnis, negu dimensiniu
dydziu lygtyse. Taigi, bedimensiné koordinate

X = Xdlim ,

jos kitimo intervalas [01]. Dydzius p, n, m reiksime dydziu n,. Tuomet vietoj (5.5) yra

p(x)=e, (5.6)

en,|
&g,

¢ia 7 =kl - bedimensinis sugerties koeficientas. Elektrinio lauko stipri reikS§dami
vienetais, vietoj (5.4) turime

o _

= p—-n—-m. (5.7)

Pagaliau, apibréze bedimensinij laikat = ot , bei srovés stiprj iSreiSke enjla vienetais,
vietoj (5.3) ir (5.2) atitinkamai turime

9

on

—=—-n(1-am)+sm, 5.8
=~ n-am) (5.8)
om

—=n(l-am)—-sm; 5.9
a ( ) (5.9)

Cia a:&, s:ﬁ. Pazyméje
M a
b en,u , o ggokT2 ,
g, n,(el)

vietoj (5.1) randame
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j =b(nE +c‘;5—a;), (5.10)

Cia pasinaudota EinSteino sarySiu eD =kTu, kuriame T — termodinaminé

temperatira, k — Bolcmano konstanta.

Bedimensinése modelio lygtyse (5.6) — (5.10) yra penki bedimensiniai valdantieji
parametrai: 7, a, b, ¢, s. Dimensinése lygtyse ju yra astuoni.

IS nuostovigja buseng apibrézianciu lygciu

n,(l-am,)—-sm, =0, %:0
OX
(5.11)
randame
m=—15_, (5.12)
S+ an,

0 i§ (5.11) antrosios plaukia, kad j, nuo koordinaciu nepriklauso. Kadangi iSorinio
elektrinio lauko néra (sluoksnis i ji dar neinestas), tai kravio srauto per sluoksnio
pavirSius néra: j,(0) = j,(1) =0, o iS c¢ia iSplaukia , kad j,(x)=0. Tuomet iS (5.10)
randame

s (5.13)

[rase (5.13) i (5.7), bei pasinaudoje (5.12) ir (5.6) iSraiSkomis, gauname n, lygti

2
cnsa—rls—c(ans)2 —nd(L+ !
OX OX s+an

)+nZe™ =0, (5.14)

S

kurios sprendini valdo keturi parametrai . Tai netiesiné lygtis, kurios sprendini galima
rasti tik skaitmeniSkai. Kadangi (5.14) lygtyje yra antroji iSvestiné, tai vienareikSmi
sprendini apibrézia dvi krastinés salygos. Jos iSplaukia is§ (5.13), pasirémus tuo, kad
dél sluoksnio integralaus neutralumo E (0) =E (1) =0, taigi

on on
s :0’ S B :0_ 515
( 8X )x:O ( 6X )x_l ( )

Matome, kad krastinés salygos nustatytos skirtinguose taskuose. Tai vadinamasis
dvikrastis krastinis uzdavinys netiesinei lygciai. Matematiskai gana sudétingas
uzdavinys.

Cia mes neieskosime (5.14) skaitmeninés imitacijos, o siekdami iSsiaiSkinti, kaip
sprendziamas stabilumo uzdavinys, kai modelio lygtyse yra iSvestinés koordinaciu
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atzvilgiu, modelio lygtis supaprastinsime, laikydami, kad krtvio pernasa lemia tik
difuzija. Tuomet is (5.10) plaukia, kad

U (5.16)
OX

Vadinasi, n, =const. Sia konstanta nustatome i§ sluoksnio integralinio neutralumo
salygos:

J.lp(x)dx=J'1(nS +m,)dx . (5.17)
0 0
Randame
1-e™ N,
Q= =N +m, =N+ .
n S+ an,

IS pastarosios

. a¢—S—1+\/(a(p—S—1)2 +4asp

5.18
s oa (5.18)
Vietoj (5.8) ir (5.9) dabar turime
2
@:bca—g—n(l—am)ﬂm,
ot OX
%nz n(l—am)—-sm. (5.19)

Pazymeéje nnuokrypa nuo n, raide y,, o mnuokrypa — Y,, randame lygtis:

oy, _ 0%
8_t1= 9 ale —(-am.)y, +(an; +s)y,,

Nuokrypas iSreiSkiame lygybémis
y,(x, 1) =U,(x)e”, y,(x,t) =U,(x)e”, (5.21)

o tada i§ (5.20) antrosios amplitude U, iSreiSkiame amplitude U, ir Sia iSraiSka irase i
(5.20) pirmaja, randame lygti
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2 f—
g 0 U21 N ((s+ans)(1 am,)
OX ®+S+an,

+am,-1-w)U, =0. (5.22)

Cia g=cb=D(ad®)™. (5.22) sprendinio ieSkosime laikydami, kad nuokrypa sukelia
vidinés fluktuacijos, nesireiSkiancios sluoksnio pavir§iuose. Tuomet

U,(0) =U,(1) =0. (5.23)

Dalinis, (5.23) krastines salygas tenkinantis, (5.22) sprendinys Sitoks:

U, (x) =sin(avx) , (5.24)
¢ia v=0, 1, ... . IraSe (5.24) i (5.22) ir dar pasinaudoje¢ (5.12) iSraiSka, randame daznio
lygti
2 ,  S+(s+an,)? )
o+ (g(av) ++—an)a;+ g(av)°(s+an,) =0, (5.25)

S

kurioje matome, kad galimos tik abi neigiamosios Saknys. Taigi nuostovusis
sprendinys n, yra asimptoti§kai stabilus. Pazyméje w,(v), o,(v) (5.25) §aknis,
atitinkancias apibrézta v verte, bendraji (5.20) lyg€iu sprendinij iSreiSkiame Sitaip:

Y, (X,t) = Zw:(A,e‘”l(V)‘ +B,e”"")sin(avx) , (5.26)
v=1
) S e(ul(v)t SB ewz (v)t
V) =3 (o :
= (s+an)(m(v)+s+an,) (s+an,)(w,(V)+s+an,)

)sin(zavx) .

Siose iSraiSkose esantys A, ir B, nustatomi i§ y, ir y, pradiniu veré¢iu ¢,(x) = y,(x,0),
@,(X) = Y,(x,0) :

A +B, = Zj:¢l(x)sin(mx)dx, (5.27)

S A + B, .o [[o,(x)sin(zvx)dx .
s+an, @ (v)+s+an, ,(v)+s+an, 0

4.6. Kravio pernasos puslaidininkiniame sluoksnyje modelis

Dabar nagrinésime puslaidininkinj sluoksnij, kuris yra iSoriniame elektriniame
lauke ir kartu veikiamas Sviesa (elektromagnetine spinduliuote). Tokiomis salygomis
puslaidininkiniai sluoksniai plac¢iai naudojami technikoje jvairiai informacijai uzrasyti,
saugoti, perdirbti ir perduoti. ISorinio lauko salygos gali buti jvairios. Cia ir toliau
nagrinésime du atvejus. 1) elektrografinio rézimo (arba atvirosios grandinés) salygos,
kai iSorinio Saltinio vienas polius prijungtas prie sluoksnio vieno i§ pavirsiu
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(pagrindo), o ant kito pavirSiaus sudarytas pavirSinis (jonu) kruvis ir antrasis Saltinio
polius nuo Sio pavirSiaus nukeltas i begalybe. Per jelektrintaji pavirsiu sluoksni
veikiant Sviesa, sluoksnio pavirSiu potencialu skirtumas mazéja dél darbo, kuri
iSoriniame elektriniame lauke atlieka judantys kruvininkai. 2) sluoksnio pavirsiu
potencialy skirtumas palaikomas pastoviu (uzdaroji grandiné). Kravininkuy judéjimas
lemia grandine tekancios srovés stipri.

Sviesos poveikiu iSlaisvinus elektronus i§ medziagos atomo ar molekulés, i ju
vieta lauko veikiami tuneliuoja (netapdami laisvais) gretimy sriciy elektronai, taigi
susidaro salygos, tarsi laisvai judétu teigiamasis kruvis. Sakoma, kad Sviesa
sukuriamos elektrono ir skylés poros. Taigi daugumai puslaidininkiniy medziagu
budinga elektronuy ir skyliu pernasa iSoriniame elektriniame lauke.

Sudarysime kruvio pernasos modeli puslaidininkyje, kuriame vieno Zenklo
kravininkuy (tarsime, elektronu) pernasa nezenkli délto, kad pastarieji patenka i gilias
potencines duobes (lokalizuojami) arti tos vietos, kurioje jie susidaré. Kito zenklo
kravininkai (skylés) juda ir bejudédamos, priartéje prie lokalizuoty elektronu, su
pastaraisiais rekombinuoja (iSnyksta kravininkuy pora, energija perduodant
mechaniniam atomu judéjimui sukelti arba ja iSspinduliuojant).

Lokalizuoty elektronu tanki pazyméje m, turime Sitokia ju kitimo lygti:

om

o = et —mp, (6.1)

Cia ¢(x,t) — per vienetine trukme laiko momentu t taske X apsSvieta sukurtu poru
tankis, p — laisvu skyliu tankis, ym— skylés rekombinacijos tikimybe, y —
rekombinacijos koeficientas. Laikysime, kad kruvininku pora atsiranda tame taske,
kuriame sugeriama apSvietos energija. Skyliu tankio kitima nusakanti lygtis:

19
=2 mp+e(x,t), 6.2
e ox ymp + (X, t) (6.2)

¢ia ] — skyliy kravio srauto tankis, kuri dabar iSreikSime Sitaip:
j:eypE—eDa—p. (6.3)
OX

Pagaliau elektrinio lauko stiprio E lygtis

OE e
a_z_(p—m). (6.4)
X &g,

Isdiferencijave (6.4) laiku, bei pasinaudoje (6.1) ir (6.2) lygybémis, randame

0B, 19 _,
otox  eg, OX

IS pastarosios plaukia, kad
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=const, (6.5)

. OE(X,1)
X,t) + e¢

j(x.t) L

t.y. (6.5) kairiosios pusés démenu (laidumo | ir perstimos 550% sroviu) suma

nepriklauso nuo x bet kuriame taske tarp elektrodu. Atvirosios grandinés salygomis
vir§ sluoksnio abu tie démenys lygus nuliui, taigi

OE(x,t) 0 (6.6)

J(x,t) + g¢,

ir sluoksnio viduje. (6.6) lygybé kartais vadinama elektrografinio rézimo salyga. Ja
galima panaudoti kaip viena modelio lygciu; kitos butu (6.1), (6.3), (6.4).
Jeigu sluoksnio pavirsiu potencialo skirtumas V pastovus, tai const=J(t)#0.

Suintegrave (6.5) sluoksnio storiu ir atsizvelge i tai, kad
|
V= J'O E(x,t)dx =const ,
randame

3(t) :%jo' i t)dx. 6.7)

Tarkime, kad ¢(x,t) = ¢, ir nepriklauso nei nuo X, nei nuo t. Elektrografinio
rézimo salygomis nuostovioji busena nusakoma lygtimis:

js =0, (6.8)
op

eup.E. —eD—==0, 6.9
1P E, ax (6.9)

MM Ps =@y, (6.10)

oE e

asz_(ps_ms)' (611)
X &g,

IS Siy lygc¢iu randame

_¢% g _¢D10p

m > S >
s eu p, ox

kuriomis pasiréme vietoj (6.11) gauname p, lygti

62p a 6p 2 2
a S S 1 0 A ()12
ox? P ( OX ) Ps ( )
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Cia x - bedimensiné koordinateé, iSreiksta sluoksnio storiu 1 ir skaic¢iuojama nuo

apsvieCiamojo pavirSiaus; p, — bedimensinis skyliu tankis, iSreikStas dydziu P ,

y
a= ESODZ s (6.13)
ew-17\ @,

Tarsime, kad sluoksnis ielektrintas ant jo pavirSaus nusédus teigiamajam
kraviui. Tuomet E(x,t), kai x=0 yra pastovus dydis, lygus E,, o viena iS krastiniu

salygu yra

0

_In p5|x:0 =

OX

Y7=N|
eD

=b. (6.14)

Kitame sluoksnio pavirsiuje nuostoviomis salygomis E, =0, taigi antroji krastiné
salyga

LN — (6.15)
OX |,y

Matome, kad (6.12) yra dvitaskio krastinio uzdavinio lygtis.

Elektrografinio réZimo salygomis difuzijos daznai nepaisoma, kaip nevaidinancios
reikSmingesnio vaidmens. Tuomet iS (6.12) iSplaukia, kad bedimensinis p, =1, o iS
(6.10) tais paciais vienetais iSreikStas m, taip pat lygus 1. Taigi ir E; nepriklauso nuo
x ir lygus nuliui. Tac¢iau tokie sprendiniai galimi visiems x, iSskyrus x=0. Taske x=0
turime E, =E;, todél tame taSke p, >0, o m; » «. Nesant difuzijos nuokrypoms
turime Sitokias lygtis:

E:—axl—axz, (6.16)
X gy —ax,— 1% (6.17)
0 e OX

steﬂ'(&J Xy s (6.18)

/4

ox, e

—=—AX,—X,). 6.19
o = e %) (6-19)

Cia a=(yp, )%, 0 X, X,, X3, X, —atitinkamai m, p, jir £ nuokrypos nuo pusiausviruju

verciu. IS (6.16) — (6.19) iSplaukia, kad sprendinys m, = p, = (goo /7/)% , =0, E,=0
asimtotiSkai stabilus (stabilus mazgas).
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Dar aptarsime standartini sprendini sluoksnio pastovaus potencialo salygomis ir,
kaip ir auksSc¢iau, nepaisydami difuzijos. Dabar vietoj (6.8) iS (6.5) iSplaukia lygybé

=1, (6.20)

kurioje J nepriklauso nuo ¢ Taigi j, — koordinatés ir laiko pastovioji. Vietoj (6.9)
turime

‘] :e:upsEs7 (621)

0 (6.10) ir (6.11) pavidalas nepakinta. IS (6.21) iSreiSke p,, o po to i§ (6.10) ir m,
randame Sitokia E, lygti

dE, =—-BE,, (6.22)
dx E

Cia x kaip ir anksciau, iSreikStas sluoksnio storiu, o E, verte E; =V, /|, V, — pastovioji
potencialo verté,

2
A= g_ & Hpl (6.23)
ggyLE ggyn

— bedimensiniai parametrai. Tarus, kad teigiamasis polius yra pavirSiuje x=0, (6.22)
sprendinys
Sitoks:

Es(x)z(é+(Ef —éj-eZBXJZ, (6.24)

Cia E, = ES(O) ir nustatomas i§ potencialo pastovumo salygos

E.(x)dx=1. (6.25)

O e

[ (6.25) iraSe (6.24) ir suintegrave, randame Sitokia E, lygti:

L 2E1—2(—A+(Ef—éj-e‘23]2J{AJZIn <L : —t-1 (6.26)
2B B B B é 2 é A ‘ 2 A
B) B
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Pastovioji verté J surandama sprendziant (6.1) — (6.4) lygtis pastovaus potencialo
salygomis ir nustatant J pagal (6.7).

IStirsime nuostoviojo sprendinio, kurj dabar nusako (6.10), (6.20), (6.21) ir (6.24)
lygybés, stabiluma. Cia E, (6.24) iSreikStas bedimensiniais dydziais. Isreiske j, dydziu
J, p, —dydziu J/euE,, o m, — dydziu eugp,E,/J , randame tokias lygybes:

(6.27)

Pazyméje m, p, j, E, ir J nuokrypas nuo nuostoviyju verciy atitinkamai X;, X,, X;, X,,
X ir ieSkodami

X (x,t)=U;(x)-e”,

(cia tiSreikStas dydziu |/ uE;), gauname amplitudziy lygtis:

(w+ Ap, J, + AmU, =0,

U,=pU,+EU,,

au,
OX

u3+%u4=u5. (6.28)

=AU, -BU,,

Cia pritaikyta Lanzeveno lygybé eu = e,y . IS (6.28), bei pasinaudoje (6.27), randame
U, lygti:

au, -
= HPOU, =Q(x), (6.29)

kurioje

P(x)=(A+E, + BE2)E;?,
Q=U,A(A+E, + BE?A+eE, ) E;", (6.30)

¢ia U, nepriklauso nuo x. Tarus, kad U,(0)=0, (6.29) lygties sprendinj iSreiSkiame
Sitaip:

U,()=Use * 'J‘Q(x’)e dx’ . (6.31)

Suintegrave funkcija P, randame Sitokia galutine iSraiSka:
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J-A+a)E x')+ BEZ(x )eK(X’)dx’, 6.32)
)s  A+aeE(X)

Cia

K(x)=28x+ZJQ;_AIn(ES(x)+\/éJ(E1— %j(Es(x)— gj_l£E1+ g]_l.

IS potencialo pastovumo salygos plaukia, kad

1
fu.(x)dx=0. (6.33)
0
Tai ir yra lygtis stabilumo dazniams nustatyti.
Modelis, kai elektronai laikomi visiSkai nejudriais, néra tikslus. Atsizvelge i
elektrony judéjima, bet laikydami, kad jie gali buti lokalizuojami baigtinio tankio M
duobése, vietoj (6.1) lygties turime Sitokia:

am
1—— 6.34
i 029

Laisvyju elektronuy tankio n kitimo lygtis Sitokia:

on 10j m
—=pXt)+——=— ——n, 6.35
o —olxt)+ 2% a1 (6.39

Cia j, — elektronu kravio srauto tankis,
Js =eu,nE +eDe@, (6.36)
OX

Cia pu, — elektronu judris, D, — elektronu difuzijos koeficientas. Elektrinio lauko
stipriui vietoj (6.4) dabar turime

aE e
n—m 6.37
i —(p-n-m). (6.37)

Prie (6.34) — (6.37) lygciu turi buti pridétos (6.2) ir (6.3) lygtys, o papildomoji lygtis (6.5)
dabar butu pakeiciama Sitokia:

i+, +ggo(2—lf=constx =J(t). (6.38)
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ParaSytosios lygtys pakankamai apibendrintos, todél gali buti pavadintos
bendrosiomis kruvio pernasos puslaidininkiniame sluoksnyje lygtimis. Matematiskai
tai gana sudétinga netiesiniy lygc¢iu dalinémis iSvestinémis sistema, todél ir Siy lygciu
sprendiniu savybés dar néra pakankamai iStirtos.

Uzdaviniai
1. Raskite lygties
xX*+a-x-e7*+b=0
realigsias ir kompleksines Saknis, kai 5=8, y=0; 1.5, a=0; 1; 5.

2. Tam tikro modelio daleliy tankiu m ir n lygtys Sitokios:

a—m:n-(l—m)~e‘b'm—a-mz—a-m-n,
ot

8n —bn —b-m

A ce™®™_n.1=m)

S -cer (1-m)-e™™,

a, b, c — valdantieji parametrai. Apskaiciuokite m ir n priklausomybe nuo laiko, kai
pradinés salygos m=n=0; raskite nuostovigsias m ir n vertes bei fazines trajektorijas.
Rezultatus pavaizduokite grafiSkai (pavirsiais, kreivémis). 5=0.5; ¢=0.8; 0.1<a<1.

3. Tiesinés stabilumo teorijos metodu iStirkite 2-jo uzdavinio nuostoviojo sprendinio
stabiluma.

4. Kaip zinote, vienarusés populiacijos skai¢iaus N lygtis Sitokia:
ﬂ =a- 1_E -N .
ot K

Raskite sistemos potencialo funkcija ir nustatykite katastrofy aibe.

S. Katastrofu teorijos metodu iStirkite puslaidininkinio sluoksnio fotosuzadinimo
relaksacijos modelio Sviesos vienalytés sugerties salygomis nuostovyji sprendinj.

6. Raskite (6.26) lygties sprendini, kai A=1 ir B=1; A=0.5 ir B=10.

7. Puslaidininkinis sluoksnis relaksuoja apSviestas nevienalyciai sugeriama Sviesa.
Apskaiciuokite ir grafiSkai pavaizduokite stabilumo dazniy ir pasiskirstymo
koeficientu priklausomybe nuo skaiciaus v (v=1, 2,..., ). Valdantieji parametrai:
n=15; g=3; s=1; a=0.1 ir 10.

8. Puslaidininkinis sluoksnis pastovaus potencialo salygomis SvieCiamas vienalyciai
sugeriama Sviesa. Apskaiciuokite stabilumo daznius ((6.32), (6.33) formulés), kai A=1
ir B=1; A=0.5 ir B=10.
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