
IV dalis

Turing’o mašina
Šita kurso dalis yra iš dalies paruošta pagal dr. Valdo Diči ūno diskrěciosios matematikos paskaitų konspek-

tus. Autorius noṙetų jam paḋekoti už suteiktą galimybę pasinaudoti išeities tekstais ruošiant šiuos konspektus.

“Algoritmas” yra pirmiṅe matematikos bei informatikos sąvoka, panašiai kaip sąvokos “skaǐcius”,
“aibė” ir kitos. Neformaliai (intuityviai) algoritmas suprantamas kaip baigtinis taisyklių arba komandų
rinkinys (dar vadinamas programa), nusakantis, kaip vienus objektus (duomenis), atlikus baigtinį skaičių
nesuḋetingų operacijų, perdirbti į kitus objektus (rezultatus).

Norint formaliai nagriṅeti algoritmus kaip matematinius objektus, buvo pasi ūlyti įvair ūs skaǐciavimo
modeliai: Turing’o mašinos (beje, apibrėžtos gerokai anksčiau už realių kompiuterių atsiradimą), RAM
(tiesiogiṅes kreipties į atmintį) mašinos, dalinės rekursyviosios funkcijos, Markovo algoritmai. Šioje
dalyje mes nagriṅesime paprašciausią Turing’o mašinų variantą — vienajuostę determinuotą Turing’o
mašiną.

Apibr ėžimas. Turing’o mašina(arba 1-juoste determinuota Turing’o mašina) vadiname rinkinį

M = 〈Σ, Q, δ, q0, F 〉,

kur:

• Σ = {a1, . . . , an} yra baigtinė aibė, vadinamaaḃeċele;

• Q = {q0, q1, . . . , qk} yra baigtinėb ūsenų aiḃe;

• δ :Q × Σ → Q × Σ × {K, N, D} yra dalinė (ne visur apibrėžta)péṙejimų funkcija;

• q0 ∈ Q – pradiṅe b ūsena; ir

• F ⊆ Q yra galutinių b ūsenų aibė.

Determinuota Turing’o mašina interpretuojama kaip mašina, turinti begalinę juostą, suskirstytą į ląs-
teles, ir palei juostą slenkančią skaitymo bei rašymo galvutę, kuri fiksuotu laiko momentu mato vieną
juostos ląstelę ir gali perskaityti, koks abėċelėsΣ ženklas ten įrašytas, vietoje jo įrašyti kitą ženklą bei
pasislinkti per vieną ląstelę į kairę arba į dešinę,arba likti stov̇eti toje pat vietoje. Aiḃe {K, N, D} yra
galimų galvuṫes post ūmių aibė, kurK atitinka post ūmį į kairę,D atitinka post ūmį į dešinę, irN reiškia,
kad galvuṫe niekur nejuda.

Vienas iš Turing’o mašinos abėċelės ženklų vadinamastuščiu(“blank”)ir žymimasb (b ∈ Σ). Jis yra
skirtas tuš̌cioms ląstel̇ems žyṁeti ir negali b ūti naudojamas pradinių duomenų bei tarpinių rezultatų, su
kuriais dirba Turing’o mašina, kodavimui. Duomenys tarp savęs atskiriami vienu ar daugiau tuščių ženklų
ar kitais sutartiniais aḃeċelės ženklais. Dešiniau nuo paskutinių duomenų visa juostavėl užpildyta tuš̌ciais
ženklais. Taigi, kiekvienu laiko momentu tik baigtinė juostos sritis gali tuṙeti netuš̌cias ląsteles (kadangi
po baigtinio žingsnių skaičiaus galvuṫe bus pasiekusi tik baigtinį ląstelių skaičių į kairę ir į dešinę nuo
pradiṅes ląstel̇es). Ši netuš̌cia sritis (pradedant pirmąja iš kairės netuš̌cia ląstele ir baigiant paskutine iš
dešiṅes netuš̌cia ląstele) dar yra vadinamareikšmine juostos dalimi.

Pradiniu laiko momentu mašina visada yra pradinėje b ūsenojeq0 ir mato pirmą iš kaiṙes netuš̌cią
ląstelę. Darbo eigoje mašina keičia b ūsenas, nuskaito ir įrašo simbolius į juostą ir juda palei juostą. Ką
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jinai turi daryti, nurodo peṙejimų funkcijosδ reikšṁes. Tarkime, kažkuriuo laiko momentu mašina yra
b ūsenojeqi1 ∈ Q, o jos skaitymo ir rašymo galvutė mato simbolįaj1 ∈ Σ. Tada mašina elgiasi pagal tai,
kokia yra reikšṁe δ(qi1 , aj1). Tarkime,δ(qi1 , aj1) = (qi2 , aj2, J), kur qi2 ∈ Q, aj2 ∈ Σ ir J ∈ {K, N, D}.
Tai reiškia, kad mašina turi pereiti į b ūsenąqi2 , vietoje simbolioaj1 juostoje užrašytiaj2 , ir pasislinkti
į kurią nors pusę per vieną poziciją priklausomai nuoJ reikšṁes (arba nejuḋeti, jei J = N). Užrašas
δ(qi1 , aj1) = (qi2 , aj2, J) vadinamaskomanda(arbainstrukcija).

Mašina sustoja, kai pereina į kurią nors galutinę b ūseną, t.y. į b ūseną iš aibėsF . Mašinai sustojus
jos darbo rezultatuvadinsime žodį, užrašytą netuščiose ląstel̇ese. Jei mašina visai nesustoja, jos darbo
rezultatą laikomeneapibrėžtu.

Turing’o mašina perdirba žodžius abėċelėjeΣ\{b} į kitus žodžius toje pat aḃeċelėje. Kiekvienu laiko
momentu Turing’o mašiną galima visiškai apibrėžti nurodant jos b ūseną, galvutės vietą ir reikšmiṅes
juostos dalies turinį. Tokį momentinį Turing’o mašinosaprašą dar vadinakonfig ūracija. Taigi, Turing’o
mašinos konfig ūracija yra žodis pavidalo

K = aj1 . . . ajl−1
qi1ajl

. . . ajm
,

kuris reiškia, kad duotu momentu juostos reikšminėje dalyje stovi žodisaj1 . . . ajl−1
ajl

. . . ajm
, maši-

na yra b ūsenojeqi1 , o jos skaitymo ir rašymo galvutė mato ženkląajl
. Tokiu atveju mašina ieško

komandos, kurios kairėje puṡeje stovi pora(qi1 , ajl
). Tarkime, mašina rado tokią komandą pavidalo

δ(qi1 , ajl
) = (qi2 , ajt

, J). Tarkime, nagriṅejamoje komandoje judesysJ = D. Įvykdžius šią komandą
mašinos konfig ūracija pasikeičia iš konfig ūracijosK į naują konfig ūraciją

K ′ = aj1 . . . ajl−1
ajt

qi2ajl+1
. . . ajm

.

Jei nauja mašinos b ūsenaqi2 yra iš aiḃesF , mašina sustoja. Jei ne, ieško kitos komandos.
Taigi, Turing’o mašinos darbą nuo pradinio momento iki sustojimo (tarkime, pos žingsnių) galima

visiškai aprašyti nurodant konfig ūracijų sekąK0 → K1 → · · · → Ks, kur K0 yra pradiṅe konfig ūracija,
o Ks yra galutiṅe konfig ūracija po sustojimo.

Tarkime, duota Turing’o mašinaM ir žodis (t.y. vektorius)u viršΣ\{b}. MašinosM darbo rezultatą,
jai praḋejus savo darbą iš pradinės konfig ūracijosK0 = q0u, žymėsimeM(u). JeiM(u) neapibṙežtas,
žymėsime∞.

Toliau naudosime aḃeċelęΣ = {0, 1, b} ir apibṙešime, kaip Turing’o mašina skaičiuoja dalines funk-
cijasf : Nn → N. Iš nat ūraliųjų skaičių sudarytą vektoriųu = (u1, . . . , un) juostoje vaizduosime žodžiu
ũ, sudarytu iš skaičių u1, . . . , un dvejetainių išraiškų, atskirtų tuščiais ženklaisb. Sakysime, kad mašina
M skaičiuoja funkcijąf : Nn → N, jei ∀u ∈ N

n:

(1) f(u) reikšṁe apibṙežta tada ir tik tada, kaiM(ũ) apibṙežtas, ir

(2) jei f(u) apibṙežta, taiM(ũ) yraf(u) dvejetaiṅe išraiška.

Dalinę funkcijąf : Nn → N vadinameapskaičiuojama (pagal Turing’ą), jei egzistuoja Turing’o mašina
M , skaǐciuojantif .

Panagriṅekime porą Turing’o mašinos pavyzdžių.

Pavyzdys. Parodysime, kad funkcija

f(x) =

{

1, x lyginis,

0, priešingu atveju
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yra apskaǐciuojama pagal Turing’ą. Nesunku įsitikinti, kad šią funkciją skaǐciuos tokia mašina:

δ(q0, 0) = (q0, 0, D)
δ(q0, 1) = (q0, 1, D)
δ(q0, b) = (q1, b, K)
δ(q1, 0) = (q2, 1, K)
δ(q1, 1) = (q2, 0, K)
δ(q2, 0) = (q2, b, K)
δ(q2, 1) = (q2, b, K)
δ(q2, b) = (q3, b, N)

kurios galutinių b ūsenų aibė yraF = {q3}.
Patogiausia komandas užrašyti lentele, kurioje stulpeliai sunumeruoti aḃeċelėsΣ simboliais, o eiluṫes

— b ūsenomis:
0 1 b

q0 q0, 0, D q0, 1, D q1, b, K
q1 q2, 1, K q2, 0, K —
q2 q2, b, K q2, b, K q3, b, N

Iš tikro, b ūsenojeq0 galvuṫe tiesiog važiuoja į dešinę, kol pasiekia žodžiox pabaigą, t.y. nuskaito
b. Nuskaǐciusi b, galvuṫe pasislenka per vieną poziciją į kairę, t.y. atsistojaties paskutiniu netuščiu
simboliu, ir pakeǐcia b ūseną įq1. B ūdama b ūsenojeq1 mašina patikrina, ar tas paskutinis simbolis yra0,
ar 1. Jei0, tai skaǐciusx yra lyginis, toḋel atsakymas turėtų b ūti1. Užrašome jį ir pereiname į b ūsenąq2.
Analogiškai darome, jei paskutinis simbolis yra1. B ūdama b ūsenojeq2, galvuṫe viską trina, važiuodama
į kairę. Ištrynusi viską, t.y. radusib, pereina į galutinę b ūseną, t.y. baigia darbą. Juostoje lieka užrašytas
tik atsakymas —0 ar1.

Beje, šio pavyzdžio funkciją apskaičiuoti galima ir kitu b ūdu: iš karto viską triname, važiuodami į
dešinę ir įsimindami paskutinio nuskaityto simbolio reikšmę. Kaip įsimename ? Ogi keisdami b ūseną.
Pavyzdžiui, jei nuskaitome0, keičiame b ūseną įq1, o jei 1, tai į q2. Kai viską ištrynę pasiekiame žodžio
pabaigą, užrašome atsakymą priklausomai nuo to, kuriojeb ūsenoje esame (t.y. priklausomai nuo to, koks
buvo paskutinis nuskaitytas simbolis, o tuo pačiu ir paskutinis žodžio simbolis), ir baigiame darbą. Tai
daro tokia Turing’o mašina:

0 1 b
q0 q0, b, D q1, b, D q2, 1, N
q1 q0, b, D q1, b, D q2, 0, N

kurios galutinių b ūsenų aibė yraF = {q2}. �

Pavyzdys. Sudarykime Turing’o mašiną, skaičiuojaňcią funkcijąf(x) = x + 1, čia x — nat ūralusis
skaǐcius, užrašytas dvejetainiu pavidalu.

Kaip ta mašina tuṙetų veikti? Kad b ūtų lengviau įsivaizduoti, imkime pavyzdį. Tegux = 1100111.
Tadax + 1 = 1101000. Matome, kad funkcijosf skaǐciavimo algoritmas galėtų b ūti toks: visus dešinėje
skaǐciaus puṡeje esaňcius vienetus veřciame nuliais, pirmą iš dešinės nulį veřciame vienetu, o kitkas lieka
nepakitę. Toks b ūtų bendras algoritmas. Bet nepamirškime, kad b ūna išskirtinių atvejų, kai bendras
algoritmas netinka. Šiuo atveju bendras algoritmas netinka, jei ṅera jokio pirmo iš dešiṅes nulio, t.y.
jei skaǐcius sudarytas vien iš vienetukų, pavyzdžiui,x = 1111. Tokiu atveju atsakymas turėtų b ūtix +
1 = 10000. Taigi, vienetu veřciame pirmą iš dešiṅes nulį, o jei tokio ṅera, tai pirmą tuš̌cią simbolį.
Apibendrinkim: galvuṫe iš pradžių turi nuvažiuoti iki skaičiaus pabaigos (nes pradžioje ji stovi ties pirmu
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iš kaiṙes netuš̌ciu simboliu) — tai vyksta b ūsenojeq0, o tada, važiuodama iš dešinės į kairę, visus vienetus
veřcia nuliais, o pirmą sutiktą nulį arba tuščią simbolį veřcia vienetu ir sustoja. Tai daro tokia mašina:
F = {q2},

0 1 b
q0 q0, 0, D q0, 1, D q1, b, K
q1 q2, 1, N q1, 0, K q2, 1, N
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