IV dalis
Turing’o masina

Sita kurso dalis yra i3 dalies paruo$ta pagal dr. Valdo Tio diskréiosios matematikos paskaity konspek-
tus. Autorius nogety jam paékoti uz suteikta galimybe pasinaudoti iSeities telsstadSiant Siuos konspektus.

“Algoritmas” yra pirmire matematikos bei informatikos savoka, panaSiai kaiplegsy “skacius”,
“aibe” ir kitos. Neformaliai (intuityviai) algoritmas supraamas kaip baigtinis taisykliy arba komandy
rinkinys (dar vadinamas programa), nusakantis, kaip \serjektus (duomenis), atlikus baigtinj s&iai
nesu@tingy operacijy, perdirbti j kitus objektus (rezulig}.

Norint formaliai nagrirti algoritmus kaip matematinius objektus, buvo pasi (Mair us skaiiavimo
modeliai: Turing’o masSinos (beje, apditos gerokai anksau uz realiy kompiuteriy atsiradima), RAM
(tiesiogires kreipties | atmintj) ma3inos, dadis rekursyviosios funkcijos, Markovo algoritmai. Sioje
dalyje mes nagriesime paprasausia Turing’o masiny varianta — vienajuoste deietrata Turing’o
masina.

Apibr eZzimas. Turing’o masingarba 1-juoste determinuota Turing’o mas)naadiname rinkinj
M =(%,Q,6,q, F),
kur:
e > ={ay,...,a,} yrabaigtine aibé, vadinamabecle
e Q ={qo,q1,.-.,qx} yrabaigtinéb useny at

e /:Q XX — Q xX x{K,N,D} yradaliné (ne visur apibréztg)éejimuy funkcijg

qo € Q —pradire b usenar

F C @ yragalutiniy b usenuy agb

Determinuota Turing’o masina interpretuojama kaip madmanti begaline juosta, suskirstyta | las-
teles, ir palei juosta slenkam skaitymo bei raSymo galvute, kuri fiksuotu laiko mortuemato viena
juostos lastele ir gali perskaityti, koks edelesY. Zenklas ten jraSytas, vietoje jo jraSyti kita Zenkla be
pasislinkti per viena lastele | kaire arba | deSiagha likti stoweti toje pat vietoje. Aike {K,N,D} yra
galimy galvués post umiy ady kurK atitinka post umj j kaird) atitinka post umj j deSing, i¥ reiskia,
kad galvué niekur nejuda.

Vienas i$ Turing’o masinos &eeles Zenkly vadinamassSciu(“blank”)ir zymimasb (b € ¥). Jis yra
skirtas tugioms lastetms zyneti ir negali b uti naudojamas pradiniy duomeny bei tagpiezultaty, su
kuriais dirba Turing’o maSina, kodavimui. Duomenys tanpesaatskiriami vienu ar daugiau g zenkly
ar kitais sutartiniais aeles zenklais. DeSiniau nuo paskutiniy duomenuy visa jugdtazpildyta tusiais
Zenklais. Taigi, kiekvienu laiko momentu tik baigdijuostos sritis gali tuati netu€ias lasteles (kadangi
po baigtinio Zingsniy skaiaus galvug bus pasiekusi tik baigtinj lasteliy skaj | kaire ir | deSing nuo
pradires lasteds). Si netuSa sritis (pradedant pirmaja i$ kas netugia lastele ir baigiant paskutine i§
desires netu8ia lastele) dar yra vadinameikSmine juostos dalimi

Pradiniu laiko momentu maSina visada yra pr&génb usenoje, ir mato pirma i$ kaies netudia
lastele. Darbo eigoje maSina k& b usenas, nuskaito ir jraSo simbolius | juosta iajpédlei juosta. Ka
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jinai turi daryti, nurodo pegjimy funkcijosd reikSnmes. Tarkime, kazkuriuo laiko momentu masina yra
b'usenoje;, € @, 0 jos skaitymo ir raSymo galveitmato simbolp;, € ¥. Tada maSina elgiasi pagal tai,
kokia yra reikSme §(q;,, a;,). Tarkime,o(q:,, aj,) = (¢, ajy, J), KUrg;, € Q, a;, € £ir J € {K,N,D}.

Tai reiSkia, kad masina turi pereiti | b usepg vietoje simbolioa;, juostoje uzraSytu,,, ir pasislinkti

| kuria nors puse per viena pozicija priklausomai niioeikSmes (arba nejueti, jei J = N). UZraSas
3(qiy» aj,) = (¢iy, a;,, J) vadinamakomandgarbainstrukcija).

MasSina sustoja, kai pereina j kuria nors galuting baisen. | b usena iS ak /. MaSinai sustojus
jos darbo rezultatwadinsime Zodj, uZraSyta nefti@se lastetse. Jei masina visai nesustoja, jos darbo
rezultata laikomeeapibreztu

Turing’o masina perdirba Zodziusedeleje X \ {b} j kitus ZodZius toje pat axeleje. Kiekvienu laiko
momentu Turing’o masSina galima visiSkai ahti nurodant jos b usena, gaksivieta ir reikSmias
juostos dalies turinj. Tokj momentinj Turing’o maSinagraSa dar vadinkonfig uracija Taigi, Turing’o
masinos konfig uracija yra zodis pavidalo

K = Qjy oo Ay Gy Ay v e - Ay

kuris reiSkia, kad duotu momentu juostos reikSejndalyje stovi zodisi;, . ..a;,_,a;, . ..a;,, masi-
na yra busenojg,, o jos skaitymo ir raSymo galvetmato Zenklau;,. Tokiu atveju masina ieSko
komandos, kurios ka@je pugje stovi pora(g;,,a;). Tarkime, maSina rado tokia komanda pavidalo
8(¢i,, a5,) = (¢, ay,,J). Tarkime, nagriejamoje komandoje judesys = D. |vykdZius Sia komanda
masinos konfig uracija pasik&i iS konfig uracijo®&’ | nauja konfig uracija

K'=aj ...0;5 ,0,¢,0j,, -..a;,.
Jei nauja masSinos b usepayra i$ ailesF', masina sustoja. Jei ne, ieSko kitos komandos.

Taigi, Turing’o masinos darba nuo pradinio momento ikitejisio (tarkime, pos Zingsniy) galima
visiSkai apraSyti nurodant konfig uracijy sékga— K, — --- — K|, kur K, yra pradire konfig uracija,
0 K, yra galutire konfig uracija po sustojimo.

Tarkime, duota Turing’o maSin& ir zodis (t.y. vektorius), vir§ ¥\ {b}. MaSinosM darbo rezultata,
jai pracejus savo darba iS pradis konfig uracijo&’y = qou, ZzymesimeM (u). Jei M (u) neapibeztas,
Zymesimeoo.

Toliau naudosime awele Y = {0, 1, b} ir apibreSime, kaip Turing’o masina skaiioja dalines funk-
cijas f:N" — N. I8 nat uraliyjy skéiy sudaryta vektorign = (uq, ..., u,) juostoje vaizduosime ZodZiu
@, sudarytu iS skd@iy uy, . .., u, dvejetainiy iSraiSky, atskirty ta&is Zenklaish. Sakysime, kad maSina
M skaiCiuoja funkcijaf : N — N, jei Vu € N™:

(1) f(u) reikSme apibeZta tada ir tik tada, kai/ () apibztas, ir
(2) jei f(u) apibrezta, taiM (a) yra f(u) dvejetaire iSraiSka.

Daline funkcijaf : N* — N vadinameapskaicCiuojama (pagal Turing’ajei egzistuoja Turing’o masina
M, skatiuojanti f.
Panagrigkime pora Turing’o masinos pavyzdZziy.

Pavyzdys. Parodysime, kad funkcija

fla) = {1, x lyginis,

0, prieSingu atveju
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yra apskatiuojama pagal Turing’a. Nesunku jsitikinti, kad Signkeija skaciuos tokia masina:

5((]070) = (QO7O7D)
(g0, 1) = (g, 1,D)
(g0, b) = (q1,b,K)
0(q1,0) = (g2, 1,K)
6(q1,1) = (q2,0,K)
6(g2,0) = (g2, b, K)
0(g2,1) = (g2, b, K)
(g2, b) = (g3, b,N)

kurios galutiniy b useny alyrat’ = {gs}.
Patogiausia komandas uzraSyti lentele, kurioje stulpgliaumeruoti abaelesy: simboliais, o eilués
— b'usenomis:
o |t [ D
q0(q0,0,D|qo,1,D|q1,b, K
q1|g2; 1, K|q2, 0, K| —
q2|G2, b, K|q2, b, K|g3, b, N

IS tikro, b'usenoj@, galvu tiesiog vaziuoja | deSing, kol pasiekia zodzigabaiga, t.y. nuskaito
b. Nuskatiusi b, galvue pasislenka per viena pozicija | kaire, t.y. atsistigs paskutiniu netusu
simboliu, ir paketia b usenaq,. B udama b usenajemasina patikrina, ar tas paskutinis simbolis §ra
ar 1. Jei0, tai skatiusx yra lyginis, tocel atsakymas t@ty b util. UZraSome jj ir pereiname | b usepa
AnalogiSkai darome, jei paskutinis simbolis yiraB udama b usenaje galvue viska trina, vaZziuodama
| kairg. IStrynusi viska, t.y. radu$i, pereina j galuting b usena, t.y. baigia darba. Jjebtka uzraSytas
tik atsakymas — ar 1.

Beje, Sio pavyzdzio funkcija apskauoti galima ir kitu b udu: i$ karto viska triname, vaziami |
deSing ir j[simindami paskutinio nuskaityto simboliok&ne. Kaip jsimename ? Ogi keisdami b usena.
Pavyzdziui, jei nuskaitome, keiCiame b usengy, o jei 1, tai | ¢;. Kai viska iStryne pasiekiame zodzio
pabaiga, uzraSome atsakyma priklausomai nuo to, kusiagenoje esame (t.y. priklausomai nuo to, koks
buvo paskutinis nuskaitytas simbolis, o tucjair paskutinis Zodzio simbolis), ir baigiame darba. Tai
daro tokia Turing’o masina:

0o | 1 | b
qo QO7b7D Q17b7D q2, 17N
q1 QO7b7D Q17b7D Q2707N

kurios galutiniy b useny alyraf’ = {¢.}. O

Pavyzdys. Sudarykime Turing’o maSing, skaiojartia funkcija f(x) = x + 1, ¢ia z — naturalusis
skatius, uzrasytas dvejetainiu pavidalu.

Kaip ta maSina twety veikti? Kad b uty lengviau jsivaizduoti, imkime pastj. Tegux = 1100111.
Tadaz + 1 = 1101000. Matome, kad funkcijog' skaiiavimo algoritmas g&ty b uti toks: visus de&je
skatiaus pusje esabius vienetus véiame nuliais, pirma i$ deds nulj vetiame vienetu, o kitkas lieka
nepakite. Toks buty bendras algoritmas. Bet nepamigskkad b una iSskirtiniy atvejy, kai bendras
algoritmas netinka. Siuo atveju bendras algoritmas natifgi rera jokio pirmo i§ deSies nulio, t.y.
jei skatius sudarytas vien i$ vienetuky, pavyzdziui= 1111. Tokiu atveju atsakymas tety b utic +
1 = 10000. Taigi, vienetu vetiame pirma iS deSes nulj, o jei tokio ®ra, tai pirma tu§a simbol;.
Apibendrinkim: galvué iS pradziy turi nuvaziuoti iki skéiaus pabaigos (nes pradzioje ji stovi ties pirmu

40



i$ kaires netuiu simboliu) — tai vyksta b usenajg o tada, vaziuodama i$ deémj kaire, visus vienetus
vercia nuliais, o pirma sutikta nulj arba tti§ simbolj vetia vienetu ir sustoja. Tai daro tokia masina:
F = {q},

o [ 1 | b
o, 0, D qo, 1, D q1, b, K
q2, 17 N q1, 0, K q2, 17 N

qo0
q1
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