11l dalis Matematineés logikos pradmenys (2)
1 Esminiai ir fiktyv @s kintamieji

Apibr éZimas.

Sakysime, kad loginis kintamasidqgineje formukje Q(p., p2,....) yraesminis
jei galime rasti tokias reikSmes, oy, ... ¢i-1, @i+1, ...,an €{t,k}, kad Q@, a,...0i1, t,
Qi+, -, 0n) £ Qoa, az,...0i1, K, ais1, ..., an). PrieSingu atveju kintamasis vadinamas
fiktyviu formukje Q.

Komentaras

Taigi, jei, esant kazkokioms fiksuotomskkintamyju reikSnems, kintamojop;
reikSmes pakeitimas i$ i k pakeéia formuks reikSme, tai kintamasig; yra esminis.
Jei kintamojop; reikSmes pakeitimas i§ | k nepakeidia formuks reiksngs, kad ir
kokios ity fiksuotos kity kintamyjy reiksnes, tai kintamasig; vadinamas fiktyviu.
Kaip matysime, tokiu atveju jig formule jeina fiktyviai, t.y. egzistuoja ekvivalenti
formulé, | kurig kintamasig; ngeina.

Pavyzdys

Nustatysime, kurie loginiai kintamieji yra fiktyg, o kurie esminiai formegje

Q(p,a.r) = (7p& =q&r) v (-p&aé&r).
Sprendimas ity toks. Reikia jsistatyti visus galimus Kkintagu reikSmi

rinkinius ir - paziréti, ar p|qlr| -p| -q| p&-g&r | =p&g&r | Q(p.q.1)
formules reiksn¢ priklauso “ 1 Tt [ k | Kk K K K
nuo kintamojo reikS#s | ¢ | k| k | Kk K K K
pakeitimo. Kad bty tlklt! k| t K K K
paprasiau, pirmiausia tlklkl k1 t k K K
sudarysim formuds kleltl t 1 K K ¢ i
teisingumo reikSmi lentek kltlkl t K K K K
(Zr. desigje). klwlte!l t t t K t

IS pirmos ir penktos klklkl ¢ 1 ¢ K K K

eiluciy matome, kad
kintamasisp yra esminis. IS tikro, pirmoje ir penktoje edsé kity kintamyjy (q ir r)
reikSmes nesikatia (ir yra lygios atitinkamai ir t), kekiasi tik kintamojop reiksSme (t
pirmoje eilutje, k penktoje). Ir formuis reikdné taip pat ketiasi ! Taigi, formué
Q(p,q,r)nuo kintamojp priklauso iS esks, jis yra esminis.

Kintamasisq yra fiktyvus. IS tikro, imkim pirm ir treia lenteks eilutes. Jose
skiriasi tik kintamojoq reikSmes { pirmoje eilugje, k trecioje), o kity kintamyju
reikSmes lieka tos pé&os (). O formuks reikSn¢ nesiketia — iSliekak. Bet to dar
neuztenka, kad galme tvirtinti, kadq yra fiktyvus, nes mes patikrinome tik vien
pora interpretaciy. Gallit kokioje kitoje poroje, kurioje keisis vien tik kintamogp
reikSme, formuks reikSné irgi keisis. Taigi, turime patikrinti visas galimas poras.
Taip ir padarome: antroje ir ketvirtoje eitge ketiasi vien tik kintamojay reikdne, o
formulés reikSn¢ nesiketia; tas pats ir penktoje — septintoje, ir Sestoje — astuntoje
eilutese. Patikrinom visas galimas interpretagjoras, ir niekur formgk reikSng
nesiketia, keciantis vien tik kintamojog reikSmei. Taigi, kintamasiq i$ tikro yra
fiktyvus.

Belieka patikrinti kintamji r. Pirma — antra eilés: ketiasi vien tik kintamojor
reikSme, o formuks reikSné nesiketia; tretia — ketvirta: nesikgia; penkta — Sesta:
keiciasi ! Taigi, kintamasis yra esminiso
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Jeigu kintamasis yra fiktyvus duotoje forrgjel tai mes galime rasti ekvivakgn
formule, i kuria tas kintamasis reina.

Pavyzdys

Imkime & paia formule Q(p, q, r) ~ GP& =q&r) v (-p&g&r). Pasinaudodami
loginiais dksniais, galimeg suprastinti:Q(p, q, r) ~ [(=p&N& —q] Vv [( =p&r)&q] ~
(7p&N&( =q1q) ~ (=p&r&t ~ —=p&r ~ P(p,r). Gavome formu P(p,r), ekvivalertia
formulei Q(p, g, r),i kuria ngeina kintamasig. o

Naudojantis logikos éniais gali lati sudttinga paSalinti fiktyvius kintamuosius i$
formulés. Parodysime, kaip galima tai padaryti naudojantis teisingumonm&iks
lentele.

Pavyzdys

Vélgi imkime ta paf pavyzd. Nustaéme, kad kintamasis q yra fiktyvus. Kaip |
pasalinti iS formuls ? Bandykime perdirbti teisingumo reikgmi
lentek taip, kad jinai nebepriklausytnuo kintamojo g. Kadangi P Q(p.a.n
kintamasis q yra fiktyvus, tai iS teisingumo reikgri@ntebs galime t
iSmesti stulpgl su q reikSramis. Palikime tik stulpelius sut
esminiais kintamaisiais p ir r bei stulpedu formués Q(p,q,r) t
reikSmemis. Gauname lentgl pavaizduat deSirje pusje. t
Kadangi liko tik du kintamieji, lentéje turety bati tik 4 eilutés. 1S k
tikro, lengva pasteth, kad visos lenték eiluts kartojasi (taip yra k
dél to, kad q yra fiktyvus — pakeitus vien tik jo reik§nformuks k
reikSme iSlieka ta pati, toél ta eilwiy pora skiriasi vien tik k
kintamojo g reikSme, o iSmetus stulpsli kintamojo g reikSamis
ir i$ viso nebesiskiria). ISmetame besikartdjas eilutes ir gauname lent¢e keturiy
eiluiy (Zr. deSikje). Si lentet vaizduoja funkch P(p,r), |

i Sl e e

N+~ X~+~ XX XX

priklausattia tik nuo kintamyjy p ir r, ir jos reikdns duotoms r | P(p.r)
kintamyju p, q ir r reikdmms sutampa su formid Q(p,gr) ! |t k
reikSmemis, tai yraQ(p,q,r) ~ P(p,r). Taigi, belieka tik uzraSyti K K
formule P(p,r), kurios teisingumo reikmi lentek radome, ir K|t t
turéesime formut, ekvivalertia duotai formulei, kurioje neia k| k k

fiktyviy kintamyuy. O kaip uzrasSyti formgl iS duotos teisingumo reikSmienteks,
mes iSmoksime netrukus, kai naggime normalisias formas.o

Pastabos

1. Jei formut yra tapdiai teisinga arba tapai klaidinga, tai visij ja jeinantys
kintamieji yra fiktyvis.

2. Lengva patikrinti, kad jei formés Q(py,... &, Pey---P1) ir P(PL, P2,-.. ) yra
ekvivalertios, tai kintamiejipg1,... [ yra fiktyvas formukje Q.

2 Kontaktin és schemos

Vienas akivaizdziaugimatematias logikos pritaikym yra elektros grandése.
Kontaktinis elementafpavyzdziui, jungiklis arba re), Zymimas[ | , gali
buti dvejose lasenose:
1) jis praleidzia elektros sroy, kontaktai sujungti, sakome, kad jigingtas
Zyméjimas:
2) kai kontaktal nesujungti, elementdaSjungtas jungiklis elektros srods
nepraleidiiaZyméjimas
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Kontaktine schema— tai sujungi kontaktiniy elemeng rinkinys su dviem
iS¢jimais i iSOr.
Pavyzdys

Cia jis matote elektros grandinkuria sudaro 3altinis, lempatir kontaktire
schema:

(L piigt
gE |

S

| V\ Lemput

Srows Saltinis

<4— Kontaktire schem

Kiekviena kontaktini elemerd Zymime raide. Jei, pavyzdZziui, elemenpdr r yra
iSjungti, oq —jjungtas, tai kontaktinschema bus tokia:

q
p — e

—f oo
oo

r

Jinai sro¢s nepraleis, nes elementagra iSjungtas.
Galima kelis elementus pazytnta paia raide. Tai reiSkia, kad jie iSjungti ar
jungti vienu metu. Taip pat galima kontaktinius elementuséhyimraide su neiginiu

(pavyzdziuizp). Tai reiSkia, kad toks elementas bus iSjungtas tada ir tik tada
elementap busjjungtas.

Pavyzdys
PH d
r |_| P
g |_| -
Si schema praleis sroyjei kontaktiniai elementa ir g jjungti, arba jer jjungtas,
o p iSjungtas, arba jej jjungtas, a iSjungtas.
Kaip matome, elektros srés praleidimo glyga galima uZraSyti kaip formeil
Pavyzdys

Paskutinio pavyzdzio schema praleis srdada ir tik tada, kai bus teisingas
sucktinis teiginys p A Q) v (r A =p) v (q A =r), kur p yra teiginys “jungiklisp
jungtas”, og ir r yra analogiski teiginiai.

Nuoseki; kontaktinip elemeng jungima atitinka konjunkcija, o lygiagret —
disjunkcija. IS tikro: kontaktiétschema
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praleis sroy tada ir tik tada, kai abu kontaktiniai elemergai
P q ir g busijungti, tai yra, kai teiginysg jjungtas irg jjungtas”
yra teisingas, tai yra, kai teiginys A q yra teisingas.
AnalogiSkai kontaktia schema
praleis sroyg tada ir tik tada, kai bent vienas kontaktinis elementas
p p arbaq bus jjungtas, tai yra, kai teiginysp“ijungtas arbaqg
jungtas” yra teisingas, tai yra, kai teiginys q yra teisingas.
q Taigi, kiekvienai kontaktinei schemai galima paradSyi |
atitinkartia formule.

Teisingas ir atvirk8as tvirtinimas: jeigu turime formgJ kurioje yra tik logires
operacijos—, A, v, ir = yra tik prieS loginius kintamuosius, tai galima ni#br ja
atitinkartia schem.

Kai mokysinmes apie normadisias formas, matysime, kad bet kuri fortngéli bati
iSreikSta tokiu pavidalu, taigi, bet kuriai formulei egzistuoja kontéksichema, kuri
praleidzia sroy tada ir tik tada, kai ta formuteisinga.

Kontaktines schemos vadinamesgvivale@iomis jei viena praleidZia srewtada ir
tik tada, kai kita taip pat praleidZia seoZinome, kad schema praleidZia sfaada ir
tik tada, kai ¢ atitinkanti formué¢ yra teisinga. Jei kontaktia schemos ekvivaléios,
tai kiekvienam kontaktini elemend reikSmiy rinkiniui jos abi kartu praleidzia srev
arba ne, tod jas atitinkaios formuks yra kartu teisingos arba ne, tai yra forésul
yra ekvivaledios. Ir atvirk€iai, jei dvi formuks yra ekvivaletios, tai jas
atitinkartios kontaktits schemos yra ekvival&ins.

Pavyzdys
Tarkime, turime dvi schemas:

14

__|a

e —la (—1d
1b T
a |7 b
[7b jc

e I

Jos yra ekvivalehios, nes jas atitinkaios formuks yra ekvivaletios. 1S tikro:
((ran(mdv=c)vab)v((av-bve)a-c)~
~(aa-d)v (man-c)vabv(@aaac)v (Abaac)v (eac) ~
~(an-d)v (—ncA(navav-bve))v b~
~(Fan-d)v(AcA(tv-abve))v b~
~(an-d)v (AcAat)vab ~
~(aa-d)v cv b,
Tokiu badu gavome metadkontaktiniy schema ekvivalentumui patikrinti: imame

jas atitinkadias logines formules ir nustatome, ar jos ekvivéien

I matematin logika suvedama keletas prakiuniiprast; inzinieriams, uzdavini PavyzdZiui,
duotai schemai rasti jai ekvivakin ir paprastesn Kas ta paprastednschema, patikslinama
konkretiam uzdaviniui,jvedus suéingumo avoka. Schemos sudingumu gali liiti bendras element
skatius, skirtingomis raiéimis pazynéty elemeng skatius, element, pazyngty tam tikromis raidmis
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skatius ir t.t. Taip pat, Zinant elementkainas (skirting elemeng jos gali mti nevienodos),
apskatiuojama schemos kaina ir stengiamasi rasti ekwiwddeschem, kurios kaina bty maZiausia
(schemos minimizacijos pagal kainzdavinys).

3 Normaliosios formos

1) Normalioji digunkciné forma

Apibr éZzimas

Elementaria konjunkcija (EKyadiname logia formuk, ; kurig jeina tik loginiai
kintamieji ir jy neiginiai, sujungti konjunkcijomis.

Pavyzdys

Formuks an =b A c, apA QAT A S, APy, p3Yyra elementarios konjunkcijos.

Kiekviena elementari konjunkcija yra arba t&paklaidinga, arba teisinga tik su

viena interpretacija. IS tikjuy, jei i elementas konjunkcip ieina kuris nors
kintamasis ir jo neiginys, tai jinai yra tayai klaidinga.

Pavyzdys

Elementari konjunkcijanp A g A r A =q yra tapaiai klaidinga, nes
—PAQATA=Q ~ =PATA(QA—Q) ~ ((pAN Ak ~ k. O

PrieSingu atveju, jinai teisinga su vienintele interpretacija.

Pavyzdys

Elementari konjunkcijanpAgar yra teisinga, katp, q ir r yra teisingi, tai yra, kai
p=k, g=t ir r=t, o visais Kkitais atvejais klaidinga, nes bent vienasps q ar r bus
klaidingas.

Apibr ézimas

Normaliaja disjunkcine forma(NDF) vadiname formugl kurios pavidalas yra
2 Ki, kur K — elementarios konjunkcijos, m1. Formuks Q normaliaja disjunkcine
formavadiname jai ekvivaleiy; NDF.

Pavyzdys
Formuk (aA =b) v (b A =) v (man b =C) v —ab yra NDF. Formd p A —q irgi
yra NDF, sudaryta i$ vieninted EK.

Teorema
Kiekvienai loginei formulei egzistuoja NDF.

Pirmas jrodymas UZraSome formuék teisingumo reikSmi lentek ir iS jos
gauname formés NDF tokiu Widu: imame tik tas lented eilutes, kur formuk
reikSme yra t, ir iS kiekvienos tokios eilés suformuojame vien elementag
konjunkcija, konstantas t keisdami atitinkamus loginius
kintamuosius, o konstantas K j4 neiginius. Q(p.a.0)

Parodysime pavyzdziu. Tarkime, forrasl Q(p,q,r)
teisingumo reikSmij lentek yra parodyta deSée. Turime tris
eilutes, kuriose formék reikSmé yra t. Kiekvienai eilutei
keiciamet | atitinkany kintamji, k i jo neigin. 1S pirmos eiluts
gauname elementarkonjunkcig p A g A 1, iS penktosap A g A
r, i5 Sestosp A g A —r, ir imame j disjunkcip: P(p,q,r)= (pA
ganv(EpaAgarn v (BpAgAa Ar). Taiir bus formuls
Q(p,q,r) NDF. IS tikro, pirma elementari konjunkcija teisinga ti

XX+t XX~ 0

N+ X — X — x |

XX+ ~+ XXX~

p
t
t
t
t
K
k
k
kk
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Su interpretacij@=t, g=t, r=t, antra syp=k, g=t, r=t, treia sup=k, g=t, r=k, tocl ju
disjunkcija teisinga tik su Siomis trimis interpretacijomis,uwk#omis — klaidinga.
Taigi, formuks P(p,q,r) teisingumo reikSmi lentek sutampa su formés Q(p,q,r)
teisingumo reikSmi lentele, todl jos ekvivalegios. Ir formuk P(p,q,r) yra
elementari konjunkcip disjunkcija, todl P(p,q,r) yra formuks Q(p,q,r) NDF.

O ka darome, kai formaébk reikSné¢ niekada nelinat, tai yra, kai formu yra
tapaiai klaidinga ? Tokiu atveju jos NDF yra bet kuri taa klaidinga NDF,
pavyzdziui, pr =p. O

Pastaba

Irodymas parog kaip, turint formud, uzduog teisingumo lentele, uzraSyty j
atitinkartia loging formule. Mes noéjome to iSmokti, kai nagriggome esminius ir
fiktyvius kintamuosius.

Antrasjrodymas Suvedame formugli NDF, naudodami logikosédnius.
1 zingsnis.PaSaliname visas operacijas, iSskyrus/,oa. Tam naudojags Siais
logikos csniais:
p®q~ ~(p0q),
pe>qg~ (P>a)A (- p),
P—>q~ 7pvaq,
plg~ —(pA Q).
2 Zingsnis.Ikeliame neiginiusi skliaustus (neiginiai turi likti tik prie logini
kintamyjy). Naudojamds De Morgano ésniais
=(pvqg) ~ -p&-q,
~(p&q) ~ —pv-q,
ir désniu
P~ Pp.
3 zingsnisTaikome distributyvumo &sn
pAa(@vr) ~ (pAa)v(par)
tol, kol gausime NDF.
Kiekvieno zingsnio eigoje ir po kiekvieno zingsnio galime prastinti, naudodam
Siuos ir kitus dsnius:

pvp~p,
PAP ~ P,

pA-p ~ K,
pv-p~ t,
(Pva)&p ~p,
(P&q)vp ~p.

Po S triju Zingsniy ir gausime duotos formeéd NDF. o

Pavyzdys

Norime rasti formuls =(p— (q A r)) NDF.

1 zingsnis: paSaliname implikadgij
(p—>(qAT) ~ ~(=pv (GAD).

2 Zingsnisjkeliame neiginiug skliaustus:
2(=pv(gan) ~ pA(@AT) ~ pAa(2gv ).

3 Zingsnis: taikome distributyvumeshi:
PA(=qvan) ~ (PA=Q)v (pA ).

Suprastinti gra ka. Gavome NDF.o
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Pastaba
Formulei gali egzistuoti kelios NDF.

Pavyzdys
Formuk
(PA=gAD)V((PA=GA=T)V(PA-T)
taip pat yra formus iS praeito pavyzdzio NDF. Lengva tisitikinti, patikrinus, kad
tai i tikro yra NDF ir kad Sios formés yra ekvivaletios.

ISvada

Kiekvienai formulei egzistuoja jai ekvivalenti foryul kurig jeina tik neiginys,
konjunkcija ir disjunkcija, ir neiginys yra tik prie Kintagu.

Griztant prie kontaktini schen, dabarisitikinome, kad tikrai bet kuriai formulei
egzistuoja kontaktinschema, kuri praleidzZia srevada ir tik tada, kai ta formélyra
teisinga.

2) Normalioji konjunkcine forma

Apibr ézimas

Elementaria disjunkcija (EDyadiname logia formuk, i kurig jeina tik loginiai
kintamieji ir jy neiginiai, sujungti disjunkcijomis.

Pavyzdys

Formuks p v —p2, =p v —q Vv I, q,—ps yra elementarios disjunkcijos.

Kiekviena elementari disjunkcija yra arba t&pateisinga, arba klaidinga tik su
viena interpretacija. IS tilgry, jei | elementa disjunkcip ieina kuris nors kintamasis
ir jo neiginys, tai jinai yra tag#ai teisinga.

Pavyzdys

Formuk —p v q v r v —q yra tapaiai teisinga, nes

—pvavrv—g~—-pvrv(@v—-Qq) ~ (pvrnvt~t o

PrieSingu atveju, jinai klaidinga su vienintele interpretacija.

Pavyzdys

Formuk —p v g v r yra klaidinga, kai-p, g ir r yra klaidingi, tai yra, kaip =t, q =
k ir r = k, o visais kitais atvejais bus teisinga, nes bent viéghas, q ir r bus
teisingas.

Apibr éZimas.

Normaligja konjunkcine forma (NKF)ladiname formugl kurios pavidalas yra
_EZl Di, kur D — elementarios disjunkcijos, m1. Formuks Q normaliaja konjunkcine

formavadiname jai ekvivaleiny NKF.

Pavyzdys
Formuks (p v —ps) A (=p1Vv —p2 Vv Ps) A psir =p v —q v r yra NKF.

Teorema
Kiekvienai loginei formulei egzistuoja NKF.

Pirmas jrodymas Sudarome formgk teisingumo lentel ir i$ jos gauname
formulés NKF tokiu lidu: imama tik tas lentes$ eilutes, kur formuk reikSné yra k,
ir i$ kiekvienos tokios eilés suformuojame vienelementatj disjunkci, konstang
k keisdami atitinkanmy logini kintamaji, o konstanit —i jo neigin.
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Parodysime pavyzdZziu. Tarkime, forrasllQ(p,q,r) teisingumo reikSmi lentek
yra parodyta deSée. Turime tris eilutes, kuriose fornégl

reikSmé yra k. Kiekvienai eilutei kefiame k i atitinkamy b ? : Q(pk,q,r)
kintamaji, t —i jo neigin. IS pirmos eiluts gauname elementari { | ¢ | | K
disjunkcip —p v =g v —r, iS antrosap v —q v r, iS SeStos ¥ ¢ | k| t t
—q v r, ir imame y konjunkcip: P(p,q,N=(-pv -qv =N A t|klk t
(Apv—=gvr)A(Pv-=qgvr).Taiir bus formusQ(p,q,r)NKF. k|t |t t
IS tikro, pirma elementari disjunkcija klaidinga tik < k|t |k k
interpretacijap=t, g=t, r=t, antra sy=t, g=t, r=k, tredia sup=k, Kk |k |t t
g=t, r=k, tockl ju konjunkcija klaidinga tik su Siomis trimisk | k | k t

interpretacijomis, o su kitomis — teisinga. Taigi, forasul
P(p,q,r) teisingumo reikSmi lentek sutampa su formés Q(p,q,r) teisingumo
reikSmy lentele, todl jos ekvivalegios. Ir formuk P(p,q,r) yra elementaui
disjunkciju konjunkcija, todl P(p,q,r)yra formuks Q(p,q,r) NKF.

O ka darome, kai formék reikSné niekada netina k, tai yra, kai formul yra
tapaiai teisinga ? Tokiu atveju jos NKF yra bet kuri téjpa teisinga NKF,
pavyzdziui, pv =p. O

Antras jrodymas AnalogisSkas jrodymui apie NDF, tik tr&ajame zingsnyje
naudojame kit distributyvumo dsni:

pv(@&rn ~ (pva)&(pvr). o
Pavyzdys
Norime rasti formuds —(p — q) v r NKF.
1 Zingsnis: paSaliname implikagij
—(pPp—=>qg)vr~ =(=pvqg)vr.

2 Zingsnisjkeliame neiginiug skliaustus:
—(=pvgvr~((pP&-q)vr.

3 Zingsnis: taikome distributyvumaeshi:
P&—qvr~(pvnN&(=qvr).

Suprastinti Bra ka. Gavome NKF.o

Pastaba
Formulei gali egzistuoti kelios NKF.

3) Tobulos normaliosios formos

Apibr éZzimas

Elementarioji konjunkcija vadinamabula jei ; jq po viem kartg jeina kiekvienas
kintamasis arba jo neiginys.

Tobulas elementarias konjunkcijas sutrumpintai &ime TEK.

Pavyzdys

Formuks (p & Q) v (-p & q & —r) v (—p & —q & —p & r) antroji elementari
konjunkcija yra tobula, o pirmoji ir té&ji — ne, neg pirma ngeina nei kintamasis r,
nei jo neiginys, q trecia kintamojo p neiginy$eina du kartus.

Apibr éZimas

Formules NDF vadinamatobula jei jos visos elementarios konjunkcijos yra
tobulos.

Tobulas NDF sutrumpintai zy¢ésime TNDF.

25



Pavyzdys
Formuks
(P&Q)v (—p & —0),
—p&g&nNv(E=p&gq&-rNv(pP&—-qé&r)
yra TNDF, o
P&gv(E=p&—-q&r),
(P&gé&—p)v(—p &—Qq)
néra TNDF.
Pastaba
Dvi TNDF laikome lygiomis, jei sutampgjas ieinartios TEK. J; iSsictstymo
tvarka reikSms neturi.

Teorema
Kiekvienaijvykdomai loginei formulei egzistuoja vieniat@NDF.

[rodymas Jei formué néra tapdiai klaidinga, tai konstruodami jos NDF iS
teisingumo lentéls, gauname jos TNDF, naskiekviern elementat konjunkcip
ieina kiekvienas kintamasis arba jo neiginys po ai&arty. Ir Sita TNDF yra
vienintek, nes kiekvien interpretacy, su kuria formu teisinga, atitinka viena tobula
elementari konjunkcija. IS tikro, jeiguaty dvi skirtingos formuis TNDF, taii jas
jeity skirtingos TEK, taigi, Sios TNDF iy teisingos su skirtingomis
interpretacijomis, o tai prieStarauja tam, tad foimuh ekvivalenti savo TNDFo

Pastaba
Jei formut nérajvykdoma, jinai neturi TNDF.

Teorema

Dvi jvykdomos formuds yra ekvivaletios tada ir tik tada, kaiy TNDF yra lygios.

[rodymas

“=" Ekvivalertiy formuliy teisingumo lenték sutampa, tad is ju sukonstruotos
TNDF taip pat sutaps.

“«<=” Tarkime, kad dvi formuds turi & paia TNDF. Jos abi yra jai ekvivaléios,
tockl jos yra tarpusavyje ekvivaléios. o

Jei turime formus NDF, h galime suvesti TNDF, naudodamijdogikos dsni:
K ~ (K&p) v (K&-p),
kur K yra elementari konjunkcija. Si taisykbarodo, kaip mes fiktyviai galime
prirasyti tikstamy kintamaji p.

Prirag trikstamus kintamuosius galime gauti, kad kai kurios EK kartojasi. Tokiu
atveju galime pasinaudoti logikogghiu pv p ~ p, ir i$ besikartojatiy EK palikti tik
viena.

Pavyzdys

Formuk p v (—=p & —q) v —g yra NDF, bet ne TNDF. Pirmoje elementarioje
konjunkcijoje tiiksta q arba-q, tretioje — p arba-p. PriraSome juos fiktyviai:

pv(=p&—-q)v—-q ~
~ P&V (P &-q V(P &-0)V (-0 &Pp)V (-9 &-p) ~

~ P&V (P& —q)v (—p&-0a).
Gavome TNDF.o
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Apibr ézimas
Elementarioji disjunkcija vadinam@bulg jei j ja po viem kartg jeina kiekvienas
kintamasis arba jo neiginys.

Tobulas elementarias disjunkcijas sutrumpintai &jime TED.

Apibr éZimas

Formules NKF vadinamatobula, jei jos visos elementarios disjunkcijos yra
tobulos.

Tobulas NKF sutrumpintai zyésime TNKF.Dvi TNKF laikome lygiomis, jei
sutampg jasieinartios TED. J iSsidtstymo tvarka reikSgs neturi.

Pavyzdys
Formuk (pv q) & (—p v q) yra TNKF.

Teorema

Kiekvienai loginei formulei, iSskyrus tafjai teising;, egzistuoja vienintel
TNKEF.

[rodymas AnalogiSkas teoremos apie TNRBdymui. o

Pastaba
Tap&iai teisinga formud neturi TNKF.

Teorema
Tarkime, turime dvi formules, kuriogma tapaciai teisingos. Jos yra ekvivaléns
tada ir tik tada, kaig TNKF yra lygios.

[rodymas AnalogiSkas teoremos apie TNRBdymui. o

Jei turime formuis NKF,  galime suvesti TNKF, naudodamijdogikos asni:
D~ (Dvp)&([Dv-p),
kur D yra elementari disjunkcija. Jei gauname Kkelias vienodas meienas
disjunkcijas, galime suprastinti pagal logikasa p & p ~ p.
Apibr éZzimas
Formulks ekvivalertiu pertvarkymuvadinsime jos suvedimi jai ekvivaleig
formule, naudojant logikos ébnius.

Pavyzdys
Atliekame formués ekvivalegius pertvarkymus:
(Pla=>r~=plavr~ =(=(p&a)vr~ (p&ag)vr.

Teorema

Bet kurias dvi ekvivaleias formules galima ekvivaléiais pertvarkymais suvesti
viery | Kitg.

Jrodymas Zinome, kad abi ekvivaléias formules galima ekvivaléiais
pertvarkymais suvesti ta paia TNDF (arbai TNKF). Todl atvirkstiniais
ekvivalertiais pertvarkymais galime TNDF (arba TNKF) suvesias. Todl, kad
suvestume vienformul i kita, iS pradzy pirmaja suvedame TNDF (arba TNKF), o
paskui atvirkstiniais ekvivaléiais pertvarkymais TNDF (arba TNKF) suvedaine
antrja formule. o

4 Loginés iSvados
Logika yra mokslas apie taisyklingus samprotavimaus, t.y. apie iddus,

leidziartius iS teising teiginiy gauti teisingas iSvadas. Tokius samprotavirndus
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mes, apie tai visai negalvodami, vartojame kiekyieiern. Siame paragrafe mes
suzinosime, kogl jie taisyklingi.

Apibr ézimas

Teiginiy seka vadinamasamprotavimu Visi jo teiginiai, iSskyrus paskufin
vadinamiprielaidomis o paskutinis vadinamaSvada

Paprastai samprotavimas uzraSomas taip:A8, ..., A, ..B, kur Ay, Az, ..., Ay
yra prielaidos, o B — iSvada. Simboliskaitomas “todl”. Kartais raSoma stulpeliu:
Al Al
Az Az
: arba :
An An
-.B ~.B
Apibr éZimas

Samprotavimas vadinamagagisty, jei iSvada yra teisinga su kiekviena
interpretacija, su kuria visos prielaidos yra teisingos.

Pastaba
Jei rera tokn interpretaci, su kuriomis visos prielaidos aty teisingos,
samprotavimas laikomas pagiu.

Pavyzdys

Nustatysime, ar samprotavimas “Knyga yra ant stalo arba ant lento®sira
ant lentynos. Tad jinai yra ant stalo.” pagstas, ar ne.

Pazynékime raide p teigin“Knyga yra ant stalo”, o raide g — “Knyga yra ant
lentynos”. Tada duatsamprotavim bus galima uzraSyti taip: p 0 ‘ q ‘ bV ‘ _q
v q,—q ..p. Pagal apiliZzima, reikia imti visas interpretacijas, sty

kuriomis pv q ir —q yra teisingos, ir patikrinti, ar su jomis p yra |t< ;[ ¢
teisinga (Zr. deSije). Matome, kad tokia éta tik viena ¢ t K
interpretacija (p = t, g = k), ir su ja p yra teisinga. diatliotas kKlkl K ¢

samprotavimas yra pagtas.o

Teiginys
Samprotavimas AA, ..., A .. B yra pagystas tada ir tik tada, kai formel(A, £
A& .. & A) — B yratapdiai teisinga.

Irodymas

“=" Tarkime, kad samprotavimas;AA,, ..., Ay .. B yra pagistas.[rodysime,
kad formut (A1 & A& ...& Ay) —» B yra tapdiai teisinga.

Imkime bet kura formulés (A& A2 & ...& An) — B interpretach. Reikiajrodyti,
kad Sita formu yra teisinga su Sita interpretacija.

Jei su Sita interpretacija bent viena iS formuli, Ao, ..., Asyra klaidinga, tai A
& A & ...& Ap yra taip pat klaidinga, tétlformulé (A1 & A2 & ...& A,) — B yra
teisinga.

Jei su Sia interpretacija visos forresilA;, Ay, ..., A, yra teisingos, tai pagal
pagisto samprotavimo api&Zima formulé B taip pat yra teisinga, tédformulé (A;
& A& ...& A,) — B yra teisinga.

Todkl su bet kuria interpretacija formu(A1 & A2 & ...& A,) — B yra teisinga.

“<” Tarkime, kad formd (A1 & A2 & ...& A,) — B yra tapaiai teisinga.
Irodysime, kad samprotavimasg,A., ..., A, .. B yra pagistas.
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Tarkime, kad prielaidos A A, ..., A, yra teisingos. Reikigrodyti, kad iSvada B
yra teisingalrodysime prieStaros metodu. Tarkime, &anteisinga. Tada gauname,
kad (Ac& A2 & ...& An) — B yra klaidinga, nes A& A& ...& A, yra teisinga, o B
yra klaidinga. Taigi, gauname priestaiam, kad (A & A2 & ...& Ap) —> B yra
tapaiai teisingao

Matome, kad kiekvien pagista samprotavim atitinka logikos dsnis, todl
pagisti samprotavimai irgi kartais vadinami logikassdiais.

Pavyzdys

Patikrinsime, kad paggtas samprotavimas
iS paskutinio pavyzdzio tikrai atitinka tafai Ii) | ? | p\; g ‘ (bv q)k& —q ‘ Q(IC:,C])
teisingy loging formulg, ty., kad formul tlkl ¢ t t
Q(P.a)~ ((pPv a) & —a) - p yra tapéiai | || k t
teisinga (zr. desije). kKlkl k K t

Savyhes

Tarkime, kad samprotavimas,Ay, ..., A .- B yra pagystas. Tada:

1) Jei visos prielaidos A Ay, ..., A yra tapaiai teisingos, tai ir iSvada B yra
tapaciai teisinga.

2) JeiA&L A &L .. & A, yra tapaiai klaidinga, tai B gali lati bet kokia formud.

3) Jei B yra tapdai teisinga, tai prielaidos A Ay, ..., A gali bati bet kokios
formules.

Irodymas
Tiesiogiai iSplaukia iS pagsto samprotavimo api&imo. o

IS antros savyds matome, kad jei A& A& ...& A, yra tapdiai klaidinga, tai bet
kokia formuk B yra formuliy Ay, Ao, ..., A, iISvada.

Pavyzdys

“Dabar lyja. Dabar nelyja. T@étl drambliai moka skraidyti.” Tai paggtas
samprotavimas, bet i§ jo samprotaujant jokios naudos, nes jo laitStarauja
viena kitai. 1Sskirsime tokius samprotavimus.

Apibr ézimas

Samprotavimas vadinamaetinkamu,jei jo prielaidos prieStaringos, t.y., jei jo
prielaidy konjunkcija yra tapéai klaidinga, ir tinkamuprieSingu atveju

Taigi, ieSkome pagsty tinkamy samprotavim. Turédami to samprotavim, jo
pagalba galime gauti teisingas iSvadas iS teisprgelaidi.

Apibr ézimas

ISvedimo taisyld yra pagistas samprotavimas.

Turime, kad kiekviea logikos dsnj, kurio pavidalas yra (A& A2 & ...& Ap) >
B, atitinka iSvedimo taisyklA;, A, ..., Ay .. B.

Pavyzdys
p — (p v q) yra logikos dsnis, todl galioja iSvedimo taisyklp .. pv g (t.y.
formulé p v q yra iSvada iS prielaidos p).

Stai daZniausiai naudojanigvedimo taisykli saraas:

1) p..pvq (prijungimas)
2) p&q..p (atskyrimas)
3) p, g.p&q (konjunktyvus sujungimas)
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4) pvqg,—q..p (disjunktyvus silogizmas)

5 p—q,p-.q (modus ponens, arba teisingos iSvados taipykl
6) p—>Qq,—q..—p (modus tollens, arba neteisingos iSvados taiyykl
7) p—~>q..—-g—>—p (kontrapozicija)

Kiekvien iS Siy iSvedimo taisykl galimajrodyti, naudojant teisingumo reikSimi
lenteles. Pavyzdziui, pirmame Sio paragrafo pavyzdymeme disjunktyvaus
silogizmo taisyks.

Stai pavyzdziai, iliustruojantys duotas ivedimo taisykles.

1) AS negstu ledus. Tod as negstu ledus arba cepelinus.

2) AS megstu ledus ir cepelinus. TéldaS negstu ledus.

3) AS megstu ledus. AS ggstu cepelinus. Tatlas negstu ledus ir cepelinus.

4) (pirmas Sio paragrafo pavyzdys)

5) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaitra. Siandien sekmadienis. Tebd

paskait; néra.

6) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaira. Paskaitos yra. TédSiandien ne

sekmadienis.

7) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaitra. Tocl jei paskaitos yra, tai Siandien

ne sekmadienis.

AiSku, iSvedimo taisykli yra Zymiai daugiau. Jei mes gauname jkokup
pagista samprotavim, tai ji irgi galime naudoti kaip iSvedimo taisykl

Yra keli badai nustatyti, ar samprotavimas, A, ..., A .. B yra pagistas.

1 badas

Naudojands tuo, kad Sis samprotavimas yra psigis tada ir tik tada, kai login
formule (A1 & A, & ... & A)) —» B yra tapéiai teisinga. Taigi, naudodami
teisingumo lentel arba logikos ésnius, patikriname, ar Si formiulyra tapdiai
teisinga. Beje, Siuodalu galime patikrinti ir ar samprotavimas yra tinkamas. Bet jei
kintamyju daug, tai teisingumo lentelbus labai didel, pavyzdZiui, jei turime 5
kintamuosius, tai lent&gle bus 32 eilus, jei 6 — 64, ir t.t. Tod naudojami ir Kiti
budai.

2 badas (loginé lygtis)

Bandome iSspsti logire lygti (A1 & A2 & ... & A;) —> B = k. Jei randame bent
viemg sprendin, reiSkia, kaiéje lygybés pusje esanti formu néra tapdiai teisinga,
todkl ja atitinkantis samprotavimas:ma pagistas. 1S kitos pus, jei parodome, kad
lygtis sprendini neturi, tai reiSkia, kad kaie lygybés pusje esanti formud yra
tapaiai teisinga, todl ja atitinkantis samprotavimas yra pggas. Si lygtis lengvai
susivedd lygciu sistem

A=t,
A, =t,

A =t,
B=Kk.

Sia lyggiu sistem bandome dar smulkinti, o paskui perrinjame variantus arba
bandome atsi sprendin.

Pavyzdys
Tarkime, turime samprotaviyp — q, gq— r .. r. J atitinka logire lygtis
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(p—>q)&(@-r1)—>r=k
Sprsdami S lygti, gauname lygu sistem
p—> g=t
qor=t
r=k

IS tretios lygties r = kistatomej antr, gauname lygtq — k = t, kurg iSsprend
gauname g = Kstatome taj pirma lygti, gauname p»> k = t, toctl p = k. Gavome
sprendin p = k, g = k, r = k. Sprendinys i$ tikro tenkina Bigtj, tai yra, egzistuoja
interpretacija, su kuria lygties kaipus yra klaidinga, taigi, samprotavimasra
pagistas.

3 biudas (formaliosios dedukcijos metodas)

ISvedame iSvag nuosekliai, zingsnis po zingsnio, iS dwgirielaid;, naudodami
iSvedimo taisykles ir logikos égnius. Kiekvieno Zzingsnio rezultatas yra nauja
prielaida tolesniems iSvedimo zingsniams.

Pavyzdys
Irodykime, kad samprotavimas
pvqg,g—or, (paAS)—> Vv, r,q—> (UAS)..V
yra pagistas.
Patogumo édei prielaidas numeruokime ir raSykime stulpeliu. &#vad, Salia
parasome, kokia iSvedimo taisykle naudojantis ir iS kqkielaidy ji gauta. Gautas
iSvadas naudojame kaip prielaidas tolesniuose iSvedimo Zingsniuose.

1. pvqg

2. Qgor

3. (pas)—>v

4. —r

5. q—> (UuAs)

6. —q (modus tollens is 2, 4)

7. p (disjunktyvus silogizmas 1,6)

8. uas (modus ponens 5, 6)

9. s (atskyrimas 8)
10. pas (konjunktyvus sujungimas 7, 9)
11. v (modus ponens 3, 10)

Irodeme, kad samprotavimas yra pegas, nes iS duotprielaid; gavome iSvaal
naudodamiesi iSvedimo taisygkhis.

Sis ir du toliau pateikti #dai naudojami samprotavimo p@gjumui jrodyti.
Nepagistumo jais ngodysime, nes jei negauname reikiamos iSvados, tai dar
nereisSkia, kad jos mmanoma gauti, gaiit tik mes to nesugebame. Tbd
nepagistumasgrodinéjamas dviem pirmaisialais.

4 budas (salyginio jrodymo metodas)

Naudojamas tada, kai iSvada yra implikacija, tai yra>AB pavidalo formu,
arba disjunkcija, kuri lengvai perdirbamamplikacija pagal implikacijos paSalinimo
désn. Taip pat gali bti naudojamas kaip dalis ilgesnio iSvedimo pagal forsjali
dedukcip.

Taisykk tokia: jei, paday laiking prielaich p, galimejrodyti, kad galioja teiginys
g, tai galime padaryti iSvadkad formu¢ p — q yra teisingada ir toliau “teiginys
galioja” reiSkia “teiginys yra teisingas”).
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Pavyzdys
Irodykime, kad samprotavimas\AB — C .. A — C yra pagistas.

1. AvB->C
— 2. A (laikina prielaida)
3. AvB (prijungimas 2)
4. C (modus ponens 1, 3)
5. A->C (;alyginis jrodymas 2 — 4)

Cia $ita linija mes pazysjome laikinos prielaidos galiojimo stit

Pastabos

1. Neuzmirskite “atsisveikinti” su laikina prielaida, t.y. uzdafgs galiojimo
srities.

2. Nei viena prielaida iS laikinosios prielaidos galiojimo sritiesgali kit
naudojama uz Sios srities wyib

3. Jei laikinyjy prielaidy padaroma daugiau nei viena,galiojimo sritys arba turi
nesikirsti, arba turi #iti viena kitoje, t.y. y galiojimo sritis Zymigios linijos
neturi kirstis. Pavyzdziui, jei laikipprielaidy yra dvi, jos viena kitos atzvilgiu
turi bati iSsidesciusios vienu i$ $i dvieju bady:

P1 (laikinoji prielaida)
Q
P1— b (Salyginis jrodymas)
~ o (laikinoji prielaida)
a2
p2— O (salyginis jrodymas)
arba
— > P (laikinoji prielaida)
— p, (laikinoji prielaida)
g2
p2— @ (salyginis irodymas)
o
pP1— G (salyginis jrodymas)

5 biudas (prieStaros metodas, arba netiesiogirosymas)

Jam tinka viskas, kas pasakyta apigygnio irodymo metod, iskaitant ir
pastabas apie laikinos prielaidos galiojimojsdttaisyke yra tokia: jei, padarlaiking
prielaidy p, galime iSvesti prieStaraving & —q, tai galime padaryti iSvadkad—p.

Pavyzdys

Irodykime, kad samprotavimas-#4 (B & C), B .. —A yra pagistas.

1. A>(B&C)

32



2. B
— 3. A (laikinoji prielaida)
4. B&C (modus ponens 1, 3)
5 B (atskyrimas 4)
6. B&B (konjunktyvus sujungimas 2, 5)
7. A (priestaros metodas 3 — 6)
5 Predikatai

Panagrigkime kelis pavyzdZzius:

1. nyra pirminis sk&ius.

2. Du iksai plius vienetas yra daugiau uzjrittumpiau: 2x+1>0).

3. atb=b-a.

IS pirmo Zvilgsnio atrodyt, kad Sie sakiniai kazkteigia, kad jie yra teiginiai.
Taciau ka jie teigia — tieg ar netieg — nustatyti negalime, nes Sie sakiniai priklauso
nuo kintamyjy. Pa&me vierg kintamojo reikSm, galime gauti teisingteigini, pa&me
kita reikSng — neteising. Pavyzdziui, pirmas sakinys yra teisingas, kai n = 2, ir
neteisingas, kai n = 4.

Apibr éZimas

Predikatu vadinamas sakinys su baigtiniu skami kintamyjy, kuris tampa
teiginiu, vietoj kintamjy jrasius konkréias jy reikSmes. Kintamojditimo sritimi
vadinama aib reikSmiy, kurias galimastatyti vietoj kintamojo.

Pavyzdziui, trecia sakin vietoj kintamyjy a ir bistafius reikSmes atitinkamai 3 ir
5, gausime teigin“3+5=5-3", kuris yra klaidingas teiginys. Tie sakinio kintamju
a ir b kitimo sritis gali bti, pavyzdZziui, sveilgju skatiy aibé Z, racionalyju skatiy
aibé Q, realyju skatiy aike R ir kt.

Predikatus Zymsime didziosiomis raimis, tarp skliaust nurodydamij juos
ieinartius kintamuosius. Pavyzdziui, 1—3 sakinius galime padyatitinkamai T(n),
P(x) ir R(a,b).

Matome, kad predikatgalime laikyti funkcija, priklausaima nuo kel kintamyju,
kuri, istafius reikSmes vietojut kintamyju, igyja reikSme t arba k, priklausomai nuo
to, ar gauname teisindeigini, ar klaiding. Pavyzdziui, T(n) yra funkcija, kuigyja
reikSne t, kai n yra pirminis, ir k prieSingu atveju.

Taigi, i predika vietoj kintamyju ira% konkretias reikSmes, gauname teigilira
ir kitas kudas iS predikato gauti teiginpriraSant “egzistuoja” arba “kiekvienam”.
Pavyzdziui, pirm predikag galime paversti teiginiu tokiugolu:

“Egzistuoja ne N toks, kad n yra pirminis skaus”
(¢iaN={0, 1, 2, 3, ...} yra nairaliyju skatiy aibeé). IS tikro, Sis sakinys yra teiginys,
nes galima nustatyti jo teisingumo reiks(tai teisingas teiginys). Taip pat ir sakinys
“Kiekvienas ne N yra pirminis skaiius”
yra teiginys (klaidingas). Sutrumpintai Siuos teiginius galima uzraSytikatinai
dne N T(n),ir
VneN T(n).

Zenklai 3 ir vV vadinami atitinkamaiegzistavimo ir visuotinumo (bendrumo)
kvantoriais Jie skaitomi atitinkamai “egzistuoja” (“yra”) ir “kiekwam” (“su
visais”). Kintamojo kitimo sritis gali #ti nenurodoma, jei ji yra humanoma arba
nesvarbi, tokiu atveju galime tiesiog rasyti, pavyzdadn, T(n).
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Teiginio su kvantoriais reikSgn galima iSreiksti per teiginius be kvantari
Tarkime, kad Q(x) yra predikatas, eR (D — kintamojo x kitimo sritis). Tada:
1) Teiginys ‘VxeD Q(x)” yra teisingas tada ir tik tada, kai teiginys Q(a) yra
teisingas kiekvienameD.
2) Teiginys 9xeD Q(x)” yra teisingas tada ir tik tada, kai teiginys Q(a) yra
teisingas bent vienane®.

Pavyzdys

Jei D ={a, b}, tai
vxeD Q(x) ~ Q(a)a Q(b),
IxeD Q(x) ~ Q(a)v Q(b). o

Kaip ir visus teiginius, teiginius su kvantoriais galima panelgtngvaisitikinti,
kad:

—(VxeD Q(x)) ~ IxeD —Q(x), ir

—(3xeD Q(X)) ~ ¥xeD =Q(X).

Predikatus, kaip ir teiginius, galima jungti logmis operacijomis. PavyzdZiui, jei
P(x) ir Q(x) yra predikatai, D, tai galime sudaryti predikatusP(x), P(x)&Q(x),
P(X)—Q(x) ir t.t.

Pavyzdys

Jei P(x) yra predikatas “x yra pirminis”, Q(x) — “x yra ig$”, xeN, tai
predikatas P(x)&Q(x) yra “x yra pirminis ir lyginis”. Pazgkime ji R(x). Tada R(2)
yra teisingas teiginys, o R(3) — klaidingas.

Turédami kol nors predikat P(x), kintamojo x kitimo sritgalime padalinti dvi
dalis: | tuos x, su kuriais P(x) yra teisingas teiginysj tuos x, su kuriais tai yra
klaidingas teiginys. Tafd kiekvienas predikatas P(x) apéiifa ailkg, vadinam
teisingumo reikSmi aibe (arba tiesiogeisingumo aibg zymima {x | P(x)} arba {x :
P(x)}, kuri yra aile ty x reikSmiy, su kuriomis P(x) tampa teisingu teiginiu. Vadinasi,

e jei P(a) yra teisingas, taedx | P(x)},

e jei P(a) yra klaidingas, taigdx | P(x)}.

Pavyzdziui, jei P(x) yra antras predikatas i$ paragrafo pradaiom, teisingumo
reikSmi aiké yra

{X|PX)}={x|2x +1 >0} = (-1/2)0).
Si intervah gauname iSspreachelygyle 2x + 1 > 0, t.y. rag tas x reikdmes, su
kuriomis predikatas 2x + 1 > 0 tampa teisingu teiginiu.

Kadangi bet kuri lygtis, nelygybar ju sistema yra sakinys su kintamaisiais, tai
jinai yra predikatas.aJiSspesti — reiSkia rasti to predikato teisingumo reikgraibe.

Beje, su zymjjimu {x | P(x)} jau susidréme, mokydamiesi aibiteorijos. Tada
salkkme, kad tai yra atb elemeng X, tenkinadiy savyle P. Dabar matome, kad
savyles matematiskai yra apraSomos predikatais.

Kaip patikrinti, ar samprotavimas pggas, ar ne, jei ji ieina teiginiai su
kvantoriais ?

Pavyzdys

Turime tok samprotavim:

Bet kas, turintis laiko ir kantrnds, gaéty susiremontuoti savo masginDeja,
daugyle zmoniy skundziasi, kad negali patys susiremontuoti masinos. Tai reiSkia
daugybei Zmonij tiesiog tiiksta kantrybs.

UzraSykime j matematiSkai. Galime pazyntokius predikatus, kur kintamojo x
kitimo sritis — vig; Zmoni; aike:
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L(x) — “x turi laiko”,
K(x) — “x turi kantrykes”,
M(x) — “x gali susiremontuoti savo magin
Tada samprotavimas galitouzraSytas taip:
VX ((L(X) A K(X)) — M(X)), 3x —M(X), .. Ix =K(X). O

Samprotavim, | kuriuosieina kvantoriai, pagstumui nustatyti naudojame tuos
pa&ius kadus kaip ir samprotavimams be kvaniortik dar jvedame papildomas
taisykles kvantoriams panaikintijwesti.

1 badas (nepagistumuijrodyti)

Suvedamse logine lygti ir sprendziame, kaip ir samprotavimams be kvautori
Vienintelis keblumas — i$ teigipireikia paSalinti kvantorius. Tai darome tokitdo.
Tegu D ={a, &, ..., &} yra kintamojo x kitimo sritis. Tada

vxeD P(X) ~ P(@) AP(&) A ... A P(a), ir

dxeD P(x) ~ P(@) v P(a) v ... v P(a),
t.y. visuotinumo kvantou galime iSreiksti konjunkcija, o egzistavimo kvantor
disjunkcija.

Jei aile D yra dide¢, tai Si konjunkcija ar disjunkcija gausis stidga. Laimei,
uztenka parodyti, kad samprotavimas nefsgs kuriame nors Kkitimo srities
poaibyje, kad jis Bty nepagistas visoje kitimo srityje. Kai kuriems samprotavimams
uztenka imti poaibi$ vieno elemento, pavyzdZziui, kesamprotavim jeina teiginiai
tik su vienos #Sies kvantoriumi, pavyzdziui, tik su visuotinumo kvantoriumi. Kai
ieina abu kvantoriai, dazniausiai reikia imti paagudary4 iS bent dviej element,
nes ailsje iS vieno elemento visuotinumo ir egzistavimo kvantoriai sutafispikro,
jei D={a}, tai VxeD P(x) ~ IxeD P(x)).

Tais atvejais, kai samprotavimo nepagirmas ngodomas aibei IS dvigj
element, jis gallit gali bati jrodytas didesnei aibei. Galima parodyti, kad uztenka
samprotavimo pagstuny patikrinti visose aibse, kuri elemeni skatius nevirsija
2" kur m —{ samprotavim jeinartiy predikat, skatius. Jei jose neparodysime
samprotavimo nepaggtumo, tai samprotavimas pgias.

Pavyzdys
Parodysime, kad pereito pavyzdzZio samprotavimas ngpagyr Parodykime tai
kintamojo x kitimo srities — vis zmony, ailbés — poaibiui D iS dviej elemeni, D =
{a, b}. Tuo p&iu samprotavimas bus nepgias ir aibei i$ vis Zmoniy.
Turime:
VX (L(X) A K(x)) = M(x) ~ ((L(a) A K(@)) = M(@)) A ((L(b) A K(b)) = M(b)),
ax _lM(X) -~ —|M(a) Vv —|M(b),
Ix -K(x) ~ =K(a) v =K(b).
Pazyntkime:
L@ =p,  L(b)=p
K@ =a  Kb)=c,
M(a@) = n, M(b) = ro.
Turime parodyti, kad samprotavimas
PrAg—o>r)APA G ), -l Vv -l o =01V
yra nepagstas. Tam bandysime rasti loggnygties
PrA@or)A(PAGRD ) A (=M V —r) > (-0 v =) =K
bent vier sprendin. Gauname sistem
PrAQL—>r1 =1,
PoAC—>TI2= t,
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—rv-rn=t,
—|q1 \Y4 —|q2 =k.

IS ketvirtos lygties iSkart gauname, kad; = —q, = Kk, tai yra g = ¢ = t. Kity
kintamyjy reikSmes bandome kazkaip parinkti, pavyzdziui, iSidelygties matome,
kad arba abury ir —r; igyja reikSmes t, arba vienas ig Pradziai tarkime, kaer; =
—r; = t. Jei sprendini nerasime, nagrésime likusius atvejus. Taigig = r, = k.
Istatome pirmas dvi lygtis ir gauname

piart— k=t,
poAt— k=t
i$ kur iSvedame jp= p; = k. Taigi, gavome lygties sprendgin
pr=k,p=k,ga=t,a=t,n=k r=Kk,
todkl samprotavimas nepagtas aibei iS dvigj element (Zmoniy)), 0 tuo péiu
nepagistas ir vig Zmoni aibei. o

2 badas (pagtistumuijrodyti)

Naudojame tuos gais metodus (formalios dedukcijosalyginio irodymo,
prieStaros), kaip ir samprotavimams be kvamtotik dar pridedame kvantari
paneigimo taisykles ir Sias keturias iSvedimo taisykles, leidizarpasalinti irivesti
kvantorius.

1. vx P(x).. P(a), kur a zymi bet kutaisvai pasirinki objekg iS kintamojo x
kitimo srities (universali instanciacija, sutrumpintai Ul, — uwag8numo
kvantoriaus pasalinimas).

2. P(a).. vx P(x), su slyga, kad a — simbolisyestas taikant Ul (universali
generalizacija, UG, — visuotinumo kvantoriausdimas).

3. Ix P(x) .. P(a), su ayga, kad a — dar nepanaudotas simbolis (egzistencin
instanciacija, El, — egzistavimo kvantoriaus pasalinimas).

4. P(a) .. Ix P(x), kur a — bet kurio objekto simbolis (egzisteacin
generalizacija, EG, — egzistavimo kvantorigzedlimas).

Pavyzdys

Turime tok samprotavim:

Yra ne vienas muzikantas, kuris sawnelaiko krepsinio sirgaliu. Lietuviai, kaip
Zinia, — visi yra didesni ar mazesni krepsinio ggb Taigi, dalis muzikant, iSeity,
néra lietuviai.

UzraSykime j matematiSkailveskime tokius predikatus, kur kintamojo x kitimo
sritis yra viss Zmoni; aibe:

M(x) “xyra muzikantas”,
K(x) “xyra krepSinio sirgalius (geds)”,
L(x) *“xyra lietuvis”.

Tada Sis samprotavimas uzsirasys taip:

Ax (M(X) A =K(x)), VX (L(X) > K(x)) .. 3x (M(X) A =L(x)).

Irodykime, kad jis pagstas.

1. Ix (M(X) A =K(x))

2. VX (L(x) > K(x))

3. M(@)A —=K(a) (El'iS 1 eilugs)

4. L(a)— K(a) (U12)

5. —K(a) (atskyrimas 3)

6. —L(a) (modus tollens 4,5)

7. M(a) (atskyrimas 3)

8. M(a)a —L(a) (konjunktyvus sujungimas 6,7)
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9. Ix (M(X) A —L(X)) (EG 8) o
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