
II dalis

Aibės, funkcijos ir sąryšiai
Šita kurso dalis yra paruošta pagal dr. Valdo Diči ūno diskrěciosios matematikos paskaitų konspektus. Au-

torius noṙetų jam paḋekoti už suteiktą galimybę pasinaudoti išeities tekstais ruošiant šiuos konspektus.

1 Aibių algebra

Paprašciausias diskretus objektas yrabaigtinė aibė, todėl šiame paragrafe priminsime kai kurias aibių
teorijos sąvokas.

Aibė ir jos elementasyra pirmiṅes matematikos sąvokos (kaipskaičius, taškasir pan.), jos ṅera
formaliai apibṙežiamos. Intuityviai aibę laikome skirtingų objektų rinkiniu, o pǎcius objektus vadiname
tos aiḃes elementais. Tai, kad elementasa priklauso aibeiA, žymimea ∈ A. Jeib nepriklausoA, rašome
b /∈ A. Tuš̌cią rinkinį vadinametuščia aibeir žymime∅. AibėB yra aiḃesA poaibis(žymimeB ⊆ A),
jei kiekvienas aiḃesB elementas priklauso ir aibeiA. Tuš̌cią aibę laikome bet kurios aibės poaibiu. Aiḃes
A ir B vadinamoslygiomis(žymimeA = B), jei jos yra sudarytos iš vienodų elementų. JeiB ⊆ A ir
B 6= A, poaibįB vadinametikru (arbatikruoju, tikriniu) ir žymimeB ⊂ A. AibėsA poaibių aibę žymime
P(A). Baigtinę aibę, turiňciąn > 0 elementų, vadinamen-aibe, o bet kurį jos poaibį, turintįm elementų,
vadinamem-poaibiu (0 6 m 6 n). Baigtinės aiḃes elementų skaičius dar vadinamas josgalia. Aibės
A galia žymima|A|. Baigtinė aiḃe paprastai apibrėžiama, išvardijant jos elementus:A = {a1, . . . , an}.
Kitas aiḃes apibṙežimo b ūdas — nurodoma savybė S, kuria pasižymi tos aiḃes elementai ir nepasižymi
visi kiti objektai. Tokiu atveju naudojamas užrašasA = {x: S(x)} arbaA = {x | S(x)}. Dažnai visos
nagriṅejamos aiḃes yra poaibiai kokios nors didesnės aiḃesU , vadinamosuniversalia aibe.

Pavyzdys. Tarkime, turime aibes

A = {x: x — sveikas lyginis skaičius} = {. . . ,−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, . . .}

ir B = {−12, 6}. Tada14 ∈ A, 3 /∈ A, B yra aiḃesA tikrasis poaibis (B ⊂ A), aibėsB ir {6,−12} yra
lygios,

P(B) = {∅, {−12}, {6}, B},

|B| = 2. Universali aiḃeU gal̇etų b ūti, pavyzdžiui, sveikųjų skaičių aiḃeZ, jei mes nagriṅejame tik aibes,
sudarytas iš sveikųjų skaičių. �

Aibes patogu vaizduoti grafiškaiVeno diagramų(dar vadinamųOilerio skrituliais) pagalba. Universa-
lią aibę vaizduojame stačiakampiu, o jos poaibius — susikertančiais skrituliais. Pavyzdžiui, dviejų aibių
A ir B Veno diagrama b ūtų tokia:

Apibrėšime pagrindines aibių operacijas:

10



• Aibių A ir B sąjungaA ∪ B = {x: x ∈ A arbax ∈ B}. Ją galima b ūtų pavaizduoti tokia Veno
diagrama:

čia aibiųA ir B sąjungaA ∪ B yra nuspalvinta pilkai.

• Aibių A ir B sankirtaA ∩ B = {x: x ∈ A ir x ∈ B}.

• Aibių A ir B skirtumasA \ B = {x: x ∈ A ir x /∈ B}.

• AibėsA ⊆ U papildinys(iki aibėsU) A = U \ A = {x: x /∈ A}.

Aišku, kad aiḃeU turi b ūti nurodyta arba nuspėjama iš konteksto.

Pavyzdys. Nagriṅesime nat ūrinių skaičių aiḃesN = {0, 1, 2, 3, . . .} poaibius, t.y.U = N. Apibrėžę

N2 = {x: x dalinasi iš 2} = {0, 2, 4, . . .} ir
N3 = {x: x dalinasi iš 3} = {0, 3, 6, . . .},

gauname

N2 ∪ N3 = {x: x dalinasi iš 2 arba 3} = {0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, . . .};
N2 ∩ N3 = {x: x dalinasi iš 6} = {0, 6, 12, . . .};
N2 \ N3 = {x: x dalinasi iš 2, bet nesidalina iš 3} = {2, 4, 8, 10, 14, . . .};

N2 = {x: x nesidalina iš 2} = {1, 3, 5, . . .}.
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Aibių operacijos∪,∩ ir ¯ (papildinys) atitinka logines operacijas∨,∧ ir ¬. Todėl aibių operacijos
tenkina ḋesnius, kuriuos j ūs jau žinote iš matematinės logikos:

(1) A ◦ B = B ◦ A (komutatyvumas; čia vietoje◦ abiejose lygyḃes puṡese galime įstatyti∪ arba∩);

(2) A ◦ (B ◦ C) = (A ◦ B) ◦ C (asociatyvumas);

(3) (a) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C);

(b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) (distributyvumo dėsniai);

(4) (a) A ∪ ∅ = A;

(b) A ∩ ∅ = ∅ (tuš̌cia aiḃe∅ atitinka konstantąk matematiṅeje logikoje);

(5) A = A.

(6) (a) A ∪ A = A;

(b) A ∩ A = A (idempotentumas);

(7) (a) A ∪ B = A ∩ B;

(b) A ∩ B = A ∪ B (De Morgano dėsniai);

Aibių visumą, kurioje galioja ḋesniai (1)–(7), vadinaaibių algebra.
Pasteḃekime, kad ḋesnius (3)(b), (6)(b) ir (7)(b) galima gauti atitinkamai išdėsnių (3)(a), (6)(a) ir

(7)(a), pakeitus juose ženklus∪ į ∩ ir atvirkščiai. Pasirodo, aibių algebroje galioja taisyklė, vadinama
dualumo principu:

Jei turime teisingą aibių lygybę, sudarytą iš universalios aiḃesU poaibių ir operacijų∪, ∩ bei
¯ (papildinio), tai pakeitę abejose lygybės puṡese ženklus∪ į ∩, ∩ į ∪, ∅ į U ir U į ∅, vėl
gausime teisingą aibių lygybę.

Pavyzdžiui, iš (4) galime gauti teisingas lygybes

(8) (a) A ∩ U = A;

(b) A ∪ U = U .

Kaip galima įrodyti šiuos ḋesnius? Įrodykime, pavyzdžiui, distributyvumo dėsnį (3)(b).

Įrodymas.Kad įrodytume, kad dvi aiḃesC ir D yra lygios, užtenka parodyti, kad loginiai teiginiaix ∈ C
ir x ∈ D yra ekvivalent ūs kiekvienam elementuix. Įrodinėjame, naudodamiesi logikos dėsniais (distri-
butyvumu) ir aibių operacijų apibrėžimais:

x ∈ A ∪ (B ∩ C) ∼ x ∈ A ∨ x ∈ B ∩ C
∼ x ∈ A ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ C)
∼ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x ∈ C)
∼ x ∈ A ∪ B ∧ x ∈ A ∪ C
∼ x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). �

Nesuḋetingas aibių algebros formules patogu patikrinti Veno diagramų pagalba. Pavyzdžiui, aibių lygybę
A \ B = A ∪ B demonstruoja tokios diagramos:
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Kairiojoje diagramoje pilkai nuspalvinta aibėA \ B, o dešiniojoje diagramoje aibęA∪B atitinka ta sritis,
kuri nuspalvinta bent vienu atspalviu.

Norėdami apibṙežti paskutinę aibių operaciją, pateikiame dar keletąsąvokų.
Bet kokių objektų (t.y., neb ūtinai skirtingų) rinkin˛i vadinamešeima. Baigtinę šeimą, turiňcią m ele-

mentų, vadinamem-šeima. Sutvarkytą šeimą vadinameseka. Sekoje turi reikšmę ne tik pats objektas,
bet ir jo vieta: sukeitę du skirtingus objektus vietomis, gauname kitą seką. Baigtines sekas išm objektų
dar vadinam-vektoriais, o begalines sekas — tiesiog sekomis.m-vektoriausα = (α1, . . . , αm) i-tąjį
elementąαi vadina vektoriausα i-tąja koordinate.

Pavyzdys.A = {0, 1, 1, 1} — šeima;α = (0, 1, 0, 0) ir β = (1, 0, 0, 0) — du skirtingi 4-vektoriai;
γ∞ = 00110011 . . . — begaliṅe periodiṅe seka. �

Dažnai praleisime kablelius ir skliaustus sekų bei vektorių žymėjime, pavyzdžiui, rašysimeα = 0100
ir pan.

Netuš̌cių aibiųA1, A2, . . . , Am Dekarto sandaugavadiname aibę

A1 × · · · × Am =
{

(α1, . . . , αm): αi ∈ Ai, i = 1, . . . , m
}

.

Tai yra aiḃe visų galimųm-vektorių, kuriųi-toji koordinaṫe priklauso aibeiAi.

Pavyzdys. JeiA = {0, 1}, B = {a, b}, tai A × B = {(0, a), (0, b), (1, a), (1, b)}. �

JeiA1 = A2 = · · · = Am = A, tai aibiųA1, A2, . . . , Am Dekarto sandaugą žyṁesimeAm ir vadinsime
aibėsA m-uoju Dekarto laipsniu, o jos elementus —m-vektoriais aibėjeA (arbavirš aibėsA). Vektorius
aibėje{0, 1} vadinamebinariniais (arbadvinariais). Taigi, α ir β iš 3 pavyzdžio — binariniai vektoriai,
α, β ∈ {0, 1}4. Prapl̇etę aiḃes Dekarto laipsnio apibrėžimą, simboliuA∞ žymėsime aibę begalinių sekų,
sudarytų iš aiḃesA elementų. Jeiγ∞ — seka iš 3 pavyzdžio, taiγ∞ ∈ {0, 1}∞.

Pavyzdys. Tegu V = {a, b, . . . , h} (vertikal̇es), H = {1, 2, . . . , 8} (horizontal̇es). TadaL = V ×
H = {a1, a2, . . . , h8} — šachmatų lentos laukelių aibė (vietoje vektoriaus(a, 1) čia mes naudojame
šachmatininkams įprastą žymėjimąa1). �

2 Funkcijos ir sąryšiai

Atitiktimi tarp netuš̌cių aibiųA ir B vadiname bet kokį netuščią poaibįF ⊆ A × B.

1 pavyzdys. A = {a, b, c}, B = {0, 1, 2}, F = {(a, 1), (b, 0), (c, 1)}. �

Atitiktis F — funkcinė, jei kiekvienama ∈ A egzistuoja vienintelis vektorius(a, b) ∈ F .

Pavyzdys. Paskutinio pavyzdžio atitiktisF yra funkciṅe, nes aiḃeje F yra vienintelis vektorius, kurio
pirmoji koordinaṫe yraa, taip pat vienintelis vektorius sub, ir taip pat suc. �
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Jei F — funkcinė atitiktis, tai sakome, kadF apibṙežia funkciją f : A → B, o vektoriaus(a, b) ∈ F
koordinatęb žymimef(a) ir vadiname elementoa vaizdu.

2 pavyzdys. Kadangi 1 pavyzdžio atitiktis yra funkcinė, tai ji apibṙežia funkcijąf : A → B tokią, kad
f(a) = 1, f(b) = 0 ir f(c) = 1. Elementoa vaizdas yra1, elementob — 0, ir elementoc — 1. �

Taigi, funkcijaf : A → B yra atitiktis tarpA ir B, priskirianti kiekvienam aiḃesA elementui kokį nors
aibėsB elementą. AiḃeA vadinama funkcijosf apibrėžimo sritimi, o aiḃesB poaibisf(A) = {b: ∃a ∈
A toks, kadb = f(a)} vadinamas funkcijosf reikšmių sritimi(ženklas ‘∃’ reiškia “egzistuoja”, taip pat
vartosime ženklą ‘∀’, kuris reiškia “kiekvienam”). Beje, aibęf(A) galima apibṙežti, vartojant trumpesnį
užrašą:f(A) = {f(a): a ∈ A} — tai yra aiḃe reikšmiųf(a), kur a yra elementas, tenkinantis dešinėje
puṡeje užrašytą sąlygą (a ∈ A), t.y. a perḃega aibęA.

Pavyzdys. 2 pavyzdžio funkcijos apibrėžimo sritis yraA = {a, b, c}, o reikšmių sritis yraf(A) =
{0, 1} ⊂ B. �

JeiA′ ⊆ A, tai aiḃesB poaibįf(A′) = {f(a): a ∈ A′} vadiname aiḃesA′ vaizdu.

Pavyzdys. JeiA′ = {a, c} ⊂ A, tai aiḃesA′ vaizdasf(A′) = {1} ⊂ B, kurf yra 2 pavyzdžio funkcija.�

AibėsA poaibį f−1(b) = {a: f(a) = b} vadiname elementob ∈ B pirmavaizdžiu. Lygiai taip pat
apibṙežiamas ir aiḃesB′ ⊆ B pirmavaizdisf−1(B′) = {a: f(a) ∈ B′}. Nesunku įsitikinti, kadf−1(B′) =
⋃

b∈B′ f−1(b).

Pavyzdys. Elemento0 ∈ B pirmavaizdis yraf−1(0) = {b} ⊂ A, elemento1 — f−1(1) = {a, c}, ir
elemento2 — f−1(2) = ∅. Aibės{0, 2} pirmavaizdis yraf−1({0, 2}) = f−1(0) ∪ f−1(2) = {b} ∪ ∅ =
{b}, o aiḃes{0, 1} — f−1({0, 1}) = f−1(0) ∪ f−1(1) = {b} ∪ {a, c} = A. �

Kai aibėsA ir B yra baigtiṅes, funkcijąf : A → B taip pat vadinamebaigtine. JeiA = {a1, . . . , an},
baigtinę funkciją galime vaizduoti jos reikšmių lentele:

x f(x)
a1 f(a1)
a2 f(a2)
...

...
an f(an)

Pavyzdys. 2 pavyzdžio funkcija gali b ūti pavaizduota tokia lentele:

x f(x)
a 1
b 0
c 1

Funkcijosf : A → B, pasižymiňcios svarbiomis savyḃemis, turi dar kitus pavadinimus.

Apibr ėžimas. • f — injekcija, jei a1 6= a2 ⇒ f(a1) 6= f(a2) ∀a1, a2 ∈ A, t.y. jei bet kurių dviejų
skirtingų elementųa1 ir a2 vaizdaif(a1) ir f(a2) irgi yra skirtingi;

• f — siurjekcija, jei f(A) = B, t.y. jei jokio aibėsB elemento pirmavaizdis nėra tuščias, arba,
kitaip tariant, jei į kiekvieną aibėsB elementą funkcijaf atvaizduoja bent vieną aibėsA elementą;
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• f —bijekcija, jei f — injekcija ir siurjekcija kartu.

Pavyzdys. Tegu

A = {0, 1}, B = {a, b, c}, F1 =
{

(0, a), (1, a)
}

, F2 =
{

(0, b), (1, a)
}

.

1. Tarkime,Fi apibṙežiafi : A → B. Tadaf2 — injekcija, bet ne siurjekcija, of1 — nei injekcija, nei
siurjekcija.

2. Tarkime,F2 apibṙežiaf2 : A → B2 = {a, b}. Tadaf2 — bijekcija.

3. Tarkime,F1 apibṙežiaf1 : A → B1 = {a}. Tadaf1 — siurjekcija, bet ne injekcija.

Bijekciją dar vadinaabipus vienareikšmiu atvaizdavimu, kadangi šiuo atveju kiekvienamb ∈ B eg-
zistuoja vienintelisa ∈ A toks, kadf(a) = b. Pažyṁeję tokį elementąa = g(b), gauname funkciją
g : B → A, kuri vadinamaatvirkštinefunkcijai f ir žymima f−1. Nesunku pasteḃeti, kad kiekvienam
a ∈ A turimef−1(f(a)) = a. Aišku, kad jeiA ir B yra baigtiṅes aiḃes, of : A → B — bijekcija, taiA ir
B turi po tiek pat elementų.

Pavyzdys. Imkim tą pǎcią bijekcijąf2 : {0, 1} → {a, b} iš paskutinio pavyzdžio, apibrėžtą atitiktiesF2 =
{

(0, b), (1, a)
}

. Tadaf2(0) = b, f2(1) = a, ir atvirkštinė funkcijaf−1

2
: {a, b} → {0, 1} įgyja tokias

reikšmes:f−1

2
(a) = 1, f−1

2
(b) = 0. �

Rasime dvejų pereitame paragrafe apibrėžtų aibių elementų skaičių. Priminsime, kad baigtiṅes aiḃes
A galia|A| vadiname jos elementų skaičių.

Teorema. 1. JeiA1, . . .Ak yra baigtinės netuščios aibės, tai|A1 × · · · × Ak| = |A1| × · · · × |Ak|.

2. Jei aibėA yra baigtinė, tai|P(A)| = 2|A|.

Įrodymas.Pirma lygyḃe akivaizdi, nesk-vektoriausα ∈ A1 × · · · × Ak i-oji koordinaṫe αi gali b ūti bet
kuris iš |Ai| aibėsAi elementų (i = 1, . . . , k). Todėl skirtingųk-vektorių bus|A1| × · · · × |Ak|.

Antrą lygybę įrodysime, remdamiesi pirmąja, iš kuriosišplaukia, kad|{0, 1}n| = 2n. JeiA tuš̌cia,
tai P(A) = {∅} ir turime teisingą lygybę1 = 20. Tarkime,A — netuš̌cia, t.y. A = {a1, . . . , an}
ir apibṙežkime funkcijąχ :P(A) → {0, 1}n, kur kiekvienamB ⊆ A α = χ(B) yra n-vektorius su
koordinaṫemis

αi =

{

1, ai ∈ B;

0, ai /∈ B.

Vektoriusχ(B) dar vadinamas poaibioB charakteringuoju vektoriumi.Jis nusako, kurie aiḃesA elemen-
tai priklauso poaibiuiB, o kurie ne. Nesunku įsitikinti, kad kiekvieną binarinįvektoriųα ∈ {0, 1}n ati-
tinka lygiai vienas poaibisB ∈ P(A) toks, kadα = χ(B). Taigi, χ yra bijekcija ir |P(A)| = |{0, 1}n| =
2n. �

JeiA ir B — begaliṅes aiḃes ir egzistuoja bijekcijaf : A → B, tai A ir B vadiname vienodos galios
aibėmis ir žymime|A| = |B|. Nat ūraliųjų skaičių aiḃesN = {0, 1, 2, 3, . . .} galią žyṁekimeN0 = |N|.
Aibė A vadinamaskaičia, jei |A| = |N|, t.y. egzistuoja bijekcijaf : A → N. Realiųjų skaǐcių aiḃes galia
|R| vadinamakontinuumu. Galima įrodyti, kad skaičiosios aiḃes poaibių aiḃes galia sutampa su realiųjų
skaǐcių aiḃes galia, t.y.|P(N)| = |R|, todėl kontinuumo galia, išlaikant analogiją su baigtinėmis aiḃemis,
žymima2N0.
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Pavyzdys. Sveikųjų skaǐcių aiḃeZ yra skaiti, nes funkcija

f(x) =

{

2x, x > 0,

−2x − 1, x < 0

yra bijekcija tarpZ ir N. Funkcijaf atvaizduoja neneigiamus sveikuosius skaičius į lyginius nat ūraliuo-
sius skaǐcius, o neigiamus sveikuosius skaičius į nelyginius nat ūraliuosius skaičius. �

Iš šio pavyzdžio matome, kad begalinė aiḃe gali b ūti tos pǎcios galios su savo tikruoju poaibiu, nes
N ⊂ Z.

n-viečiu(n-nariniu) sąryšiuaibėjeA vadiname bet kokį poaibįR ⊆ An. Pavyzdžiui, Pitagoro skaičių
trejetai sudaro trivietį sąryšįP = {(x, y, z): x2 + y2 = z2, x, y, z ∈ Z} sveikųjų skaǐcių aiḃeje. Toliau
nagriṅesime tik dviviěcius (binarinius) sąryšius, kuriuos vadinsime tiesiog s ˛aryšiais. Pavyzdžiui, kiekvie-
ną funkcijąf :A → A atitinka sąryšis{(a, f(a)): a ∈ A}. Jei(ai, aj) ∈ R, tai sakome, kadai ir aj susieti
sąryšiuR ir žymimeai R aj . SąryšįR aibėjeA vadiname:

• refleksyviu, jei (a R a) ∀a ∈ A;

• antirefleksyviu, jei neegzistuojaa ∈ A tokio, kada R a;

• simetriniu, jei (a R b ⇒ bR a) ∀a, b ∈ A;

• antisimetriniu, jei (a R b ∧ bR a ⇒ a = b) ∀a, b ∈ A;

• tranzityviu, jei (a R b ∧ bR c ⇒ a R c) ∀a, b, c ∈ A.

Antisimetriškumo apibṙežimą galima suformuluoti ir taip:(a 6= b ⇒ ¬(a R b ∧ bR a)) ∀a, b ∈ A,
t.y. jei a 6= b, tai negali b ūti vienu metu ira R b, ir bR a.

Refleksyvų, tranzityvų ir simetrinį sąryšį vadinameekvivalentumosąryšiu. Pavyzdžiui, žmonių aibėje
sąryšis “gyventi tame pačiame mieste” yra ekvivalentumo sąryšis. Išsiaiškinkite, kodėl.

Ekvivalentumo sąryšis pasižymi tokia svarbia savybe. JeiaibėjeA apibṙežtas ekvivalentumo sąryšis
R, tai aibęA galima suskaidyti į netuščius nesikertaňcius poaibius tokiu b ūdu, kad tame pačiame poaiby-
je esantys elementai yra susieti sąryšiuR, o esantys skirtinguose — nėra susieti. Tie poaibiai vadinami
ekvivalentumo klaṡemis. Pavyzdžiui, ekvivalentumo sąryšio “gyventi tame pačiame mieste” ekvivalentu-
mo klaṡes yra tame pǎciame mieste gyvenančių žmonių aiḃes, pavyzdžiui, viena klasė b ūtų vilniěciai, kita
kauniěciai, trěcia moṡediškiai ir t.t. Iš kitos puṡes, bet koks aiḃesA suskaidymas į netuščius nesikertaňcius
poaibius apibṙežia ekvivalentumo sąryšį “priklausyti tam pačiam poaibiui”.

Refleksyvų, tranzityvų ir antisimetrinį sąryšį vadinamenegriežtos tvarkossąryšiu, o antirefleksyvų,
tranzityvų ir antisimetrinį sąryšį vadinamegriežtos tvarkossąryšiu. Abu šie sąryšiai vadinamitvarkos
sąryšiais. Pavyzdžiui, sąryšis “b ūti ne didesniu” (6) nat ūraliųjų skaičių aiḃeje yra negriežtos tvarkos
sąryšis, o sąryšiai “b ūti viršininku” žmonių aibėje ir “b ūti mažesniu” (<) nat ūraliųjų skaičių aiḃeje yra
griežtos tvarkos sąryšiai.

Elementaia, b ∈ A vadinamipalyginamais(tvarkos sąryšioR atžvilgiu), jeia R b arbabR a. AibėA,
kurioje apibṙežtas tvarkos sąryšisR, vadinamasutvarkyta. Sutvarkyta aiḃe vadinamavisiškai sutvarkyta,
jei bet kurie du skirtingi aiḃesA elementai yra palyginami. Priešingu atveju aibė vadinamaiš dalies
sutvarkyta. Pavyzdžiui, nat ūraliųjų skaičių aiḃe su sąryšiu “b ūti ne didesniu” yra visiškai sutvarkyta aibė,
o kurios nors įmoṅes darbuotojų aiḃe su sąryšiu “b ūti viršininku” yra iš dalies suvarkyta, nes, pavyzdžiui,
du darbuotojai iš skirtingų skyrių nėra palyginami.
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Pavyzdys. TeguA = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ir

R1 =
{

(a, a): a ∈ A
}

= {(1, 1), (2, 2), . . . , (10, 10)} (A2 “įstrižainė”),
R2 =

{

(a, b): a 6 b (nelygyḃe tarp nat ūrinių skaičių)
}

= {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 10), (2, 2), (2, 3), . . . , (2, 10), . . . , (9, 9), (9, 10), (10, 10)},
R3 =

{

(a, b): b − a dalinasi iš 3 be liekanos
}

= {(1, 1), (1, 4), (1, 7), (1, 10), (2, 2), (2, 5), (2, 8), (3, 3), (3, 6), (3, 9), (4, 1), (4, 4), . . .},
R4 = R2 ∩ R3.

Nesunku patikrinti, kadR1 ir R3 — ekvivalentumo sąryšiai, saryšisR1 suskaido aibęA į ekvivalentumo
klases{1}, {2}, . . . , {10}, o sąryšisR3 — į {1, 4, 7, 10}, {2, 5, 8}, {3, 6, 9}. Be to, R1, R2 ir R4 yra
negriežtos tvarkos sąryšiai. Iš šių trijų tvarkos sąryšių tik su sąryšiuR2 aibėA bus visiškai sutvarkyta.

Beje, sąlygaa R3 b dažniau rašoma taip:a ≡ b mod 3. Galima apibendrinti šį sąryšį: jein — bet
koks nat ūralusis skaičius, taia ≡ b mod n reiškia, kadb− a dalinasi išn be liekanos (arba, kitaip sakant,
b padalijus išn, liekana bus tokia pati, kaip ira padalijus išn). �

Pavyzdys. Dvinarių vektorių aiḃeje {0, 1}n apibṙežkime sąryšį�. Tegu α = (α1, . . . , αn) ir β =
(β1, . . . , βn) ∈ {0, 1}n. Sakysime, kadα yra mažesnis arba lygusβ ir žymėsimeα � β, jei

α1 6 β1, α2 6 β2, . . . , αn 6 βn.

Nesunku patikrinti, kad� yra negriežtos tvarkos sąryšis, taigi aibė {0, 1}n su šiuo sąryšiu yra sutvar-
kyta. Tǎciau ši aiḃe ṅera visiškai sutvarkyta (kain > 2), nes, pavyzdžiui, vektoriai(0, 1) ir (1, 0) nėra
palyginami. �
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