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Jvadas

Diskretioji matematika — tai daugelio Siandienos progresywechnologiy
pagrindas. Jei norite suprasti Siuolaikinkompiuteriy architektira, programir
iranga, komunikacijos sistemas, skaitmensignal; apdorojin, informacijos teorj,
neuroninius tinklus, valdymo sistemas ir t. s jugsite iSmokti bent truputo gal ir
daug, diskréiosios matematikos. Tuo @a diskreioji matematika yra daugelio
matematikos ir teoriss informatikos stiiy pagrindas.

Matematikos mokal galima glyginai padalinti i diskretiaja matematil ir
tolydZiaja matematilf. TolydZiajai matematikai priskiriama viskas, kas susij ribos
ir tolydumo gvoka. Vislg kitka galima priskirti diskréiajai matematikai. Diski®oji
matematika yra labai plati sritisja ieina, pavyzdziui, tokios matematikos sritys kaip
matemati@ logika, aibyy teorija, kombinatorika, graf teorija, kodavimas,
kriptografija, algoritny teorija, baigtini automat teorija, formaly gramatik; teorija
ir kitos.

Sis diskreiosios matematikos kursas suteiks jums matermtingikos, aibi
teorijos, algoritm teorijos ir kodavimo pagrindus.

Pastabos

1. Smulkiu Sriftu surinktas tekstagra hitinas. Jisai skirtas tiems, kurie nori
labiau pasigilintii diskretiaja matematil.

2. Zenklu &’ paprastai Zymimérodymo ar ilgesnio pavyzdzio pabaig

Siy paskait, konspeki visiSkai tutty uZtekti ruoSiantis egzaminui. Tiems, kurie
visgi nokty labiau pasigilintii diskreiosios matematikosvairias sritis, galiu
rekomenduoti toki literafiira.
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| dalis Matematinés logikos pradmenys

Kaip Zmonija gauna Ziniapie p dominagius objektus ? Vis pirma, duomenys
renkami atliekant bandymus ir siiimus, o antra, mstant ir samprotaujant.
Samprotaudami susiduriame su dvejopoqoio Ziniomis: vienas jau turime, o kitas
iSvedame iSy samprotavimais. Kaip suzinoti, ar teisingai i%red ? Dar senayje
Zymiausi mstytojai, yp& Aristotelis IV a. pr. m. e., steagi nustatyti tokias
samprotavimo taisyklesgdnius, schemas, kadith samprotaujama tik teisingai. Taip
atsirado logikos mokslas. XIX amziuje jisai buvo formalizuotas, buactprtaikyti
matematikos metodai, sudaryti logikos nagamy objekiy matematiniai modeliai, ir
taip atsirado matematirogika.

1. Teiginiai

Apibr éZimas
Teiginys— tai sakinys, kuris iSreiSkia tiggrba neties.
Pavyzdziui:

1. Kolumbas atrado Amerik

2. Drambliai moka skraidyti.

3. Koks rytoj oras ?

4. Penki daugiau uz tris (trumpiau: 5>3).

5. 23+(-48) >0

6. Kitose planetose gyvena protingasyinés.

Visi Sie sakiniai, iSskyrus tég, yra teiginiai. Jie yra arba teisingi, arba ne (bet ne
abu IS karto !), nors mes galttir negalim to nustatyti (pavyzdziui, SeStas sakinys).

Jeigu teiginys iSreiSkia tigsjis vadinamageisingy jei netieg — klaidingu arba
neteisingu Teiginius paprastai zZy¢isime mazosiomis raéthis, pavyzdziuip, g, r,
s, ... Jei teiginys teisingas, sakome, kadgiga reikSme t (arba 1). Jei neteisingas —
reikSng k (arba 0). Taigi, teiginiaigyja reikSmes iS ads {t, Kk (arba {1,0}).
ReikSmed ir k vadinamdoginéemis konstantomis

Matematire logika nagrigja, kaip nustatyti teiginio teisingumo reik§mkai
teiginys yrasudstinis, tai yra sudarytas i$ kelkity teiginiu.

2. Loginés operacijos

IS papras;; teiginiu galime sudaryti sudinius, naudodamilogines jungtis
pavyzdziui, “netiesa, kad...”, “ir", “arba” ir t.it. Setnio teiginio sudarymas
pasinaudojus logine jungtimi vadinamagine operacija

ISskirsime tokias logines operacijas:

1) Neigimas

Jei p yra teiginys, tai teiginys “netiesa, kad (“ne p’) vadinamas
teiginio p neiginiuir zymimas . Teiginiop neiginys $ yra teisingas tada P_| 7P
ir tik tada, kai teiginyp yra neteisingas. Galime sudaryti lenteladinam k
teisingumo reikSmilentele(arba tiesiodeisingumo lentelezr. deSigje). t



2) Konjunkcija (loginé daugyba)

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginysg ir " vadinamas teigini p ir q p
konjunkcija (arbalogine sandauggir Zymimas p&q” arba ‘pAQ’.
Teiginiy p ir g konjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik tada, ka[|
abu teiginiaip ir g yra teisingi. Teisingumo reikSmilentek Zzr. K
desirgje. K

3) Disjunkcija (loginé sucktis)

Jeip ir g yra teiginiai, tai teiginysg arbaq” vadinamas teiginj p ir
g disjunkcija (arbalogine suma ir Zymimas ‘pvq’. Teiginiy p ir g
disjunkcija yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, jar q abu
neteisingi. Kitaip sakant, disjunkcija teisinga tada ir tik tadapkat
vienas i ir q yra teisingas. Teisingumo reikaplentek zr. deSigje.

4) Implikacija

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginys “jep, taiq” (arba “iSp iSplaukia
g") vadinamas teigini p ir g implikacija ir Zymimasp—q arbap=q.

Pavyzdziui, jeip yra “5>3", oq “5>0", tai p—q yra “jei 5>3, tai
5>0".

Implikacija p—q yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, pajra
teisingas, @ — neteisingas. Teisingumo reikntentek Zr. deSigje.

Pastebkime, kad teigini p—q ir g—p reikSmes gali skirtis, pavyzdziui, “jei
dabar sauka, tai dabar diena” yra teisingas teiginys, o “jei dabar diemajataar
saukta” yra nelntinai teisingas (galiitti ir apsiniaul).

5) Ekvivalencija

Jei p ir g — teiginiai, tai teiginys ¢ tada ir tik tada, kaig” p
vadinamas teigimi p ir g ekvivalencija (arba ekvivalentumy ir ¢
zymimasp«q arbap< g. Ekvivalencijap<q yra teisingas teiginys t
tada ir tik tada, kai teiginip ir g teisingumo reikSgs sutampa, t.y., k
arba jie abu teisingi, arba jie abu klaidingi. Teisingumo reigSmi
lentek zr. deSigje.

- XX~

6) Seferio funkcija

Jeip ir g — teiginiai, tai teiginys § ir q nesutaikomi” vadinamas p
teiginiy p ir q Seferio funkcijair zymimasp|q arbap/q (skaitome p
Seferio funkcijag”). Seferio funkcijap|q yra neteisingas teiginys tada ir¢
tik tada, kai abu teiginig ir q yra teisingi. Teisingumo reikSmientek
zr. deSigje. K

7) Griezta disjunkcija (suma moduliu 2)

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginys “arbg, arbaq’ vadinamas
teiginiy p ir g griezta disjunkcija(arbasuma moduliw2) ir zymimas
p®q arbap+q. Griezta disjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik
tada, kai lygiai vienas iS teigipip ir g yra teisingas. Teisingumo
reikSmiy lentek zr. deSigje. k




Vadinama “suma moduliu 27, nes jei paatome t vienetu, ok nuliu, tai
teisingumo reikSmij lentek baty tokia, kokia pavaizduota desje.
Tas p&ias reikSmes gautume ir syjielp ir g moduliu 2 (t.y. suéie p ir
g, ir paémg dalybos iS dviej liekar).

1
1
0
0

8) Kitos logires operacijos
Galime apibézti ir kitas logines jungtis, kurios gaib neturi
pavadininy ir atitikmeny Snekamojoje kalboje. Pavyzdziui, tekkurios

teisingumo reikSmi lentek yra kaip deSige. t|t|t
IS viso i galime apibézZti tiek, kiek yra skirting teisingumo reikSmi  t | k | t
lenteliy, pavyzdZiui, dvinamms logirems jungtimsyj yra 2=16. k|lt]|k
K|kt

3. Formulés

Kaip jau mirgjau, teiginius Zzymime mazosiomis radis p,q,r,s,...,ir jungiame
juos logiremis jungtimis. Matematitje logikoje mums teiginio turinys yra visiSkai
nesvarbus. Mums svarbu tik tai, ar jis teisingas, ar ne¢élToa Siol nebesigilinsime
i teiginiy turinj, o nagrisime juos kaip kazkokius kintamuosius (vadinsime juos
loginiais kintamaisiais) galircius igyti reikSmest arbak, ir iS ju sudarigsime
sucktingesnius teiginius, naudodami logines jungtis.

Apibr éZimas

Loginémis formukmis vadinami reisSkiniai, gauti baigtirskatiy karty pavartojus
loginiy operaciy zenklus bei skliaustus raidzjungimui. Formaliai tai galima
apibrezti taip:

a) logires konstantos k ir t yra logés formuks;

b) loginiai kintamieji (p,q.r,s,...) yra logés formués;

c) jei Q yra logir formuk, tai (-Q) taip pat yra logia formuk;

d) jei P ir Q yra logirs formuks, tai (FAQ) yra logire formuk, kur A zymi
bet kury dvinare logine jungt (pavyzdziuiy, &, —, <,/ ,®,...).

Pastaba

Kad supaprastintume formuliuzrasym, mesijvedame kai kut loginiy jungéiu
atlikimo tvarky (7 ,&,V, kitos), ir daug kur skliaustus praleidziame.

Pavyzdys

Reiskiniaip —q, =q, ~g— r, (p&q) vr, =(p<q), (p~9)&( ~g—r)) —(qv-0)
yra logires formuks. Pagal logiés formuks apibgzima turétume rasyti ¢ q)—r),
bet raSome tiesiog q—r, nes susitéme, kad bet kuriuo atveju neigimas bus
skatiuojamas pries implikacij Taip pat galime raSyp&qvr vietoj (p&q)vr, nes vis
tiek pirma atliekame konjunkajj o tik paskui disjunkcy.

Zinodami, kokias reikdmesggyja formules sudarantys teiginiai (t.y., loginiai
kintamieji), galime apska&uoti formules reikSmg. Apskatiuodami naudojaks
loginiy operaciy teisingumo reikSmi lentekmis. Taigi,i formule galime Ziréti kaip
1 funkcija, kurios argumentapyja reikSmes is ads {k, t} (arba {0, 1}), ir kuri igyja
reikSmes iS$ tos [@éos aikes.

Pavyzdys

Sudarysime formék Q(p, q) := —p—(g& - (gvp)) teisingumo reikSmi lentek
(Cia ir toliau *:=" yra pazyndjimo Zenklas: deSije jo pugje esantreisSkin pazymime
kairéje pugje esatiiu simboliu):



plal =p|avp| —(qvp) | a& =(avp) | Q(p.a)
t|t k 1 k k t
tlk| k| t K K t
klt] t | t K K K
klk| t] & t K K

Jeii formule jeinan loginiy kintamyjy, tai teisingumo lenteltures 2' eilugiy.

Jei formué A priklauso nuo kintamgu ps1, p2, ..., B, tai ja Zymesime A(py, p2, ...,
Pn).

Apibr éZimas

Tegu A(p, p2, ---, @) yra logire formuk. Tada konkretus kintagy p1, P2, ..., B
reikSmi rinkinys vadinamas formeés Ainterpretacija

Pavyzdys

p =t, q= k yra formuks Q interpretacija. FormalQ su Sia interpretacijggyja
reikSne t.

Matome, kad kiekvieminterpretacy atitinka viena teisingumo reikSmienteks
eilute, ir atvirkiai. Tockl, jeigu formuk priklauso nuon kintamyjy, tai yra 2
skirtingy jos interpretacij.

Apibr éZimas

Formul vadinamatapaiai teisinga(arba tautologijg, jei ji teisinga su bet kuria
interpretacija.

Formulk vadinamatapaiai klaidinga (arba prieStara,arba neivykdom3, jeigu ji
klaidinga su bet kuria interpretacija.

Formule vadinamavykdoma,jei atsiras interpretacija, su kuria jinai teisinga.

Tap&iai teising; (t.t.), tapaiai klaidingy (t.k.) ir ivykdomy formuliy santyk
galima pavaizduoti tokia diagrama:

1 - pvkedomos f-les

iy formulny abe

Pavyzdys
Sudag teisingumo reikSmi lenteles, isitikinsite, kad formuls p—(g—p) iIr
——p—p yra tapdiai teisingos (t.t.),p&—p yra tapdiai klaidinga (t.k.), o formu
p—-p yraivykdoma (jinai yra teisinga, k@ek). ‘

o - . O . plalA|-A
Akivaizdu, kad jei formu A yra tapdiai teisinga, tai—A yra t1tltl Kk
tapa&iai klaidinga, ir atvirk8iai. Pavyzdziui, jeiA priklauso nuo tlklt!] Kk
Kintamyju pir g, Zr. lentet deSirgje. kltlt] k
Pavyzdys kikjt]| k

Nesunkiaiisitikinsite, kad—(p—(g—p)) yra tapéiai klaidinga.

Norint patikrinti, ar formu A(py, P ..., ) Yra tapdiai teisinga, pakanka sudaryti jos
teisingumo reikSmj lentek ir paziréti, ar paskutiniame stulpelyje yra vien tik reik&sn.
Bet, sudarant teisingumo reikd3mientek, reikia apskaiuoti formulks A reikSme 2"



interpretacij. Tai labai greitai auganti funkcija, tédoraktikoje naudoti teisingumo reikSmi
lentek formulés tapataus teisingumo nustatymui galima tik nedidesn.

Atrodyty, kad patikrinti, ar form@l yra jvykdoma, yra daug lengviau negu patikrinti jos
tapat teisingum, nes uZtenka surasti viemeiksng t. Bet taip @ra. 13 tikro, tarkime, kad
turime algoritm, kuris bet kuri formule A patikrina, ar jinaiivykdoma, ar ne. Bet Zinome,
kad formut A yra tapdiai teisinga tada ir tik tada, kaiA yra tapdiai klaidinga, t.y. kanA
neivykdoma. Taigi, pritaikomeatalgoritmy formulei =A. Jei atsakymas, kadA jvykdoma,
tai A néra tapdiai teisinga, o jei ne, ta yra tapdiai teisinga.

Apibr éZimas

Dvi logines formubs A ir B vadinamodogiskai ekvivalegiomis (arba tiesiog
ekvivalertiomis), jei su bet kuria interpretacija jogyja & pacig reikdng. Zymime A
~ B (arba A= B).

Pavyzdys

Nesunkiai patikrinsite, kad&q ~ g&p, p&(q&r)v ~ plglpoplg—q
(P&Q&r, pv(a&=0Q) ~ ==pv(r&=r), p—p ~ 0—0. Zr, ~ | i "
pavyzdziui, deSige. t |k t t

Taigi, formuk A yra tapdiai teisinga, jei ji ekvivalenti | | t t t
loginei konstantat, t.y. A ~t. IS tikro, logire konstanta yra k| k t t

loginé formule, kuri su bet kuria interpretacijgyja reikSne t, pavyzdziui,
kaip kaigje.

AnalogiSkai, formut A yra tapdiai klaidinga, kai jinai ekvivalenti
loginei konstantak. Be to, bet kurios dvi tapei teisingos formus yra
ekvivalertios, ir bet kurios dvi tag#ai klaidingos formuts taip pat yra
ekvivalertios.

Atkreipsiu jisy demesg i skirtum tarp zyngjimy “<” ir “~". Turékite omenyje,
kad “—" — tai logine operacija, kuri sujungia formule& ir B | sudting formule
A<B, 0 “A ~ B tiesiog reiSkia, kad formas A ir B ekvivalergios, t.y. j reikSnes
vienodos su bet kuria interpretacija. Bet taxpZimejimu yra aisSkus rysys, kurodo
Sis teiginys.

Teiginys

Logines formuks A ir B yra logiSkai ekvivaleios tada ir tik tada, kai logia
formuke A—B yra tapaiai teisinga.

[rodymas Prisiminkime, kad formgs A<B teisingumo A|B|A~ B
reikSmi lentek yra tokia, kaip parodyta desje. t t

Pagal formuls A<~B teisingumo reikSmi lentek, A—B yra
teisinga tada ir tik tada, kai formulA ir B reikSnes sutampa. Tad |
A—B yra tapdiai teisinga tada ir tik tada, k& ir B reikSnes
sutampa su kiekviena kintaipa interpretacija, t.y. tada ir tik tada,
kaiA~B.o

Sita teigin galime uZradyti taipA ~ B tada ir tik tada, kah—B ~t.

x . X

Kk
k
t

Pavyzdys
p&q ~ gq&p, tokl (p&g)«—(g&p) yratapaiai teisinga formud, t.y. (p&q)«<(g&p)
~t. Ir atvirk&iai, pavyzdziui, zinome, kagé—p«—p ~t, tockl =—=p ~p.



4. Logikos dksniai

Apibr éZimas

Logikos dtsniuvadiname tapdai teising; formuk.

Logikos dsniai naudojami samprotaujant. Kelis logiko&smius (t.y., tap&ai
teisingas formules) jau sutikome, pavyzdzp»(g—p). Be to, kaip mame k tik
irodytame teiginyje, logikos édni gauname iS kiekvienos ekvivatén formuliy
poros: jeiA ~ B, tai formuk A—B yra logikos dsnis. Pavyzdziui, mame, kadp&q ~
g&p. Taigi, & g)—(g&p) yra logikos dsnis. Kadangi tai tokios artimogv®kos, tai
ekvivalertiy formuliy pora irgi vadinsimelogikos @sniu, pavyzdziui,p&q ~ g&p
vadinsime logikos ésniu.

Kai kurie logikos dsniai vartojami dazniau, kiti —&&au. Dabar susipazinsime su
svarbesniais &niais. Vig ju ijrodymas labai paprastas. Tiesiog sudarome |
teisingumo reikSmi lenteles, ir patikriname, kad tai tikrai ekvivatess formuks.

Neigimo savyh:

l--p~p dvigubo neigimo ésnis
Konjunkcijos savybs: Disjunkcijos savys:
2.a)p&p ~p b) pvp ~p idempotencijos ébniai
3.a) p&-p~k b) pv-p ~t
(prieStaravimo ésnis) (negalimo tréiojo désnis)
4.a) p&q ~0g&p b) pvg ~ qvp komutatyvumo ésniai
5.a) (p&Q)&r ~ p&(g&r) b) (pva)vr ~ pv(qvr) asociatyvumo ékniai
Kiti désniai:
6.a) (WqQ)&r ~ (p&r)v(q&r) b) (p&g)vr ~ (pvr)&(gvr) distributyvumo dsniai
7.a) ~(p&Qq) ~—pv-q b)-(pvq) ~-p&-q De Morgano dsniai
8.a) (p&g)vp ~p b) (va)&p ~p absorbavimo ébniai
9.p—q ~-pvq implikacijos paSalinim
désnis
10.p—q ~ (p—09)&(g—p) ekvivalencijos pasal. d.
11.p/q ~~(p&0) Seferio f-jos pasal. d.
12.p® g ~~(p<Q) grieztos disj. pasal. d.
Pavyzdys
Sudarykime 8a) &nio teisingumo reiksmi lentek ir
1sitikinkimye, kad i)é tikajy tai ?/ra Iogikosmélsnis, bt.y. [a|p&q] (p&Q)Vp
ekvivalertiy formuliy pora (zr. desige). ‘ It< Ii t
IS komutatyvumo ir asociatyvumoéshiy (ketvirtas ir | ¢ k Kk
penktas loginiai ésniai) matome, kad formgje, { kuria | k Kk

ieina vien kintamieji, skliaustai ir, pavyzdziui, disjunkcijos
Zenklai, galima kintamuosius keisti vietomis, bet kaip juos suskiiadsa ir visai
neskliausti — visos taip gautos forresllbus ekvivaletios. Pavyzdziui,(pvg)vr ~
gv(pvr) ~ pv(qvr) ~ ... ~ pvgvr (jei skliaust; néra, operacijas atliekama pzraSymo
tvarka). Tas pats galioja ir konjunkcijai, t.y. veiksilikimo tvarka neturi reik3$as,
vis tiek gausimeatpai rezultai.

Atkreipkite dmeg, kad distributyvumo é&bnis (pvg)&r ~ (p&r)v(g&r) labai
primena gerai jums Zinogaritmetikos taisyld (p+q)r = pr + gr, uZztenka pakeisti
disjunkci “v” i sucktj “+”, ir konjunkcija “&” i daugyl “-”. Bet logikoje galima dar



daugiau! Logikoje galioja dar vienas distributyvumismis: (p&q)vr ~ (pvr)&(qvr),
kurio atitikmuopatr = (p+r)(g+r) negalioja aritmetikoje!
Distributyvumo @snius galima apibendrinti didesniam maskatiui, t.y.
(P1V P2V..VPn)& Qg ~ (P& V(P& )V .. V(P& ),
(P1& P2& ... &Pr)VA ~ (PVO)& (P2VQ)& ...& (PnVa).
De Morgano dsnius taip pat galime apibendrinti:
—(pavpV ... Vpn) ~ P1& P& ...& 1Py,
(p1& P& ...& Pn) ~ PVAPV...VPn.

1 pastaba
Loginiai désniai tebegalios, jei pakeisime kintamuosius bet kokiomis fams|

IS tikro, turime tok teigin:

1 teiginys

Tarkime, A(p,...,p) yra tapaiai teisinga formw, o B, ,B, yra bet kokios formus. Tada
A(B,,...,B) yra tapaiai teisinga.

[rodymas Imkime bet kurias formuli B,, ,B, interpretacijas. Tarkime, kad su tomis
interpretacijomisB; igyja reikSme a., B, igyja reikSme as,..., B, — reikSne a,, kur o;e{t, k} (1<i<n).
Tada formués A(By,...,B) reikSne su tomis formuli By,...,B, interpretacijomis bus lygi reikSmei
A(ag,...on). Tatiau formuk A(p,,...,) yra tapdiai teisinga, todl A(ay,...,an) yrat. Paroé@me, kad su
bet kokia interpretacija forméllA(By,...,B) yra teisinga, o tai reiSkia, ka#l(B,,...,B) yra tapdiai
teisinga formu. o

ISvada
Jei A(@,....p) ~B(pL-...@), 0 G,..,C, yra bet kokios formus, tai A(G,...,G) ~B(C,,...,G).

[rodymas Jei A(p,...,.pn) ~ B(py...,pn), tai A(py....pn) < B(psy,....p) yra tapdiai teisinga
formule, toctl, pagal pirm teigin, A(C...,C) < B(C...,G) yra tapéiai teisinga formud ir
A(Cy,...,C) ~B(Cy,...,G). O

Si idvada leidZia naudotis idvardintais loginiatsmais ne tik tokia forma, kokia jie uZradyti, lret
ista&gius sudtingesnes formules vietoj kintagm.

Pavyzdys

Absorbavimo dsnis ne tik parodo, kad formasl (pvg)&p ir p yra ekvivalegios,
bet kad ekvivaletios ir formuks (PVQ)&P bei P, kur P ir Q — bet kokios formuis.
Todkel, pavyzdziui, ((p—q)v(r/s))&(p—q) ~ p—q (¢ia istatme p—q vietoj P ir r/s
vietoj Q).

AnalogiSkai, jeii De Morgano ésn —(p&q) ~ —pv—q vietoj kintamojo p
istatysime formu p/-r, 0 vietojq istatysimer—q, tai gausime logikosé&ni

=((p/—n&(r—q)) ~(p/Ar)va(r—Q).

2 pastaba

Ekvivalertias formules gausime ir pakedal formulés jai ekvivaledia formule.

IS tikro, tarkime A, Bir C yra bet kurios formuk, ir formuk B yra formubs A sudtyje, t.y.B yra
formulés A dalis.

Pavyzdys

Formuk pv—q yra formuks r&(p v—q)—q sucktyje.

Beje, formut B gali kelis kartus pasikartoti formtjeé A. Formuk, kuri gaunama is formes A,
pakeitus joje kud nors formu¢ B formuleC, zymesimeA[B,C].

Pavyzdys

JeiAyrar&(p v—-q)—q, B yrapv-q, C yra -p— —q, tai A[B,C] yrar&( =-p— —q)—q.

2 teiginys

Tarkime, B ir C yra ekvivaleins formuks. Tada formuds A[B,C] ir A irgi yra ekvivaletios.



[rodymas Reikiajrodyti, kad formuhy A[B,C] ir A reikSnes su visomis interpretacijomis sutampa,
ty. kad j teisingumo reikSmi lentelu paskutiniai stulpeliai sutampa. Sudarykime forégauRf
teisingumo reikSmij lentek taip, kad iS pradai joje bity apskatiuojamos formuls B reikSmes
(iskaitant formulesjeinartiasi B). AnalogisSkai sudarykime formegd A[B,C] teisingumo lenteltaip,
kad iS pradij buty apskatiuojamos formuls C reikSmes. Tada iki stulpeli B ir C formuliy A ir
A[B,C] teisingumo lenteli reikSmes gali skirtis, bet stulpeliuoggir C jos pasidarys lygios, n&ir C
yra ekvivalegios formuks. Tolesniuose stulpeliuose reik&smaip pat liks lygios, nes formad A ir
A[B,C] daugiau niekuo nesiskiria, tedgaskutiniai stulpeliai irgi sutaps:

Pavyzdys
TeguA yra formut [(p—q) v (@@ p)] / (p—0), B yra p—q, ir C yra -pwg. Tada formul

A[B,C] gali hiti tokia: [( =pwg) v (@@ p)] / (p—q). Formuliy A ir A[B,C] teisingumo reikSmi lenteles
galima skatiuoti taip:

Pla|B|lq®p| Bv@®p |A plal -p|C|q®p| cv@®p) | ABCI
tlt]t] k t k t]t] k | t] k t k
t| k| k| t t t| k| k| k| t t t
k|t t] t t k k|t] t |t t t k
k| k| t] k t k klk| t]t] k t k

Taigi, skatiuodami formuts A teisingumo reikSnai lentek, iS prad4y apskatiuojame formu¢ B,
o paskui kitas formgk A dalis bet kuria tvarka. Skaiodami A[B,C], iS pradzi apskatiuojame
formulg C, o paskui kitas formés A[B,C] dalis ta paia tvarka, kaip ir formuleA. Matome, kad,
kadangi formuds B ir C ekvivalergios, tai stulpeliaB ir C, o ir visi toliau einantys stulpeliai, sutampa.

Todkl [(p—a) v (@D p)l/ (p—a) ~ [(=pv) v (@D p)] / (p—0).

Pavyzdys

Kadangip—q ~ —puy, tai formukje [(p—q) v (@ p)] / (p—0q) galime pakeisti
formule p—q formule =p1q, taip gaudami formel[( =pwq) v (q® p)] / (p—q). Tockl
[(p—a) v(@®p)]/ (p—a) ~[(=pva) v (Q® p)]/ (P—0).

Naudojantis turimais logikosédniais ir k tik gautais rezultatais, galima iSvesti
naujus logikos ésnius. Antra pastaba tvirtina, kad pakdiet kura formule, jeinartia
i formule A, jai ekvivaleia formule, gausime formuleh ekvivalertia formulg. O

pirmoji sako, kad galime naudoti logikosstius,istat bet kokias formules vietoj
kintamyju.

Pavyzdys
(p—q)/r ~ implikacijos pasalinimo ébnis ir 2 pastaba
(=pyy)/r ~ Seferio f-jos pa3alinimoédnis ir 1 pastaba
=[( =prq)&r] ~ De Morgano dsnis ir 1 pastaba
=(=pw)v-r ~ De Morgano dsnis ir 1 bei 2 pastabos
(=(-p)& =q)v-r ~ dvigubo neigimo ésnis ir 2 pastaba
(P& —q)v-r



