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Tiesiniy lygcéiy sistemos. Gauso
metodas

Tiesiniy lyg€iy sistemy teorija yra tiesines algebros ir geometrijos pagrindas. Tiesiniy
lygéiy sistemos taikomos ir kitose mokslo Sakose - pavyzdziui, fizikoje, ekonomikoje.
Ekonomikoje tiesinémis lygtimis iSreiskiami jvairus gamybos, vartojimo, mainy ir kitokios
ukinés veiklos rodikliy sarysiai. Tiesinés lygtys ir dviejy tiesiniy lygciy su dviem nezino-
maisiais sistemos buvo sprendziamos jau vidurinéje mokykloje. Cia nagrinesime pacias
bendriausias tiesiniy lygciy sistemas — su bet kokiu nezinomyjy ir lygc¢iy skai¢iumi.

1.1. Tiesinés lygtys.

Tiesine lygtimi su n nezinomyjy vadinama lygybe

a1-T1+as-xro+---+a,- x, =Do, (1.1)
kurioje ay,as, ..., a, ir b yra relieji skaiciai, o x1,xs,..., 2, — nezinomi dydziai. Skai¢iai
ai, as, ..., a, vadinami lygties koeficientais, b — laisvuoju nariu, o x1, s, ..., 2, — nezino-
maisiais arba kintamaisiais. NeZzinomuyjy reik§miy rinkinys Z = (Z1; @s; . . . ; T, ) vadinamas

(1.1) lygties sprendiniu, jeigu galioja lygybé
a1 T1+ay-To+---+a, T, =0>
Visy tiesinés lygties sprendiniy aibe pazymékime X. Ja galima uzraSyti taip:
X ={(Z1;To;...;Tp): a1 - Ty + a2 -To+ -+ + ap - T, = b}.

Pavyzdziui, tiesinés lygties su vienu nezinomuoju 5 - x = 2 sprendiniy aibe sudaro
vienintelis skaicius: 0,4.

Tuo tarpu tiesiné lygtis su dviem nezinomaisiais 2 - z1 + 3 - x9 = 6 turi be galo daug
sprendiniy. Visus juos gausime isreiske, pavyzdziui, kintamajj x; kintamuoju zy (r; =
3 — 1,5z5). Tuomet uzrasas (3 — 1,5 - a; «), a € R, reiskia visus nagrinéjamos lygties
sprendinius. Pavaizdave Siuos sprendinius plokstumos taskais, gautume 1 pav. tiese —
tiesinés lygties sprendiniy aibés X = {(3 — 1,5 a; a): a € R} geometrinj vaizda.
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N0 2)

(3;0) X
1 pav.

Lygties su trim nezinomaisiais, pavyzdziui, lygties 2x1 + 322 + x5 = 5 sprendiniy aibé
gali buti uzrasyta taip:

{(a; B; 5—=2a—30): a €R, §€R}.

Sios aibés geometrinis vaizdas - plok§tuma trimatéje erdvéje (2 paveiksle pavaizduota Sios
plokstumos dalis, atkirsta koordinaciy plok§tumomis).

A_X,'3
(0; 0;5)
5
(0= 0)
5 i »2
(%:0;0

2
X

2 pav.

Tiesinés lygties su didesniu negu trys nezinomuyju skai¢iumi ( (1.1) lygties su n > 4)
sprendiniy aibés geometriskai nepavaizduosime. Apskritai aibés, kurios nusakomos tiesi-
némis lygtimis, matematikoje vadinamos hiperplokstumomis.

Sprendziant tiesines lygtis bei jy sistemas labai svarbi ekvivalentumo savoka.

Dvi tiesinés lygtys su n nezinomuyjy

/

ay-xptay-xot - +al,cx, =0 (1.2)

ir
aj-x1+ay-xe+ - +a, -z, =50 (1.3)

vadinamos ekvivalenciomis, jeigu jy sprendiniy aibés X’ ir X” sutampa.
Pavyzdziui, tiesinés lygtys su dviem nezinomaisiais

3x1+4x, =5 ir 0,3z +0,4z9 =05
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yra ekvivalendios, nes abi jos turi tas pacias sprendiniy aibes: {(a; 2 — 3a): o € R}.

Nesunku jsitikinti, kad lygtj (t. y. visus jos koeficientus ir laisvajj narj) padaugine i3
nelygaus nuliui skaiciaus, gausime ekvivalencig lygti. Taigi lygtys

ap-ry+ag Tyt -+ ay T, =0,
ir
kay - x1 + kag -9+ -+ ka,, - x, = kb

ekvivalencios.

Sprendziant tiesiniy lygéiy sistema daznai sistemos lygtys prastinamos ir lygéiy sistema
pertvarkoma j paprastesne — lengviau iSsprendziama.

Tiesiniy lygciy (1.2) ir (1.3) tiesiniu dariniu vadinama tiesiné lygtis

(Nay +N'ay) -2y + (Nay+ N'ay) a0+ -+ -+
+N a, + N al) - x, =NV + N (1.4)

¢ia N, N — realieji skaiciai.

Atkreipkime démesj, kad su A’ = \” =1 (1.4) tiesinis darinys yra tiesiog lygé¢iu (1.2)
ir (1.3) suma:

(@) +a)) x4+ (ah+ay) - xo+---+ (a, +ay) -z, =0 +V".
éiq lygciy skirtumas
!

(ay —ay) -z + (ah —aly) - xo+ -+ (a, —a,) -z, =b ="

yra jy tiesinis darinys su A’ =1 ir \/ = —1.
Bet kurio tiesiniy lygciy skaiciaus tiesinis darinys suvokiamas taip. Jeigu

@il T1+ Qi Lot Qi Ty =0 1=1,2,.0,m,

yra tiesinés lygtys su n nezinomuyjy, o A;, « = 1,2, ..., m, — bet kokie realieji skai¢iai, tai
tiesiné lygtis

(Z&‘%l) " T+ (Z&am) ST e (Z&'%n) " Tp = Z)\ibz’
i=1 i=1 i=1 i=1

vadinama $iy m lygciy tiesiniu dariniu. Skaiiai \;, ¢ = 1,2,...,m, vadinami tiesinio
darinio koeficientais.

1.2. Tiesiniy lygc¢iy sistemos.

Tarkime, kad kintamieji x1, xs, ..., x, susieti m tiesinémis lygtimis

Clil'.ﬁlfl—i-aig'l’g—i—"'—l-am'l'n:bi, i:1,2,...,m.

[Sspresti m tiesiniy lygciy sistemq su n neZinomuyjy

anr1 + apre + -+ apr, = by,
an Ty + axpry + - 4+ agr, = b, (1.5)
Am1T1 + Qpala + + amn, = bm



reiskia rasti bendrus (tinkanc¢ius visoms lygtims) jy sprendinius. Skai¢iai a;; (1 = 1,2,. ..,
m, j = 1,2,...,n) vadinami sistemos koeficientais, b; (i = 1,2,...,m) — sistemos lais-
vaisiais nariais, o nezinomi dydziai z; (j = 1,2,...,n) vadinami sistemos nezinomaisiais
(kintamaisiais).

Tiesiniy lygciy sistemos sprendiniu vadinamas toks nezinomuyjy 1, s, . . . , T, reikSmiy
rinkinys T = (Z1;To; - -+ ; Tn), Kuris yra sistemos kiekvienos lygties sprendinys.

Jeigu (1.5) sistemos sprendiniy aibe pazymésime X, o ja sudaranciy lygé¢iy sprendiniy
aibes — atitinkamai X1, X», ..., X,,, tai tarp iy sprendiniy aibiy galioja sarysis:

Dvi tiesiniy lygciy sistemos su n nezinomuyjy,

anry + appry + -0 4+ apx, = by,
a1 Ty + ATy + -+ 4+ agx, = b,
Am1T1 +  GpaZs + + ApnTn = b,
ir
cnrr + cppre + oo+ cpx, = di,
11 + cpre + -+ copx, = da,
Ck1Ti + CTa + 0+ CT, = dg,

vadinamos ekvivalenciomis, jeigu jy sprendiniy aibés sutampa. Lygciy sistemos vadinamos
ekvivalenc¢iomis ir tuo atveju, kai abi neturi sprendiniy.
Pavyzdziui, nesunku jsitikinti, kad tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemos

=1

2.1'1 ) = 37 o 23:,2 oo — 27

200 4+ T3 = 2, ir %, — wm 4+ w5 = L

1 =1 r3 = 0
3

yra ekvivalen¢ios, nes ir viena, ir kita turi vienintelj sprendinj 7 = (1;1;0).
Panagrinékime kita — neekvivalenciy tiesiniy lygciy su trimis nezinomaisiais sistemy
porg

2$1 - 21‘2 T o= 4’ . 3551 — X9 -+ 3553 = 6,
321 = 6 ir %y — 6xz3 = 0
2$2 — X3 = 0 2 5 '

Pirmoji sistema ekvivalenti sistemai

— 2.2132 + T3 = O,
T = 2,
2I2 — I3 = O,

kurios sprendiniy aibé yra
X' ={(2;;2a): a € R}.

Antroji — ekvivalenti sistemai

T = 2,
) = 3$37



kurios sprendiniy aibé tokia:
X" = {(238:8): § € R}.

Taigi kiekviena sistema turi be galo daug sprendiniy, tac¢iau X’ # X”. I8 tikryju (2;0;0)
yra abiejy sistemy sprendinys, o, pavyzdziui, (2; 3; 1) yra tik antrosios sistemos sprendinys.
1.3. Gauso metodas.
Gauso metodu vadinamas (1.5) tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendimo budas, kai ji per-
tvarkoma j ekvivalencia trikampe tiesiniy lygciy sistema

Ty + cery + o A+ G, = dp
C2Ty + -+ F ConTn = d27 (1 6)
Cnnxn - dn
su nelygiais nuliui koeficientais c11, ¢o2, . . ., cpn arba trapecine tiesiniy lygéiy sistema
c11%1 + Craa + -+ Cpy + Clpp1Thr1 + 0+ Claly = di,
CoaTa + -+ + Copk + Copp1Tk+1 + -+ + ConTn = do, (1.7)

CkkTk + Chk+1Tk+1 + -+ 4 CenTpn = di

su nelygiais nuliui koeficientais c11, coo, . . ., Cik.

Taciau, kokiu budu reikia pertvarkyti duotaja lygc¢iy sistema, kad gautysi jai ekvi-
valenti sistema? Be to, kaip gauti ekvivalen¢ig trikampe arba trapecine lygdiy sistema?
Sitokie veiksmai gana paprasti ir vadinami elementariaisias pertvarkiais:

e sistemos bet kurios lygties daugyba i$ nelygaus nuliui realiojo skaic¢iaus;

e sistemos vienos lygties keitimas jos ir kitos lygties, padaugintos i§ bet kokio realiojo
skaiciaus, suma.

Nesunku jsitikinti, kad su sistemos lygtimis atlike elementariuosius pertvarkius vi-
suomet gausime ekvivalencig ankstesniajai lygciy sistema.

Atkreipkime démesj, kad dviejy sistemos lygc¢iy sukeitimas vietomis taip pat reali-
zuojamas elementariaisiais pertvarkiais. Norédami tai jrodyti, kad buty patogiau, i-aja
sistemos lygtj zymékime L;, j-aja — L;, o lygti, gauta pirmaja padauginus is skaiciaus k,
antraja is [ ir jas sudéjus, zymékime kL; + [L;. Tuomet lygtis L; ir L; sukeicia vietomis
tokia veiksmuy seka:

{Lj ;‘{ L; ;‘{Lj+(Li+Lj)-(—1) ;‘{ ~L;
(Li + Lj) + (= L) L;

- { L, 7\ L.

Elementariaisiais pertvarkiais (1.5) sistema galima pertvarkyti j jai ekvivalencia tri-
kampe (1.6) arba trapecine (1.7) tiesiniy lygé¢iy sistema. Gauti trikampe tiesiniy lygéiy
sistema jmanoma tik tuomet, kai m > n.

Lygciy sistema (1.6) turi vienintelj sprendinj. Jj gausime nuosekliai sudarydami aibes
Xn; Xn N Xn—l; Xn N Xn—l N Xn_Q,. ooy Xn N Xn—l Nn...N Xl, ¢ia Xi; 1= ]_, 2, ..., yra
(1.6) sistemos lygties L; sprendiniy aibé.

Trapeciné tiesiniy lyg¢iy sistema (1.7) turi be galo daug sprendiniy. I3 tikryjy pasirin-
kime bet kurias nezinomuyjy xgy1,...,x, reikSmes, pavyzdziui, i1 = tpa1, ..., Tn =ty
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(tkt1s - - -ty — realieji skaiciai), jrasykime j (1.7) sistemos lygtis ir gautaja sistema uzra-
Sykime taip:

C11T1 + Ci12%g + -+ -+ C1pTp = di — Cipqitiyr — - — Cintn,
CoaTo + + -+ 4 CopTr, = dy — Copt1lpt1 — - -+ — Conln,
CkkTr = A, — Crr1liyr — =+ — Crnly

O tai trikampé tiesiniy lygciy sistema su k£ nezinomyjy. Kadangi koeficientai ¢y, ¢o9, . . .,

~

cgr nelygus nuliui, tai ji turi vienintelj sprendinj. Pazymékime ji (ZT1;To;...;T). Sis
sprendinys atitinka laisvai pasirinktg skaic¢iy rinkinj (tgi1;...;tn), 0 (T1;To; .. T that;
...;ty) yra (1.7) sistemos sprendinys. Taigi su kiekvienu laisvai pasirinktu realiyjy skai¢iy
rinkiniu (fx41;...;t,) gauname vienintelj (1.7) sistemos sprendinj.

Pertvarkant sistema (1.5) j trikampe ar trapecine tiesiniy lygéiy sistema galima gauti
tokio pavidalo lygciy:
O-21+0-294+---+0-2, =d.

Jei d = 0, tai tokia lygtis yra tapatybé ir ja pasSaliname is sistemos. Kai d # 0, tai ji
neturi sprendiniy. O tai reiskia, kad ir visos sistemos sprendiniy aibé tuscia. Siuo atveju
sprendima baigiame.

Pademonstruosime Gauso metoda pavyzdziais.

1.1 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime §ig tiesiniy lygciy su keturiais nezinomaisi-
ais sistema;

rT — 3:1)2 + 23 + x4 = 0,
—21’1 + 71’2 — XT3 — 2%4 = 1,
ry — 51’2 + 3.734 = 2, (18)

3[)31 — 81‘2 + 25173 + 41‘4 = 3.

Sprendimas. I§ pradziy eliminuokime nezinomajj x; i§ lygc¢iy Lo, Lg ir Ly . Tuo
tikslu atlikime tokius pertvarkius: 2L; 4+ Lo, —L1 + L3, —3L; + L4. Gausime ekvivalencia
tiesiniy lygciy sistema

rT — 31‘2 + x3 + 1y = 0,
To + T3 = 1,

— 21132 - x3 + 21’4 = 2,

Tog — X3 + XTy4 = 3.

Nezinomajj xo eliminuokime i§ trecios ir ketvirtos lygciy Siais pertvarkiais: 2L, + Ls,
—Ly + Ly. Turésime tokia tiesiniy lygc¢iy sistema:

rK — 3332 + 3 + x4 =
T2 + T3 =

r3 + 2$4 =

— 2[)’]3 —|— Ty =

N = O

Atlike pertvarkj 2L3 + Ly, eliminuosime nezinomajj x3 is ketvirtosios lygties ir gausime
trikampe tiesiniy lygciy sistema

ry — 3ZE2 + 23 + x4 = 0,
T + T3 = ]_,

r3 + 2$4 . 4,

5334 = 10.



Sios sistemos lyg¢iy sprendiniy aibes pazymékime X;, i = 1,2,3,4. Tada
Xy ={(ri;ra;73;2): 11 €R,ry € R, 13 € RY,

XyN X3 ={(ry;r90;2): r1 € R, ry € R},
XaNX3NXy={(r;1;0;2): r; € R},

Vadinasi, (1.8) tiesiniy lyg¢iy sistema su keturiais nezinomaisiais turi vienintelj sprendinj:
(1;1;0;2).

1.2 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime tiesiniy lygéiy su keturiais nezinomaisiais
sistema

2.1'1 + X9 + 31’3 = 6,
31’1 + 4&32 - X3 — 21’4 4,

T + 21’3 + x4y = 4, (19)
41‘1 + 5ZL‘2 — 3I4 = 6,

21’1 + 4272 — 31‘3 — 3[E4 = 0.

Sprendimas. NeZzinomuosius eliminuokime pagal tokia schema:
1) =3Ly + 2Ly, Ly —2L3, —2Ly + L4, —Ly + Lj

2:B1 + xo + 3$3 = 6,
5.1'2 — 11.1'3 — 4.774 = —10,

Ty — X3 — 2x4 = =2,

3ZL'2 - 6I3 - 31‘4 = —6,

3ry — 6xz3 — 3z, = —6;

2) sLy, =Ly + L5

2.%1 + X9 + 3.733 = 6,
51‘2 — 111'3 — 4.1'4 = —10,

) — Z3 — 21’4 = —2,

) — 2[[‘3 — Ty = —27

0 = 0;

3) Ly —5L3, Ly — 5Ly, pasaliname Ls — tapatybe

21’1 + X9 + 31‘3 = 6,
bty — 1llaxs — 4z, = -—10,

6$3 + 61’4 = O,

- T3 + x4 = 0,

4) —éL?n —éL:’, + Ly

21’1 + X9 + 3ZE3 = 6,
51’2 - 1].I3 - 4[L‘4 = —]_0,

T3 — Xy = 0,

0 = 0



Sios sistemos ketvirtoji lygtis (0 -z +0- 29+ 023+ 0- x4 = 0) yra tapatybe, todél
pasalinkime i§ sistemos. Taigi (1.9) sistema pakeitéme ekvivalenéia trapecine tiesiniy
lygciy sistema

2¢1 + w9 + 3IL‘3 - 67
55132 — 11553 — 4.2?4 = —10, (110)
T3 — Xy = 0.

Sios sistemos lyg¢iy sprendiniy aibes pazymékime atitinkamai X3, X5, X3 ir pasirinkime
bet kuria nezinomojo x4 reikSme: x4 =t, t € R. Tada

Xy ={(ri;rast;t): 1 € Ryrp € RY,

XN Xy ={(r;3t —2;t;t): r1 € R},
XsNXon Xy ={(4—-3t;3t—2;t;t)}; teR.

Vadinasi, (1.10), taigi ir (1.9), lyg¢iy sistema turi be galo daug sprendiniy. Juos galima
parasyti viena formule:

x(t) = (4 — 3t; 3t — 2;;t),t € R.

1.3 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime tiesiniy lygciy su penkiais nezinomaisiais
sistema

2I1 + x2 + 3 — X4 - 2.T5 = 1,
Ty + 31’2 — 2[E3 + 21‘4 — T 3, (111)
rT1 — 229 + 33 — 3x4 — T5 0,

4xq - x3 — Ty — x5 = 1.

Sprendimas. IS karto pastebime, kad Sios sistemos negalima pertvarkyti j trikampe
tiesiniy lygciy sistema, nes nezinomyjy yra daugiau negu lyg¢iy. Vadinasi, elementari-
aisiais pertvarkiais gausime trapecine tiesiniy lygé¢iy sistema:

1) Ly — 2Ly, Ly —2L3, —2L1 + Ly

2I1 + X2 + 3 — T4 - 2]35 = 1,
— 5ZL'2 + 51‘3 — 5174 = —5,

5I2 — 51‘3 + 5374 = 1,

— 29 — 3x3 + x4 + 3x5 = —1;

2) —tLy, Lo+ L3, —2Ly + Ly

2.1'1 + Ty + X3 — Ty — 2.’13'5 = 1,
To — X3 + T4 = 1,

0 — 4 (1.12)
— 5[L’3 + 31‘4 + 31’5 = 1.

Matome, kad trecioji Sios sistemos lygtis
0$1+01’2+0$3+0I4+0!E5:—4

neturi sprendiniy. Todél ir (1.12) sistema, taip pat ir (1.11) sistema, sprendiniy neturi .

Pastebékime, kad atlikdami elementariuosius pertvarkius perskai¢iuojame tik koe-
ficientus ir laisvuosius narius. Vadinasi, nezinomyjy x1, 2o, ..., T, tarpiniuose skai¢ia-
vimuose galétume nerasyti, o vietoje lygciy sistemos rasyti tik jos koeficienty ir laisvyjy
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nariy lentele. Tokios skaiciy lentelés vadinamos matricomss. Véliau matricas nagrinésime
atskirai, o ¢ia pademonstruosime kaip jos naudojamos sprendziant tiesiniy lygc¢iy sistemas

Gauso metodu.

UzraSykime matricomis, pavyzdziui, (1.8) sistemos sprendima:

1 -3 1 10

9 7 -1 -2 1
1 -5 0 32/|°%
3 -8 2 43

1 =311 0

0 110 1

0 012 4

0 00 5 10

1 -3 110 1 -3 110
0 1 101 0 1 101
0 -2 122 1o 0o 124]|°%
0 1 —1 1 3 0 0 —2 1 2

Pagal gautaja koeficienty ir laisvyjy nariy matricg nesunku uzrasyti ir pacia lygciy sis-
tema, o tuomet ja iSspresti, kaip tai daréme anksc¢iau. Kartais, kad buty patogiau, Salia

matricos eilutés uzrasomi atliekami su matricos eilutémis veiksmai.

Pavyzdziui, salia

pirmosios matricos antros eilutés galéetume rasyti 2L, 4+ Lo, tuo parodydami kaip gauta
tolesnés matricos antroji eiluté. Salia prieSpaskutinés matricos ketvirtos eilutés galétume
raSyti 2L3 + L, (taip gaunama paskutiniosios matricos ketvirta eiluté). Tokie pagalbiniai
uzraSai padeda iSvengti klaidy skaic¢iuojant, o padarius klaida, lengviau ja aptikti.
Sprendziant tiesiniy lygciy sistemas Gauso metodu, dazniausiai ir vartojamas toks

sprendimo uzraSymas.
1.4. Uzdaviniai

1. Pavaizduokite grafigkai §iy tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sprendiniy aibes:

1) 4[E1 - 5?[72
2) 5$1 + 31’2
3) —2r1 +  Txo
4) 0.2 + 315
5) 2-x1 + 0-x9

2. Gauso metodu iSspreskite

1 + 2ry — w3
1)< 32y — xy + a3
4331 — Ty + 233'3
21’1 + xo + I3
2) —21‘1 + 21’2 + T3
31’1 — 31‘2 — 4%3
xr, + 21’2 + I3
3) 2371 + X2 + I3
Ty + X9 + 21’3
2ZE1 + 31‘2 — I3
4) 3171 — Iy + 2[E3
rr — 2]72 — 333'3

= 20;
= 15;
= 14
= —5H.
Sias tiesiniy lygciy sistemas:
= 1,
= 4, Ats. (151;2)
= 57
= -2, Ats. (2;1;0)
= 2,
= 1, Ats. (—1;0;3)
= —1,
= 13, Ats. (3;-2;1)
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Ats. ()
6)
o
T
2£E1
Ats. (1;1;1;1)
7)
T
2371
x1
Ats. (2 —1t;0; =2+ 2t;t)
8)
Z
2231
3]]1
Ats. (1;1;1;0)
9)
233'1
T1
Ty
Ats. (1;0;—1;2)
10)
2$1
I
Ats. (2;1;0;0)
11)
T
23?1
Ats. (3;2;1;1)

+ 2.172

+ X2

+ i)

— X2 - X3 =
+ 3xy + Sx3 =
+ 2x9 + 4dx3 =
X2
2[L’2 + 3 + 14
31‘2 + 4£L'3 — X4
— X3 — X4
25132 + x4
5Ty + w3
+ X3 — X4
31’2 — T3 -+ 2.174
+ 31’3 + 45(]4
) + 2!133 + 24
) — 21‘4
To — Tz + X4
— I3
To + 25(73 — X4
2[L’2 + 3 — Xy
To + X3 + 14
21’2 + r3 — 2374
3:62 — T3 + 24
Ty + x3 + 2x4
T — I3 — X4
r3 -+ 3!E4
21’2 — ZT3 — T4
) + 2ZL‘3 + x4
— X3

12
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12)
21
Iy
Ty
221

Ats. (=4 + 5t;t;4 — 3t; =Tt + 8)

13)
3x1
21
£y
X1
Ats. (2;-1;1;-2)
14)
3z
T
221
Ats. (—1;2;1;-2)
15)
3Ty
211
T
4z

Ats. (3;0;—2;2)

16)
€y
2.T1
I
3$1
Ats. (1;-1;1;-1)
17)
2[1/’1
41‘1
45131
2.1'1
Ats. (—1;3;4;2)
18)
2I1
31’1
51’1
2.’131
Ats. ()

+ 21’2
+ X2
+ 22
+ 5272
+ ?)ZL'Q
+ X9
—+ 21’2
T2
+ X9
— Q.TQ
+ 3.%'2
— 41‘2
+ Zo
QZEQ
3.172
2%2
T2
+ 31‘2
+ 2[[2
- 3.232
— 4.%'2
Ho)
21‘2
T2
T2

+ 23 + x4 = 4,
+ x4 = 47
+ 21,’3 = 4,
— I3 + 21‘4 = 4.
+ 4dx3 + 3y = 3,
+ 3(133 + x4 = 2,
— XT3 = 0,
- 3ZE3 — Ty = 1;
+ 31‘3 + x4 = 2,
— 33 — 3y = 1,
+ 21’3 + x4 = —]_,
+ x3 = 1;
+ X3 — T4 = 5,
— 2%3 — 4:13'4 = 2,
+ 3&33 + 2%4 = 1,
+ 4I3 + 14 = 6;
r3 + x4 = _37
2333 + 25134 = —5,
3rs — x4y = 7,
2$3 + x4 = —1;
- X3 + x4 = 5,
— 2373 + 3274 = 0,
+ 2x3 + 3x4 = 1,
+ 223 + dry = 4
r3 + x4 = 1,
21’3 - 3[L’4 = 2,
r3 + 2y = _17
T3 — 3(134 = 4;

13



19)

T
-1
—2ZL'1
T
Ats.
20)
25[3'1
Iy
41’1
—1q
Ats. (1+1¢;,—1+41¢0;¢)
21)
T
Ty
o
T
Ats. (1;2;3;4)
22)
3.731
21‘1
T
—1
T1
Ats. ()
23)
T
{ 23?1
2561
Ats. (t;t;t;t)
24)
21‘1
{ 35131
Ats. (3 —2t;—4 4 5t;2 —
25) {

Ats. 0

+ 4+

2372
2.132
3$2
51‘2

X2
X2
2272

T2
X2

T2
T2

21’2
Z2
o)

31’2
o)

2372
T2
51'2
31‘2

X2
2.172
T2

2112
2$2

- T3 + T4
+ x3 — 314
+ 2x3 — 314
— x3 + 214
— 4dx3 + x4
— I3
+ r3 — Sy
+ x3 — 14
+ X3 =
+ x3 + T4 =
+ T3 + 1y =
+ T4 =
+ T3 + 1y =
+ 3 — X4
— I3 + 314
+ 33 + 214
-+ 2333 + x4
+ x3 4+ @y
— T3 — 21’4
+ 3273 — 41‘4
— 6$3 + 24
— 2x3 — 34
— T3 — 21‘4
+ 13 — 314
+ 633'3 + x4
+ x3 — 314
+ 2x4
+ x3 — O1y

14
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2

Determinantai

2.1. Antros ir trecios eilés determinantai.

Gauso metodas yra patogus ir nesudétingas jvairiy tiesiniy lyg¢iy sistemy sprendimo
metodas. Tadiau teoriniuose klausimuose Gauso metodas maziau parankus. Cia geriau
buty Zzinoti lygciy sistemos sprendinio iSraiska Sios sistemos koeficientais ir laisvaisiais
nariais. Tokiag galimybe suteikia determinanto savoka.

Is pradziy isspreskime dviejy tiesiniy lygéiy sistema su dviem nezinomaisiais:

(2.1)

a1171 + ajpxe = by,
a21T1 + A92To — bg.

Tarkime, kad bent vienas i§ jos koeficienty a;;, pavyzdZziui, a;; yra nelygus nuliui.
Jeigu taip nebuty, tai sistema arba tenkinty bet kuri realiyjy skaiciy pora (z1;x2), arba
ji neturéty sprendiniy.

Sistemos (2.1) antraja lygtj pakeite lygtimi — 3Ly + Lo gausime ekvivalencia sistema

(age — 42920 )7y = by — 221Dy,

{ a1171 + G122 = by,

o antra Sios sistemos lygtj padaugine i§ aq;, — sistema

a1171 + a1aT2 = by,
(a11a22 - a12a21)$2 = aj1by — brag;.

IS ¢ia, kai aj1a90 — aqas; # 0, turésime:

byage — a12bs a11b9 — brag
T = , L9 = . (22)
a11G22 — A12G21 a11G22 — A12G21

Nesunku jzvelgti taisykle, pagal kurig sudaryti pastaryjy israisky vardiklis ir skaitikliai.
Pazymeékime
A= aip Q12 ‘
Q21 Q22

Tai 2-0s eilés kvadratiné matrica su elementais a1, @12, o1, @ge. Dar susitarkime matricos
A elementus a1, ase vadinti pagrindine jstriZaine, o elementus ais, asy — Salutine jstriZaine.
Tuomet (2.2) sistemos iSraisky vardiklis yra matricos A pagrindinés jstrizainés elementy
sandaugos ir Salutinés jstrizainés elementy sandaugos skirtumas: D = aj1a90 — a12a9;.
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Skai¢ius D vadinamas matricos A determinantu (arba tiesiog 2-osios eilés determi-
nantu) ir zymimas
air @12
a1 @G22

D =

Trupmeny (2.2) skaitikliai taip pat yra determinantai:

D, = bi a2 Dy = air b |
bg 929 21 b2
Tuomet (2.2) formules galima uzrasyti taip:
D, Dy
T D , T2 D ( # ) ( )

Pastarosios nezinomuyjy iSraiskos vadinamos Kramerio formulémis (G. Cramer, 1704-1753,
Sveicary matematikas).
Panasiai nagrinéjant trijuy tiesiniy lygc¢iy sistema

1171 + a12%2 + a1373 = by,
2171 + A22%2 + a23T3 = by, (2.4)
a3121 + azaTo + aszrz = bs,

galima jvesti trecios eilés determinanto savoka. ISsprende (2.4) lygéiy sistema (kad ir
Gauso metodu), gausime tokias nezinomuyjy israiSkas — Kramerio formules:

Dy D, Dy

T =22 =2 (D 40); 2.5
P N (25)
¢ia D, Dy, Dy, Dj yra atitinkami (susije su (2.4) tiesiniy lyg€iy sistema) trecios eilés
determinantai. Zinoma, jy iSraiskos gerokai sudétingés negu 2-os eilés determinanty.
Formuliy (2.5) vardiklio D reigkinys yra tre¢ios eilés determinanatas

ry =

@11 Adiz2 A3
D =] an ax a3 |= a102a33 + a12023031 + Q13021A32 — A13022031 — Q12021033 — G11023032.
a31 daz2 G33

Skaitikliy reiSkiniai taip pat yra determinantai, apskaic¢iuojami pagal ta pacia taisykle:

by ai ais a; by ais a; a2 b
D, = by ag @23 |, Dy = | an by a3 |, D3 = | ag ag by
by asy ass az; bz ass as; asy b

Isiziuréje i determinanto D iSraiska pastebésime gana paprasta jo skaic¢iavimo taisykle,
vadinama Sariuso (P. F. Sarrus, 1798-1861, prancuzy matematikas, ) arba tiesiog trikam-

pio taisykle:

3 pav.
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2.1 pavyzdys. Naudodamiesi Kramerio formulémis iSspreskime tiesiniy lygciy sis-
tema

2x1 — bxy + 3x3 = 9,
4.%1 + 256'2 + x3 = 5, (26)
3.771 + X9 + 6I3 = 0.

Sprendimas. Pagal trikampio taisykle apskai¢iuokime determinantus D, Dy, D, ir
D3I

2 -5 3 5 —5 3
D=|4 2 1|=121, D;=|5 2 1|=121,

3 16 9 16

2 5 3 2 -5 5
Dy=|4 5 1|=0, Dy=|4 2 5|=121.

396 3 19

Pritaike Kramerio formules (2.5) gauname tokias sprendinio komponentes: z; = 1,
x9 =0, x3 = 1. Taigi (1;0;1) yra tiesiniy lygéiy sistemos (2.6) sprendinys.

Kramerio taisykle galima taikyti ir kai nezinomyjy yra daugiau negu lygéiy. Tuo tikslu
kairiojoje sistemos puséje reikia pasirinkti nezinomuosius, kuriy koeficienty determinantas
nelygus nuliui, o kitus narius — laisvuosius kintamuosius — perkelti j deSinigja. Tuomet
pritaike Kramerio formules ir rinkdamiesi laisvyjy kintamyjy reikSmes is reliyjy skaiciy
aibés gausime visus sistemos sprendinius, kuriy Siuo atveju yra be galo daug.

2.2. Kéliniai.

Siekdami iSplésti determinanto savoka iki n-tos eilés determinanto (n € N), turime
panagrineéti kéliniy, sudaryty i$ naturaliyjy skaic¢iy 1,2, 3, ...,n savybes. Aisku, kad is Siy
n skai¢iy i$ viso galima sudaryti n! skirtingy kéliniy (ji;jo; .57k ---5715 -+ Jn)-

Jei du bet kuriuos kélinio elementus sukeisime vietomis kitus palikdami savo vietose
(8is veiksmas vadinamas ty elementy transpozicija), tai gausime kita tu paciy elementy
kélinj. Elementy jj ir j; transpozicija zymeésime (jy, j;).

2.1 teorema. I3 bet kurio n elementy kélinio (n>1) baigtiniu transpozicijy skai¢iumi
galima sudaryti kiekvieng kita ty paciy elementy kélinj.

Irodymas. Samprotausime taikydami matematinés indukcijos metoda kélinio elementy
skaiciaus n atzvilgiu. Teiginys akivaizdus, kai n = 2. Tarkime, kad teoremos teiginys
teisingas su n — 1 elemento kéliniais. [rodysime, kad jis teisingas n elementy kéliniams
K = (jisgos- - n) it L= (li;lo; .. 5 1n).

Jei j1 = [y, tai kéliniai (jo;...;7,) ir (l2;...;1,) yra n — 1 elemento, ir jiems pagal in-
dukcijos prielaida teoremos teiginys galioja. Vadinasi, i§ kélinio K baigtiniu transpozicijy
skai¢iumi gausime keélinj L.

Jeigu j; # [y, tai kélinyje L atlike transpozicija (ji,[1) gausime ka tik nagrinéta
atveji. V

Sakoma, kad skaiciai jy ir j; kelinyje (ji; 72557k -3 Ji; - - -5 jn) sudaro inversijqg, jeigu
Jr > 7i. Pavyzdziui, kélinyje (1;5;4; 2; 3) inversijas sudaro $ios skai¢iy poros: 5 ir 4, 5 ir 2,
5ir 3, 4 ir 2, 4 ir 3. I8 viso Siame rinkinyje yra penkios inversijos. Rinkinio (j1;72,- -, jn)

inversijy skai¢ius Zymimas I(ji;j2;...;7,). Taigi I(1,5,4,2,3) = 5.

Keélinys, turintis lyginj inversijy skaiciy, vadinamas lyginiu kéliniu, o kélinys su nely-
giniu inversijy skai¢iumi — nelyginiu kéliniu. Ka tik nagrinétas kélinys (1;5;4;2;3) yra
nelyginis.
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2.2 teorema. Viena kélinio elementy transpozicija keic¢ia kélinio lyginuma prieSingu.

Irodymas. 18 pradziy transpozicija (jx, ji) pritaikykime greta esantiems kélinio elemen-
tams j ir ;. Tokj kélinj sutrumpintai galime zymeéti A, ji, j;, B; ¢ia A — elementai, esantys
kairéje skaiciaus ji, B — elementai, esantys deSinéje skaic¢iaus j;. Tuomet po transpozicijos
turésime kélinj A, j;, jx, B.

Skai¢ius jj, taip pat ir skaicius j;, ir prie§ transpozicijg, ir po jos su aibiy A ir B
elementais sudaro ta patj inversijy skaiciy. Todél kélinyje A, ji, ji, B atlikus transpozicija
(Jk, ji) inversijy skaicius pasikei¢ia tik vienetu — taigi ir lyginumas kei¢iasi priesingu.

Dabar tarkime, kad tarp elementy j; ir j;, kuriems taikoma transpozicija, yra s kélinio
elementy (s > 1): C, jx, m1, mo, ..., ms, ji, D; ¢ia C — elementai, esantys kairéje skai¢iaus
Jk, D — elementai, esantys deSinéje skaic¢iaus j;. Po transpozicijos (j,j;) gauta kélinj
C, 31, my, ma, ..., mg, Jr, D galima gauti ir atlikus tokia transpozicijy seka:

(jkam1)7 (jkamQ)a'-->(jkams)7 (jk?jl)? (ms>jl)>"'7(m27jl)a (mbjl)-

Kiekviena Sios sekos gretimy elementy transpozicija kei¢ia kélinio lyginuma priesingu.
Kadangi jy i§ viso yra 2s + 1, tai ir nagrinéjamu atveju transpozicija (jg,J;) pakeifia
kélinio lyginumg prieSingu. V

ISvada. IS n elementy 1,2, ..., n galima sudaryti %' lyginiy kéliniy ir tiek pat nelyginiy
kéliniy.

Jrodymas. Kaip matéme, i§ viso yra n! kéliniy. Tarkime, kad p i$ jy yra lyginiy, o ¢
— nelyginiy. Tuomet p + ¢ = n!. Kiekviename kélinyje atlikus, pavyzdziui, transpozicija
(1,2) visy keéliniy lyginumas pasikeis prieSingu. Gausime p nelyginiy kéliniy, kuriy i§ viso
yra q, taigi p < q. Po transpozicijos visuose nelyginiuose kéliniuose gausime ¢ lyginiy
kéliniy, taigi ¢ < p. Vadinasi, p = q. Tuomet 2p =n!irp=q = %' \Y

2.3. Keitiniai.

Dabar nagrinékime transformacijy, leidzianciy is vieno keélinio gauti kita kélinj, aibe.
Tokias transformacijas apibudinsime kiekvienam pirmojo kélinio elementui nusakydami
atitinkantj jj antrojo kélinio elementa. Pavyzdziui, i§ kélinio (3,4, 1,5,2) gausime keélinj
(4,1,5,3,2) elementui 3 priskyre 4, elementui 4 priskyre 1, elementui 1 priskyre 5, ele-
mentui 5 priskyre 3 ir elementui 2 priskyre 2. Kalbant bendriau, Sitoks priskyrimas, —
kai aibés elementai priskiriami tos pacios aibés elementams, vadinamas bijekcija § save
(apskritai bijekcija gali veikti ir j kita aibe). Sia bijekcija galima uzraSyti parasius antrajj
kélinj po pirmuoju — ji ir vadinama keitiniu (5-ojo laipsnio):

341 5 2
<41532>' (2.7)
Kadangi uzrasant keitinj svarbu nurodyti kuris elementas "pereina" j kokj, tai sukeite
stulpelius vietomis taip, kad pirmoji eiluté buty "tvarkinga'", turésime ta patj keitinj:

1 2 3 45
(52413)' (28)

Si keitinio israiska vadinama standartine. Taigi n-ojo laipsnio keitiniu vadinsime

1 2 ... n
(il lo ... z’n>’ (2.9)



¢ia 11,19, ...17, yra kuris nors elementy 1,2,...n kélinys. Aisku, kad i§ viso skirtingy
keitiniy, kaip ir kéliniy, yra n!.

Galima kalbéti ir apie bet kokiy dviejy aibiy X ir Y elementy tarpusavio atitiktis.

Taisyklé f, pagal kurig kiekvieng aibés X elementa x atitinka vienintelis aibés Y
elementas y, vadinama aibés X atvaizdZiu aibéje Y (zymésime f : X — Y). Kitaip
tariant, atvaizdis f yra funkcija, apibrézta aibéje X su reik§mémis i§ aibés Y. Elementas
y = f(x) vadinamas elemento = vaizdu, o aibé, sudaryta i§ elementy x vaizdy, — atvaizdZio
f vaizdu (zymimu Imf).

Jeigu Imf =Y, tai atvaizdis f : X — Y vadinamas surjekcija. Kai nelygiy aibés X
elementy vaizdai nelygus, tai atvaizdis f vadinamas injekcija. Jeigu atvaizdis yra kartu
surjekcija ir injekcija, tai jis vadinamas bijekcija.

Atkreipkime démesj, kad keitinio stulpeliy sukeitimas vietomis nekei¢ia pirmosios ir
antrosios eilu¢iy inversijy sumos lyginumo. Jeigu pirmosios ir antrosios eilu¢iy inversijy
suma lygineé, tai keitinj galima vadinti lyginiu keitiniu, jeigu $i suma nelyginée — nelyginiu
keitiniu. Pavyzdziui, keitinys (2.7) yra nelyginis, nes jo pirmosios eilutés inversijy skai¢ius
yra 5, 0 antrosios — 6 (suma lygi 11). Sis keitinys uzragytas standartine israiska (2.8) islicka
nelyginis — pirmosios eilutés inversijy skaic¢ius 0, antrosios — 7.

Dabar n-ojo laipsnio keitiniy aibéje apibrézkime daugyba. Kad buty paprasciau, §j
veiksma pademonstruosime pavyzdziu. Tegu

1 23 45 . 1 2 3 45
A—<524 1 3) lrB“<34 1 52)
du 5-0jo laipsnio keitiniai. Tuomet jy sandauga vadinsime keitinj
1 23 45
AB = ( 2 45 31 ) ’

BA:<1 2 3 4 5>'

Atkreipkime démesj, kad

4 1 5 3 2

Taigi tokia jprasta dauginamuyjy keitimo vietomis savybé - komutatyvumas (galiojanti,
pavyzdZiui, realiyjy skai¢iy aibéje) keitiniy aibéje negalioja. Nesunku jsitikinti, kad
jungimo désnis (asociatyvumas) n-ojo laipsnio keitiniy aibéje galioja, t. y. (A- B)-C =
A-(B-C).

Ypatingas yra tapatusis (vienetinis) keitinys

1 2 ... n
E_<1 2 ... n)

Padaugine keitinj i§ vienetinio i§ bet kurios pusés, gausime ta patj keitinj: AE = FA = A.
Taigi tapatusis keitinys yra keitiniy aibés vienetas. Be to, n-ojo laipsnio keitiniy aibéje
kiekvienas keitinys A turi atvirksting keiting (jj Zymésime A~'), t. y. tokj, su kuriuo
galioja lygybés A- A1 =A"1. A=FE.

[svardinome savybes, kurias turi n-ojo laipsnio keitiniy aibé. Dél 8iy ir kity — simetrijos
savybiy — §i aibé vadinama simetrijy grupe S,. Kai n > 3, §i grupé yra nekomutatyui.

Kad suvoktume, kodél tokia aibé vadinama simetrijy grupe, panagrinékime Ss. Si
grupé turi 3! = 6 elementus. Juos visus nesunku isvardinti:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 23)’\1 3 2)’\321)’\213)’\231)’\312)°

Tarkime, turime lygiakrastj trikampj, kurio virSunés suzymetos skaiciais 1, 2 ir 3.

Kiekvienas Sios grupés keitinys atitinka tam tikra lygiakrascio trikampio transforma-
cija: pirmasis — tapacia (vienetine); antrasis, treciasis ir ketvirtasis — pasukima apie
pazymeétas simetrijos asis; penktasis — pasukima apie simetrijos centra pagal laikrodzio
rodykle ir SeStasis — pasukimg prie§ laikrodzio rodykle.

3 2 1 3 2 1
| v\
~ - &J /\
2A1 3/\1 2A3 1/:\2 1/\3 3 o)

4 pav.
Truputj keitiniy teorijos. Keitinj, gauta i$ tapaciojo keitinio E sukeitus du apatinés
eilutés elementus ¢ ir j vietomis (t. y., atlikus apatinio kélinio elementy transpozicija),

()

irgi vadinsime tiesiog transpozicija arba dvinariu ciklu ir Zymésime (i, j); ¢ia daugtaskiai
reiskia nekei¢iamus elementus. Transpozicija yra nelyginis keitinys.

Keitinj padaugine i§ deginés i transpozicijos (i, j), apatinés §io keitinio eilutés elemen-
tus ¢ ir j sukeisime vietomis (bus atlikta elementy ¢ ir j transpozicija). Kadangi visus
kélinius baigtiniu transpozicijy skai¢iumi galima gauti is kélinio 1, 2,3, ..., n, tai bet kuris
keitinys gali buti gautas i§ vienetinio FE, ji baigtinj skai¢iy karty dauginant (i§ deSinés)
i§ transpozicijy. Tokiu budu, jeigu neraSysime vienetinio keitinio F, gausime keitinio
iSraiska transpozicijy sandauga. Pavyzdziui,

1 2 3 4 5
0:(2 - 1):(1,2)(1,5)(3,4).

Atkreipkime démesj, kad iSraiska transpozicijy sandauga yra ne vienintelé, pavyzdziui,

C:@ - ‘?):(1,4)(2,4)(4,5)(3,4)(1,3).

Taciau ir vienos, ir kitos iSraiSkos daugikliy skai¢ius yra nelyginis, be to pats keitinys yra
taip pat nelyginis (7 inversijos)!

2.3 teorema. Bet kurios keitinio iSraiSkos transpozicijy sandauga Siy transpozicijy
skaiciaus lyginumas yra toks pat ir sutampa su pacio keitinio lyginumu.

Jrodymas. Matematinés indukcijos metodu jrodykime, kad &k transpozicijy sandauga
yra keitinys, kurio lyginumas yra toks pat kaip ir skai¢iaus k. Kai k = 1, tai teiginys
yra teisingas, nes transpozicija yra nelyginis keitinys. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai
dauginamuyjy yra k — 1. Zinoma, skai¢iai k ir k — 1 yra prie§ingo lyginumo, taip pat ir
keitinio padauginimas i$ transpozicijos kei¢ia keitinio lyginuma priesingu (sukeic¢iami du
antrosios eilutés elementai vietomis). Vadinasi, teiginys teisingas ir kai dauginamuyjy yra
k. Taigi teiginys teisingas su visais naturaliaisiais £k > 1. V
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Keitinys
(e )
9 13 ... (2% 1 k1 . Up

vadinamas k-nariu ciklu (1 < k <n) ir Zymimas s = (i1, 42, ...,1). Kai k = 2, gausime
auk§ciau apibrézta transpozicija.

Du n-ojo laipsnio ciklai vadinami nepriklausomazis, jeigu jie neturi bendry elementy.

Keiting vieninteliv budu galima iSreiksti nepriklausomy cikly sandauga ir, atvirkscias,
ciklais isreikstas keitinys uZrasomas gprastine forma taip pat vienareiksmiskas.

Pavyzdziui, auksciau nagrineti keitiniai nepriklausomy cikly sandauga uzraSomi taip:

1 2 3 45 1 2 3 45

3 4
5 3

— Ot

123
):(1,2,4,3,5), BA:<4 |-

1 2 3 45
C:<2 - 1):(1,2,5)(3,4).

1 2 4 5
AB:<2 4 3 2)2(17473a5’2)7

Keitinio A israiSkoje matome "cikla", kurio ilgis 1. Kartais tokie ciklai i§ viso neraSomi,
nes elementas nekei¢iamas, taciau tuomet butina zinoti keitinio laipsnj.

n-ojo laipsnio keitinio A dekrementu (zymésime d(A)) vadinamas skirtumas n — s; ¢ia
s yra nepriklausomy cikly skaicius (jskaitant ir vienetinio ilgio ciklus).

Pavyzdziui, d(A) = 3, d(B) =3, d(AB) =4, d(BA) =4, d(C) = 3.

2.4 teorema. Keitinio lyginumas yra toks pat kaip ir Sio keitinio dekremento lyginu-
mas.

Irodymas. Bet kurj ilgio k cikla galima uZraSyti (k — 1)-os transpozicijos sandauga:

(11,89, ... i) = (i1,12) (41, 13) - - ., (71, 0x)-

Tarkime, $is keitinys (n-ojo laipsnio) uzrasytas nepriklausomy cikly sandauga, i$ kuriy v
yra vienetinio ilgio (tiek yra "nejudinamy" elementy), o kiti » — ilgesni. Kiekvienas ne
vienetinio ilgio ciklas iSskaidytas tokia transpozicijy sandauga. Siq transpozicijy skaiciy
gausime i$ "judinamy" elementy skaic¢iaus n — v atéme nepriklausomy ne vienetinio ilgio
cikly skai¢iy r. Tac¢iau skai¢ius n —v —r = n — (v + r) yra keitinio dekrementas. Todél
keitinio lyginumas ir nusakomas dekremento lyginumu. V

2.4. n-osios eilés determinantas. Apibrézimas ir savybés.

Kiekvienai kvadratinei matricai

ailr  aig Q1n
A — ag1  A22 A2p,
ap1  Ap2 Ann

ail  aig Q1n
ag1  A22 A2p,
anp1  Ap2 Ann



arba trumpiau — |A|, det A, A.
Matricos determinantas apibréziamas tokia taisykle:
o I3 kiekvienos eilutes ir kiekvieno stulpelio imama po vieng matricos elementq ir jie

sudauginami. Sudaromos visos galimos sandaugos ayj,-asgj,-- . .- Gnj, (indeksai ji,j2, ..., jn
yra pasirinktyjy stulpeliy numeriai — visi skirtingi).
e Kickviena sandauga ayj, - asj, - - .. - Gpj, padauginama i§ skaiciaus (—1)%; ¢ia I -
sandaugq ayj, - Q2j, * - . . - Qnj, sudaranciy matricos elementy indeksy keitinio
L2 (2.10)
Ju J2 - n

nversijy skaicius.

o Visi gautieji skaiciat

(—1)Ia1j1 C 24, -t Ay, (211)

sudedami (démeny is viso yra n!). Si suma vadinama matricos A determinantu.

Formule (2.11) apibrézti skaiciai vadinami determinanto nariais.

Pritaikykime determinanto apibrézima pirmos, antros ir trecios eilés kvadratinéms
matricoms.

Kai A = (a11), tai, aisku, det A = ay;.

Skaic¢iuodami antros eilés kvadratinés matricos

ail a2
A=
G21 QA22

determinantg, gauname tik du determinanto narius:

a11 a2
det A = = Q11 * Q22 — A12 * A9]. (212)
A21 Q22

Trec¢ios eilés kvadratinés matricos

@11 a2 i3
A= Q21 Ag22 A3

agy azz ass
determinantas yra $eSiy nariy suma:

ail aiz ais
det A= | ag @ ags | =ay1-ax - ass+ aia- s - az1+
az1 asz as3

+aiz - a1 - Gzz — Q13 * A2 * A31 — Q11 * 23 * A3z — A12 * A21 * A33. (2.13)

Kiekvieno nario zenklg galima nustatyti apskaiciavus atitinkamo indeksy keitinio inversijy
skaiciy.

Skaiciuojant determinantus naudinga zinoti jy savybes. Jos iSvedamos tiesiogiai i$
determinanto apibrézimo.

1 savybé. Bet kurios kvadratinés matricos A determinantas lygus transponuotos ma-

tricos AT determinantui:
det A = det AT
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Matricos

a11 a2 Q1n
A= 21 Qa22 Q2n,
ap1  Ap2 Ann

transponuota matrica vadiname matrica

aix Ag1 - Qpl
AT — Q12 Q22 -+ Ap2
A1p  A2n Ann

Jrodymas. Matrica AT sudaryta i$ ty paciy elementy kaip ir matrica A — tik matricos
AT eilutes sudaro matricos A stulpeliai. Sudarant determinanto narius imama po vieng
elementa i$ kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio, taigi abiejy determinanty nariai bus
tie patys. Matricos AT nario indeksy keitinys yra tokio pat matricos A nario indeksy
atvirkstinis keitinys, todél jy lyginumas yra toks pat. Taigi abiejy determinanty nariai
vienodi ir jeina su vienodais zenklais. V

Vadinasi, bet kuri determinanto savybé, jrodyta eilutéms, galios ir stulpeliams. Todél
kad buty trumpiau kitas savybes formuluosime tik eilutéms.

2 savybé. Jei kvadratiné matrica A turi eilute, sudaryta vien tik i$ nuliy, tai jos
determinantas lygus nuliui.

Irodymas. Tarkime, matricos A i-0ji eiluté yra nuliai. ] kiekvieng jos determinanto
narj jeina ¢-osios eilutés elementas - nulis. Taigi visi determinanto nariai lygus nuliui. V

3 savybé. Sukeitus dvi matricos A eilutes vietomis, keisis jos determinanto Zenklas.

Jrodymas. Tarkime, sukeitéme matricos A, kurios determinantas A, i-gja ir j-aja
eilutes vietomis - gavome matrica A’ su determinantu A’. Aigku, abu determinantus su-
daro tie patys nariai. Determinanto A nario ayg, asg, - - - G, - - - Ajk; - - - Ank, Zenklas nusako-
mas keitiniu

1 2 ... ¢ ... 7 ... n

< LTI R A S ) : (2.14)
Tokio nario determinante A’ Zenklas nustatomas i$ keitinio
2 ... 7 ... & ... n

<k:1 ke .. ki oo kool zn> (2.15)

nes, pavyzdziui, elementas a;;, dabar yra j-oje eilutéje, taciau lieka k; stulpelyje. Keitiniai
(2.14) ir (2.15) yra priesingo lyginumo, nes vienas i$ kito gaunami padauginus i§ vienos
transpozicijos. Taigi kiekvieno determinanto A’ nario Zenklas yra priesingas determinanto
A 7zenklui. V

4 savybé. Jei kvadratiné matrica A turi dvi vienodas eilutes, tai jos determinantas
lygus nuliui.

Irodymas. Tegu matricos A i-0ji j-oji eilutés vienodos (i # j), o jos determinantas
lygus A. Po 8iy eiluciy sukeitimo vietomis gausime tokia pat matrica su determinantu
lygiu —A (pagal 3 savybe). Taigi A= —-A/t. y. A=0. V

5 savybé. Jei kvadratinés matricos A kurios nors eilutés visi elementai turi tg patj
daugiklj A, tai jj galima iskelti pries determinanto Zenkla.
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Irodymas. Tarkime matricos A i-osios eilutés visi elementai turi daugiklj A\. Kadangi
1 kiekviena determinanto narj jeina Sios eilutés elementas, tai ir kiekvienas determinanto
narys turi §j daugiklj. Vadinasi, ir pats determinantas turi daugiklj A. V

6 savybé. Jei matricos A dvi eilutés proporcingos, tai jos determinantas lygus nuliui.

Irodymas. Jeigu matricos i-oji eiluté skiriasi nuo j-osios eilutés tuo paciu daugikliu
A, tai §j daugiklj galima igkelti prie§ determinanto zenkly. Tuomet matrica turés dvi
vienodas eilutes ir jos determinantas lygus nuliui. V

7 savybé. Tegu matricos A vienos eilutés elementai yra dviejy skai¢iy sumos: a;; =
bij +cij, 7 =1,...,n. Tuomet Sios matricos determinantas lygus dvieju determinanty
sumai — ir pirmojo, ir antrojo visos eilutés tokios pat iSskyrus ¢-3ja: pirmojo determinanto
i-osios eilutés elementai yra b;;, antrojo — ¢;;.

Irodymas. Kiekvienas determinanto A narys yra

A1k, A2kg - - - Ajk; « - - Ak, = A1k A2kq - - - (bzkl + Ciki) oo Ank, =

A1k, A2kg - - - bzkz .« Qpk, -+ A1k, A2kg - - - Ciky - - - Qpfy,

su atitinkamu Zenklu. Sugrupave pirmuosius démenis gausime pirmaji determinanta, su-
grupave antruosius — antraji. V

Apibrézimas. Sakome, kad matricos A i-oji eiluté yra kity eiluciy tiesinis darinys,
jei ji yra 8iy eiluciy, padauginty is realiyjy skaiciy, suma.

8 savybé. Jei matricos A viena eiluté yra kity eiluciy tiesinis darinys, tai detA = 0.

Irodymas. Pasinaudojus 7 savybe matricos A determinanta iSskaidykime determinanty
suma. Kiekvienas Sios sumos determinantas tures dvi proporcingas eilutes ir todél lygus
nuliui. V

9 savybé. Kvadratinés matricos determinantas nepasikeis, jeigu prie eilutés pridésime
kita eilute, padauginta i§ bet kurio skaiciaus A.

Irodymas. Naujai gautaji determinantg iSskaidykime dviejy determinanty suma. Vie-
nas i$ jy sutampa su pradiniu determinantu, o kitas turés dvi proporcingas eilutes ir bus
lygus nuliui. V

Pastaba. Determinanto reiksmé irgi nepasikeis, jeigu prie eilutés pridésime bet kuriy
kity eiluciy tiesinj darinj.

Naudodamiesi Siomis savybémis jau galime apskaiciuoti ir aukStesniy negu trecios eilés
determinanty reik§mes — matrica nekeic¢iant jos determinanto reikSmeés galima suvesti i
trikampe forma (kai visi elementai vir§ pagrindinés arba Salutinés jstrizainés yra lygus
nuliui) ir tuomet determinanto reik§mé surandama lengvai — ji yra lygi jstrizainés elementy
sandaugai, su atitinkamu zenklu.

Patogesnis yra kitas determinanto skai¢iavimo budas — iSreiksti ji Zemesnes eilés deter-
minantais, kuriuos jau mokame apskaic¢iuoti. Tuo tikslu turime jvesti matricos elemento
adjunkto savoka.

Pasirinkime bet kurj matricos

11 Q151 ayj Q1541 A1n
Q;—11 0 Gi—15-1 Gi—1j Gi—1j41 " Gi—1n

A= S N Y Qij Aij+1 = Qin
Qir11 0 G151 G415 G141 0 Gigln

Qan1 anjfl Q5 aanrl Gpp,



elementg a,;, iSbraukime jos i-a3ja eilute ir j-ajj stulpelj, o i8S likusiy elementy sudarykime
(n — 1)-os eilés kvadratine matrica:

a11 Q151 A15+1 Q1n
Ai—11 - Qi—15—-1 Gi—1541 " Qi—1n
Q11 00 Qi1j—1 Qit1j4+1 0 Qitdn
an1 Qnj—1 Anj+1 Qpn

Sios matricos determinantas (zymimas M;;) vadinamas matricos A elemento a;; minoru.
Taigi

a1 Q151 a1j541 Qin

| Q-1 Gi—15—1 0 Gi—1541 0 Qi—1n
My =1 e (2.16)

Ai411 Ait15—1  Qi415+1 Ait1n

Gn1 Qpj—1 Anj41 Qpn,

Pavyzdziui, matricos

elementy minorai tokie:

Trecios eilés matrica

3 5 —1
A=12 0 3
4 1 =2

M3y ";’ _§‘=3-3—(—1)~2:11.

Adjunkto apibrézimas. Kvadratinés matricos A elemento a;; adjunktas (Zym. A;j)
yra skaicius, gaunamas pagal formule:

Ay = (1) - My; (2.17)

cia M;; — elemento a;; minoras.
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2.2 pavyzdys. Apskai¢iuokime matricos

1 230
2015
A=104921
351 6

120
Aoy = (—1)* - Moz = —Mps=—|0 4 1|=
35 6
=—(1-4-64+2-1-34+0-0-5-0-4-3-2-0-6—1-1-5) = —25;
130
Ap =" Mp=Mp=|2 1 5|=
021

~1-1-14+43-5-0+0-2-2—-0-1-0-3-2-1—1-5-2 = —15.

2.5 teorema. Kuvadratinés matricos

ailr  aig Q1n
A— ag1  A22 Q2p,
anp1  Ap2 Ann

determinantas det A lygus bet kurios eilutés (bet kurio stulpelio) elementy ir ju adjunkty
sandaugy Suma.
Si teorema yra zymai bendresnés Laplaso teoremos (kurig suformuluosime véliau)
atskiras atvejis. Skai¢iuojant determinantus vis délto dazniau naudinga 2.5 teorema.
ParaSysime determinanto skai¢iavimo formules:

(Z:1a27 ,TL),
detA:alj-Alj—i—agj-Agj—i—---—l—anj-Anj (219)

(j=1,2,--- ,n).

Formulés (2.18) ir (2.19 vadinamos atitinkamai determinanto skleidiniu pasirinktaja
eilute ir pasirinktuoju stulpeliu.

2.3 pavyzdys. Apskai¢iuokime ketvirtos eilés kvadratinés matricos

1270
2113
A_0024
51 0 0
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determinanta. Skai¢iuodami pagal (2.18) formule su ¢ = 4, gausime

1 2 70
211 3

det A = 00 2 4 :5'A41+1'A42+0'A43+0'A44:5'A41+A42:
5 1 0 0

=5- (—1)4+1 - My + (—1)4+2 “Myg = =5 My + Mys =
2 70 1 70
=511 1 3|+]2 1 3|=
0 2 4 0 2 4

=—-5-(2-1-447-3-0+0-1-2—-0-1-0—-7-1-4--2-3-2)+
+(1-1-447-3-040-2-2-0-1-0-7-2-4-1-3-2) =
= —5-(—32) + (—58) = 102.

éi determinanta galima apskai¢iuoti ir racionaliau, t. y. skleidinio formule taikyti
ne iS karto, kaip daréme dabar, o pirmiau, pasinaudojus savybémis, eilutéje arba stulpe-
lyje "padaryti visus nulius", iSskyrus viena. Tuomet skleidziant determinanta reikéty
apskaiciuoti tik vieng adjunkta. Pavyzdziui, trecig stulpelj padaugine is —2 ir pridéje prie
ketvirto, turésime:

1270 12 7 14
12 _14
91 1 3 911 1
detA=17 09 4[]0 0 2 0_2'A33_2§1 é_
5100 510 0

= 2(10 — 28 + 70 — 1) = 102.

Panasiai skleidimu mazindami skai¢iuojamo determinanto eile galétume apskaiciuoti
ir aukstesniy eiliy ir apskritai n-osios eilés determinantus.

Uzduotis. Naudodamiesi determinanto savybémis ir determinanto skleidiniu eilute
arba stulpeliu apskaic¢iuokite kvadratinés matricos

7T 3 -4 9
8 =2 6 7
A= 14 5 =15 8
7T 4 =12 6

determinanta. (Ats.: 935.)

2.5. Laplaso teorema. (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827, prancuzy matematikas.)

Matricos A determinante pasirinkime k eiluéiy ir & stulpeliy (1 < k < n —1). Ele-
mentai, stovintys pasirinktyjy eiluciy ir stulpeliy susikirtimuose, sudaro k-osios eilés de-
terminanta M, vadinama k-osios eilés minoru. Kai k = 1, turésime pirmos eilés minora,
t. y., tiesiog matricos elementg. Visi likusieji elementai sudaro eilés n — k matrica, kurios
determinantas M’ vadinamas minoro M papildomu minoru.

Jei minoras M sudarytas i$ eiluc¢iy iy, 4o, . . ., 9 ir stulpeliy ji, j2, . . . Ji, tai minorg M’,
paimta su Zenklu (—1)"™ kai sp; =iy +do+ ...+ g+ J1 + Jo + . . . + Jk, vadinamas minoro
M adjunktu.
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2.5 teorema (Laplaso). Pasirinkime n-os eilés determinanto |A| k, 1 <k <n —1,
eiluciy (arba k stulpeliy) ir sudarykime i§ jy elementy visus galimus minorus M. Tuomet
iy minory ir jy adjunkty sandaugy suma lygi determinanto |A| reiksmei.

Norédami jrodyti §ia teorema, pirmiau jrodysime Sitokj teiginj.

Lema. Kickvieno minoro M kiekvieno nario ir jo adjunkto M’ kiekvieno nario san-
dauga yra determinanto |A| narys.

Irodymas. Pirmiau tarkime, kad minoras M yra determinanto virSutiniame kairia-
jame kampe:

aiil a1k—1 a1k | A1k+1 Q1n
Qr—11 -+ QAg—1k—1 Qk—1k | Qk—1k+1 =  QAk—1n

|A| . (€733 Qpk—1 Ak \ Qkk+1 Qkn
k411 - Ak41k—1  Ak+1k | Ak4+1k+1 - Qkg+1n

an1 Ank—1 Ank | Ank+1 Ann

Tuomet minoras M’ yra deSiniame apatiniame kampe, o minoro M adjunktas yra lygus
(=1)MM' =M nes sy =1+2+... +k+1+2+.. . +Ek=2(1+2+... 4+ k).
Tegu (—1)"a1;, a9, - - . ag;, yra bet kuris minoro M narys; ¢ia r yra inversijy skaicius

keitinyje
1 2 ... k
ity ... g )

Bet kuris minoro M’ narys yra (—1)”'ak+uk+1ak+glk+2...anln su inversijy skai¢iumi 7’
keitinyje
<k+1 E+2 ... n)
Iy gy oo Dy )

Sudaugine §iuos narius gausime

r4r’
(—1) 14, A4 - -+ ak7ikak+17lk+1ak+27lk+2 T

Taciau toks pat narys ir su tokiu pat Zenklu jeina ir j determinanto |A| iSraisks.

Lema jrodyta atskiru atveju, kai minoras M yra determinanto virSutiniame kairiajame
kampe. Norédami jsitikinti lemos teisingumu bet kuriam minorui, tarkime minoro M
elementai yra eilutése su numeriais 7; < i5 < ... < i ir stulpeliuose su numeriais j; <
J2 < ... < jr. Keisdami gretimas eilutes vietomis ir po to keisdami vietomis gretimus
stulpelius, minorg M galima "atvaryti" i kairyjj virSutinj kampa. Tam kad 7; eiluté buty
pirma, reikeés atlikti 73 — 1 keitimy, kad i, buty antra jy teks atlikti 7o — 2 ir t. t., kad
eiluté tapty k-aja eilute, reikés atlikti ix, — k& keitimy — i§ viso

ih—14+ie—2+ .. . Fip—k=i1+ia+...+i—(1+2+...+ k).
Taip pat elgdamiesi su stulpeliais, turésime i$ viso atlikti
Gi=14js =24 . 4 je—k=ji+jo+ ... +i—1+24...+k)
keitimy. Sudéje Siuos skaicius gausime, kad suvedant i nagrinétajj atveji is viso teks atlikti

28



stulpeliy ir eiluciy transpozicijy. Vadinasi, "naujojo" determinanto kiekvieno nario Zen-
klas yra toks pat kaip ir pradinio. V

Laplaso teoremos jrodymas. I3 pasirinktyjy £ eilu¢iy imant jvairius k£ stulpelius
galima sudaryti C* k-osios eilés minory. Kiekvienas is minoras turi k! nariy, o kiekvienas
adjunktas turi (n — k)! nariy, Vadinasi, i§ viso gausime C*-k!- (n — k)! = n! determinanto
nariy. Lieka jrodyti, kad taip gausime visus determinanto |A| narius.

Tarkime, kad ay;, a9, . . . ay;, yra bet kuris determinanto |A| narys. Atrinkime i§ §io
nario elementus, priklausancius pasirinktosioms k eilutéms, ir sudarykime jy sandauga.
Sie nariai yra tam tikry k stulpeliy elementai, taigi sudarytoji sandauga yra minoro
i§ pasirinktyjy k eiluciy ir k stulpeliy narys. Visy sandaugos ai;, a2, - - . ap;, likusiyjy
elementy sandauga yra atitinkamo adjunkto narys, nes sudarytas is likusiy n — k eiluciy
ir stulpeliy. Vadinasi, skleidziant determinantg pagal pasirinktasias k eilutes, gaunamas
kiekvienas determinanto narys. V

2.6. Uzdaviniai

1. Naudodamiesi trikampio taisykle apskaic¢iuokite trecios eilés determinantus:

2 -2 3 1 2 -2 1 11 r+y Y Yy
1) |3 4 =112 |a b c|3) |1 2 3]|4) y r+y Yy
5 -3 2 3 -3 4 13 6 y y z+y

2. Raskite siy kéliniy inversijy skaiciy:

1) 7,5,6,4,1,3,2; 2)10,9,7,8,6,5,3,4,2,1; 3)2,4,6,...,2n,1,3,5,...,2n — 1;
4) 3,6,9,...,3n,2,5,8,...,3n—1,1,4,7,...,3n — 2;

5)258 3 1,1,4,7,...,3n—2,3,6,9,...,3n;

6) 1 —3,3,7,...,4n —1,2,6,...,4n — 2,4,8, ..., 4n.

3. Nustatyklte, ar keitinys lyginis, ar nelyginis:

1)<12345>‘2)<123456789>.

524 3 1) 52413976 8)

3)<12345678>
46512873)

4)<123456 3n—2 3n—1 3n>
2315 6 4 an —1 3n 3n — 2

5) (1,5)(2,4,3); 6)(1,3)(2,5)(4); 6) (7,5,3,1)(2,4,6)(8)(9)

4. Atlikite veiksmus:

0 12345678)(12345678)_
46512873 64153827)
12345678 123456789

Dla6512873 ’3A100ka1A:<257619348>

5. I8spreskite lygt] AX B = C, kai:

1234567 1234567
1)A_<2645317>’B_<5314276>’
O:<1234567>_

5216 473)

123456789 123456789
2>A_<8625193 7>’B_<152684379>’

2

5
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6. Raskite visus 5-0jo laipsnio keitinius, su kuriais keitinys A = ( ;) i g ;L i) )

yra komutatyvus.
7. Ar sandauga yra determinanto narys - jeigu narys, tai su kokiu zenklu:
1) 27036051 A74025043062; 2) a33016A72027055061044; 3) 112023034 - - - Ap—1,n0n1;
4) A1p02,n—-103n—2 - - - An—1,20n1; 5) A13022031046055064 - - - A3n—2,3nA3n—1,3n—143n,3n—2-
8. Apskaic¢iuokite determinantus:

3 2 4 -3 3 5 2 3 L 2.3 49
2 3 7 10 13
2 5 2 2 —2 3 =3 2
1) ;o 2) ;03|12 =7 7T 7T 2|
2 5 —6 3 4 -2 3 =2
-3 =2 4 2 -3 2 -3 2 L 45 310
3 5 11 16 21
1 2 3 ... n 1 2 3 ... n—-2n—-1 n
—1 0 3 n 2 3 4 ... n—1 n o on
4) | -1 =2 0 nl; 5) 3 4 5 ... n n nl;
-1 -2 -3 0 n n n n n o n
3 2 2 2 ap aq ag ... Qp
2 3 2 2 — z 0 ... 0
6) 2 2 3 210; 7) 0 —z = 0;
2 2 2 3 0 0 O x
0o 1 1 1 n 1 1 1
1 = 0 0 1 n 1 1
8) 1 0 29 0f; 9 1 1 n 11;
1 0 O Ty 1 1 1 n
0O 0 O 0 -1 = 7T 4 0 O 0 O
o o0 0 ... -1 =z 1 3 7 4 0 ... 0 O
10) R N B ) o 3 7 4 ... 0 0f;
-1 =z 0 0 0 1 AU
z 0 O 0 0 1 0O 0 0 0 3 7
6 5 0 O 0 O 4 1 0 O 0 O
1 6 5 0 0O O 4 4 1 0 ... 0 O
12) 0O 1 6 5 0 01]; 13) O 4 4 1 ... 0 0/;
O 0 0 0 1 6 0O 0 0 o0 4 4
8 5 0 0 0 O 9 5 0 0 . 0 O
3 8 5 0 0O O 4 9 5 0 0 O
14) 0O 3 8 5 0 01]; 15) O 4 9 5 0 O
O 0 0 0 3 8 O 0 0 O 4 9
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3

Matricos

3.1. Matricos sgvoka, taikymo galimybeés.

Ir matematikoje, ir fizikoje, ir ekonomikoje, ir kituose moksluose tenka nagrinéti ne tik
skaiciy, bet ir kitokiy matematiniy objekty aibes. Siame skyrelyje panagrinésime matricy
— skaiciy lenteliy — teorijos elementus. Su matricomis susipazinome ankstesniuose skyri-
uose, taciau ten jos buvo vartojamos tiesiog dél pazymeéjimy trumpumo. Pavyzdziui,
spresdami tiesiniy lygciy sistemas, skai¢iavimus atlikdavome su koeficienty matricos ele-
mentais, apibrézéme kvadratinés matricos determinantg.

Pasirinkime du naturaliuosius skai¢ius m ir n bei &k = m - n realiyjy skaiCiy: a;j;

1=1,2,...,m, 5 =1,2,...,n. I8 8y skai¢iy sudaryta staciakampe lentelé
@11 Q12 Q1n
A= Q21  A22 A2n,
Am1  Am2 Amn

vadinama m X n matmeny matrica arba tiesiog matrica.
Kai matricos A eiluc¢iy skaic¢ius m lygus stulpeliy skai¢iui n, ji vadinama m-os eilés
kvadratine matrica. Pavyzdziui,

2 5\ . 0 -3
A:<7—3>“ B_<4 0)

yra antros eilés kvadratinés matricos, o

1 00 -1 0 3
C=]1011 ir D= 0 5 0
01 2 4 0 2
trecios eilés kvadratinés matricos.
Kvadratinés matricos
@11 Q12 Q1p
A — G21 A2 Q2n,
An1  An2 Ann
elementai a1, ags, . . ., any, sudaro jos pagrindine jstrizaine (diagonale), o kitus du kampus
jungiantys elementai ay,, as,_1, - . ., a1 — Salutine jstrizaine.
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Kvadratiné (n-os eilés) matrica

10 -0
E:Ol- 0
00 --- 1

vadinama (n-os eilés) vienetine matrica. Matome, kad vienetiné matrica yra tokia
kvadratiné matrica, kurios elementai (skai¢iai a;;) tenkina Sia salyga:

L kai i=j;
YN0, kai i

Jeigu visi m X n matmeny matricos A elementai (skai¢iai a;;) lygus nuliui, ji vadinama
nuline matrica ir paprastai Zzymima raide O. Taigi

0 0 0
O:OO 0
00 -0

yra bendrasis nulinés matricos uzrasas. Jos matmenys arba nurodomi, arba savaime aiskus
(kai néra praleisty eiluéiy ir stulpeliy). PavyzdZziui,

00 0O00O0
O=100000
00 0O0UO0
yra 3 X 5 matmeny nuliné matrica, o
0 0 0
O=10200
0 0O
trecios eilés nuliné kvadratiné matrica.
n X m matmeny matrica
a11 Qa2 Am1
B— Q12 Q22 Am2
A1n  A2n Amn
yra m X n matmeny matricos
11 Q12 A1n
A — A21 Q22 A2n,
Am1  Am2 Amn



transponuotoji matrica. Transponavimo veiksmas (atitinkamy eiluciy ir stulpeliy
sukeitimas) zymimas raide 7" prie matrica reiskianc¢ios raidés arba prie pac¢ios matricos.
Ragoma taip: B = AT arba

T
aiy  aiz Q1n
B — ag1 A2 Q2p
Am1 Am2 Amn

Aigku, kad ir A = BT. Be to, nesunku suvokti, jog

) = A

(A"
Matricos, turincios tik viena stulpelj arba tik viena eilute, vadinamos vektoriais.
Matrica

yra m-matis vektorius, o matrica
B = (b11;b12; - - -5 bin)

yra n-matis vektorius. Paprastai vektoriai zymimi mazosiomis raidémis, o jy kompo-
nentéms (matricy elementams) nurodyti naudojamas tik vienas indeksas. Pavyzdziui,

a

a2
a= ) ir b= (b1;ba;...;b,)

am

yra vektoriai. Vartojant transponavimo veiksma stulpeliu parasyta vektoriy a galima
apibudinti taip: a = (ay;as;...;a,)".

Siekiant sutrumpinti uzrasus, kartais matricy elementai nevardijami, o rasoma A =
(a;;), B = (b;;) nurodant matmenis, sakykime, m x n ir k x 1.

Bet kurios vienody matmeny, tarkime, m x n, matricos A = (a;;), B = (b;;), C =
(¢ij), - .. vadinamos vienaruS§émis matricomis.

Dvi vienaru$és matricos A = (a;;) ir B = (b;;) vadinamos lygiomis (rasoma A = B),
jeigu atitinkami jy elementai vienodi: a;; = b;;. Pavyzdziui, 2 x 3 matmeny matricos

12 7Y . 127
A_<3 5 0) . B‘<3 5 0)
yra lygios: A = B.

Kaip matéme, tiesiniy lygc¢iy sistema

anry + apre + -+ apx, = b,
anr1 + axpry + - 4+ aT, = b,
Am171 + Am2T2 + + AmnTy bm



apibudina jos koeficienty matrica

a1 A12 Q1n
Q21 A22 a2

A= L
Am1  Am2 Amn

xy by

T b
xr = ? , b= _2

Tn b,

Imdami jvairias matricas A, z ir b, galime gauti jvairias tiesiniy lyg¢iy sistemas.

Matricos vartojamos ne tik tiriant ir sprendziant tiesiniy lygciy sistemas. Dar keli
matricy pavyzdziai.

3.1 pavyzdys. Sakykime, du lo$éjai meta po viena monety. Jeigu abi monetos
atsivercia pinigu, tai pirmasis loS¢jas moka antrajam vieng lita. Jei pasirodo abu herbai,
tai antrasis loSéjas moka pirmajam du litus. Kitais dviem atvejais pinigai nemokami.

Remiantis loSimo aprasymu galima sudaryti tokia pirmojo loséjo isloSiy lentele:

P | H
Pl-1]10
H| 0] 2

Pagal 8ig lentele galima sudaryti pirmojo loséjo iSloSiy matrica

a=(59)

Aigku, antrojo loséjo islosiy matrica (pazymékime ja B) tokia:

b (1)

3.2 pavyzdys. Dvi degalinés, Dy ir D,, prekiauja trijy rusiy: A, B ir C' benzinu.
Pirmoji degaliné vieng litra A benzino parduoda uz 1,98 Lt, o antroji — uz 2,03 Lt. Vieno
litro B rusies benzino kaina yra atitinkamai 2,27 Lt ir 2,23 Lt, o C rusSies — atitinkamai
2,45 Lt ir 2,49 Lt.

Pagal 8ig informacija sudarykime benzino kainy lentele

A B C
D, [ 1,98 [ 2,27 | 2,45
D, | 2,03 | 2,23 | 2,49

bei benzino kainy matrica

o (198 22T 2,45
— 12,03 2,23 2,49 |-

3.3 pavyzdys. Trys bankai By, Bs ir Bs, priima pinigus mokédami tokias palukanas.
Pirmasis bankas uz 60 dieny moka 4%, uz 120 dieny — 6%, uz 180 dieny — 7%, 0 uz metus
~ 8%. Antrasis moka atitinkamai 3%, 5%, 7%, 9%, o treciasis — 3,5%, 7%, 8%, 9%.

Visy trijy banky palukany procentus galima surasyti j lentele:
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60d. | 120d. | 180 d. | 1 m.
By 4 6 7 8
By 3 3 7 9
Bs | 3,5 7 8 9

Matematiniams skai¢iavimams atlikti kartais patogiau vietoj Sios lentelés vartoti pa-
lukany procenty matrica

4 6 7 8
P=13 579
3,5 7.8 9

3.2. Tiesiniai veiksmai su matricomis.

Tiesiniais veiksmais vadinami Sie: matricos daugyba i$ skaiciaus, matricy sudétis ir
matricy atimtis.

1) m xn matmeny matricos A = (a;;) ir skaiciaus A sandauga (rasoma NA) yra m xn
matmeny matrica B = (b;;), kurios elementai skaiciuojami pagal formule b;; = Aa;.

Pavyzdziui, matricos

2 57
A= 3 1 2
-4 0 5
ir skaic¢iaus A = 0,4 sandauga yra matrica B:
2 5 7 0,8 2 2,8
B=0,4-A=04-1 3 1 2 |= 1,2 0,4 0,8
-4 0 5 -1,6 0 2

2) VienaruSiy, sakykime, mxn matmeny matricy A = (a;;) ir B = (b;;) suma (raSoma
A+ B) yra mxn matmeny matrica C = (c;;), kurios elementai skaiciuojami pagal formule
Cij = Qjj + bZJ

Pavyzdziui, matricy

1 -2 3 2 31
3 0 2 . 0 2 3
A=l o 4 1 | "B 114
-3 5 0 0 3 2
suma yra matrica C"
1 -2 3 2 31
3 0 =2 0 2 3
C=A+B=1 o 4 1 |*|114]"
-3 5 0 0 3 2
1+2 —-2+43 3+1 3 1 4
| 3+0 0+2 —-2+3 | 3 21
0+1 441 1+4 | 1 5 5 |
-3+0 5+3 0+2 -3 8 2
Beje, matricos
2 5 7 6 5 1
0 0 2 4 ir -2 0
5 =2 0 -3 6 7



nesumuojamos (nesudedamos), nes yra nevienaruses.
Trijy vienarusiy matricy A = (a;;), B = (b;;) ir C' = (¢;;) suma (raSoma A+ B + C)
suvokiame kaip matricy A+ B = (a;; + b;;) ir C = (¢;;) suma. Taigi

A+B+C=(A+B)+C = ((aij) + (bij)) + (cij) = (aij + bij + ci)-

Analogigkai apibudinama ir didesnio skai¢iaus vienaru$iy matricy sudétis.

Tokie tiesiniy veiksmy su matricomis apibrézimai paremti tiesiniy atvaizdziy veiks-
mais, kurie turi gana aiskia prasme. Akivaizdu, kad kiekviena matrica A,,x, vienareiks-
miskai nusako tiesinj atvaizdj

anrr + apr + -+ aT, = Y,
211 + QX2 + -+ QopTy, = Yo,
Am1T1 + Qmax2 + - A+ Gy, = Ym

ir atvirksciai, kiekviena atvaizdj atitinka tam tikra matrica. Sitoks tiesinis atvaizdis
kiekvienam vektoriui (x1, 2o, ..., x,) priskiria vektoriy (y1,¥2,...,¥m). Tuomet matrica
A, xn atitinkantis atvaizdis vektoriui (xy, s, ..., x,) priskiria vektoriy (Ayi, Ay, . .
AYm). PanagSiai tiesiniais atvaizdziais interpretuojama ir matricy sudétis.

Nesunku jsitikinti, kad minétiems veiksmams galioja tokios savybes:

1) A+ B=B+ A;

2) (A+B)+C=A+(B+C);

3) kiekvienai matricai A egzistuoja prieSinga matrica —A, t. y. tokia, jog
A+ (-A)=0;

Kai a, b — realieji skaiciai, tai

4) a(bA) = (ab) A,

5) a(A+ B) = aA + aB;

6) (a+b)A=aA+bA;

7) 1A= A.

3.3. Matricy daugyba.

Sakykime, A = (a;;) yra m x k matmeny matrica, o B = (bi;) yra k x n matmeny
matrica:

)

a1 Q12 a1k b1y b2 bln

Q21  A22 A2k bai Do by
A= ., B= n

Am1  Am2 Amk bkl bk2 bkn

iy matricy sandauga (Zym. A-B) yra mxn matmeny matrica C' = (c;;), kurios elementai
apskaiciuojami pagal Siqg formule:

Cij = Qi1 'blj‘f‘aig -bgj‘f“""i‘aik-bkj; (31)

1=1,2,---,m, j=1,2,--- . n

Atkreipkime démesj, kad dauginant matricas labai svarbus yra jy matmeny suder-
intumas: antroji matrica turi turéti tiek eiluciy, kiek pirmoji matrica turi stulpeliy.
Nesuderinty matmeny matricos nedauginamos.
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3.4 pavyzdys. Sudauginkime matricas

2 7
A= 4 3 irB=<§ _07>'
2 0

Matome, jog poros (A, B) matmenys yra suderinti, o prieSingos poros (B, A) matmenys
nesuderinti. Taigi galima tik sandauga A - B:

2 7
A-B=|4 3 <§ ‘07>:
2 0
22475 2-(=7)+7-0 39 —14
= 42435 4.(-7)+3-0 | = 23 —28
2-240-5 2-(=7)+0-0 4 —14

3.5 pavyzdys. Apskai¢iuokime matricy sandaugas A- B ir B - A, kai

2 4
AZ(—Z _;) _§> B=|1 2
12

Galimos abi matricy sandaugos: A- B ir B - A:

2 -1 -3
1>A'B_<—4 3 5)'

:<2.2+(—1)-1+(—3).1 2-4+(—1).2+(—3)-2>:<0 0)

2 4
1 2| =
1 2

9

—4-24+3-1+5-1 —4-4+3-2+5-2 0 0

2 4
) B-A=|1 2 .<_i _é _§>:
12
2.244.(—4) 2-(~1)+4-3 2-(~3)+4-5
—|1242.(-4) 1-(-1)+2-3 1.(-3)+2.5 | =
1242 (—4) 1-(-1)+2-3 1-(-3)+2-5
~12 10 14
—| 6 5 7
6 5 7

Matricy matmeny suderintumo problemy nekyla, kai dauginame tos pacios eilés kva-
dratines matricas.

3.6 pavyzdys. Apskai¢iuokime trecios eilés kvadratiniy matricy

ai; Qi Qi3 1 0 0
A= 921 Q922 Q93 ir b= 010
31 Q32 as3z 0 0 1

sandaugas A- F ir E - A:
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a1 a2 a3 100 a1 a2 a3

].) A - FE = a1 Q92 Q923 010 = g1 Q92 Q923 = A,
as; azz as3 001 as; azz as3
100 @11 Aiz2 13 11 Aiz2 Qi3

2) E-A= 010 91 Q929 Q923 = 921 Q929 Q923 = A.
00 1 a3; Q32 a33 a31 azz Aas3

Taigi A-E=E- A=A
Zinoma, analogiska rezultata

A-E=FE-A=A

gautume daugindami bet kurig n-tos eilés kvadratine matrica

a1l G12 A1p
A— A21 Q22 A2n,
An1  An2 Ann
su n-tos eilés vienetine matrica,
1 0 - 0
o 01 - 0
0 0 - 1

Paciam skaitytojui paliekame jrodyti, kad matricy daugyba turi tokias savybes:

(A-B)-C=A-(B-C)

(asociatyvumas);

A-(B+C)=A-B+A-C

(distributyvumas);

A-B£B-A

(komutatyvumas negalioja);

r-(A-B)=(r-A)-B=A-(r-B), rekR;
(A-B)T =BT . AT,

3.1 teorema. Dviejy tos pacios eilés kvadratiniy matricy sandaugos determinantas
yra lygus ty matricy determinanty sandaugai, t. y. |A- B| = |A] - | B|.

air a2 A1n bi1 bio bin
Irodymas. Tegu A = G921 Q22 - O2n , B= b1 bz ban
Anp1  Ap2 (07979 bnl bn2 bnn
Nagrinékime determinanta

air a2 ay, O 0 0

d— Ap1  Gpo Ay O 0 0

o —1 O O bll b12 bln

O O _1 bnl bn2 bnn

Pagal Laplaso teorema §io determinanto reiksmeé lygi: d = |A|(—=1)22i-%|B| = |A||B].
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Determinanta d galime apskaiciuoti ir kitaip - naudodamiesi determinanto savybémis
ji pertvarkykime taip, kad virSutinis kairysis kampas (ten, kur isdéstyti matricos A ele-
mentai) buty sudarytas vien tik i§ nuliy. Tai galima pasiekti keliais Zingsniais.

Pirmiausia prie pirmos eilutés pridékime (n + 1)-aja, padauginta i§ aq1, (n + 2)-aja,
padauginta i§ ajp ir t.t., (2n)-aja eilute, padauginta i§ ay,. Tuomet pirmoji eiluté bus
tokia: 00...0 Ci1 C12... Cin; Ci15 = ZZ:I alkbkj, j = 1, 2, oo .

Po to prie antros eilutés pridékime (n + 1)-aja, padauginta i as;, (n+ 2)-aja, padaug-
inta 1§ ag ir t.t., (2n)-aja eilute, padauginta i8 ag,. Tuomet antroji eiluté bus tokia:
00...0co1 Con... Cony Coj = Doy Qobry, 7 =1,2,...n.

éitokj procesa teskime kol gausime tokig n-aja eilute: 0 0...0 ¢cu1 Cua. .. Cpn; Cpj =
ZZ:I ankbkj, j = 1, 2, ...

Po &iy veiksmy determinanto deSiniame virSutiniame kampe stovés matricy A ir B
sandauga AB, t. y. gausime determinantg

0 O 0 e ci2 Cin

d= 0 0 0 Cn1l Cp2 Cnn
=10 0 bn b12 bln

0 0 - ]- bnl bn2 bnn

Si determinantg vel apskaiciuokine pagal Laplaso teorema:
2n .
d=[AB|- (~1)=="- (=1)" = (~)*"|AB| = |AB].

Taigi |[A- B| =|A|-|B|. V

Isvada. Kvadratiniy matricy sandaugos determinantas nelygus nuliui tik tuomet, kai
dauginamuyjy determinantai nelygus nuliui.

3.4. Atvirkstiné matrica.

Skai¢iuodami dviejy matricy sandaugas, matéme, kad ne bet kurias dvi matricas gal-
ima sudauginti, — tik suderinty matmeny. Be to, nevisada abi sandaugos, A- B ir B - A,
sutampa. Cia nagrinésime tokias matricy A ir B poras, kurios turi Sias savybes: 1) gal-
imos abi sandaugos, A - B ir B - A, ir 2) abi sandaugos yra tos pacios eilés vienetinés
matricos: A-B=B-A=F.

Apibrézimas. Matrica B vadinama atvirkstine matricai A, jeigu

A - B=B-A=F. (3.2)
Pavyzdziui, matrica
-1 0 1
B=| -2 1 1
2 0 -1
yra atvirkstiné matricai
1 01
A=101 1],
2 01



nes A-B=B-A=F:

101 ~10 1 100
A-B=|011 21 1|=|010],
2 0 1 2 0 —1 00 1
-1 0 1 101 100
B-A=|-21 1 01 1|l=[010
2 0 —1 2 0 1 00 1

Matricos A atvirkstiné matrica Zymima A~!.

Ar bet kokiy matmeny matrica turi atvirkStine matrica? Sakykime, kad matricos
A matmenys yra m x n. Kad buty galimos sandaugos A - A~ ir A= . A, matricos A™*
matmenys turéty buti n x m. Bet tada A- A~! matmenys buty m xm, o A~!- A matmenys
buty n x n. Pagal apibréZima turi galioti lygybé A- A=! = A~!. A. Taigi butinai m = n.

Isvada. Tik kvadratiné matrica A gali turéti atvirk$tine matricg A~

Kaip surasti atvirkstine matrica? Paprasciausias atsakymas buty toks - pazymékime
nezinomaisiais atvirkstinés matricos elementus ir iSspreskime atitinkama tiesiniy lygciy
sistema (kad galioty atvirk$tinés matricos apibrézimo lygybé). Taciau nesunku matyti,
kad §is kelias atvesty prie didelio lygciy skaic¢iaus sistemos sprendimo. Jei, pavyzdziui,
ieSkotume trecios eilés matricos atvirkStinés matricos, tekty spresti devyniy tiesiniy lygciy
sistema. Todél ieskokime kity atvirkStinés matricos apskai¢iavimo budy. Be to, ne
kiekviena kvadratiné matrica turi atvirkstine.

3.2 teorema. Kvadratiné matrica A gali turéti tik vieng atvirkstine matrica.

Jrodymas. Tarkime, kad egzistuoja dvi matricos A atvirkstinés matricos B ir B’. Pagal
apibrézima AB = BA=FE ir AB'= B'A=FE. Tuomet B = BE = B(AB') = (BA)B' =
EB' =B. V

3.3 teorema. Matrica, kurios determinantas lygus nuliui (tokios matricos vadinamos
igsigimusiomis), atvirkstinés matricos neturi.

Irodymas. Tare, kad iSsigimusi matrica turi atvirkstine, i§ 3.1 teoremos gautume pries-
taravima. V

3.4 teorema. Atvirkstiné matrica visuomet yra neissigimusi matrica.

Jrodymas taip pat iSplaukia i§ 3.1 teoremos. V

3.5 teorema. Kiekviena neissigimusi (|]A| # 0) matrica

aip Q12 A1n
A — Q21 QA2 Q2n
Gp1  Ap2 QAnp,
turi atvirkstine
A Axn Ay
1 A A A
e 12 A n2 | (3.3)
Al | oo
Aln AQn Ann
¢ia A;; — matricos A elementy a;; adjunktai.
Jrodymas. Pirmiausia jrodykime lygybe
= | IAl, kai i=j;
2 aiwAje = { 0, kai i . (3-4)
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Virgutinioji lygybé (atveju i = j) jau jrodyta Laplaso teoremoje — tai determinanto sklei-
dinys i-gja eilute.

Apatinei lygybei gauti nagrinékime determinanta D, kurio ¢-0ji eiluté yra by by ... b,,
o visos kitos eilutés tokios pat kaip matricos A. ISskleide §j determinantg i-gja eilute,
gausime

k=1
Taciau, kai vietoje by by ...b, jraSysime kuria nors (ne i-aja ) matricos A eilute, deter-

minantas D bus lygus nuliui, nes turés dvi vienodas eilutes. Taigi ir apatinioji formulés
(3.4) lygybé jrodyta.
Teoremos jrodymui apskaic¢iuokime sandaugas

aix Qa2 - Qip An An - Anl

Q21 Qg2 -+ Q2n | 1 Arg Az 0 Ap
.................. A [

An1  Ap2 Ann Aln AZn Ann

ir

A A A a1; a2 Q1n

1 A Ago Ana Q21 A22 Q2

A | e T

Aln AQn Ann an1  Ap2 Ann

I8 (3.4) lygybés iSplaukia, kad Sios abi sandaugos lygios vienetinei matricai £. V
3.7 pavyzdys. Apskaic¢iuokime (jei egzistuoja) matricos

5 4
A= 1 0 -1
-1 0 2

atvirkStine matrica.
Sprendimas. Pirmiausia apskai¢iuokime matricos A determinanta |A|:

[Al=] 1 0 —-1|=4 Au_—4‘_i _;‘:—4.
-1 0 2
Kadangi |A| # 0, tai atvirkstiné matrica A~! egzistuoja.
Matricos A elementy adjunktai tokie:
0 -1 1 -1 10
All_‘o 2‘_071412__’_1 2| _17A13_|_1 0|_07
4 2 5 2 5 4
A21__‘0 2‘_871422_‘ 1 2‘_12714-23__‘ 1 0‘__47
4 2 5 2 5 4
A31_‘0 _1‘__47 A32__’1 _1‘:77 A33_>1 0‘:_4



Pagal (3.3) formule

] 0 —8 —4 0 2 1
A*1:—Z -1 12 7 |=1]02 -3 —1,75
0 —4 —4 0 1 1

Matricos A atvirkstine matrica galima apskaiGiuoti ir kitaip - nevartojant adjunkty.
Kadangi matrica A vienareik$miskai nusako tiesinj atvaizdj, kuris kiekvienam vektoriui
(1,29, ...,x,) priskiria vektoriu (y1,¥2,...,yn). Tokj atvaizdj galime uzrasyti lygybiy
sistema

an1rr + apers + - 4+ aTn = Y1,
a2121 + QTy + 0+ QTn = Yo, (3.5)
Ap1T1 + Apax2 + -+ AppTn, = Yp
arba matriciniu pavidalu
AX =Y, (3.6)
¢la
X1 Y1
o) Y2
X = ) ir Y = } (3.7)
Tn Un

Kai matricos |A| # 0, tai (3.6) lygybés abi puses i§ kairés padaugine i§ atvirkstinés
matricos A1, gausime

X =AY (3.8)
Vadinasi, iSsprende (3.5) lyg¢iy sistema kintamuju v1,vo, ..., y, atzvilgiu, matrica prie
kintamyjy x1, s, . . ., T, bus matricos A atvirks$tiné matrica. Taciau tiesiniy lyg¢iy sistema

mokame iSspresti vartodami elementariuosius pertvarkius. Patogiausia tai daryti taip:
Salia matricos A paraSyti vienetine matrica F ir elemetariaisiais pertvarkiais matricag A
"paversti" vienetine matrica — tuomet vienetiné matrica E "taps" atvirkStine matrica
A~!. Pademonstruosime tai auks¢iau nagrinétu pavyzdziu:

54 2100 10 —10 1 0 10 -11]0 1 0

10 -1010]|~| 54 2100|~[04 7]1-50]|~

~10 2001 ~1 0 2001 00 1]0 1 1
1000 2 1 100] 0 2 1

~l0401] 1 -12 -7|~|010] 02 -3 —1,75
001 ]0 1 1 o001 ] 0o 1 1

3.5. Kramerio formulés.

Siame skyrelyje isvesime Kramerio formules n tiesiniy lygéiy sistemai su n nezinomuyjy
ir nelygiu nuliui koeficienty matricos determinantu. Kad tokios formulés teisingos dviejy
bei trijy tiesiniy lygciy sistemoms jau Zinome.

Tiesiniy lygc¢iy sistema

anry + apre + - 4+ apr, = by,
anr1 + axpry + - 4+ awx, = b, (3.9)
An1T1 + Ap2T2 + + Apnlp bn
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galime uZzraSyti matriciniu pavidalu (kaip ir (3.5) sistema): AX = B; ¢ia |A| # 0,

T bl
o) bQ
X=1 . ir B=| _ |. (3.10)
Tn b,
IS cia
All Agl e Anl bl
X = Al = L Arg A - App by _
Al | e :
Aln A2n T Ann bn

bi A +byAg + ...+ b A
1 b1A12 + b2A22 + ...+ bnAng

blAln + b2A2n +...+ bnAnn

Nesunku suvokti, kad (3.11) stulpelio elementai yra determinanty D;, i = 1,2,...,n,
(kurie skiriasi nuo determinanto |A| tik i-uoju stulpeliu — jo vietoje jraSytas laisvyjuy
nariy stulpelis) skleidiniai pagal §j stulpelj. Vadinasi,

xi_]A\ 1=1,2,...,n,
t. y. gavome Kramerio formules.
3.6. Uzdaviniai.
1. Tegu
3 0 1 5 2 -3 —1 4 1
A= -1 2 |,B=| -1 1 0 |, C= 2 1 ,Dz(2 O)
11 -4 1 3 4 3

Kurios i§ §iy matricy apibréztos: A+ B, A+ C, AB, BA, CD, DC, D?*? Raskite jas.
2. Apskaic¢iuokite matricy sandaugas:

311 1 1 -1
o) (s a ) (E) (Lm0,
1 2 3 1
3. Apskaiciuokite:
2

211 5 n . n
s ro)en (3 3)a (o) (S i)
01 2 © @

1 1 1 1\*
n n 0 1 1 1
7 4 20 —a?
5)(_9_5>,6)<1 0),7) 0 0 1 1
0 0 0 1
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4. Raskite visas matricas, kurios yra komutatyvios su matrica A, kaiA

1) <_1 _f)ﬂ)(é 1>;3)<g :g>;4) é(fg

5. Raskite matricos A atvirkstine matrica, kai A = :

1 2 -3 3 —4 5
1)(%?),2)(2?),3) 01 2|, 4|2 -3 1],
0 0 |

1 3 =5 —
13 -5 7 12 3 4 11 1 1
01 2 -3 23 1 2 1 1 -1 -1
%) 00 1 2  6) 11 1 -1 ) 1 -1 1 -1 |’

00 0 1 10 -2 -6 1 -1 -1 1

11 1 ... 1 o 1 1 ... 1

o 1 1 ... 1 10 1 ... 1

o o0 1 ... 1 11 0 ... 1

0 o 0 ... 1 1 11 ... 0

6. Isspreskite lygtj (X yra nezinomoji matrica):

o) (B)ax(a 2)-(0 1),
o (2a)x(15)-0 ) (B2)(53)-(32)
o (5a)x () (00 o (55)x(32)-(51)

7. Tegu A ir B — neiSsigimusios matricos. Jrodykite, kad visos Sios lygybeés yra ekvi-
valencios:

AB=BA, AB'=B"'A, A"'B=BA"!, A"'B' =B A"

8. Irodykite, kad lygybe
AB—-BA=F

negalima.
9. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra nuliné matrica.
10. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kubas yra nuliné matrica.
11. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra vienetiné
matrica.
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4

Analizines geometrijos elementai

Analiziné geometrija yra matematikos Saka, kuri vartodama koordinaciy metodg geomet-
riniy objekty savybes nagrinéja algebros metodais. Reikia atkreipti démesj, kad tiek
koordinc¢iy metodas, tiek pagrindiniai algebros metodai buvo zinomi seniai, taciau anali-
zinei geometrijai pradzia davé jy susijungimas.

4.1. Vektoriai.

Vektoriy galima apibrézti kaip grynai geometrinj objekta: vektorium: vadiname atkar-
pa, kuriai priskirta kuri nors kryptis. Vektoriais patogu reiksti dydzius, kuriems apibudinti
reikalingas ne tik jo didumas, bet ir kryptis. Budingas vektoriy pritaikymo pavyzdys
galéty buti kuna veikiancios jégos vaizdavimas. Jéga, veikianti kuna, yra tam tikro dydzio
ir veikia tam tikra kryptimi. Geometriniai vektoriai paprastai Zymimi @, g, C ir t.t, arba,
kai nurodomi vektoriaus pradzios ir galo taskai — AB, MN, o jy ilgiai — |d], |g|, @, |AB],
IMN]|.

Du vektoriai vadinami lygiais, jeigu jy ilgiai ir kryptys sutampa.

Vektoriai, esantys vienoje tieséje arba lygiagreciose tiesése, vadinami kolineariaisiais
vektoriais.

Is vektoriy lygumo apibrézimo isplaukia, kad visai nesvarbu kokiame erdvés taske yra
vektoriaus pradzia. Vadinasi, vektoriy galima suvokti, kaip visy erdves tasky lygiagrety
postumj tam tikra kryptimi ir tam tikru atstumu.

Is vidurinés mokyklos kurso zinome, kad su geometriniais vektoriais galimi tokie
tiesiniai veiksmai:

o duviejy vektoriy @ ir b suma vadinamas vektorius @ + 5, kuris yra lygiagretainio su
kraStinémis @ ir I;, jstrizaines vektorius (Zr. 5 pav.).

Pastaba. Kadangi BC = g, tai sumag a + b= AC galime gauti prie vektoriaus a@ galo
pridéje vektoriy b ir po to sujunge pirmojo pradzia su antrojo galu. Tq patj rezultata —
vektoriy AC - gausime prie vektoriaus b galo pridéje vektoriy a.

C

—
a
/)
a~x

S

>

b
)
es)

D pav. 6 pav.

e kd yra vektorius, kurio ilgis k|d|, o kryptis, kai & > 0, tokia pat kaip ir vektoriaus
da, ir, jeigu k < 0, priesinga; jeigu k = 0, gausime vadinamajj nuling vektoriy 0, kurio ilgis
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lygus nuliui, o kryptis neapibrézta;

nulinio vektoriaus — ir pradzia, ir galas yra viename taske, todél jis gali buti laikomas
kolineariu su bet kuriuo vektoriumi; vadinasi vektoriai a ir kad visuomet kolinearieji; jei
nenuliniai vektoriai @ ir b yra kolinearieji, tai egzistuoja toks skai¢ius k, su kuriuo b = ka.

Vektoriy skirtumas yra i§vestinis veiksmas, apibréziamas naudojantis sumos apibré-
zZimu: Vektorlaus a ir vektoriaus b skirtumu vadinamas vektorius, kurj sudéjus su vekto-
riumi b gaunamas @ (8is skirtumas zymlmas a— b 7r. 6 pav.).

Pastaba. Nesunku pastebéti, kad a@ — b=a+ (—1)5.

Vektoriy tiesiniy veiksmy savybés.

e i+b=b+a (sudéties komutatyvumas).

Savybeé isplaukia tiesiog i§ vektoriy sumos apibrézimo (Zr. pastaba).

e @+ (b+¢) = (@+b) + @ (sudéties asociatyvumas)

[rodymas. 18 7 paveikslo matome, kad ir suma @ + (b+ @), ir suma (@+ b) + & lygi tam
paciam vektoriui AB. Taigi jos lygios.

o k(d@+0b)=ka+kb (distributyvumas)

Irodymas. Kai vektoriai @ ir b nekolinearus, $i savybé iSplaukia i$ 8 paveiksle pavaiz-
duoty lygiagretainiy panasumo: ki = ka + kb. Cia @=a+b.

Kai vektoriai @ ir b kolinearus, $i savybé taip pat nesunkiai jrodoma geometriskai.

kb [

T

7 pav. 8 pav.

Vektoriy projekcijos.

Taikant vektorius labai svarbu mokéti juos uzrasyti analiziskai — formulémis. Taigi
kaip pereiti nuo geometrinés vektoriaus sampratos prie algebrinés? Pirmasis zingsnis Sia
kryptimi — vektoriaus projekcijos kryptinéje tieséje savokos jvedimas.

Kryptine tiese (projekcijy asimi) vadinsime tiese, kurioje pasirinktas ilgio vienetas ir
nurodyta tiesés kryptis, pavyzdZziui, kuriuo nors Sios tiesés vektoriumi (9 pav. tiesés Ot
kryptis yra tokia pat kaip ir vektoriaus OA kryptis, o ilgio vienetas — vektoriaus OA ilgis).

Is vektoriaus @ pradzios ir galo tasky j tiese Ot nuleiskime statmenis, kurie su tiese
kertasi taskuose M ir N (7r. 9 pav.). Vektoriaus MN ilgi pazymékime /.

Vektoriaus a projekcija a; = progd tieséje Ot vadinsime skaiciy [, kai vektoriy @ ir MN
kryptys sutampa, skaic¢iy —[, kai jy kryptys priesingos, ir projekcija laikome lygia nuliui,
kai vektorius @ statmenas tiesei Ot.

Lengva pastebéti, kad visy vektoriy, lygiy vektoriui @ (pavyzdziui, MB, Cb), projek-
cijos tieséje Ot yra lygios. Todél projektuojama vektoriy visada galima perkelti kad jo
pradzios taskas priklausyty projekcijy aSiai.

Jeigu pazymeésime [ = ZBEt (9 pav.), tuomet a; = |@]| cos 3. Cia 3 — kampas tarp
vektoriaus @ ir projekcijy agies Ot, 0 < 3 < 7.

Dabar tarkime, kad projekcijy asis Ot yra tiesé erdvéje, projektuojamas vektorius @
— taip pat erdvés vektorius. Tuomet, norédami gauti $io vektoriaus projekcija tieséje Ot,
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per vektoriaus pradzios ir pabaigos taskus iSveskime plokStumas, statmenas projekcijy
asiai (10 pav.). Taskai M ir N yra i§vesty plokstumy susikirtimo su projekcijy asimi
taskai. Tuomet lieka pakartoti "plokstuminj" projekcijos apibrézima — ir turésime erdvés
vektoriaus projekcijy asyje savoka.

Dviejy vektoriy sumos projekcija kurioje nors aSyje Ot lygi ty vektoriy projekciju
sumai: jeigu ¢ = a + 5, tal ¢; = a; + by.

Vektoriy padauginus i§ skaiciaus, jo projekcija aSyje Ot taip pat padauginama i§ Sio
skaic¢iaus: jeigu ¢ = kd, tai ¢; = kay.

Sie teiginiai nesunkiai i§plaukia i vektoriaus projekcijos asyje apibrézimo.

9 pav. 10 pav.
Tarkime, turime plokstumos staciakampe koordinaciy sistema xQOy, kurios asyje Oz
atidétas vienetinio ilgio vektorius ¢, o aSyje Oy atidétas vienetinio ilgio vektorius j (Zr.
11 pav.).

AZ
D
Ay
A
C a,
1 E}k -
ol J JC )
- > >
_ i
J B
o E
0] " X
11 pav. 12 pav.

Tuomet, pavyzdziui, jeigu @ yra plokStumos vektorius ir jo pradzia yra koordinaciy
pradzios taske O(0;0), o galas — taske A(a,;a,), tai i§ veiksmy su vektoriais apibrézimy
ir kolineariyjy vektoriy savybés iSplaukia, kad @ = OB+ OC = a,i + ayf. Zinoma, tokia
pat iSraiSka turi ir kiekvienas jam lygus plokstumos vektorius. Taigi, jvedus koordinaciy
sistema, kiekvienas plok§tumos vektorius gali buti sutapatintas su dviejy skai¢iy (Sio vek-
toriaus projekcijy koordinac¢iy aSyse) rinkiniu (a,;a,). Atkreipkime démesj, kad butent
Siuo momentu nuo geometrinio vektoriaus pereiname prie algebrinés jo iSraiSkos. Véliau
vektoriumi pavadinsime tiesiog n skaiciy rinkinj.
Jeigu @ yra erdvés vektorius ir jo pradzm yra koordlnacu; pradz1os taske O(O 0; O)

galas — taske A(ay; ay;a,) (12 pav.), taid = OE+O0D = OB+0C+0D = axz—l—ayj—i—azk: =
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(ag;ay;az). Cia ;yra Oz aSies vienetinis vektorius, j, Oy agies vienetinis vektorius, o k
— Oz aSies vienetinis vektorius.

Dabar ir geometriniai veiksmai su vektoriais (daugyba i$ skai¢iaus bei sudétis) gali buti
isreiksti "algebrigkai": vektoriy padauginti i$ skaiciaus reigkia jo projekcijas padauginti i$
Sio skaiCiaus, sudéti du vektorius — tai reiskia sudéti jy atitinkamas projekcijas. Skaitytojas
tuo nesunkiai jsitikins pats.

Is vektoriy sudéties gauname: jei vektoriaus AB pradzios taskas yra A(x1;y1), o galas
— taskas B(xq;y2), tai AB = (9 — 21592 — y1)-

Skaliariné sandauga.

Analizinéje geometrijoje svarbi vektoriy skaliarinés sandaugos savoka. -~/
Apibrézimas. Vektoriy a ir b skaliarine sandauga vadinamas b i
skaiCius a- b= ]c?||g| cos p; Cia o yra kampas tarp vektoriy a ir A B 4
b (13 pav.). 13 pav.

Jei vektoriaus b projekcija vektoriuje @ pazymésime bz, o vektoriaus @ projekcija vek-
toriuje b pazymeésime dj, tai i$ skaliarinés sandaugos apibrézimo

@ b=1al- bz =] -a. (4.1)

Sios lygybeés kartais naudlngos geometrijoje.

Pastaba. Kai d = axz+ayj +ak = (az; ay; a,), tai is tikrujy a, = @, ay = @z, a,

Skaliarinés sandaugos savybés:

ei-b=0b-d (1splauk1a i3 (4 1) lygybeés);

o k(d- b) (k@) -b=a- (kb);

i-(b+d)=a-b+a-é

Paskutiniosios dvi savybés nesunkiai jrodomos pasinaudojus (4.1) lygybe ir vektoriy
projekcijy savybémis.

[s apibrézimo iSplaukia, kad du nenuliniai vektoriai statmens tik tuomet, kai jy skalia-
riné sandauga lygi nuliui.

Dabar tarkime, kad vektoriai duoti projekcijomis aSyse: a = (gl + ay;'+ ak =
(ay;ay;az), b = byi + byj'+ bZE = (by;by;b,). Naudodamiesi skaliarinés sandaugos
savybémis apskaic¢iuokime jy skaliarine sandaugg:

-

@b = (agi + ay] + a-k) - (byi + byJ + b-k) = agby (i - 7) + aghy(i - J) + azb. (7 - k)+

—

+aybm(j- D + ayby(f . j) + aybz(f- /;) + azbw(lz 1) + asb, (E ) + azbz(E . E)
Kadangi

u.l .0
I
\.H

S Sy

?T‘lh'l
I
—_

|
!
.

|
=

-1 =0,

m.l

tai @- b= aajb + ayb, + a.b..
Kai @ = b, gauname vektoriaus skaliarinj kvadrata @2 = @- @ = a? + a? + a2. Kita
vertus, @ > = |@|*. Todeél |@| = /a2 + a2 + a2.
Kampa tarp vektoriy galima apskaic¢iuoti pasinaudojus formule:
azby + ayb, + a.b,
JaiFaZta? o200

cos p =
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Tegu @ = (ay; ay; a), || =1, o §io vektoriaus kampai su koordinaciy asiy Oz, Oy, Oz
teigiamosiomis kryptimis atitinkamai yra «, 3, v. Tuomet a, = cosa, a, = cos 3, a, =
cosy. — Irodykite. Sie kosinusai vadinami vektoriaus krypties kosinusais.

Vektoriné sandauga.

Tarkime, kampas tarp vektoriy _)EL’ ir b yra lygus .
Apibrézimas. Vektoriy a ir b vektorine sandauga vadina-
mas vektorius ¢, kurio ilgis lygus vektoriy a ir b sudaryto
lygiagretainio ploto vienety skaitiui (t. y. |@]|b]sin¢) ir yra
statmenas lygiagretainio plokStumai; vektorius ¢ nukreiptas <

taip, kad sistema a, b, ¢ buty desininé (7iurint i$ vektoriaus

¢ vir§uneés, vektoriy a iki vektoriaus b kampu ¢ reikia sukti

pries laikrodZio rodykle) (14 pav.). 14 pav.

Vektorine sandauga zZymeésime a x b

Vektorinés sandaugos savybeés:

e dxb=—(bxa);

o (k@) x b= k(@ xb)=ax (kb);

o (@+b)xé=(axd)+(bxa).

Pirmosios dvi savybés gaunamos tiesiogiai i apibrézimo, o trecia jrodyti kiek sunkiau
— reikia nagrinéti abiejy lygybeés pusiy vektorius atskirai ir jsitikinti, kad jie lygus.

Vektorine sandauga gali buti nulinis vektorius ir kai né vienas is dauglkhq néra nulinis:
jei vektoriai @ ir b kolinearus (priklauso lygiagrecioms tieséms), tai @ x b =0 ir atvirkiciai
—jei @ x b = O tal @ ir b — kolinearis. Atskiru atveju, zinoma, @ X a = 0.

Jeigu i j ir k yra koordinaciy aSiy vienetiniai vektoriai, tai:

al

S

F=0
5:5, (4.3)
k=

-

Sudauglnkune "vektorigkai" vektorlus kai Jle duoti prOJekCIJOIHIS koordinaciy asSyse:
ad=a,i+a,]+ ak = (ag;ay;az), b=byi+ byj + bk = (by; by; b,). Tuomet

— —, -

0 X b= (ag] + ay] + a.k) X (byi + by] + b.k) = agby(i X 1) + aghy (i X J) + azb.(7 x k)+

Faybe (7 X 1) + ayby (7 X 7) + ayb.(j x k) + asby(k x 1) + azby(lg X 7) 4 a.b,(k x k).

[ragykime (4.3) vektoriniy sandaugy iSraiskas ir sugrupuokime narius taip:
@ x b= (ayb. — a:b))i — (azb, — a.by)j + (azby — ayb, ). (4.4)

O pastarajj reiskinj galima uzrasyti determinantu. Taigi

7Tk
axb=|a, a, a,|. (4.5)
by b, b,

Misrioji trijy vektoriy sandauga.

Tris vektorius galima sudauginti jvairiai, pavyzdziui, pirmuosius du — "skaliarigkai"
(gausime skai¢iy) ir rezultata padauginti i$ treciojo vektoriaus arba pirmuosius du sudau-
ginti "vektorigkai", o gauta vektoriy padauginti "vektoriskai" i§ trec¢iojo. Mes nagrinésime
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misriaja sandauga — kai pirmieji du sudauginami "vektoriskai", o po to gautasis vektorius
dauginamas i§ treciojo vektoriaus skaliariskai (rezultatas - realusis skai¢ius).

Apibrézimas. Trijy vektoriy 6,5 ir ¢ misrigja san-
dauga vadiname: (@,b,é) = (@ x b) - &

Sitokia sandauga turi labai aiSkia geometrine prasme
— jos modulis yra lygus gretasienio, nusakyto trimis
vektoriais @, bir C, iSeinandiais i§ vienos virsunés (15
pav.), turiui:

Vbaescnre = |(a, ga )l

15 pav.

I tikryjy sandaugos @ x b ilgis lygus gretasienio pagrindo plotui, skaliariné sandauga
|a x l;| |¢] - cos  yra pagrindo ploto ir gretasienio aukstinés sandauga, t. y. turis; ¢ia 3 yra
kampas tarp gretasienio briaunos ¢ ir aukstinés vektoriaus a x b.

Trimis vektoriais @, b ir ¢ nusakoma ir piramidé DABC (7r. 15 pav.). Nesunku
susivokti, kad jos turis lygus vienam SeStadaliui gretasienio turio. Taigi

1 N e
Vbapc = gl(a,b,al-

Suraskime trijy vektoriy misrigja sandauga, kai vektoriai duoti projekcijomis koordi-
naciy aSyse: d = agi + ayf—i— azE = (az;ay;a,), b= byi + by;’—l— bZE = (by; b3 b,), €=
Cal + cJ—l— ek = (€x; ¢y; ). I8 misriosios sandaugos apibrézimo, pasinaudoje (4.4) lygybe
ir apskaiciave skaliarine sandauga, gauname

(@,0,3) = ((ayb. — azby)i — (agbs — a2by)j + (agby — ayby)k) - (cal + ¢y] + k) =

co(ayb, — azby) — cy(azb, — azb,) + c.(azby, — ayby).

Pastaroji suma (prisiminkime determinanto skleidinj eilute) yra determinantas

Co Cy C
Ay Ay Q
by b, b,

Sukeite Sio determinanto pirmasias dvi eilutes vietomis, o po to — antraja su trecigja,
gauname, kad

. g ay a,
(a,b,c)=1|b, b, b, |. (4.6)
Cy Cy C;

Trys vektoriai vadinami komplanariais, jeigu juos galima patalpinti vienoje plokstu-
moje. Ar duotieji trys vektoriai komplanarus, galima nustatyti pagal jy miSriosios san-
daugos reiksme.

Trys vektoriai @ = (ay; ay;a,), b= (by; bys bs), €= (cy; ¢y c), tarp kuriy néra nulinio,
yra komplanarus tik tuomet, kai (d, b, ¢) =0.

Platesniuose analizinés geometrijos kursuose nagrinéjami ir kitokie vektoriy taikymai.
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2. Uzdaviniai.

1. Vektorius su Ox agimi sudaro o = 45° kampg, su Oz agimi — kampa v = 45°. Kokj
kampa vektorius sudaro su Oy asimi?

Ats. 60° arba 120°.

2. Duota: |@| =13, |b] =19, |d@+ b = 24. Apskaiciuokite |@ — b.

Ats. 22.

3. Irodykite, kad keturi taskai A(3;—1;2), B(1;2;—1), C(—1;1;-3), D(3;—5;3) yra
trapecijos virSunes.

4. Apskalcmoklte vektoru; @=(3;—5;8) ir b = (—1;1; —4) sumos ir skirtumo ilgius.

Ats. |@+b] =6, |@—b| = 14.

5. Vektoriai @ = (2;—3;6) ir b = (—1;2; —2) i8eina i§ vieno tasko. ApskaiGiuokite
vektoriaus & nukreipto pusiaukampinés kryptimi, koordinates, jeigu |¢] = 3v/42.

Ats. = (—3;15;12).

6. Vektoriai @ ir b sudaro kampg ¢ = 2= ir |a| — 4, |b| = 3. Apskaiciuokite: 1) @ - b;
2) @ 3) b% 4) (@+b)%; 5) (3d@ + 2b)2; 6) ( @—2b) - (@+2b):; 7) (@— b2

Ats. 1) -6; 2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) 73; 6) -61; 7) 37.

7. Apskaiciuokite @-b+b- ¢+ - @, jeign a+b+c=01ir |d = [b] = |d = 1.

Ats.—%.

8. Apskaic¢iuokite trikampio ABC kampus ir jrodykite, kad trikampis lygiasonis, jeigu
jo virsuniy koordinarés yra A(1;2;1), B(S —1;7), C(7;4; —=2).

9. Vektoriai @ ir b sudaro kampa =3 T ir |a| =1, |b] = 2. Apskaiciuokite: 1) (@x b)%;
2) ((2d 4 b) x (@ + 2b))2; 3) (@ + 3b) x (Sa — b))%

Ats. 1) 3; 2) 27; 3) 300.

10. Lygiagretainio dvi krastinés yra vektoriai @ = k —jir b= Z+j'—|— k. Apskaiciuokite
lygiagretainio jstrizainiy ilgius ir lygiagretainio plota.

Ats. \/3, S = /6.

11. Apskai¢iuokite trikampio su virSunémis A(1;2;0), B(3;0; —3), C(5;2;6) plota.

Ats. 14.

12. Apskai¢iukite vektoriy @ = (1;—1;3), b = (—2;2;1) ir € = (3;—2;5) misriaja
sandauga.

Ats. -T.

13. Ar taskai A(1;2;—1), B(0;1;5), C(—1;2;1) ir D(2;1;3) priklauso vienai plokstu-
mai?

Ats. Taip.

14.  Apskaiciuokite tetraedro, kurio virsunés yra taskai A(2;—1;1), B(5;5;4),
C(3;2;—1) ir D(4;1;3) turj.

Ats. 3.

15. Ar vektoriai @ = (2;3; —1), b= (1;—-1;3) ir ¢ = (1;9; —11) komplanarus?

Ats. Taip.

4.3. Tiesé plokstumoje.

Bendroji tiesés lygtis.

Tarkime, plok§tumoje duota sta¢iakampé koordinadiy sistema xQy ir nubrézta kuri
nors kreivé [ (16 pav.). Tegu M (x;y) bet kuris Sios kreivés taskas. Jeigu kreivés tasky
koordinatés x ir y susietos lygtimi F'(z,y) = 0, kurios netenkina jokie kiti plokstumos
taskai, tai 8i lygtis vadinama kreivés [ lygtimi.
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Paprasciausia plokStumos kreive yra tiese. Kokia bebuty tiese, ja galima nusakyti
pasirinktuoju tiesés tasku A(zo;yo) ir nenuliniu vektoriumi 7 = (a;b), statmenu tiesei (17
pav.). Sis vektorius vadinamas tiesés normalés vektoriumi.

Pastaba. Tiese plokstumoje galima nusakyti ir kitaip, pavyzdziui, dviem jos taskais
arba vienu jos tasku ir kampu, kurj tiesé sudaro su abscisiy aSimi, ir pan.

Ay
N
l A
/\ Ny I;}
. //0
16 pav. 17 pav.

AY

"R
Y

-

Tegu M (z;y) — bet kuris tiesés taskas. Tuomet vektoriai @7 = (a;b) ir AM =
(x — zo;y — Yo) yra statmeni ir todél 7 - AM = 0, t.y. a(x — z9) + b(y — yo) = 0.
Pazymeéje ¢ = —axy — byp, gausime lygtj

ax + by +c=0. (4.7)

Sios lygties netenkina jokie kiti plok§tumos taskai. I3 tikryjy, jeigu P(x1;y;) nebiity
tiesés taskas, o jis tenkinty (4.7) lygti, tai gautume, kad APL# (priestara teiginiui "du
nenuliniai vektoriai statmeni tik tuomet, kai jy skaliariné sandauga lygi nuliui". Vadinasi,
(4.7) yra tiesés, nusakytos tasku A(zo;yo) ir normalés vektoriumi 7 = (a;b), lygtis.

Kita vertus, kai bent vienas i§ koeficienty a ir b nelyqus nuliui, tai(4.7) lygties spren-
diniar yra taskai, sudarantys tiese. Irodysime tai.

Pasirinkime tis skirtingus (4.7) lygties sprendinius A(xy;y1), B(za;ye) ir C(z3;ys) (i
lygtis turi be galo daug sprendiniy). Taigi galioja:

ary +byy +¢c=0, ars +bys +¢c=0, ars+bys;+c=0 = . B

a(rg —x1) +b(ya —y1) =0, alxs —x1) +b(ys —y1) =0 = ABLln, ACLln =
vektoriai AB ir AC kolinearus = tagkai A, B ir C priklauso vienai tiesei.

Kadangi kiekviena realiaja kintamojo x (arba y) reikSme atitinka lygties (4.7) sprendinys,
tai galima teigti, kad Sios lygties sprendiniai uzpildo tiese istisai.

[rodéme, kad bet kuri tiesé uzrasoma (4.7) lygtimi ir, atvirksciai, (4.7) lygtis, kai bent
vienas 18 koeficienty a ir b nelygus nuliui, reiskia tiese. Todél §i lygtis vadinama bendrgja
tieses lygtims.

Kryptiné tiesés lygtis.

Jau i§ vidurinés mokyklos kurso pazjstamas tiesés lygties kryptinis pavidalas

y=mz+n (4.8)

(kai tiesé néra lygiagreti su ordinaciy agimi).

Sitokia tiesés lygtis gali buti gauta, kai duotas taskas A(0;n), kuriame tiesé kerta Oy
a8] ir kampas «, kurj ji sudaro su koordinaciy aSies Ox teigiamaja kryptimi; ¢ia m = tga
yra tiesés krypties koeficientas (18 pav.).

I$ tikryjy, pagal tokius tiesés duomenis jos padétj galima apibudinti tasku A(0;n) ir
vienetinio ilgio normale, sudarancia su Oz asimi kampa 5 +«a. Tuomet normalés vektorius
yra fig = (cos(§+a);cosa) = (—sina;cosa), o tiesés lygtis — sin a-(z—0)+cos a-(y—n) =
0. IS Sios lygties isreiske kintamajj y, gausime kryptine tiesés lygtj (4.8).
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M .
A0m) Alx ) ()
[0 X 0 X
7~ 4 7~ .
18 pav. 19 pav.

Tiesés, iSvestos per taska duotgja kryptimi, lygtis.
Tarkime, duotas taskas A(xo; o), per kurj eina tiesé, ir vektorius § = (I;m) (tiesés
krypties vektorius), kolinearus su tiese (19 pav.)

Pasirinkime bet kurj tiesés taska M (z;y). Tuomet vektoriai § = (I;m) ir AM =

(z — 2o}y — yo) kolinearus, t.y. egzistuoja skaitius A # 0, jog AM = A\§ arba = — 2y =

A, y—1yo = dm. Kai tiesés krypties vektorius néra lygiagretus né su viena i$ koordinaciy
asiy, gauname lygtj

T—Zo Y—Y

I m

(4.9)

Kai tiesés krypties vektorius yra lygiagretus su viena i§ koordinaciy a$iy, pavyzdziui, su
Oy agimi (5= (0;1)), tai, kad buty patogiau, (4.9) lygtyje tiesiog rasoma

Jﬁ—ﬂfo:y—yo
0 1

(nors trupmenos vardiklyje matyti nulj ir nejprasta).
Jeigu duoti du tiesés taskai A(x1;y1) ir B(x2;y2) , tai krypties vektoriumi galime laikyti
vektoriy AB (20 pav.). Tuomet pagal (4.9) tiesés, einancios per Siuos taskus, lygtis tokia:

Tr—x _ Yy—uy

. (4.10)
Tog — 1 Yo — U1

4y y

ﬁ}

/ ; P

Ax; y) Bl ) M(x;y)

/0 X X

/ »- 7 |0 »
20 pav. 21 pav.

Tiesés normaliné lygtis.

Dabar tiese nusakysime jos atstumu p (p > 0) nuo koordinac¢iy pradzios tasko ir
kampu «, kurj sudaro statmuo j tiese su Ox aSies teigimaja kryptimi (21 pav., kampas «
pazymétas lankeliu su rodykle).

Tegu M (x;y) bet kuris tieses taskas. Nubrézkime vienetinio ilgio normalés vektoriy
fip = (cos a;sin ) ir nagrinékime skaliarine sandauga OM - fiy. Pagal (4.1) OM - ity =
e 07\4% — p. Kita vertus OM - iy = z - cosa + y - sin a. Taigi x cosa + ysina = p.
Gautoji lygtis

rcosa+ysina—p=0 (4.11)
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vadinama tiesés normaline lygtims.

Kartais naudinga bendraja tiesés lygtj suvesti ] normaline. ISsiaiskinsime kaip tai
padaryti.

Lygti ax+by+c = 0 padauginkime i$ tokio daugiklio M, kad lygtis jgyty (4.11) lygties
pavidalg:

Mazx + Mby + Mc=0; Ma=cosa, Mb=sina, Mc= —p.
Apskaic¢iuokime daugiklj M:

1

Kadangi Mc = —p, o p > 0, tai Mc < 0. Vadinasi, daugiklio M Zenklas yra prieSingas
koeficiento ¢ zenklui. Kai ¢ = 0, M zZenklas lieka nenustatytas.

Tasko atstumas nuo tiesés.

Apskaic¢iuokime tasko A(z,;10) atstuma d nuo
tiesés ¢, duotos normaline lygtimi xcosa +
ysinaw — p = 0 (22 pav.). Tegu taskas
B yra tasko A projekcija tieséje ¢, 1y =
(cosa; sina) — ilgio 1 tiesés normalé. Tuomet
d = |BA| = |BA - iiy| = |(OA — OB) - ity| =
= \Ojél g — OB - o|. Apskai¢inojame: OA - iy =
= o cos & + Yo Sin «, OB - i, = p.

Taigi gavome, kad

Ma = cosa, Mb=sina = M?*(a* +b*) =cos’a +sina=1= M=+

d = |zgcosa+ ygsina — p|. (4.12)

Kampas tarp dviejy tiesiy.
Apibrézimas. Kampu tarp tiesiy vadiname kampa tarp §iy tiesiy normaliy vektoriy arba
tarp Siy tiesiy krypciy vektoriy.

Jei tiesés uzrasytos bendrosiomis lygtimis a1z + b1y + ¢y = 0 ir asx + by + c2 = 0, tai
kampo tarp jy kosinusa cos ¢ apskai¢iuosime pagal (4.2) formule:

a1a9 + blbg
Jal + 0 a3+ 03

Jei zinotume ty tiesiy krypciy vektorius, tai kampa tarp tiesiy apskai¢iuotume surade
kampa tarp juy krypciy vektoriy.

Atkreipkime démesj, kad surade kampo tarp tiesiy kosinusa, pats kampas néra vien-
areikSmiskai apibréztas — rasime du kampus ¢ ir m — ¢, iS kuriy vienas smailusis, kitas —
bukasis (arba abu statieji).

Dar uzrasykime daznai vartojamus dviejy tiesiy lygiagretumo ir statmenumo pozy-
mius.

cos p = (4.13)

Jeigu tiesiy normalés kolinearios, t.y., jeigu normaliy vektoriy koordinatés proporcin-
gos (a1 = Aag,by = Abg, A # 0), tai tiesés yra lygiagrecios, ir atvirk§Giai — jei tiesés
lygiagrecios, tai normaliy vektoriy koordinatés proporcingos.

Jeigu tiesiy normalés statmenos, t.y., jeigu galioja lygybé aijas + biby = 0, tai tiesés
yra statmenos, ir atvirkséiai — jei tieses statmenos, tai galioja aias + bibs = 0.
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4.4. Uzdaviniai.

1. Duota tiesé t : 2z + 3y + 4 = 0. ParaSykite lygt] tiesés, einancios per taska M (2;1)
ir

1) lygiagredios tiesei t;

2) statmenos tiese t.

Ats. 1) 20 +3y—7=0;2) 3z —2y —4 =0.

2. Duotos dvi priesingos kvadrato virsunés A(—1;3) ir C'(6;2). Paragykite jo krastiniy
lygtis.

Ats. 3x —4y+15=0, 4o +3y—30=0; 3x—4y—10=0, 4x+3y—5=0.

3. Trikampio krastiniy lygtys yra 3z +4y —1=0, v — 7y —17=0, Tx +y+ 31 = 0.
Irodykite, kad trikampis lygiasonis.

4. Paragykite trikampio ABC' kragtiniy lygtis, jei viena jo virsuné A(1;3), o dviejy
pusiaukrastiniy lygtys yrax —2y+1=0iry — 1 =0.

Ats. 2 +2y—7=0, x —4y—1=0, r —y+2=0.

5. Apskaic¢iuokite koeficienta k, jeigu tiesé y = kx+5 nutolusi nuo koordinaciy pradzios
tagko atstumu /5.

Ats. k= +£2.

6. Apskaic¢iuokite atstuma tarp tiesiy 2x — 3y = 6 ir 4o — 6y = 25.

Ats. */Tﬁ’

7. Parasykite tiesiy, lygiagreciy tiesei 3x — 4y — 10 = 0 ir nutolusiy nuo jos
atstumu 3.

Ats. 3x —4y —25=0, 3z —4y+5=0.

8. Parasykite kvadrato krastiniy lygtis, jeigu dvi jo gretimos virSunés yra A(2;0) ir
B(—1;4).

Ats. dx 4+ 3y —8=0, 4o +3y+17=0, 3z —4y—6=0, 3z —4y + 19 =0 arba

dr+3y—8=0,42+3y—33=0, 3xr —4dy—6=0, 3z —4y+ 19 =0.

4.5. Plokstuma ir tiesé erdvéje.

Plokstumos bendroji lygtis.

Plokstuma erdveje, kaip ir tiese plokStumoje, galima nusakyti keliais budais. Vienas i$
budy yra iSvesti plok§tuma per duotajj erdvés taska A(xo; yo; 20) statmenai pasirinktajam
vektoriui 7 = (a;b;¢), kuris vadimamas plokstumos normale (23 pav.). Kad sudary-
tume tokios plokstumos lygtj, pasirinkime bet kurj plokstumos taska M (x;y; z). Tuomet:
ALAM, AM = (z—z0;y—vyo;2—20) = - AM = 0 = a(z—z0)+b(y—1yo)+c(z—2) = 0.
Pazyméje d = —axy — byy — c2p), gauname bendraja plokstumos lygtj

ar +by +cz+d=0. (4.14)
L
d A
Az N
n -
B "o
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PlokStumos normaliné lygtis.

Tarkime, plokStuma nusakyta taip: duoti plokStumos normalés vektoriaus krypties
kosinusai cos «;, cos 3, cos 7y ir p — plokStumos atstumas nuo koordinadiy pradzios tagko. IS
iy duomeny isvedama (analogiskai tiesés normalinei lygéiai) plokstumos normaliné lygtis

rcosa+ycosf+ zcosy—p=0. (4.15)

Norint i§ bendrosios plokstumos lygties gauti jos normaline lygti, bendraja lygti reikia
padauginti i§ daugiklio
1

N=4t—8-onu-r.

Tasko atstumas nuo plokstumos.
Tegu A(z,; yo; z0) erdvés taskas, o x cos a+y cos 5+ 2z cosy—p = 0 kuri nors plokstuma

(24 pav.). Tada iy = (cos «; cos (3; cosy) yra tos plokStumos vienetinis normalés vektorius.
Suraskime tasko A atstumg d nuo duotosios plokstumos:

d = |BA| = |BA - iiy| = |[(OA — OB) - ty| = |OA - iy — OB - i|;

O_A~ﬁ0 = T, Cos & + Yo cos 3 + 2y cos 7, Oﬁ.ﬁo =p.

Vadinasi, tasko A(x,; yo; 20) atstumas d nuo plokstumos x cos a+y cos 5+ zcosy —p = 0

yra lygus:
d = |zgcos o + yocos B + zpcosy — pl. (4.16)

Kampas tarp dviejy plokstumuy.

Apibrézimas. Tarkime, a1z + b1y + c1z2 +dy = 0 ir asx + boy + coz + dy = 0 — dvi
plokstumos. Kampu tarp Siy plokstumy vadiname kampa tarp jy normaliy.

Kadangi plok$tumy normalés yra ny = (a1;b1;¢1) ir ng = (ag; be; ¢2), tai kampo tarp
dviejy plokstumy kosinusas yra:

a1 + blbz + c1C2
Vi + R+ a3 +03+3

cos p = (4.17)

Lygiagretumo ir statmenumo sglygos. Dvi plokStumos yra lygiagrecios tik tuomet, kai
juy normalés kolinearios, t.y. kai a; = Aag,by = Abo,c; = Ao, A # 0; dvi plok§tumos
statmenos tik tuomet, kai jy normalés statmenos, t.y. kai ayas + b1bs + c1co = 0.

Tiesé erdvéje. Lz

Tiese erdvéje galima nusakyti jvairiai: dviem susikertanc¢iomis
plokstumomis; vektoriumi, kuris lygiagretus su tiese, ir kuriuo nors
tieses tasku; dviem erdveés taSkais, per kuriuos eina tiesé. Visi Sie
budai naudingi sprendziant analizinés geometrijos uzdavinius.

Tarkime, kad Zinomas tiesés taskas A(zo;yo; 20) ir duotas tiesés
krypties vektorius § = (I, m,n) (vektorius, lygiagretus su tiese). I§
Siy duomeny sudarykime tieses lygti.

Tegu M (z;y; z) yra bet kuris tiesés taskas. Tuomet vektorius 25 pav.

AM = (x — x0;y — Yo; 2 — 20) kolinearus su tiesés krypties vektoriumi § = (I, m,n), t.y.
AM = )\s, X # 0 arba
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T —xg= A,
Y — Yo = Am, (4.18)
Z— 29 = An.

I8 ¢ia gauname parametrines tiesés lygtis:
r=1x9+ A,

Y = Yo + Am, (4.19)
zZ = 2o+ An.

I$ (4.18) lygybiu eliminave parametra A, gausime tiesés erdvéje kanonines lygtis

T—Zo Y—Y <~ %

[ m n

(4.20)

Sios lygtys — tai dviejy lygéiy sistema, kurios kiekviena lygtis gaunama sulyginus du (4.20)
lygybiy narius.

Kaip ir tiesei plok§tumoje, tiesés erdvéje lygtis rasysime (4.20) pavidalu net ir tuomet,
kai krypties vektoriaus viena arba dvi koordinatés lygios nuliui. Pavyzdziui, jeigu
[#0, m=0, n#0 (tiesé statmena Oy asiai), tai tiesé uzrasyta lygtimi

T—To Y—Y _ 22— %0

I 0 n

pagal (4.18) reiskia lyg¢iy sistema

{y_y():()v
x—lxo:m‘

Jeigu [ = 0, m = 0, n # 0 (tiesé statmena Ox ir Oy a8ims, t.y. yra lygiagreti su Oz
aSimi), tai jos kanonines lygtis rasysime taip:

T—To Y —Y _ = %0

o 0  n
Sios lygtys i§ tikryjuy reiskia, kad
r—x9=0,
Y—Yo = 07
z=t, 1€ R.

Atkreipkime démesj, kad ta pati tiesé (4.20) lygtimis uzraSoma nevienareikSmiskai:
vietoje tasko A(xo;yo; 20) gali buti jrasytas bet kuris kitas tiesés taskas, vietoje tiesés
krypties vektoriaus (I, m,n) gali buti bet kuris jam kolinearus vektorius.

Kai duoti du tiesés taskai A(x1;y1;21) ir B(xe; yo; 22), tai vektoriy AB galime laikyti
tiesés krypties vektoriumi, o viena i tasky, pavyzdziui, A(z1;y1;21)— duotuoju tasku.
Tuomet gauname tokias tiesés, einancios per du taskus, lygtis:

T—Z1  Y—UY !

= . (4.21)
Tog — 1 Y2 — U 22 — 21
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Tiese erdveje taip pat galima nusakyti ir dviem plokStumomis, einanciomis per Sig
tiese. Kai tiesé erdvéje uzrasyta dviem susikertan¢iomis plok§tumomis (normaliy vektoriai
ne kolinearus)

a1+ by +ciz+dy =0,
s + by + coz + dy = 0,

tai, noréedami suzinoti jos krypties vektoriy, turime parasSyti Sios tiesés kanonines lygtis.
Kaip i3 tieses, uzrasytos dviem plokStumomis, gauti jos kanonines lygtis? Panagrinékime
pavyzdj.

4.1 pavyzdys. Uzrasykime tiesés

r + 2y — 3z = 1,
v — 4y + 2z = 2
kanonines lygtis.
Sprendimas. Pirmiau tiese uzrasykime dviem plokStumomis, kuriy viena lygiagreti
su viena i§ koordinaciy aSiy, o kita — lygiagreti su kuria nors kita koordinaciy aSimi.
Padaugine pirma lygti i$ skai¢iaus A ir sudéje su antraja, gausime plokStuma

Mz +2y—32)+3x —4dy+ 2= A+ 2,
einanciag per duotaja tiese arba, sutrauke panasius narius, turésime:
A+3)z+ A =4y + (=3A+1)z=A1+2.

Si plokstuma vadinama plokstumuy pluosto, einancio per tiese, lygtimi, nes ji reiskia bet
kurig plokstuma (isskyrus pirmaja = + 2y — 3z = 1), einancig per tiese. Su A\ = —3
gausime plokstumag —10x + 10y = —1 lygiagreciag Ox aSiai. Su A = 2 gausime plokstuma
S5r — 5z = 4, lygiagrecig Oy asiai. Siu lygciy sistema

— 10y + 10z = -1,
5% — bz = 4

reiskia ta pacia tiese, taciau iS Sios sistemos patogiau surasti kanonines tiesés lygtis. IS
kiekvienos lygties iSreikskime kintamajj z:

10y — 1 dr — 4
z = Z = .
10 7’ D
Taigi
5r—4 10y —1 r—0,8 y—0,1 z-0
= = 7z & = — .
D 10 1 1 1

IS tiesiy kanoniniy lygcéiy nesunku nustatyti kuomet tiesés lygiagrecios — turi buti
kolinearus tiesiy krypciy vektoriai.

Kampas tarp tiesiy.

Kampu tarp tiesiy vadinamas kampas tarp jy krypciy vektoriy.

Vadinasi, kampo tarp tiesiy &8 = L0 — 2221 jp 2222 — Y202 —
) I my ny lo mao

222 kosinusas yra:
n2

Lls +myimg + ning

JB+mi+nd \JB+mind

cos p = (4.22)
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Tiesés yra statmenos tik tuomet, kai jy krypciy vektoriai statmeni, t.y. kai
lllg + mimeo + NN = 0.

Tiesés yra lygiagrecios tik tuomet, kai jy krypciy vektoriai kolinearus, t.y. kai
ll = )\lQ, my = )\m2, ny = )\ng, A 7é 0.

Dvi tiesés, jei jos néra lygiagrecios, gali priklausyti vienai plokStumai (tuomet jos
susikirs) arba gali buti prasilenkiancios.

Pritaikius vektoriy miSriosios sandaugos savybes, nesunku jrodyti, kad: tiesés prik-
lauso tai paciar plokstumai tik tuomet, kai tiesiy krypciy vektoriy ir vektoriaus, jungiancio
bet kurj vienos tiesés taskq ir kitos tiesés taskq, misriogi sandauga lygi nulius.

Kampas tarp tiesés ir plokStumos.

Kampas tarp tiesés ir plokstumos yra smailusis kampas tarp tiesés ir jos projekcijos
plokStumoje.

Raskime kampg ¢ tarp tiesés =5 = -2 = 220 ir plok§tumos ax + by + cz +d = 0.
Plokstumos normalé su tiesés krypties Vektorluml sudaro kampg 5 — ¢. Todél

(ﬂ' ) . la + mb+ nc
cos(= — @) =sinp = )
9 ¥ 7 VE2+m2+n2 Vaz+ b2+ c?

(4.23)

4.6. Uzdaviniai.

1. Parasykite lygtj plokStumos, einancios per taska M (2;1; —1) ir statmenos vektoriui
= (1;—-2;3).

Ats. -2y +32+3 =0.

2. Paragykite lygti plokstumos, einancios per taska M;(3; —1;2) ir statmenos vektoriui
MlMQ, kai M2(4, —2, —]_)

Ats. x —y—32+2=0.

3. Paragykite lygtj plokStumos, einan¢ios per tris taskus M;(3; —1;2), My(4;—1;—1)
ir M3(2;0;2).

Ats. 3z +3y+2—-8=0.

4. Kokj dvisienj kampa sudaro plokstumos z —yv2+2—1=0ir z+yv2—2+3 = 0?

Ats. .

5. ParaSykite lygtj plokStumos, kuri eina per koordinaciy pradzia statmenai plokstu-
moms 2z —y+3z—1=0irz+2y+ 2z =0.

Ats. Tx —y — 52 = 0.

6. Irodykite, kad plokstumos v —2y+2—7=0,2z+y—2z+2=0irx—3y+22—11 =0
kertasi viename taSke ir raskite §j taska.

Ats. (1;-2;2).

7. Apskai¢iuokite tasko P(—1;1; —2) atstuma nuo plok$tumos, einancios per taskus
Mi(1;=1;1), My(—2;1;3) ir M3(4; —5;—2).

Ats. 4

8. Apskaiciuokite atstuma tarp plokstumy x —2y —22z—12=0irz—2y—22—6 = 0.

Ats. 2.

9. Dvi kubo sienos priklauso plok§tumoms 2z —2y+2—1=01ir 2x — 2y + 2+ 5 = 0.
Apskai¢iuokite Sio kubo turj.

Ats. 8.

10. Plokstuma eina per koordinaciy asj Oz ir taska F(3;2; —5). Parasykite lygtj tieses,
kuria kertasi §i plokstuma su plokstuma 3z —y — 72 +9 = 0.

3r—y—"72+9=0,
Ats. { 5y + 22 = 0.
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11. Ar Sios tiesés yra lygiagrecios?

r+2 y—-1_ =z
3 -2 U
r+y—z2=0,
r—1y—>dz=2_8.

Ats. Taip.
12. Parasykite tiesés
T —2y+3z=4,
3r+2y—>Hz=4

kanonines lygtis.

Ats.
r—2 y+1 =z

2 7 4’
13. Apskaiciuokite tasko M (2; —1;3) atstuma nuo tiesés

r+1 y+2 z-1
3 4 57

Ats. 0,3v/38.
14. Apskaic¢iuokite atstuma tarp lygiagreciy tiesiy:

r—2 y+1 =243

1 2 2’
r—1 y—1 =z+1
3 2 27

Ats. 42
-
15. Parasykite lygtj plokStumos, einan¢ios per taskag M (1; —1; —1) ir statmenos tiesei

r+3 y—1 2z2+2
2 =3 4

Ats. 22 — 3y +42—1=0.
16. Su kuria m reikSme tiesé
r+1 y—2 =243
3 m -2

lygiagreti plokstumai?
Ats. —3.
4.7. Antros eilés kreiveés.
Apibrézimas. Antros eilés kreive vadinama kreive, kuri uzrasoma lygtimi

az? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0, (4.24)

kai bent vienas i$ koeficienty a, b, ¢ yra nelygus nuliui.
Pastaba. Kartais antros eilés kreives koeficientams zyméti patogiau naudoti tg pacia
raide su dviem indeksais, pavyzdziui, a;;. Tuomet antros eilés kreive uzraSysime lygtimi

anz® + 2a127y + agy® + 2a137 + 2a93y + azz = 0, (4.25)
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kurioje bent vienas i§ koeficienty a11, a12, ass yra nelygus nuliui.
Puikus tokios kreivés pavyzdys yra apskritimo su centru taske (zo; yo) ir spinduliu r lygtis:

(= x0) + (y — yo)* = 1. (4.26)

Kairéje lygties puséje atlike veiksmus, galétume rasti koeficienty a, b, ¢, d, e, f iSraiskas.
Jei (4.24) lygtyje a = ¢, b = 0 ir d* + €* > af, tai tokia lygtis reiskia apskritimq.
Irodykime tai.
Nagrinékime lygtj

ar® + ay® + 2dx +2ey + f =0 (a #0). (4.27)

Lygti padalykime i§ a ir uzragykime (4.26) pavidalu:

d
x2+y2+27x+2gy+i =0 (a#0),
a a a
d\’ eN? d*+e2—af
4| + <y+) ==
a a a
Matome, jog tai apskritimo su centru (—g; —£) ir spinduliu r = Vietzaf lygtis.

Kai d? + e® = af, tai §i lygtis reiskia vienintelj taska (—%; —<), o kai d2 +e? < af, tai
lygties netenkina joks plokstumos taskas.

Kokias kreives dar gali reiksti (4.24) lygtis? Isitikinsime, kad $ia lygtimi uzrasomos:
elipsé (apskritimas yra atskiras elipsés atvejis), hiperbolé, parabolé. Kai kuriais atve-
jais, kaip matéme, (4.24) lygtis gali turéti tik vieng sprendinj — taska, gali visai neturéti
sprendiniy. Be to, (4.24) lygtis gali reiksti ir tiesiy pora. Panagrinékime §j atvejj iSsamiau.

Lygtis (4.24) reiks dvi tieses tik tuomet, kai jos kairioji pusé bus dviejy pirmojo laipsnio
trinariy sandauga, t. y.

az’® 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = (a1x + by + ¢1)(asw + boy + ¢2). (4.28)

[8siaiskinsime kokias salygas turi tenkinti (4.24) lygties koeficientai, kad galioty (4.28)
skaidinys. Tuo tikslu perrasykime (4.24) lygtj kvadratinés lygties pavidalu ir ispreskime
ja kintamojo ax atzvilgiu:

ar? +2(by + d)x + cy® + 2ey + f = 0;
ax = —(by +d) = \/(by + d)? — a(cy? + 2ey + f) = (4.29)
—(by +d) £ \/(b2 —ac)y? + 2(bd — ae)y + d> — af.

Kad (4.24) lygties kairiaja puse buty galima isskaidyti dviem tiesiniais dauginamaisiais,
(4.29) formulés posaknio reiskinys turi buti kvadratas; todél pastarojo kvadratinio trinario
(y atzvilgiu) diskriminantas turi buti lygus nuliui:

(bd — ae)? — (b* — ac)(d®* —af) =0 =
acf + 2bde — cd* — ae* — b’ f =0 =
a b d
A=|b ¢ e |=0.
d e f
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Taigi (4.24) lygtis reiskia dvi tieses tik tuomet, kai determinantas A, sudarytas is
lygties koeficienty lygus nuliui.

Invariantai.

Turint konkrecia antros eilés kreivés (4.24) lygtj i§ karto nustatyti kokia tai kreivé —
nelengva. Taciau tinkamai parinkus koordinaciy sistema, kreives lygciai galima suteikti
pavidala, i$ kurio kreivé atpazjstama.

Nagrinésime koordinaciy sistemos dviejy tipy transformacijas — lygiagrety postumj ir
posukj. PavyzdZiui, jeigu apskritimo lygtyje (z—x0)*+(y—yo)?> = r? paZymésime z—x¢ =
2, y—yo =y, tai apskritimo lygtis tampa /> + ¢/ = 72. Siuo pazymeéjimu i§ tikryjy
nuo koordinaciy sistemos xOy peréjome prie kitos lygiagreciai pastumtos koordinaciy
sistemos 2’Oy’. Formulés ©z — zg = 2/, y — yo = ¥y’ yra koordinaciy sistemos keitimo
formulés. Kaip matome, Sitoks koordinaciy sistemos keitimas nepakeicia kreivés formos,
o tik supaprastina jos lygtj.

Pasirodo, kad atliekant minétas transformacijas nesikeicia ne tik kreives forma, bet ir
kai kurios skaitinés antros eilés kreives charakteristikos. Dydziai, kurie nekinta lygiagreciai
pastumus ir pasukus koordinaciy sistema, vadinami invariantais. Antros eilés kreiviy
invariantai yra

A =

, 0= , S=a+c (4.30)

b

Qo Q
o o o
S~ 0O

Koordinacdiy sistemos lygiagretus postumis.

Tarkime, plok$tumoje pasirinktos dvi koordinaciy sistemos zOy ("senoji") ir 2’0"y’
("naujoji"), kuriy aSys yra atitinkamai lygiagrecios, o naujosios sistemos koordinaciy
pradzia nusakyta vektoriumi OO’ = (xz¢;y,). Kitaip tariant, norédami i§ senosios sis-
temos gauti naujaja, turime atlikti senosios koordinaciy sistemos lygiagrety postumj
vektoriumi OO" = (z¢;y,) (26 pav.). Tuomet, jeigu plokstumos taskas M senojoje
koordinaciy sistemoje turi koordinates M (z;y), tai naujojoje sistemoje jo koordinatés
bus M(z";y'), o' =x—x0, ¥ =y — yo (nes O'M = OM — Ob’). Vadinasi, transfor-
mavus koordinaciy sistema lygiagreciu postumiu, plokstumos tasky koordinaciy senojoje
ir naujojoje sistemose sarysiai nusakomi formulémis

x =22 + xg,
4.31
{ y=1+wo (4.31)
Ahy ‘y
y Y. TM
0’ X'l X'
!
|
| X
o x 7
26 pav.

Trasykime j (4.24) lygti z = 2’ + zo, ¥ = ¥ + Yo:

azx’ + 202’y + cy® + 2(axg + byo + d)x’ + 2(bxo + cyo + €)y'+

f + axd + 2bwoyo + cyf + 2dzq + 2eyo = 0. (4.32)
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IS karto matome, kad atlikus lygiagretyji postumj, kreives lygties kvadratiniy nariy
koeficientai liko tie patys. Taigi dydziai § ir S yra invariantai lygiagretaus postumio
atzvilgiu.

Irodysime, kad determinantas A taip pat yra invariantas lygiagretaus postumio atzvil-
giu.

Sudarykime Sios lygties koeficienty atitinkama determinanta

a b axg+ byg + d
A =1|b c bxro + cyo + e
azo+byo +d bro+cyo+e [+ axd+ 2bxoyo + cyi + 2dzg + 2eyo

ir apskaiciuokime jj pasinaudoje determinanto savybémis: i§ paskutiniosios eilutées atimkime
pirmaja, padauginta i§ x, ir antraja, padauginta is yo. Gausime:

a b a$0+by0+d
AN=|b ¢ brg+cy +e
d e dro+eyo+ f

Dabar is paskutiniojo stulpelio atimkime pirmajj, padauginta i$ xo, ir antrajj, padauginta
is 70. Gausime, kad A’ = A - jrodyta.

Koordinacéiy sistemos posukis.

Dabar koordinadiy sistema Oy pasukime kampu « prie§ laikrodzio rodykle (27 pav.
posukio kampas pazymeétas lankeliu) — turésime sistema 2'Oy’. Irodysime, kad atliekant
koordinaciy sistemos posukj, "senosios" tasko M koordinatés (z;y) susietos su "naujo-
siomis" (2';y') formulémis:

x =12 cosa —y sina,
{ y = a'sina + y cosa. (4.33)

Koordlnacu; asu; Oz ir Oy vienetinius vektorius pazymékime atitinkamai iir j, asiy
Oz ir Oy’ — i ir j'. Tuomet naujojoje koordinaciy sistemoje

OM = ('59y)) = i+ g (4.34)
Apskai¢iuokime 7/ = jcosa+jsina, j = ;COS(Oz—{— ) +jsin(a—|— 7) = —isina+j cos o
ir jraSykime $ias iSraiskas j (4.34) formule. Gausime, jog

OM = 2'il + 4/ = 2/(icosa + jsina) + y/ (—isina + j cos ) =
= ;(xl cosa — ' sina) + j(x’ sina + ¢ cos ).

(4.35)

Paskutinioji vektoriaus OM israigka yra koordinadiy sistemoje 2Oy, taigi (4.33) formulés
teisingos.

[rodykime, kad dydziai (4.30) yra antros eilés kreives invariantai koordinaciy sistemos
posukio atzvilgiu. Tuo tikslu transformacijos (4.33) iSraiskas jrasykime j (4.24) lygti.
Gausime lygtj

"2 42y + P 4+ 2dx + 2y + f =0, (4.36)
kurioje
a' = acos® a + csin? o + 2bsin a cos a,
¢ = asin® a + ccos®> a — 2bsin accos v,
V = —(a — ¢)sinacosa + b(cos? a — sin® ),

d = dcosa + esina, (4.37)
¢/ = —dsina + ecos a,
f'=1r
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Sudéje Sios lygybiy sistemos pirmaja ir antraja lygybes, i§ karto gauname, kad a +c =
a4+, ty. dydis S = a + ¢ yra invariantas posukio atzvilgiu.
Dar jrodykime, kad 6 = ‘ Z

damiesi trigonometrijos formulémis

posukio atzvilgiu yra invariantas. Tuo tikslu naudo-

1+cos2a . 4 1—cos2a . sin 2qv
——, sina = sin o cos ar =

, _, . cos2a = cos? a —sin® a,
2 2

COS2 a =

pertvarkykime (4.37) sistemos pirmasias tris lygybes. Gausime:

a = 4€ 4 95€ cos 2a + bsin 2a,

d = %€ — =€ cos 2a — bsin 2a, (4.38)

Y = — %5 sin 2a + b cos 2a.

I8 pirmosios lygybés atimkime antraja:
a' —c = (a — c)cos2a + 2bsin 2a. (4.39)
Pastarosios lygybés kvadrato ir dvigubos tre¢iosios lygybés i§ (4.38) kvadrato suma yra:
(=) +4b% = (a—c)* +4b* = (' + ) —4(dd —b?) = (a +¢)* — 4(ac — b*).

Kadangi a +c = a' + ¢, tai a'd — V? = ac — b?, t.y. dydis § = ac — b? yra invariantas.
UzZduotis. Nustatykite kokia forma jgis lygtis

522 — 6y + 5y° = 8

pasukus koordina¢iy sistema kampu Z prie§ laikrodzio rodykle. (Ats. 2/ + 4y = 4).
[§vardinsime antros eilés kreives, kurias gali reiksti (4.24) lygtis, ir uZrasysime iy
kreiviy paprasciausias (kanonines) lygtis.
Elipsé. Flipse vadinama kreivé, sudaryta i§ plokStumos tasky, kuriy atstumy nuo
dviejy pasirintyjy tasky Fy, Fs, (vadinamy Zidiniais) suma yra pastovi (tegu ji lygi 2a).
Jei atstuma tarp 7zidiniy paZymeésime 2¢, b*> = a? — 2, o staciakampés koordinaciy
sistemos pradzios tasku O paimsime atkarpos FiF5, jungiancios zidinius, vidurio tagka,
Oz a8 nukreipsime vektoriaus FoF} kryptimi (28 pav.), tai tokios elipsés lygtis yra
22 2
St Z—Q ~1. (4.40)
Si lygtis vadinama elipsés kanonine lygtims.
Jeigu a = b, tai elipsé yra apskritimas su spinduliu » = a = b, o jo lygtis

vadinama apskritimo kanonine lygtima.

SkaiCius € = ¢ vadinamas elipsés ekscentricitetu. Si charakteristika apibudina elipsés
iStempimo laipsnj. Apskritimo ekscentricitetas ¢ = 0, nes ¢ = 0.

[§veskime elipsés kanonine lygti. Tegu M(x;y) — bet kuris elipsés taskas. Pagal
apibrézima \Ff]\/[] + ]F;]\ﬂ = 2a. JraSe vektoriy ilgiy iSraiskas, gausime lygtj

Vo =02 +42 + /(@ + e +42 = 20,
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kuri ir yra elipsés lygtis. Taciau suprastinkime ja — perkelkime antraja Saknj | deSiniaja
lygties puse, pakelkime abi lygties puses kvadratu ir padalykime ja i§ 4. Gausime lygtj

ar/(x 4 ¢)? + 142 = a® + cx,

kuria vel pakéle kvadratu ir pertvarke turésime

(a2 . 02)x2 a%y? = az(aQ . 02),

o jvede Zymenj b?> = a? — ¢ ir lygtj padalije i§ a?b?, gausime kanonine elipsés lygt;.

4y 4y
Ay P M()C,y) N('P/z,o) /(x;y)
///;:>Y\\ . ECcO)] o [r@eo 7 Okifizm g
E(-c;0) |0 E(c:0) ~

28 pav. 29 pav. 30 pav.

Hiperbolé. Hiperbole vadinama kreivé, sudaryta i§ plokStumos tasky, kuriy atstumy
nuo dviejy pasirintyju tasky Fy, Fb, (vadinamy Zidiniais) skirtumas yra pastovus (tegu
jis lygus 2a).

Jei atstuma tarp Zzidiniy paZymeésime 2c, b*> = ¢® — a?, o staciakampés koordinaciy
sistemos pradzios tasku O paimsime atkarpos FiF5, jungiancios zidinius, vidurio tagka,
Oz agj iSvesime vektoriaus R kryptimi (29 pav.), tai tokios hiperbolés lygtis yra

L= (4.41)

Si lygtis vadinama hiperbolés kanonine lygtima.

Hiperbolés kanonine lygtj gausime apskaic¢iave minétus atstumus ir atlike analogiskus
pertvarkymus, kaip ir elipsés aveju.

UzZduotis. Isveskite hiperbolés kanonine lygtj.

Skaicius € = ¢ vadinamas hiperbolés ekscentricitetu (e > 1).

Tiesés y = gx iry = —gaz vadinamos hiperbolés asimptotémis. Asimptotés yra tiesés,
prie kuriy neribotai artéja hiperbolés taskai, kai kintamasis  neribotai didinamas (j +o00
arba j —o0).

Parabolé. Parabole vadinama kreive, sudaryta i§ plokstumos tasky, kuriy atstumas
nuo pasirintojo tasko F' (vadinamo Zidiniu) ir atstumas nuo pasirinktosios tiesés (vadi-
namos direktrise) yra lygus (tegu jis lygus 2p).

Jeigu i$ zidinio nuleisime statmenj j direktrise, tai jo ilgis yra 2p. Sio statmens vidurio
taska (per kurj eina parabolé), paimkime koordinac¢iy sistemos pradzios tasku, Oz agj
sutapdinkime su $iuo statmeniu ir nukreipkime parabolés Saky kryptimi (30 pav.). Tuomet
gausime parabolés lygtj

y? = 2px, (4.42)

vadinamag kanonine parabolés lygtimi.
Jos iSvedimas taip pat nesudétingas — uztenka apskaic¢iuoti minétus atstumus, juos
sulyginti ir gautaja lygtj pervarkyti. I8veskite!
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Antros eilés kreivés atpaZinimas. Kai kreivé uzrasyta (4.24) lygtimi, tai ji gali
reikSti bet kurig i§ minéty antros eilés kreiviy, ir ne tik — kaip matéme, ji kartais gali
netureti sprendiniy, gali turéti tik viena, jos sprendiniais gali buti tiesiy pora. Atpazinti
visus Siuos atvejus padeda invariantai, kurie nekinta kei¢iant koordinaciy sistema (lygia-
greciai perkeliant ir pasukant) — parinkus koordinac¢iy sistema taip, kad kreivés lygtis
igyty kanoninj pavidalg, i§ kurio kreivé jau atpazjstama lengvai.

Pateiksime antros eilés kreiviy atpazinimo kriterijus:

kai o >0, A#0, A-S <0 — elipsé;

kai o >0, A#0, A-S >0 - sprendiniy néra;

kai 6 > 0, A =0 — taskas;

kai 6 <0, A # 0 — hiperbolé;

kai 6 < 0, A =0 — tiesiy pora;

kai 0 =0, A # 0 — parabolé;

kai d =0, A =0, d*> —af > 0 — tiesiy pora;

kai d =0, A =0, d?> —af <0 — sprendiniy néra.

4.8. Uzdaviniai.

1. Apskritimo centras C(1;—1), o tiesé bx — 12y + 9 = 0 yra jo liestiné. Kokia
apskririmo lygtis?

Ats. (z— 1)+ (y+ 1) =4

2. Parasykite lygtj apskritimo, kurio spindulys R = /5, o lietimosi su tiese
x — 2y — 1 =0 taskas yra M(3;1).

Ats. (z =4+ (y+1)2 =5, (z—2)+ (y — 3)? =5.

3. Paragykite lygtis apskritimy, einanciy per taska O(0;0) ir lie¢ian¢iy dvi susiker-
tancias tieses x +2y —9=01ir 2z —y + 2 = 0.

Ats. (z =22+ (y—1)? =5, (- B)? + (y+ )2 = 2.

4. Parasykite lygtis apskritimy, einanc¢iy per taska A(1;0) ir lie¢ianciy tieses
2r+y+2=0ir2z4+y—18=0.

Ats. (2 —5)2+ (y+2)2 =20, (z — 2)? + (y — 2)? = 20.

5. ParaSykite elipsés lygtj, jei jos didZioji pusasé lygi 26, o Zidiniai F3(—10;0),
F5(14;0).

Ats. (xl_ﬁé)z + % = 1.

6. Parasykite hiperbolés lygtj, jei atstumas tarp jos virSuniy lygus 2¢é, o zidiniai yra
Fi(=10;), F3(16;2).

Ats. % — % =1.

7. ParagSykite parabolés lygtj, jei jos zidinys yra F'(—7;0), o direktrisé - tiesé x—7 = 0.

Ats. y? = —28z2.

8. Paragykite parabolés lygti, jei jos zidinys yra F(2;—1), o direktrisé - tiesé
r—y—1=0.

Ats. 2 +2zy +y* — 62+ 2y +9=0.
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5!

Algebrines strukturos

5.1. Kompleksiniai skaiciai.

Apibrézimas. Kompleksiniais skaiciais vadinami reigkiniai a+bi, a,b € R, i* = —1,
su kuriais atlieckami sudéties ir daugybos veiksmai, apibréziami kaip ir su jprastiniais
algebriniais reiskiniais.

Kompleksiniy skaic¢iy z; = a; + b12 ir 2o = as + byt suma vadinamas skai¢ius z; + 2o =
(a1 + CL2) + (bl + bz)l

Kompleksiniy skaiCiy z; = a1 + byt ir 25 = as + byi sandauga vadinamas skaiCius
Z1 Ry = (al-ag—bl -b2)+(a1~bg+a2-b1)i.

Skai¢ius a vadinamas kompleksinio skaic¢iaus z = a + birealigja dalimi (zymima Rez),
o bi - menamaja dalimi (Zymima Imz).

Atimtis ir dalyba su kompleksiniais skai¢iais yra iSvestiniai sudéties ir daugybos veiks-
mai: komleksiniy skai¢iy z; = aqy + by7 ir 25 = ag + bot skirtumu vadinamas skaiCius s,
tenkinantis lygybe s + zo = 2. Taigi 21 — 20 = (a1 — ag) + (by — be)i.

Panasiai kompleksiniy skai¢iy dalmeniu Z- vadiname skaiciy d, su kuriuo galioja lygybeé
d - z9 = z1. Toks kompleksinis skaicius yra:

Z aag + biby  bias — aibs .
29 a3+ b3 a3 + b3

Kompleksinio skaiciaus uzrasas z = a + bi vadinamas algebrine kompleksinio skai¢iaus
forma.

Atliekant veiksmus su kompleksiniais skaiciais algebrine forma svarbu zinoti, kad > =
—1, 3= —i,i* =1.

Tolesni nagrinéjami kurso klausimai:

Kompleksinio skaiciaus trigonometriné forma. Veiksmai su kompleksiniais skaiciais
trigonometrine forma: daugyba, dalyba, kélimas laipsniu, Saknies traukimas.

Kompleksiniy skai¢iy taikymas iSvedant kai kurias trigonometrijos formules.

Uzdaviniai. 90 o oo s

1. Apskaicinokite: 1) (1+)2; 2) (H23)7, 3) (1 — ¥3=1)"7 4) S 4 o)

Ats. 1) 2'2(1 +14); 2) 2°(1 —iv/3); 3) (2 — V/3)'%; 4) —64.

2. Isreikskite funkcijomis cosx ir sinx: 1) cosbxz; 2) sin 6.

Ats. 1) cos®z — 10cos® zsin®z + 5cosxsin® x; 2) 6cos® zsinz — 20 cos® zsin® x +
6 cos z sin® z.

3. Funkcijas 1) cos® z; 2) sin® z isreikskite kartotiniy kampy sinusais ir kosinusais.

Ats. 1) s=(cos bz + 5cos 3z + 10 cos x); 2) £(cosda — 4 cos 2z + 3).
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4. Apskai¢iukite (1 + cosa +isina)".

Ats. 2" cos™ §(cos 5 +isin ).

5.2. Algebrinés strukturos.

Jei kokioje nors aibéje apibréztas veiksmas (algebriné operacija), tai sakoma, kad aibé
yra uZdara §ios operacijos atZvilgiu. Pazymékime tokia operacijg *.

Algebriné operacija * vadinama asociatyvia, jeigu su visais aibés elementais a, b, ¢
galioja lygybe

(axb)*xc=ax(bxc).

Algebriné operacija * vadinama komutatyvia, jeigu su visais aibés elementais a, b
galioja lygybe
axb=">0xa.

Pusgrupé. Kai aibé uzdara kokios nors operacijos * atZzvilgiu ir §i operacija yra
asociatyvi, tai 8i aibé vadinama pusgrupe. Pavyzdziai.

Grupé. Pavyzdziai.

Ziedas. Pavyzdziai.

Kunas. Pavyzdziai.
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6

Vektorines erdves

6.1.Vektorinés erdvés apibrézimas.

Nagrinéjami klausimai:

Apibrézimas. Pavyzdziai.

Vektoriy tiesinis priklausomumas. Savybeés.

Vektoriy tiesinis darinys.

Vektoriy sistemos rangas.

Matricos rangas. Matricos rango teorema.

Vektorinés erdvés bazé. Erdvés dimensija. Vektorinés erdés poerdvis (tiesinis poerd-
vis).

Bazés keitimas.

Euklido erdvé. Vektoriy ortogonalumas. Ortogonalioji bazeé.

Kosi-Buniakovskio nelygybe, trikampio nelygybe.
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