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1

Tiesiniu� lyg£iu� sistemos. Gauso
metodas

Tiesiniu� lyg£iu� sistemu� teorija yra tiesin
es algebros ir geometrijos pagrindas. Tiesiniu�
lyg£iu� sistemos taikomos ir kitose mokslo ²akose - pavyzdºiui, �zikoje, ekonomikoje.
Ekonomikoje tiesin
emis lygtimis i²rei²kiami i�vair	us gamybos, vartojimo, mainu� ir kitokios
	ukin
es veiklos rodikliu� s¡ry²iai. Tiesin
es lygtys ir dvieju� tiesiniu� lyg£iu� su dviem neºino-
maisiais sistemos buvo sprendºiamos jau vidurin
eje mokykloje. �ia nagrin
esime pa£ias
bendriausias tiesiniu� lyg£iu� sistemas � su bet kokiu neºinomu�ju� ir lyg£iu� skai£iumi.

1.1. Tiesin
es lygtys.
Tiesine lygtimi su n neºinomu�ju� vadinama lygyb
e

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ an · xn = b, (1.1)

kurioje a1, a2, . . . , an ir b yra relieji skai£iai, o x1, x2, . . . , xn � neºinomi dydºiai. Skai£iai
a1, a2, . . . , an vadinami lygties koe�cientais, b � laisvuoju nariu, o x1, x2, . . . , xn � neºino-
maisiais arba kintamaisiais. Neºinomu�ju� reik²miu� rinkinys x = (x1; x2; . . . ; xn) vadinamas
(1.1) lygties sprendiniu, jeigu galioja lygyb
e

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ an · xn = b.

Visu� tiesin
es lygties sprendiniu� aib¦ paºym
ekime X. J¡ galima uºra²yti taip:

X = {(x1; x2; . . . ; xn) : a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ an · xn = b}.

Pavyzdºiui, tiesin
es lygties su vienu neºinomuoju 5 · x = 2 sprendiniu� aib¦ sudaro
vienintelis skai£ius: 0,4.

Tuo tarpu tiesin
e lygtis su dviem neºinomaisiais 2 · x1 + 3 · x2 = 6 turi be galo daug
sprendiniu�. Visus juos gausime i²rei²k¦, pavyzdºiui, kintam¡ji� x1 kintamuoju x2 (x1 =
3 − 1,5x2). Tuomet uºra²as (3 − 1,5 · α; α), α ∈ R, rei²kia visus nagrin
ejamos lygties
sprendinius. Pavaizdav¦ ²iuos sprendinius plok²tumos ta²kais, gautume 1 pav. ties¦ �
tiesin
es lygties sprendiniu� aib
es X = {(3− 1,5 · α; α) : α ∈ R} geometrini� vaizd¡.
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Lygties su trim neºinomaisiais, pavyzdºiui, lygties 2x1 + 3x2 + x3 = 5 sprendiniu� aib
e

gali b	uti uºra²yta taip:

{(α; β; 5− 2α− 3β) : α ∈ R, β ∈ R}.

�ios aib
es geometrinis vaizdas - plok²tuma trimat
eje erdv
eje (2 paveiksle pavaizduota ²ios
plok²tumos dalis, atkirsta koordina£iu� plok²tumomis).
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Tiesin
es lygties su didesniu negu trys neºinomu�ju� skai£iumi ( (1.1) lygties su n ≥ 4)

sprendiniu� aib
es geometri²kai nepavaizduosime. Apskritai aib
es, kurios nusakomos tiesi-
n
emis lygtimis, matematikoje vadinamos hiperplok²tumomis.

Sprendºiant tiesines lygtis bei ju� sistemas labai svarbi ekvivalentumo s¡voka.
Dvi tiesin
es lygtys su n neºinomu�ju�

a′1 · x1 + a′2 · x2 + · · ·+ a′n · xn = b′ (1.2)

ir
a′′1 · x1 + a′′2 · x2 + · · ·+ a′′n · xn = b′′ (1.3)

vadinamos ekvivalen£iomis, jeigu ju� sprendiniu� aib
es X ′ ir X ′′ sutampa.
Pavyzdºiui, tiesin
es lygtys su dviem neºinomaisiais

3x1 + 4x2 = 5 ir 0,3x1 + 0,4x2 = 0,5

4



yra ekvivalen£ios, nes abi jos turi tas pa£ias sprendiniu� aibes: {(α; 5
4
− 3

4
α): α ∈ R}.

Nesunku i�sitikinti, kad lygti� (t. y. visus jos koe�cientus ir laisv¡ji� nari�) padaugin¦ i²
nelygaus nuliui skai£iaus, gausime ekvivalen£i¡ lygti�. Taigi lygtys

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ an · xn = b,

ir
ka1 · x1 + ka2 · x2 + · · ·+ kan · xn = kb

ekvivalen£ios.
Sprendºiant tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ daºnai sistemos lygtys prastinamos ir lyg£iu� sistema

pertvarkoma i� paprastesn¦ � lengviau i²sprendºiam¡.
Tiesiniu� lyg£iu� (1.2) ir (1.3) tiesiniu dariniu vadinama tiesin
e lygtis

(λ′a′1 + λ′′a′′1) · x1 + (λ′a′2 + λ′′a′′2) · x2 + · · ·+

+(λ′ · a′n + λ′′ · a′′n) · xn = λ′b′ + λ′′b′′; (1.4)
£ia λ′, λ′′ � realieji skai£iai.

Atkreipkime d
emesi�, kad su λ′ = λ′′ = 1 (1.4) tiesinis darinys yra tiesiog lyg£iu� (1.2)
ir (1.3) suma:

(a′1 + a′′1) · x1 + (a′2 + a′′2) · x2 + · · ·+ (a′n + a′′n) · xn = b′ + b′′.

�iu� lyg£iu� skirtumas

(a′1 − a′′1) · x1 + (a′2 − a′′2) · x2 + · · ·+ (a′n − a′′n) · xn = b′ − b′′

yra ju� tiesinis darinys su λ′ = 1 ir λ′′ = −1.
Bet kurio tiesiniu� lyg£iu� skai£iaus tiesinis darinys suvokiamas taip. Jeigu

ai1 · x1 + ai2 · x2 + · · ·+ ain · xn = bi, i = 1, 2, . . . , m,

yra tiesin
es lygtys su n neºinomu�ju�, o λi, i = 1, 2, . . . ,m, � bet kokie realieji skai£iai, tai
tiesin
e lygtis

( m∑

i=1

λiai1

)
· x1 +

( m∑

i=1

λiai2

)
· x2 + · · ·+

( m∑

i=1

λiain

)
· xn =

m∑

i=1

λibi

vadinama ²iu� m lyg£iu� tiesiniu dariniu. Skai£iai λi, i = 1, 2, . . . , m, vadinami tiesinio
darinio koe�cientais.

1.2. Tiesiniu� lyg£iu� sistemos.
Tarkime, kad kintamieji x1, x2, . . . , xn susieti m tiesin
emis lygtimis

ai1 · x1 + ai2 · x2 + · · ·+ ain · xn = bi, i = 1, 2, . . . , m.

I²spr¦sti m tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ su n neºinomu�ju�




a11x1 + a12x2 + · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.

(1.5)
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rei²kia rasti bendrus (tinkan£ius visoms lygtims) ju� sprendinius. Skai£iai aij (i = 1, 2, . . . ,
m, j = 1, 2, . . . , n) vadinami sistemos koe�cientais, bi (i = 1, 2, . . . , m) � sistemos lais-
vaisiais nariais, o neºinomi dydºiai xj (j = 1, 2, . . . , n) vadinami sistemos neºinomaisiais
(kintamaisiais).

Tiesiniu� lyg£iu� sistemos sprendiniu vadinamas toks neºinomu�ju� x1, x2, . . . , xn reik²miu�
rinkinys x = (x1; x2; · · · ; xn), kuris yra sistemos kiekvienos lygties sprendinys.

Jeigu (1.5) sistemos sprendiniu� aib¦ paºym
esime X, o j¡ sudaran£iu� lyg£iu� sprendiniu�
aibes � atitinkamai X1, X2, . . . , Xm, tai tarp ²iu� sprendiniu� aibiu� galioja s¡ry²is:

X = X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xm.

Dvi tiesiniu� lyg£iu� sistemos su n neºinomu�ju�,




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,

ir 



c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = d1,
c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn = d2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ck1x1 + ck2x2 + · · · + cknxn = dk,

vadinamos ekvivalen£iomis, jeigu ju� sprendiniu� aib
es sutampa. Lyg£iu� sistemos vadinamos
ekvivalen£iomis ir tuo atveju, kai abi neturi sprendiniu�.

Pavyzdºiui, nesunku i�sitikinti, kad tiesiniu� lyg£iu� su trimis neºinomaisiais sistemos




2x1 + x2 = 3,
2x2 + x3 = 2,

x1 = 1
ir





x1 + x3 = 1,
2x2 = 2,

2x1 − x2 + x3 = 1,
x3 = 0

yra ekvivalen£ios, nes ir viena, ir kita turi vieninteli� sprendini� x = (1; 1; 0).
Panagrin
ekime kit¡ � neekvivalen£iu� tiesiniu� lyg£iu� su trimis neºinomaisiais sistemu�

por¡ 



2x1 − 2x2 + x3 = 4,
3x1 = 6,

2x2 − x3 = 0
ir

{
3x1 − x2 + 3x3 = 6,

2x2 − 6x3 = 0.

Pirmoji sistema ekvivalenti sistemai




− 2x2 + x3 = 0,
x1 = 2,

2x2 − x3 = 0,

kurios sprendiniu� aib
e yra
X ′ = {(2; α; 2α) : α ∈ R}.

Antroji � ekvivalenti sistemai
{

x1 = 2,
x2 = 3x3,
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kurios sprendiniu� aib
e tokia:

X ′′ = {(2; 3β; β) : β ∈ R}.

Taigi kiekviena sistema turi be galo daug sprendiniu�, ta£iau X ′ 6= X ′′. I² tikru�ju� (2; 0; 0)
yra abieju� sistemu� sprendinys, o, pavyzdºiui, (2; 3; 1) yra tik antrosios sistemos sprendinys.

1.3. Gauso metodas.
Gauso metodu vadinamas (1.5) tiesiniu� lyg£iu� sistemos sprendimo b	udas, kai ji per-

tvarkoma i� ekvivalen£i¡ trikamp¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡




c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = d1,
c22x2 + · · · + c2nxn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cnnxn = dn

(1.6)

su nelygiais nuliui koe�cientais c11, c22, . . . , cnn arba trapecin¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡




c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1kxk + c1k+1xk+1 + · · ·+ c1nxn = d1,
c22x2 + · · ·+ c2kxk + c2k+1xk+1 + · · ·+ c2nxn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ckkxk + ckk+1xk+1 + · · ·+ cknxn = dk

(1.7)

su nelygiais nuliui koe�cientais c11, c22, . . . , ckk.
Ta£iau, kokiu b	udu reikia pertvarkyti duot¡j¡ lyg£iu� sistem¡, kad gautu�si jai ekvi-

valenti sistema? Be to, kaip gauti ekvivalen£i¡ trikamp¦ arba trapecin¦ lyg£iu� sistem¡?
�itokie veiksmai gana paprasti ir vadinami elementariaisias pertvarkiais :

• sistemos bet kurios lygties daugyba i² nelygaus nuliui realiojo skai£iaus;
• sistemos vienos lygties keitimas jos ir kitos lygties, padaugintos i² bet kokio realiojo

skai£iaus, suma.
Nesunku i�sitikinti, kad su sistemos lygtimis atlik¦ elementariuosius pertvarkius vi-

suomet gausime ekvivalen£i¡ ankstesniajai lyg£iu� sistem¡.
Atkreipkime d
emesi�, kad dvieju� sistemos lyg£iu� sukeitimas vietomis taip pat reali-

zuojamas elementariaisiais pertvarkiais. Nor
edami tai i�rodyti, kad b	utu� patogiau, i-¡j¡
sistemos lygti� ºym
ekime Li, j-¡j¡ � Lj, o lygti�, gaut¡ pirm¡j¡ padauginus i² skai£iaus k,
antr¡j¡ i² l ir jas sud
ejus, ºym
ekime kLi + lLj. Tuomet lygtis Li ir Lj sukei£ia vietomis
tokia veiksmu� seka:{

Li

Lj
⇒

{
Li + Lj

Lj
⇒

{
Li + Lj

Lj + (Li + Lj) · (−1)
⇒

{
Li + Lj

−Li
⇒

⇒
{

(Li + Lj) + (−Li)
Li

⇒
{

Lj

Li.

Elementariaisiais pertvarkiais (1.5) sistem¡ galima pertvarkyti i� jai ekvivalen£i¡ tri-
kamp¦ (1.6) arba trapecin¦ (1.7) tiesiniu� lyg£iu� sistem¡. Gauti trikamp¦ tiesiniu� lyg£iu�
sistem¡ i�manoma tik tuomet, kai m ≥ n.

Lyg£iu� sistema (1.6) turi vieninteli� sprendini�. Ji� gausime nuosekliai sudarydami aibes
Xn, Xn ∩Xn−1, Xn ∩Xn−1 ∩Xn−2,. . ., Xn ∩Xn−1 ∩ . . . ∩X1; £ia Xi, i = 1, 2, . . . , n yra
(1.6) sistemos lygties Li sprendiniu� aib
e.

Trapecin
e tiesiniu� lyg£iu� sistema (1.7) turi be galo daug sprendiniu�. I² tikru�ju� pasirin-
kime bet kurias neºinomu�ju� xk+1, . . . , xn reik²mes, pavyzdºiui, xk+1 = tk+1, . . . , xn = tn
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(tk+1, . . . , tn � realieji skai£iai), i�ra²ykime i� (1.7) sistemos lygtis ir gaut¡j¡ sistem¡ uºra-
²ykime taip:





c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1kxk = d1 − c1k+1tk+1 − · · · − c1ntn,
c22x2 + · · ·+ c2kxk = d2 − c2k+1tk+1 − · · · − c2ntn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ckkxk = dk − ckk+1tk+1 − · · · − ckntn.

O tai trikamp
e tiesiniu� lyg£iu� sistema su k neºinomu�ju�. Kadangi koe�cientai c11, c22, . . . ,
ckk nelyg	us nuliui, tai ji turi vieninteli� sprendini�. Paºym
ekime ji� (x1; x2; . . . ; xk). �is
sprendinys atitinka laisvai pasirinkt¡ skai£iu� rinkini� (tk+1; . . . ; tn), o (x1; x2; . . . ; xk; tk+1;
. . . ; tn) yra (1.7) sistemos sprendinys. Taigi su kiekvienu laisvai pasirinktu realiu�ju� skai£iu�
rinkiniu (tk+1; . . . ; tn) gauname vieninteli� (1.7) sistemos sprendini�.

Pertvarkant sistem¡ (1.5) i� trikamp¦ ar trapecin¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ galima gauti
tokio pavidalo lyg£iu�:

0 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn = d.

Jei d = 0, tai tokia lygtis yra tapatyb
e ir j¡ pa²aliname i² sistemos. Kai d 6= 0, tai ji
neturi sprendiniu�. O tai rei²kia, kad ir visos sistemos sprendiniu� aib
e tu²£ia. �iuo atveju
sprendim¡ baigiame.

Pademonstruosime Gauso metod¡ pavyzdºiais.
1.1 pavyzdys. Gauso metodu i²spr¦skime ²i¡ tiesiniu� lyg£iu� su keturiais neºinomaisi-

ais sistem¡: 



x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,
−2x1 + 7x2 − x3 − 2x4 = 1,

x1 − 5x2 + 3x4 = 2,
3x1 − 8x2 + 2x3 + 4x4 = 3.

(1.8)

Sprendimas. I² pradºiu� eliminuokime neºinom¡ji� x1 i² lyg£iu� L2, L3 ir L4 . Tuo
tikslu atlikime tokius pertvarkius: 2L1 +L2, −L1 +L3, −3L1 +L4. Gausime ekvivalen£i¡
tiesiniu� lyg£iu� sistem¡





x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,
x2 + x3 = 1,

− 2x2 − x3 + 2x4 = 2,
x2 − x3 + x4 = 3.

Neºinom¡ji� x2 eliminuokime i² tre£ios ir ketvirtos lyg£iu� ²iais pertvarkiais: 2L2 + L3,
−L2 + L4. Tur
esime toki¡ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡:





x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,
x2 + x3 = 1,

x3 + 2x4 = 4,
− 2x3 + x4 = 2.

Atlik¦ pertvarki� 2L3 + L4, eliminuosime neºinom¡ji� x3 i² ketvirtosios lygties ir gausime
trikamp¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡





x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,
x2 + x3 = 1,

x3 + 2x4 = 4,
5x4 = 10.
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�ios sistemos lyg£iu� sprendiniu� aibes paºym
ekime Xi, i = 1, 2, 3, 4. Tada

X4 = {(r1; r2; r3; 2) : r1 ∈ R, r2 ∈ R, r3 ∈ R},

X4 ∩X3 = {(r1; r2; 0; 2) : r1 ∈ R, r2 ∈ R},
X4 ∩X3 ∩X2 = {(r1; 1; 0; 2) : r1 ∈ R},

X4 ∩X3 ∩X2 ∩X1 = {(1; 1; 0; 2)}.
Vadinasi, (1.8) tiesiniu� lyg£iu� sistema su keturiais neºinomaisiais turi vieninteli� sprendini�:
(1; 1; 0; 2).

1.2 pavyzdys. Gauso metodu i²spr¦skime tiesiniu� lyg£iu� su keturiais neºinomaisiais
sistem¡ 




2x1 + x2 + 3x3 = 6,
3x1 + 4x2 − x3 − 2x4 = 4,
x1 + 2x3 + x4 = 4,

4x1 + 5x2 − 3x4 = 6,
2x1 + 4x2 − 3x3 − 3x4 = 0.

(1.9)

Sprendimas. Neºinomuosius eliminuokime pagal toki¡ schem¡:
1) −3L1 + 2L2, L1 − 2L3, −2L1 + L4, −L1 + L5





2x1 + x2 + 3x3 = 6,
5x2 − 11x3 − 4x4 = −10,
x2 − x3 − 2x4 = −2,
3x2 − 6x3 − 3x4 = −6,
3x2 − 6x3 − 3x4 = −6;

2) 1
3
L4, −L4 + L5





2x1 + x2 + 3x3 = 6,
5x2 − 11x3 − 4x4 = −10,
x2 − x3 − 2x4 = −2,
x2 − 2x3 − x4 = −2,

0 = 0;

3) L2 − 5L3, L2 − 5L4, pa²aliname L5 � tapatyb¦




2x1 + x2 + 3x3 = 6,
5x2 − 11x3 − 4x4 = −10,

− 6x3 + 6x4 = 0,
− x3 + x4 = 0;

4) −1
6
L3, −1

6
L3 + L4





2x1 + x2 + 3x3 = 6,
5x2 − 11x3 − 4x4 = −10,

x3 − x4 = 0,
0 = 0.

9



�ios sistemos ketvirtoji lygtis (0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 = 0) yra tapatyb
e, tod
el
pa²alinkime i² sistemos. Taigi (1.9) sistem¡ pakeit
eme ekvivalen£ia trapecine tiesiniu�
lyg£iu� sistema 




2x1 + x2 + 3x3 = 6,
5x2 − 11x3 − 4x4 = −10,

x3 − x4 = 0.
(1.10)

�ios sistemos lyg£iu� sprendiniu� aibes paºym
ekime atitinkamai X1, X2, X3 ir pasirinkime
bet kuri¡ neºinomojo x4 reik²m¦: x4 = t, t ∈ R. Tada

X3 = {(r1; r2; t; t) : r1 ∈ R, r2 ∈ R},

X3 ∩X2 = {(r1; 3t− 2; t; t) : r1 ∈ R},
X3 ∩X2 ∩X1 = {(4− 3t; 3t− 2; t; t)}; t ∈ R.

Vadinasi, (1.10), taigi ir (1.9), lyg£iu� sistema turi be galo daug sprendiniu�. Juos galima
para²yti viena formule:

x(t) = (4− 3t; 3t− 2; t; t), t ∈ R.

1.3 pavyzdys. Gauso metodu i²spr¦skime tiesiniu� lyg£iu� su penkiais neºinomaisiais
sistem¡ 




2x1 + x2 + x3 − x4 − 2x5 = 1,
x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 − x5 = 3,
x1 − 2x2 + 3x3 − 3x4 − x5 = 0,

4x1 − x3 − x4 − x5 = 1.

(1.11)

Sprendimas. I² karto pastebime, kad ²ios sistemos negalima pertvarkyti i� trikamp¦
tiesiniu� lyg£iu� sistem¡, nes neºinomu�ju� yra daugiau negu lyg£iu�. Vadinasi, elementari-
aisiais pertvarkiais gausime trapecin¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡:

1) L1 − 2L2, L1 − 2L3, −2L1 + L4





2x1 + x2 + x3 − x4 − 2x5 = 1,
− 5x2 + 5x3 − 5x4 = −5,

5x2 − 5x3 + 5x4 = 1,
− 2x2 − 3x3 + x4 + 3x5 = −1;

2) −1
5
L2, L2 + L3, −2

5
L2 + L4





2x1 + x2 + x3 − x4 − 2x5 = 1,
x2 − x3 + x4 = 1,

0 = −4,
− 5x3 + 3x4 + 3x5 = 1.

(1.12)

Matome, kad tre£ioji ²ios sistemos lygtis

0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 + 0 · x5 = −4

neturi sprendiniu�. Tod
el ir (1.12) sistema, taip pat ir (1.11) sistema, sprendiniu� neturi .
Pasteb
ekime, kad atlikdami elementariuosius pertvarkius perskai£iuojame tik koe-

�cientus ir laisvuosius narius. Vadinasi, neºinomu�ju� x1, x2, . . ., xn tarpiniuose skai£ia-
vimuose gal
etume nera²yti, o vietoje lyg£iu� sistemos ra²yti tik jos koe�cientu� ir laisvu�ju�
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nariu� lentel¦. Tokios skai£iu� lentel
es vadinamos matricomis. V
eliau matricas nagrin
esime
atskirai, o £ia pademonstruosime kaip jos naudojamos sprendºiant tiesiniu� lyg£iu� sistemas
Gauso metodu.

Uºra²ykime matricomis, pavyzdºiui, (1.8) sistemos sprendim¡:




1 −3 1 1 0
−2 7 −1 −2 1

1 −5 0 3 2
3 −8 2 4 3


 ⇔




1 −3 1 1 0
0 1 1 0 1
0 −2 −1 2 2
0 1 −1 1 3


 ⇔




1 −3 1 1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 2 4
0 0 −2 1 2


 ⇔




1 −3 1 1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 2 4
0 0 0 5 10


 .

Pagal gaut¡j¡ koe�cientu� ir laisvu�ju� nariu� matric¡ nesunku uºra²yti ir pa£i¡ lyg£iu� sis-
tem¡, o tuomet j¡ i²spr¦sti, kaip tai dar
eme anks£iau. Kartais, kad b	utu� patogiau, ²alia
matricos eilut
es uºra²omi atliekami su matricos eilut
emis veiksmai. Pavyzdºiui, ²alia
pirmosios matricos antros eilut
es gal
etume ra²yti 2L1 + L2, tuo parodydami kaip gauta
tolesn
es matricos antroji eilut
e. �alia prie²paskutin
es matricos ketvirtos eilut
es gal
etume
ra²yti 2L3 + L4 (taip gaunama paskutiniosios matricos ketvirta eilut
e). Tokie pagalbiniai
uºra²ai padeda i²vengti klaidu� skai£iuojant, o padarius klaid¡, lengviau j¡ aptikti.

Sprendºiant tiesiniu� lyg£iu� sistemas Gauso metodu, daºniausiai ir vartojamas toks
sprendimo uºra²ymas.

1.4. Uºdaviniai
1. Pavaizduokite gra�²kai ²iu� tiesiniu� lyg£iu� su dviem neºinomaisiais sprendiniu� aibes:
1) 4x1 − 5x2 = 20 ;
2) 5x1 + 3x2 = 15 ;
3) −2x1 + 7x2 = 14 ;
4) 0 · x1 + 3 · x2 = 6 ;
5) 2 · x1 + 0 · x2 = −5 .

2. Gauso metodu i²spr¦skite ²ias tiesiniu� lyg£iu� sistemas:

1)





x1 + 2x2 − x3 = 1,
3x1 − x2 + x3 = 4,
4x1 − x2 + 2x3 = 7;

Ats. (1; 1; 2)

2)





2x1 + x2 + x3 = 5,
−2x1 + 2x2 + x3 = −2,

3x1 − 3x2 − 4x3 = 3;
Ats. (2; 1; 0)

3)





x1 + 2x2 + x3 = 2,
2x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 5;

Ats. (−1; 0; 3)

4)





2x1 + 3x2 − x3 = −1,
3x1 − x2 + 2x3 = 13,
x1 − 2x2 − 3x3 = 4;

Ats. (3;−2; 1)

11



5) 



3x1 − x2 − x3 = 3,
2x1 + 3x2 + 5x3 = 17,
5x1 + 2x2 + 4x3 = 15;

Ats. ∅
6)





x1 + x2 = 2,
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 5,

3x2 + 4x3 − x4 = 6,
2x1 − x3 − x4 = 0;

Ats. (1; 1; 1; 1)

7)




x1 − 2x2 + x4 = 2,
2x1 − 5x2 + x3 = 2,
x1 + x3 − x4 = 0,

3x2 − x3 + 2x4 = 2;

Ats. (2− t; 0;−2 + 2t; t)

8)




x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 6,
x2 + 2x3 + x4 = 3,

2x1 − x2 − 2x4 = 1,
3x1 − x2 − x3 + x4 = 1;

Ats. (1; 1; 1; 0)

9)




2x1 + x2 − x3 = 3,
x1 − x2 + 2x3 − x4 = −3,

2x2 + x3 − x4 = −3,
x1 + x2 + x3 + x4 = 2;

Ats. (1; 0;−1; 2)

10)




2x2 + x3 − 2x4 = 2,
3x2 − x3 + x4 = 3,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 3,
x1 + x2 − x3 − x4 = 3;

Ats. (2; 1; 0; 0)

11)




x3 + 3x4 = 4,
2x2 − x3 − x4 = 2,

x1 − x2 + 2x3 + x4 = 4,
2x1 + x2 − x3 = 7;

Ats. (3; 2; 1; 1)
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12) 



2x1 + x3 + x4 = 4,
x1 + 2x2 + x4 = 4,
x1 + x2 + 2x3 = 4,

2x1 + x2 − x3 + 2x4 = 4.

Ats. (−4 + 5t; t; 4− 3t;−7t + 8)

13) 



3x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 3,
2x1 + 3x2 + 3x3 + x4 = 2,
x1 + x2 − x3 = 0,
x1 − 3x3 − x4 = 1;

Ats. (2;−1; 1;−2)

14) 



3x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2,
x2 − 3x3 − x4 = 1,

x1 + 2x3 + x4 = −1,
2x1 + x2 + x3 = 1;

Ats. (−1; 2; 1;−2)

15) 



3x1 − 2x2 + x3 − x4 = 5,
2x1 + 3x2 − 2x3 − 4x4 = 2,
x1 − 4x2 + 3x3 + 2x4 = 1,

4x1 + x2 + 4x3 + x4 = 6;

Ats. (3; 0;−2; 2)

16) 



x1 + 2x2 − x3 + x4 = −3,
2x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = −5,
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 7,

3x1 + x2 − 2x3 + x4 = −1;

Ats. (1;−1; 1;−1)

17) 



2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 5,
4x1 + 2x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
4x1 − 3x2 + 2x3 + 3x4 = 1,
2x1 − 4x2 + 2x3 + 5x4 = 4;

Ats. (−1; 3; 4; 2)

18) 



2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
3x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 2,
5x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1,
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 4;

Ats. ∅
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19) 



x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1,
−x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = 4,
−2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4 = 2,

x1 + 5x2 − x3 + 2x4 = −1;

Ats. ∅
20) 




2x1 − 3x2 − 4x3 + x4 = 5,
x1 − x2 − x3 = 2,

4x1 + x2 + x3 − 5x4 = 3,
−x1 + 2x2 + x3 − x4 = −3;

Ats. (1 + t;−1 + t; 0; t)
21) 




x1 + x2 + x3 = 6,
x2 + x3 + x4 = 9,

x1 + x3 + x4 = 8,
x1 + x2 + x4 = 7,
x1 + x2 + x3 + x4 = 10;

Ats. (1; 2; 3; 4)
22) 




3x1 + 2x2 + x3 − x4 = 6,
2x1 + x2 − x3 + 3x4 = 2,
x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 3,

−x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 4,
x1 + x2 + x3 + x4 = 7;

Ats. ∅
23) 




x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0,
2x1 − x2 + 3x3 − 4x4 = 0,

5x2 − 6x3 + x4 = 0,
2x1 + 3x2 − 2x3 − 3x4 = 0;

Ats. (t; t; t; t)
24) 




2x1 + x2 − x3 − 2x4 = 0,
3x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = 3,

x2 + 6x3 + x4 = 8;

Ats. (3− 2t;−4 + 5t; 2− t; t)
25) 




5x1 + x3 − 3x4 = 3,
x1 − 2x2 + 2x4 = 1,

4x1 + 2x2 + x3 − 5x4 = 5.

Ats. ∅
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2

Determinantai

2.1. Antros ir tre£ios eil
es determinantai.
Gauso metodas yra patogus ir nesud
etingas i�vairiu� tiesiniu� lyg£iu� sistemu� sprendimo

metodas. Ta£iau teoriniuose klausimuose Gauso metodas maºiau parankus. �ia geriau
b	utu� ºinoti lyg£iu� sistemos sprendinio i²rai²k¡ ²ios sistemos koe�cientais ir laisvaisiais
nariais. Toki¡ galimyb¦ suteikia determinanto s¡voka.

I² pradºiu� i²spr¦skime dvieju� tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ su dviem neºinomaisiais:
{

a11x1 + a12x2 = b1,
a21x1 + a22x2 = b2.

(2.1)

Tarkime, kad bent vienas i² jos koe�cientu� aij, pavyzdºiui, a11 yra nelygus nuliui.
Jeigu taip neb	utu�, tai sistem¡ arba tenkintu� bet kuri realiu�ju� skai£iu� pora (x1; x2), arba
ji netur
etu� sprendiniu�.

Sistemos (2.1) antr¡j¡ lygti� pakeit¦ lygtimi −a21

a11
L1 + L2 gausime ekvivalen£i¡ sistem¡

{
a11x1 + a12x2 = b1,
(a22 − a12a21

a11
)x2 = b2 − a21

a11
b1,

o antr¡ ²ios sistemos lygti� padaugin¦ i² a11, � sistem¡
{

a11x1 + a12x2 = b1,
(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − b1a21.

I² £ia, kai a11a22 − a12a21 6= 0, tur
esime:

x1 =
b1a22 − a12b2

a11a22 − a12a21

, x2 =
a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21

. (2.2)

Nesunku i�ºvelgti taisykl¦, pagal kuri¡ sudaryti pastaru�ju� i²rai²ku� vardiklis ir skaitikliai.
Paºym
ekime

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Tai 2-os eil
es kvadratin
e matrica su elementais a11, a12, a21, a22. Dar susitarkime matricos
A elementus a11, a22 vadinti pagrindine i�striºaine, o elementus a12, a21 � ²alutine i�striºaine.
Tuomet (2.2) sistemos i²rai²ku� vardiklis yra matricos A pagrindin
es i�striºain
es elementu�
sandaugos ir ²alutin
es i�striºain
es elementu� sandaugos skirtumas: D = a11a22 − a12a21.
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Skai£ius D vadinamas matricos A determinantu (arba tiesiog 2-osios eil
es determi-
nantu) ir ºymimas

D =

∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ .

Trupmenu� (2.2) skaitikliai taip pat yra determinantai:

D1 =

∣∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ D2 =

∣∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ .

Tuomet (2.2) formules galima uºra²yti taip:

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
(D 6= 0). (2.3)

Pastarosios neºinomu�ju� i²rai²kos vadinamos Kramerio formul
emis (G. Cramer, 1704-1753,
²veicaru� matematikas).

Pana²iai nagrin
ejant triju� tiesiniu� lyg£iu� sistem¡




a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

(2.4)

galima i�vesti tre£ios eil
es determinanto s¡vok¡. I²sprend¦ (2.4) lyg£iu� sistem¡ (kad ir
Gauso metodu), gausime tokias neºinomu�ju� i²rai²kas � Kramerio formules:

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
(D 6= 0); (2.5)

£ia D, D1, D2, D3 yra atitinkami (susij¦ su (2.4) tiesiniu� lyg£iu� sistema) tre£ios eil
es
determinantai. �inoma, ju� i²rai²kos gerokai sud
eting
es negu 2-os eil
es determinantu�.
Formuliu� (2.5) vardiklio D rei²kinys yra tre£ios eil
es determinanatas

D =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Skaitikliu� rei²kiniai taip pat yra determinantai, apskai£iuojami pagal t¡ pa£i¡ taisykl¦:

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣
, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣
.

I�siºi	ur
ej¦ i� determinanto D i²rai²k¡ pasteb
esime gana paprast¡ jo skai£iavimo taisykl¦,
vadinam¡ Sariuso (P. F. Sarrus, 1798-1861, pranc	uzu� matematikas, ) arba tiesiog trikam-
pio taisykle:

.
 .


.
 .


.
 .

=


_
.

.
 .
.
.
 .
.


.
.


.
 .
.


.


.


.
 .
 .
.


.
 .
.


3 pav.
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2.1 pavyzdys. Naudodamiesi Kramerio formul
emis i²spr¦skime tiesiniu� lyg£iu� sis-
tem¡





2x1 − 5x2 + 3x3 = 5,
4x1 + 2x2 + x3 = 5,
3x1 + x2 + 6x3 = 9.

(2.6)

Sprendimas. Pagal trikampio taisykl¦ apskai£iuokime determinantus D, D1, D2 ir
D3:

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 3
4 2 1
3 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
= 121, D1 =

∣∣∣∣∣∣∣

5 −5 3
5 2 1
9 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
= 121,

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

2 5 3
4 5 1
3 9 6

∣∣∣∣∣∣∣
= 0, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 5
4 2 5
3 1 9

∣∣∣∣∣∣∣
= 121.

Pritaik¦ Kramerio formules (2.5) gauname tokias sprendinio komponentes: x1 = 1,
x2 = 0, x3 = 1. Taigi (1; 0; 1) yra tiesiniu� lyg£iu� sistemos (2.6) sprendinys.

Kramerio taisykl¦ galima taikyti ir kai neºinomu�ju� yra daugiau negu lyg£iu�. Tuo tikslu
kairiojoje sistemos pus
eje reikia pasirinkti neºinomuosius, kuriu� koe�cientu� determinantas
nelygus nuliui, o kitus narius � laisvuosius kintamuosius � perkelti i� de²ini¡j¡. Tuomet
pritaik¦ Kramerio formules ir rinkdamiesi laisvu�ju� kintamu�ju� reik²mes i² reliu�ju� skai£iu�
aib
es gausime visus sistemos sprendinius, kuriu� ²iuo atveju yra be galo daug.

2.2. K
eliniai.
Siekdami i²pl
esti determinanto s¡vok¡ iki n-tos eil
es determinanto (n ∈ N), turime

panagrin
eti k
eliniu�, sudarytu� i² nat	uraliu�ju� skai£iu� 1, 2, 3, ..., n savybes. Ai²ku, kad i² ²iu�
n skai£iu� i² viso galima sudaryti n! skirtingu� k
eliniu� (j1; j2; . . . ; jk . . . ; jl; . . . ; jn).

Jei du bet kuriuos k
elinio elementus sukeisime vietomis kitus palikdami savo vietose
(²is veiksmas vadinamas tu� elementu� transpozicija), tai gausime kit¡ tu� pa£iu� elementu�
k
elini�. Elementu� jk ir jl transpozicij¡ ºym
esime (jk, jl).

2.1 teorema. I² bet kurio n elementu� k
elinio (n>1) baigtiniu transpoziciju� skai£iumi
galima sudaryti kiekvien¡ kit¡ tu� pa£iu� elementu� k
elini�.

I�rodymas. Samprotausime taikydami matematin
es indukcijos metod¡ k
elinio elementu�
skai£iaus n atºvilgiu. Teiginys akivaizdus, kai n = 2. Tarkime, kad teoremos teiginys
teisingas su n − 1 elemento k
eliniais. I�rodysime, kad jis teisingas n elementu� k
eliniams
K = (j1; j2; . . . ; jn) ir L = (l1; l2; . . . ; ln).

Jei j1 = l1, tai k
eliniai (j2; . . . ; jn) ir (l2; . . . ; ln) yra n− 1 elemento, ir jiems pagal in-
dukcijos prielaid¡ teoremos teiginys galioja. Vadinasi, i² k
elinio K baigtiniu transpoziciju�
skai£iumi gausime k
elini� L.

Jeigu j1 6= l1, tai k
elinyje L atlik¦ transpozicij¡ (j1, l1) gausime k¡ tik nagrin
et¡
atveji�. ∇

Sakoma, kad skai£iai jk ir jl k
elinyje (j1; j2; . . . ; jk . . . ; jl; . . . ; jn) sudaro inversij¡, jeigu
jk > jl. Pavyzdºiui, k
elinyje (1; 5; 4; 2; 3) inversijas sudaro ²ios skai£iu� poros: 5 ir 4, 5 ir 2,
5 ir 3, 4 ir 2, 4 ir 3. I² viso ²iame rinkinyje yra penkios inversijos. Rinkinio (j1; j2, . . . , jn)
inversiju� skai£ius ºymimas I(j1; j2; . . . ; jn). Taigi I(1, 5, 4, 2, 3) = 5.

K
elinys, turintis lygini� inversiju� skai£iu�, vadinamas lyginiu k
eliniu, o k
elinys su nely-
giniu inversiju� skai£iumi � nelyginiu k
eliniu. K¡ tik nagrin
etas k
elinys (1; 5; 4; 2; 3) yra
nelyginis.
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2.2 teorema. Viena k
elinio elementu� transpozicija kei£ia k
elinio lyginum¡ prie²ingu.
I�rodymas. I² pradºiu� transpozicij¡ (jk, jl) pritaikykime greta esantiems k
elinio elemen-

tams jk ir jl. Toki� k
elini� sutrumpintai galime ºym
eti A, jk, jl, B; £ia A � elementai, esantys
kair
eje skai£iaus jk, B � elementai, esantys de²in
eje skai£iaus jl. Tuomet po transpozicijos
tur
esime k
elini� A, jl, jk, B.

Skai£ius jk, taip pat ir skai£ius jl, ir prie² transpozicij¡, ir po jos su aibiu� A ir B
elementais sudaro t¡ pati� inversiju� skai£iu�. Tod
el k
elinyje A, jk, jl, B atlikus transpozicij¡
(jk, jl) inversiju� skai£ius pasikei£ia tik vienetu � taigi ir lyginumas kei£iasi prie²ingu.

Dabar tarkime, kad tarp elementu� jk ir jl, kuriems taikoma transpozicija, yra s k
elinio
elementu� (s ≥ 1): C, jk, m1, m2, . . . ,ms, jl, D; £ia C � elementai, esantys kair
eje skai£iaus
jk, D � elementai, esantys de²in
eje skai£iaus jl. Po transpozicijos (jk, jl) gaut¡ k
elini�
C, jl, m1, m2, . . . ,ms, jk, D galima gauti ir atlikus toki¡ transpoziciju� sek¡:

(jk,m1), (jk,m2), . . . , (jk,ms), (jk, jl), (ms, jl), . . . , (m2, jl), (m1, jl).

Kiekviena ²ios sekos gretimu� elementu� transpozicija kei£ia k
elinio lyginum¡ prie²ingu.
Kadangi ju� i² viso yra 2s + 1, tai ir nagrin
ejamu atveju transpozicija (jk, jl) pakei£ia
k
elinio lyginum¡ prie²ingu. ∇

I²vada. I² n elementu� 1, 2, . . . , n galima sudaryti n!
2
lyginiu� k
eliniu� ir tiek pat nelyginiu�

k
eliniu�.
I�rodymas. Kaip mat
eme, i² viso yra n! k
eliniu�. Tarkime, kad p i² ju� yra lyginiu�, o q

� nelyginiu�. Tuomet p + q = n!. Kiekviename k
elinyje atlikus, pavyzdºiui, transpozicij¡
(1, 2) visu� k
eliniu� lyginumas pasikeis prie²ingu. Gausime p nelyginiu� k
eliniu�, kuriu� i² viso
yra q, taigi p ≤ q. Po transpozicijos visuose nelyginiuose k
eliniuose gausime q lyginiu�
k
eliniu�, taigi q ≤ p. Vadinasi, p = q. Tuomet 2p = n! ir p = q = n!

2
. ∇

2.3. Keitiniai.
Dabar nagrin
ekime transformaciju�, leidºian£iu� i² vieno k
elinio gauti kit¡ k
elini�, aib¦.

Tokias transformacijas apib	udinsime kiekvienam pirmojo k
elinio elementui nusakydami
atitinkanti� ji� antrojo k
elinio element¡. Pavyzdºiui, i² k
elinio (3, 4, 1, 5, 2) gausime k
elini�
(4, 1, 5, 3, 2) elementui 3 priskyr¦ 4, elementui 4 priskyr¦ 1, elementui 1 priskyr¦ 5, ele-
mentui 5 priskyr¦ 3 ir elementui 2 priskyr¦ 2. Kalbant bendriau, ²itoks priskyrimas, �
kai aib
es elementai priskiriami tos pa£ios aib
es elementams, vadinamas bijekcija i� save
(apskritai bijekcija gali veikti ir i� kit¡ aib¦). �i¡ bijekcij¡ galima uºra²yti para²ius antr¡ji�
k
elini� po pirmuoju � ji ir vadinama keitiniu (5-ojo laipsnio):

(
3 4 1 5 2
4 1 5 3 2

)
. (2.7)

Kadangi uºra²ant keitini� svarbu nurodyti kuris elementas "pereina" i� koki�, tai sukeit¦
stulpelius vietomis taip, kad pirmoji eilut
e b	utu� "tvarkinga", tur
esime t¡ pati� keitini�:

(
1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)
. (2.8)

�i keitinio i²rai²ka vadinama standartine. Taigi n-ojo laipsnio keitiniu vadinsime
(

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
; (2.9)
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£ia i1, i2, . . . in yra kuris nors elementu� 1, 2, . . . n k
elinys. Ai²ku, kad i² viso skirtingu�
keitiniu�, kaip ir k
eliniu�, yra n!.

Galima kalb
eti ir apie bet kokiu� dvieju� aibiu� X ir Y elementu� tarpusavio atitiktis.
Taisykl
e f , pagal kuri¡ kiekvien¡ aib
es X element¡ x atitinka vienintelis aib
es Y

elementas y, vadinama aib
es X atvaizdºiu aib
eje Y (ºym
esime f : X → Y ). Kitaip
tariant, atvaizdis f yra funkcija, apibr
eºta aib
eje X su reik²m
emis i² aib
es Y . Elementas
y = f(x) vadinamas elemento x vaizdu, o aib
e, sudaryta i² elementu� x vaizdu�, � atvaizdºio
f vaizdu (ºymimu Imf).

Jeigu Imf = Y , tai atvaizdis f : X → Y vadinamas surjekcija. Kai nelygiu� aib
es X
elementu� vaizdai nelyg	us, tai atvaizdis f vadinamas injekcija. Jeigu atvaizdis yra kartu
surjekcija ir injekcija, tai jis vadinamas bijekcija.

Atkreipkime d
emesi�, kad keitinio stulpeliu� sukeitimas vietomis nekei£ia pirmosios ir
antrosios eilu£iu� inversiju� sumos lyginumo. Jeigu pirmosios ir antrosios eilu£iu� inversiju�
suma lygin
e, tai keitini� galima vadinti lyginiu keitiniu, jeigu ²i suma nelygin
e � nelyginiu
keitiniu. Pavyzdºiui, keitinys (2.7) yra nelyginis, nes jo pirmosios eilut
es inversiju� skai£ius
yra 5, o antrosios � 6 (suma lygi 11). �is keitinys uºra²ytas standartine i²rai²ka (2.8) i²lieka
nelyginis � pirmosios eilut
es inversiju� skai£ius 0, antrosios � 7.

Dabar n-ojo laipsnio keitiniu� aib
eje apibr
eºkime daugyb¡. Kad b	utu� papras£iau, ²i�
veiksm¡ pademonstruosime pavyzdºiu. Tegu

A =

(
1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)
ir B =

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)

du 5-ojo laipsnio keitiniai. Tuomet ju� sandauga vadinsime keitini�

AB =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 3 1

)
.

Atkreipkime d
emesi�, kad
BA =

(
1 2 3 4 5
4 1 5 3 2

)
.

Taigi tokia i�prasta dauginamu�ju� keitimo vietomis savyb
e - komutatyvumas (galiojanti,
pavyzdºiui, realiu�ju� skai£iu� aib
eje) keitiniu� aib
eje negalioja. Nesunku i�sitikinti, kad
jungimo d
esnis (asociatyvumas) n-ojo laipsnio keitiniu� aib
eje galioja, t. y. (A · B) · C =
A · (B · C).

Ypatingas yra tapatusis (vienetinis) keitinys

E =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
.

Padaugin¦ keitini� i² vienetinio i² bet kurios pus
es, gausime t¡ pati� keitini�: AE = EA = A.
Taigi tapatusis keitinys yra keitiniu� aib
es vienetas. Be to, n-ojo laipsnio keitiniu� aib
eje
kiekvienas keitinys A turi atvirk²tini� keitini� (ji� ºym
esime A−1), t. y. toki�, su kuriuo
galioja lygyb
es A · A−1 = A−1 · A = E.

I²vardinome savybes, kurias turi n-ojo laipsnio keitiniu� aib
e. D
el ²iu� ir kitu� � simetrijos
savybiu� � ²i aib
e vadinama simetriju� grupe Sn. Kai n ≥ 3, ²i grup
e yra nekomutatyvi.

Kad suvoktume, kod
el tokia aib
e vadinama simetriju� grupe, panagrin
ekime S3. �i
grup
e turi 3! = 6 elementus. Juos visus nesunku i²vardinti:
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(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Tarkime, turime lygiakra²ti� trikampi�, kurio vir²	un
es suºym
etos skai£iais 1, 2 ir 3.
Kiekvienas ²ios grup
es keitinys atitinka tam tikr¡ lygiakra²£io trikampio transforma-

cij¡: pirmasis � tapa£i¡ (vienetin¦); antrasis, tre£iasis ir ketvirtasis � pasukim¡ apie
paºym
etas simetrijos a²is; penktasis � pasukim¡ apie simetrijos centr¡ pagal laikrodºio
rodykl¦ ir ²e²tasis � pasukim¡ prie² laikrodºio rodykl¦.

1
2


3


1


2


3


1


2
 3
 1


2


3
1
 2


3
 1


2
3


4 pav.
Truputi� keitiniu� teorijos. Keitini�, gaut¡ i² tapa£iojo keitinio E sukeitus du apatin
es

eilut
es elementus i ir j vietomis (t. y., atlikus apatinio k
elinio elementu� transpozicij¡),

s =

(
. . . i . . . j . . .
. . . j . . . i . . .

)

irgi vadinsime tiesiog transpozicija arba dvinariu ciklu ir ºym
esime (i, j); £ia daugta²kiai
rei²kia nekei£iamus elementus. Transpozicija yra nelyginis keitinys.

Keitini� padaugin¦ i² de²in
es i² transpozicijos (i, j), apatin
es ²io keitinio eilut
es elemen-
tus i ir j sukeisime vietomis (bus atlikta elementu� i ir j transpozicija). Kadangi visus
k
elinius baigtiniu transpoziciju� skai£iumi galima gauti i² k
elinio 1, 2, 3, . . . , n, tai bet kuris
keitinys gali b	uti gautas i² vienetinio E, ji� baigtini� skai£iu� kartu� dauginant (i² de²in
es)
i² transpoziciju�. Tokiu b	udu, jeigu nera²ysime vienetinio keitinio E, gausime keitinio
i²rai²k¡ transpoziciju� sandauga. Pavyzdºiui,

C =

(
1 2 3 4 5
2 5 4 3 1

)
= (1, 2)(1, 5)(3, 4).

Atkreipkime d
emesi�, kad i²rai²ka transpoziciju� sandauga yra ne vienintel
e, pavyzdºiui,

C =

(
1 2 3 4 5
2 5 4 3 1

)
= (1, 4)(2, 4)(4, 5)(3, 4)(1, 3).

Ta£iau ir vienos, ir kitos i²rai²kos daugikliu� skai£ius yra nelyginis, be to pats keitinys yra
taip pat nelyginis (7 inversijos)!

2.3 teorema. Bet kurios keitinio i²rai²kos transpoziciju� sandauga ²iu� transpoziciju�
skai£iaus lyginumas yra toks pat ir sutampa su pa£io keitinio lyginumu.

I�rodymas. Matematin
es indukcijos metodu i�rodykime, kad k transpoziciju� sandauga
yra keitinys, kurio lyginumas yra toks pat kaip ir skai£iaus k. Kai k = 1, tai teiginys
yra teisingas, nes transpozicija yra nelyginis keitinys. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai
dauginamu�ju� yra k − 1. �inoma, skai£iai k ir k − 1 yra prie²ingo lyginumo, taip pat ir
keitinio padauginimas i² transpozicijos kei£ia keitinio lyginum¡ prie²ingu (sukei£iami du
antrosios eilut
es elementai vietomis). Vadinasi, teiginys teisingas ir kai dauginamu�ju� yra
k. Taigi teiginys teisingas su visais nat	uraliaisiais k ≥ 1. ∇
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Keitinys
s =

(
i1 i2 . . . ik−1 ik ik+1 . . . in
i2 i3 . . . ik i1 ik+1 . . . in

)

vadinamas k-nariu ciklu (1 ≤ k ≤ n) ir ºymimas s = (i1, i2, . . . , ik). Kai k = 2, gausime
auk²£iau apibr
eºt¡ transpozicij¡.

Du n-ojo laipsnio ciklai vadinami nepriklausomais, jeigu jie neturi bendru� elementu�.
Keitini� vieninteliu b	udu galima i²reik²ti nepriklausomu� ciklu� sandauga ir, atvirk²£iai,

ciklais i²reik²tas keitinys uºra²omas i�prastine forma taip pat vienareik²mi²kai.
Pavyzdºiui, auk²£iau nagrin
eti keitiniai nepriklausomu� ciklu� sandauga uºra²omi taip:

A =

(
1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)
= (1, 5, 3, 4)(2), B =

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)
= (1, 3)(2, 4, 5),

AB =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 3 1

)
= (1, 2, 4, 3, 5), BA =

(
1 2 3 4 5
4 1 5 3 2

)
= (1, 4, 3, 5, 2),

C =

(
1 2 3 4 5
2 5 4 3 1

)
= (1, 2, 5)(3, 4).

Keitinio A i²rai²koje matome "cikl¡", kurio ilgis 1. Kartais tokie ciklai i² viso nera²omi,
nes elementas nekei£iamas, ta£iau tuomet b	utina ºinoti keitinio laipsni�.

n-ojo laipsnio keitinio A dekrementu (ºym
esime d(A)) vadinamas skirtumas n− s; £ia
s yra nepriklausomu� ciklu� skai£ius (i�skaitant ir vienetinio ilgio ciklus).

Pavyzdºiui, d(A) = 3, d(B) = 3, d(AB) = 4, d(BA) = 4, d(C) = 3.
2.4 teorema. Keitinio lyginumas yra toks pat kaip ir ²io keitinio dekremento lyginu-

mas.
I�rodymas. Bet kuri� ilgio k cikl¡ galima uºra²yti (k − 1)-os transpozicijos sandauga:

(i1, i2, . . . , ik) = (i1, i2)(i1, i3) . . . , (i1, ik).

Tarkime, ²is keitinys (n-ojo laipsnio) uºra²ytas nepriklausomu� ciklu� sandauga, i² kuriu� v
yra vienetinio ilgio (tiek yra "nejudinamu�" elementu�), o kiti r � ilgesni. Kiekvienas ne
vienetinio ilgio ciklas i²skaidytas tokia transpoziciju� sandauga. �iu� transpoziciju� skai£iu�
gausime i² "judinamu�" elementu� skai£iaus n− v at
em¦ nepriklausomu� ne vienetinio ilgio
ciklu� skai£iu� r. Ta£iau skai£ius n − v − r = n − (v + r) yra keitinio dekrementas. Tod
el
keitinio lyginumas ir nusakomas dekremento lyginumu. ∇

2.4. n-osios eil 
es determinantas. Apibr
eºimas ir savyb
es.
Kiekvienai kvadratinei matricai

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




apibr
eºiamas skai£ius, kuris vadinamas jos determinantu ir ºymimas
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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arba trumpiau � |A|, det A, ∆.
Matricos determinantas apibr
eºiamas tokia taisykle:
• I² kiekvienos eilut
es ir kiekvieno stulpelio imama po vien¡ matricos element¡ ir jie

sudauginami. Sudaromos visos galimos sandaugos a1j1 ·a2j2 ·. . .·anjn (indeksai j1, j2, . . . , jn

yra pasirinktu�ju� stulpeliu� numeriai � visi skirtingi).
• Kiekviena sandauga a1j1 · a2j2 · . . . · anjn padauginama i² skai£iaus (−1)I ; £ia I �

sandaug¡ a1j1 · a2j2 · . . . · anjn sudaran£iu� matricos elementu� indeksu� keitinio
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
; (2.10)

inversiju� skai£ius.
• Visi gautieji skai£iai

(−1)Ia1j1 · a2j2 · . . . · anjn (2.11)
sudedami (d
emenu� i² viso yra n!). �i suma vadinama matricos A determinantu.

Formule (2.11) apibr
eºti skai£iai vadinami determinanto nariais.
Pritaikykime determinanto apibr
eºim¡ pirmos, antros ir tre£ios eil
es kvadratin
ems

matricoms.
Kai A = (a11), tai, ai²ku, det A = a11.
Skai£iuodami antros eil
es kvadratin
es matricos

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

determinant¡, gauname tik du determinanto narius:

det A =

∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21. (2.12)

Tre£ios eil
es kvadratin
es matricos

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




determinantas yra ²e²iu� nariu� suma:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31+

+a13 · a21 · a32 − a13 · a22 · a31 − a11 · a23 · a32 − a12 · a21 · a33. (2.13)
Kiekvieno nario ºenkl¡ galima nustatyti apskai£iavus atitinkamo indeksu� keitinio inversiju�
skai£iu�.

Skai£iuojant determinantus naudinga ºinoti ju� savybes. Jos i²vedamos tiesiogiai i²
determinanto apibr
eºimo.

1 savyb
e. Bet kurios kvadratin
es matricos A determinantas lygus transponuotos ma-
tricos AT determinantui:

det A = det AT .
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Matricos

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




transponuota matrica vadiname matric¡

AT =




a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n · · · ann


 .

I�rodymas. Matrica AT sudaryta i² tu� pa£iu� elementu� kaip ir matrica A � tik matricos
AT eilutes sudaro matricos A stulpeliai. Sudarant determinanto narius imama po vien¡
element¡ i² kiekvienos eilut
es ir kiekvieno stulpelio, taigi abieju� determinantu� nariai bus
tie patys. Matricos AT nario indeksu� keitinys yra tokio pat matricos A nario indeksu�
atvirk²tinis keitinys, tod
el ju� lyginumas yra toks pat. Taigi abieju� determinantu� nariai
vienodi ir i�eina su vienodais ºenklais. ∇

Vadinasi, bet kuri determinanto savyb
e, i�rodyta eilut
ems, galios ir stulpeliams. Tod
el
kad b	utu� trumpiau kitas savybes formuluosime tik eilut
ems.

2 savyb
e. Jei kvadratin
e matrica A turi eilut¦, sudaryt¡ vien tik i² nuliu�, tai jos
determinantas lygus nuliui.

I�rodymas. Tarkime, matricos A i-oji eilut
e yra nuliai. I� kiekvien¡ jos determinanto
nari� i�eina i-osios eilut
es elementas - nulis. Taigi visi determinanto nariai lyg	us nuliui. ∇

3 savyb
e. Sukeitus dvi matricos A eilutes vietomis, keisis jos determinanto ºenklas.
I�rodymas. Tarkime, sukeit
eme matricos A, kurios determinantas ∆, i-¡j¡ ir j-¡j¡

eilutes vietomis - gavome matric¡ A′ su determinantu ∆′. Ai²ku, abu determinantus su-
daro tie patys nariai. Determinanto ∆ nario a1k1a2k2 . . . aiki

. . . ajkj
. . . ankn ºenklas nusako-

mas keitiniu (
1 2 . . . i . . . j . . . n
k1 k2 . . . ki . . . kj . . . in

)
. (2.14)

Tokio nario determinante ∆′ ºenklas nustatomas i² keitinio
(

1 2 . . . j . . . i . . . n
k1 k2 . . . ki . . . kj . . . in

)
, (2.15)

nes, pavyzdºiui, elementas aiki
dabar yra j-oje eilut
eje, ta£iau lieka ki stulpelyje. Keitiniai

(2.14) ir (2.15) yra prie²ingo lyginumo, nes vienas i² kito gaunami padauginus i² vienos
transpozicijos. Taigi kiekvieno determinanto ∆′ nario ºenklas yra prie²ingas determinanto
∆ ºenklui. ∇

4 savyb
e. Jei kvadratin
e matrica A turi dvi vienodas eilutes, tai jos determinantas
lygus nuliui.

I�rodymas. Tegu matricos A i-oji j-oji eilut
es vienodos (i 6= j), o jos determinantas
lygus ∆. Po ²iu� eilu£iu� sukeitimo vietomis gausime toki¡ pat matric¡ su determinantu
lygiu −∆ (pagal 3 savyb¦). Taigi ∆ = −∆, t. y. ∆ = 0. ∇

5 savyb
e. Jei kvadratin
es matricos A kurios nors eilut
es visi elementai turi t¡ pati�
daugikli� λ, tai ji� galima i²kelti prie² determinanto ºenkl¡.
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I�rodymas. Tarkime matricos A i-osios eilut
es visi elementai turi daugikli� λ. Kadangi
i� kiekvien¡ determinanto nari� i�eina ²ios eilut
es elementas, tai ir kiekvienas determinanto
narys turi ²i� daugikli�. Vadinasi, ir pats determinantas turi daugikli� λ. ∇

6 savyb
e. Jei matricos A dvi eilut
es proporcingos, tai jos determinantas lygus nuliui.
I�rodymas. Jeigu matricos i-oji eilut
e skiriasi nuo j-osios eilut
es tuo pa£iu daugikliu

λ, tai ²i� daugikli� galima i²kelti prie² determinanto ºenkl¡. Tuomet matrica tur
es dvi
vienodas eilutes ir jos determinantas lygus nuliui. ∇

7 savyb
e. Tegu matricos A vienos eilut
es elementai yra dvieju� skai£iu� sumos: aij =
bij + cij, j = 1, . . . , n. Tuomet ²ios matricos determinantas lygus dvieju� determinantu�
sumai � ir pirmojo, ir antrojo visos eilut
es tokios pat i²skyrus i-¡j¡: pirmojo determinanto
i-osios eilut
es elementai yra bij, antrojo � cij.

I�rodymas. Kiekvienas determinanto A narys yra

a1k1a2k2 . . . aiki
. . . ankn = a1k1a2k2 . . . (biki

+ ciki
) . . . ankn =

a1k1a2k2 . . . biki
. . . ankn + a1k1a2k2 . . . ciki

. . . ankn

su atitinkamu ºenklu. Sugrupav¦ pirmuosius d
emenis gausime pirm¡ji� determinant¡, su-
grupav¦ antruosius � antr¡ji�. ∇

Apibr
eºimas. Sakome, kad matricos A i-oji eilut
e yra kitu� eilu£iu� tiesinis darinys,
jei ji yra ²iu� eilu£iu�, padaugintu� i² realiu�ju� skai£iu�, suma.

8 savyb
e. Jei matricos A viena eilut
e yra kitu� eilu£iu� tiesinis darinys, tai detA = 0.
I�rodymas. Pasinaudojus 7 savybe matricos A determinant¡ i²skaidykime determinantu�

suma. Kiekvienas ²ios sumos determinantas tur
es dvi proporcingas eilutes ir tod
el lygus
nuliui. ∇

9 savyb
e. Kvadratin
es matricos determinantas nepasikeis, jeigu prie eilut
es prid
esime
kit¡ eilut¦, padaugint¡ i² bet kurio skai£iaus λ.

I�rodymas. Naujai gaut¡ji� determinant¡ i²skaidykime dvieju� determinantu� suma. Vie-
nas i² ju� sutampa su pradiniu determinantu, o kitas tur
es dvi proporcingas eilutes ir bus
lygus nuliui. ∇

Pastaba. Determinanto reik²m
e irgi nepasikeis, jeigu prie eilut
es prid
esime bet kuriu�
kitu� eilu£iu� tiesini� darini�.

Naudodamiesi ²iomis savyb
emis jau galime apskai£iuoti ir auk²tesniu� negu tre£ios eil
es
determinantu� reik²mes � matric¡ nekei£iant jos determinanto reik²m
es galima suvesti i�
trikamp¦ form¡ (kai visi elementai vir² pagrindin
es arba ²alutin
es i�striºain
es yra lyg	us
nuliui) ir tuomet determinanto reik²m
e surandama lengvai � ji yra lygi i�striºain
es elementu�
sandaugai, su atitinkamu ºenklu.

Patogesnis yra kitas determinanto skai£iavimo b	udas � i²reik²ti ji� ºemesn
es eil
es deter-
minantais, kuriuos jau mokame apskai£iuoti. Tuo tikslu turime i�vesti matricos elemento
adjunkto s¡vok¡.

Pasirinkime bet kuri� matricos

A =




a11 · · · a1j−1 a1j a1j+1 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 · · · ai−1j−1 ai−1j ai−1j+1 · · · ai−1n

ai1 · · · aij−1 aij aij+1 · · · ain

ai+11 · · · ai+1j−1 ai+1j ai+1j+1 · · · ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 · · · anj−1 anj anj+1 · · · ann



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element¡ aij, i²braukime jos i-¡j¡ eilut¦ ir j-¡ji� stulpeli�, o i² likusiu� elementu� sudarykime
(n− 1)-os eil
es kvadratin¦ matric¡:




a11 · · · a1j−1 a1j+1 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 · · · ai−1j−1 ai−1j+1 · · · ai−1n

ai+11 · · · ai+1j−1 ai+1j+1 · · · ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 · · · anj−1 anj+1 · · · ann




.

�ios matricos determinantas (ºymimas Mij) vadinamas matricos A elemento aij minoru.
Taigi

Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j−1 a1j+1 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 · · · ai−1j−1 ai−1j+1 · · · ai−1n

ai+11 · · · ai+1j−1 ai+1j+1 · · · ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 · · · anj−1 anj+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.16)

Pavyzdºiui, matricos
A =

(
5 −2
0 3

)

elementu� minorai tokie:
M11 = det(3) = 3,

M12 = det(0) = 0,

M21 = det(−2) = −2,

M22 = det(5) = 5.

Tre£ios eil
es matrica

A =




3 5 −1
2 0 3
4 1 −2




turi devynis elementus, tod
el ir minoru� devyni. Kelis apskai£iuokime:

M11 =

∣∣∣∣∣
0 3
1 −2

∣∣∣∣∣ = 0 · (−2)− 3 · 1 = −3;

M23 =

∣∣∣∣∣
3 5
4 1

∣∣∣∣∣ = 3 · 1− 5 · 4 = −17;

M32 =

∣∣∣∣∣
3 −1
2 3

∣∣∣∣∣ = 3 · 3− (−1) · 2 = 11.

Adjunkto apibr
eºimas. Kvadratin
es matricos A elemento aij adjunktas (ºym. Aij)
yra skai£ius, gaunamas pagal formul¦:

Aij = (−1)i+j ·Mij; (2.17)

£ia Mij � elemento aij minoras.
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2.2 pavyzdys. Apskai£iuokime matricos

A =




1 2 3 0
2 0 1 5
0 4 2 1
3 5 1 6




elementu� adjunktus A11, A23 ir A42:

A11 = (−1)1+1 ·M11 = M11 =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 5
4 2 1
5 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
=

= 0 · 2 · 6 + 1 · 1 · 5 + 5 · 4 · 1− 5 · 2 · 5− 1 · 4 · 6− 0 · 1 · 1 = −49;

A23 = (−1)2+3 ·M23 = −M23 = −
∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0
0 4 1
3 5 6

∣∣∣∣∣∣∣
=

= −(1 · 4 · 6 + 2 · 1 · 3 + 0 · 0 · 5− 0 · 4 · 3− 2 · 0 · 6− 1 · 1 · 5) = −25;

A42 = (−1)4+2 ·M42 = M42 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 3 0
2 1 5
0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

= 1 · 1 · 1 + 3 · 5 · 0 + 0 · 2 · 2− 0 · 1 · 0− 3 · 2 · 1− 1 · 5 · 2 = −15.

2.5 teorema. Kvadratin
es matricos

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




determinantas det A lygus bet kurios eilut
es (bet kurio stulpelio) elementu� ir ju� adjunktu�
sandaugu� sumai.

�i teorema yra ºymai bendresn
es Laplaso teoremos (kuri¡ suformuluosime v
eliau)
atskiras atvejis. Skai£iuojant determinantus vis d
elto daºniau naudinga 2.5 teorema.

Para²ysime determinanto skai£iavimo formules:

det A = ai1 · Ai1 + ai2 · Ai2 + · · ·+ ain · Ain (2.18)

(i = 1, 2, · · · , n);
det A = a1j · A1j + a2j · A2j + · · ·+ anj · Anj (2.19)

(j = 1, 2, · · · , n).
Formul
es (2.18) ir (2.19 vadinamos atitinkamai determinanto skleidiniu pasirinkt¡ja

eilute ir pasirinktuoju stulpeliu.
2.3 pavyzdys. Apskai£iuokime ketvirtos eil
es kvadratin
es matricos

A =




1 2 7 0
2 1 1 3
0 0 2 4
5 1 0 0



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determinant¡. Skai£iuodami pagal (2.18) formul¦ su i = 4, gausime

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 7 0
2 1 1 3
0 0 2 4
5 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5 · A41 + 1 · A42 + 0 · A43 + 0 · A44 = 5 · A41 + A42 =

= 5 · (−1)4+1 ·M41 + (−1)4+2 ·M42 = −5 ·M41 + M42 =

= −5 ·
∣∣∣∣∣∣∣

2 7 0
1 1 3
0 2 4

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

1 7 0
2 1 3
0 2 4

∣∣∣∣∣∣∣
=

= −5 · (2 · 1 · 4 + 7 · 3 · 0 + 0 · 1 · 2− 0 · 1 · 0− 7 · 1 · 4 · −2 · 3 · 2)+

+(1 · 1 · 4 + 7 · 3 · 0 + 0 · 2 · 2− 0 · 1 · 0− 7 · 2 · 4− 1 · 3 · 2) =

= −5 · (−32) + (−58) = 102.

�i� determinant¡ galima apskai£iuoti ir racionaliau, t. y. skleidinio formul¦ taikyti
ne i² karto, kaip dar
eme dabar, o pirmiau, pasinaudojus savyb
emis, eilut
eje arba stulpe-
lyje "padaryti visus nulius", i²skyrus vien¡. Tuomet skleidºiant determinant¡ reik
etu�
apskai£iuoti tik vien¡ adjunkt¡. Pavyzdºiui, tre£i¡ stulpeli� padaugin¦ i² −2 ir prid
ej¦ prie
ketvirto, tur
esime:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 7 0
2 1 1 3
0 0 2 4
5 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 7 −14
2 1 1 1
0 0 2 0
5 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · A33 = 2

∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −14
2 1 1
5 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2(10− 28 + 70− 1) = 102.

Pana²iai skleidimu maºindami skai£iuojamo determinanto eil¦ gal
etume apskai£iuoti
ir auk²tesniu� eiliu� ir apskritai n-osios eil
es determinantus.

Uºduotis. Naudodamiesi determinanto savyb
emis ir determinanto skleidiniu eilute
arba stulpeliu apskai£iuokite kvadratin
es matricos

A =




7 3 −4 9
8 −2 6 7
14 5 −15 8
7 4 −12 6




determinant¡. (Ats.: 935.)
2.5. Laplaso teorema. (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827, pranc	uzu� matematikas.)
Matricos A determinante pasirinkime k eilu£iu� ir k stulpeliu� (1 ≤ k ≤ n − 1). Ele-

mentai, stovintys pasirinktu�ju� eilu£iu� ir stulpeliu� susikirtimuose, sudaro k-osios eil
es de-
terminant¡ M , vadinam¡ k-osios eil
es minoru. Kai k = 1, tur
esime pirmos eil
es minor¡,
t. y., tiesiog matricos element¡. Visi likusieji elementai sudaro eil
es n− k matric¡, kurios
determinantas M ′ vadinamas minoro M papildomu minoru.

Jei minoras M sudarytas i² eilu£iu� i1, i2, . . . , ik ir stulpeliu� j1, j2, . . . jk, tai minor¡ M ′,
paimt¡ su ºenklu (−1)sM , kai sM = i1 + i2 + . . .+ ik + j1 + j2 + . . .+ jk, vadinamas minoro
M adjunktu.
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2.5 teorema (Laplaso). Pasirinkime n-os eil
es determinanto |A| k, 1 ≤ k ≤ n − 1,
eilu£iu� (arba k stulpeliu�) ir sudarykime i² ju� elementu� visus galimus minorus M . Tuomet
²iu� minoru� ir ju� adjunktu� sandaugu� suma lygi determinanto |A| reik²mei.

Nor
edami i�rodyti ²i¡ teorem¡, pirmiau i�rodysime ²itoki� teigini�.
Lema. Kiekvieno minoro M kiekvieno nario ir jo adjunkto M ′ kiekvieno nario san-

dauga yra determinanto |A| narys.
I�rodymas. Pirmiau tarkime, kad minoras M yra determinanto vir²utiniame kairia-

jame kampe:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k−1 a1k | a1k+1 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak−11 · · · ak−1k−1 ak−1k | ak−1k+1 · · · ak−1n

ak1 · · · akk−1 akk | akk+1 · · · akn

−− −− −− −− −− −− −− −−
ak+11 · · · ak+1k−1 ak+1k | ak+1k+1 · · · ak+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 · · · ank−1 ank | ank+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Tuomet minoras M ′ yra de²iniame apatiniame kampe, o minoro M adjunktas yra lygus
(−1)sM M ′ = M ′, nes sM = 1 + 2 + . . . + k + 1 + 2 + . . . + k = 2(1 + 2 + . . . + k).

Tegu (−1)ra1i1a2i2 . . . akik yra bet kuris minoro M narys; £ia r yra inversiju� skai£ius
keitinyje (

1 2 . . . k
i1 i2 . . . ik

)
.

Bet kuris minoro M ′ narys yra (−1)r′ak+1lk+1
ak+2lk+2

. . . anln su inversiju� skai£iumi r′

keitinyje (
k + 1 k + 2 . . . n
lk+1 lk+2 . . . ln

)
.

Sudaugin¦ ²iuos narius gausime

(−1)r+r′a1i1a2i2 . . . ak,ikak+1,lk+1
ak+2,lk+2

. . . an,ln .

Ta£iau toks pat narys ir su tokiu pat ºenklu i�eina ir i� determinanto |A| i²rai²k¡.
Lema i�rodyta atskiru atveju, kai minoras M yra determinanto vir²utiniame kairiajame

kampe. Nor
edami i�sitikinti lemos teisingumu bet kuriam minorui, tarkime minoro M
elementai yra eilut
ese su numeriais i1 < i2 < . . . < ik ir stulpeliuose su numeriais j1 <
j2 < . . . < jk. Keisdami gretimas eilutes vietomis ir po to keisdami vietomis gretimus
stulpelius, minor¡ M galima "atvaryti" i� kairyji� vir²utini� kamp¡. Tam kad i1 eilut
e b	utu�
pirma, reik
es atlikti i1 − 1 keitimu�, kad i2 b	utu� antra ju� teks atlikti i2 − 2 ir t. t., kad ik
eilut
e taptu� k-¡ja eilute, reik
es atlikti ik − k keitimu� � i² viso

i1 − 1 + i2 − 2 + . . . + ik − k = i1 + i2 + . . . + ik − (1 + 2 + . . . + k).

Taip pat elgdamiesi su stulpeliais, tur
esime i² viso atlikti

j1 − 1 + j2 − 2 + . . . + jk − k = j1 + j2 + . . . + jk − (1 + 2 + . . . + k)

keitimu�. Sud
ej¦ ²iuos skai£ius gausime, kad suvedant i� nagrin
et¡ji� atveji� i² viso teks atlikti

sM − 2(1 + 2 + . . . + k)
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stulpeliu� ir eilu£iu� transpoziciju�. Vadinasi, "naujojo" determinanto kiekvieno nario ºen-
klas yra toks pat kaip ir pradinio. ∇

Laplaso teoremos i�rodymas. I² pasirinktu�ju� k eilu£iu� imant i�vairius k stulpelius
galima sudaryti Ck

n k-osios eil
es minoru�. Kiekvienas ²is minoras turi k! nariu�, o kiekvienas
adjunktas turi (n−k)! nariu�, Vadinasi, i² viso gausime Ck

n ·k! · (n−k)! = n! determinanto
nariu�. Lieka i�rodyti, kad taip gausime visus determinanto |A| narius.

Tarkime, kad a1i1a2i2 . . . anin yra bet kuris determinanto |A| narys. Atrinkime i² ²io
nario elementus, priklausan£ius pasirinktosioms k eilut
ems, ir sudarykime ju� sandaug¡.
�ie nariai yra tam tikru� k stulpeliu� elementai, taigi sudarytoji sandauga yra minoro
i² pasirinktu�ju� k eilu£iu� ir k stulpeliu� narys. Visu� sandaugos a1i1a2i2 . . . anin likusiu�ju�
elementu� sandauga yra atitinkamo adjunkto narys, nes sudarytas i² likusiu� n− k eilu£iu�
ir stulpeliu�. Vadinasi, skleidºiant determinant¡ pagal pasirinkt¡sias k eilutes, gaunamas
kiekvienas determinanto narys. ∇

2.6. Uºdaviniai
1. Naudodamiesi trikampio taisykle apskai£iuokite tre£ios eil
es determinantus:

1)

∣∣∣∣∣∣∣

2 −2 3
3 4 −1
5 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣
2)

∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −2
a b c
3 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣
3)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣∣
4)

∣∣∣∣∣∣∣

x + y y y
y x + y y
y y x + y

∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Raskite ²iu� k
eliniu� inversiju� skai£iu�:
1) 7, 5, 6, 4, 1, 3, 2; 2) 10, 9, 7, 8, 6, 5, 3, 4, 2, 1; 3) 2, 4, 6, . . . , 2n, 1, 3, 5, . . . , 2n− 1;
4) 3, 6, 9, . . . , 3n, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2;
5) 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 3, 6, 9, . . . , 3n;
6) 1, 5, . . . , 4n− 3, 3, 7, . . . , 4n− 1, 2, 6, . . . , 4n− 2, 4, 8, . . . , 4n.
3. Nustatykite, ar keitinys lyginis, ar nelyginis:
1)

(
1 2 3 4 5
5 2 4 3 1

)
; 2)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2 4 1 3 9 7 6 8

)
;

3)
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 6 5 1 2 8 7 3

)
;

4)
(

1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
;

5) (1, 5)(2, 4, 3); 6)(1, 3)(2, 5)(4); 6) (7, 5, 3, 1)(2, 4, 6)(8)(9);
4. Atlikite veiksmus:
1)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 6 5 1 2 8 7 3

)
·
(

1 2 3 4 5 6 7 8
6 4 1 5 3 8 2 7

)
;

2)
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 6 5 1 2 8 7 3

)5

; 3) A100, kai A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 5 7 6 1 9 3 4 8

)
.

5. I²spr¦skite lygti� AXB = C, kai:
1) A =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 6 4 5 3 1 7

)
, B =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 3 1 4 2 7 6

)
,

C =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 2 1 6 4 7 3

)
;

2) A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 6 2 5 1 9 3 4 7

)
, B =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5 2 6 8 4 3 7 9

)
,

C =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 2 6 9 1 8 7 4

)
.
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6. Raskite visus 5-ojo laipsnio keitinius, su kuriais keitinys A =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)

yra komutatyvus.
7. Ar sandauga yra determinanto narys - jeigu narys, tai su kokiu ºenklu:
1) a27a36a51a74a25a43a62; 2) a33a16a72a27a55a61a44; 3) a12a23a34 . . . an−1,nan1;
4) a1na2,n−1a3,n−2 . . . an−1,2an1; 5) a13a22a31a46a55a64 . . . a3n−2,3na3n−1,3n−1a3n,3n−2.
8. Apskai£iuokite determinantus:

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 4 −3
2 5 2 2
2 5 −6 3

−3 −2 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 2 3
−2 3 −3 2

4 −2 3 −2
−3 2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10
3 5 11 16 21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2

. . . . . . . . . . . . . . .
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an

−x x 0 . . . 0
0 −x x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

8)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
1 x1 0 . . . 0
1 0 x2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 9)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 . . . 1
1 n 1 . . . 1
1 1 n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

10)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 −1 x
0 0 0 . . . −1 x 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 x 0 . . . 0 0 1

x 0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 11)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 4 0 0 . . . 0 0
3 7 4 0 . . . 0 0
0 3 7 4 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

12)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 5 0 0 . . . 0 0
1 6 5 0 . . . 0 0
0 1 6 5 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 0 0 . . . 0 0
4 4 1 0 . . . 0 0
0 4 4 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8 5 0 0 . . . 0 0
3 8 5 0 . . . 0 0
0 3 8 5 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; 15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 5 0 0 . . . 0 0
4 9 5 0 . . . 0 0
0 4 9 5 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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3

Matricos

3.1. Matricos s¡voka, taikymo galimyb
es.
Ir matematikoje, ir �zikoje, ir ekonomikoje, ir kituose moksluose tenka nagrin
eti ne tik

skai£iu�, bet ir kitokiu� matematiniu� objektu� aibes. �iame skyrelyje panagrin
esime matricu�
� skai£iu� lenteliu� � teorijos elementus. Su matricomis susipaºinome ankstesniuose skyri-
uose, ta£iau ten jos buvo vartojamos tiesiog d
el paºym
ejimu� trumpumo. Pavyzdºiui,
spr¦sdami tiesiniu� lyg£iu� sistemas, skai£iavimus atlikdavome su koe�cientu� matricos ele-
mentais, apibr
eº
eme kvadratin
es matricos determinant¡.

Pasirinkime du nat	uraliuosius skai£ius m ir n bei k = m · n realiu�ju� skai£iu�: aij;
i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n. I² ²iu� skai£iu� sudaryta sta£iakamp
e lentel
e

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn




vadinama m× n matmenu� matrica arba tiesiog matrica.
Kai matricos A eilu£iu� skai£ius m lygus stulpeliu� skai£iui n, ji vadinama n-os eil
es

kvadratine matrica. Pavyzdºiui,

A =

(
2 5
7 −3

)
ir B =

(
0 −3
4 0

)

yra antros eil
es kvadratin
es matricos, o

C =




1 0 0
0 1 1
0 1 2


 ir D =



−1 0 3
0 5 0
4 0 2




tre£ios eil
es kvadratin
es matricos.
Kvadratin
es matricos

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




elementai a11, a22, . . . , ann sudaro jos pagrindin¦ i�striºain¦ (diagonal¦), o kitus du kampus
jungiantys elementai a1n, a2n−1, . . . , an1 � ²alutin¦ i�striºain¦.
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Kvadratin
e (n-os eil
es) matrica

E =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1




vadinama (n-os eil
es) vienetine matrica. Matome, kad vienetin
e matrica yra tokia
kvadratin
e matrica, kurios elementai (skai£iai aij) tenkina ²i¡ s¡lyg¡:

aij =

{
1, kai i = j;
0, kai i 6= j.

Jeigu visi m×n matmenu� matricos A elementai (skai£iai aij) lyg	us nuliui, ji vadinama
nuline matrica ir paprastai ºymima raide O. Taigi

O =




0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0




yra bendrasis nulin
es matricos uºra²as. Jos matmenys arba nurodomi, arba savaime ai²k	us
(kai n
era praleistu� eilu£iu� ir stulpeliu�). Pavyzdºiui,

O =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




yra 3× 5 matmenu� nulin
e matrica, o

O =




0 0 0
0 0 0
0 0 0




tre£ios eil
es nulin
e kvadratin
e matrica.
n×m matmenu� matrica

B =




a11 a12 · · · am1

a12 a22 · · · am2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n · · · amn




yra m× n matmenu� matricos

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn



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transponuotoji matrica. Transponavimo veiksmas (atitinkamu� eilu£iu� ir stulpeliu�
sukeitimas) ºymimas raide T prie matric¡ rei²kian£ios raid
es arba prie pa£ios matricos.
Ra²oma taip: B = AT arba

B =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn




T

.

Ai²ku, kad ir A = BT . Be to, nesunku suvokti, jog

(AT )
T

= A.

Matricos, turin£ios tik vien¡ stulpeli� arba tik vien¡ eilut¦, vadinamos vektoriais.
Matrica

A =




a11

a21
...

am1




yra m-matis vektorius, o matrica

B = (b11; b12; . . . ; b1n)

yra n-matis vektorius. Paprastai vektoriai ºymimi maºosiomis raid
emis, o ju� kompo-
nent
ems (matricu� elementams) nurodyti naudojamas tik vienas indeksas. Pavyzdºiui,

a =




a1

a2
...

am




ir b = (b1; b2; . . . ; bn)

yra vektoriai. Vartojant transponavimo veiksm¡ stulpeliu para²yt¡ vektoriu� a galima
apib	udinti taip: a = (a1; a2; . . . ; am)T .

Siekiant sutrumpinti uºra²us, kartais matricu� elementai nevardijami, o ra²oma A =
(aij), B = (bij) nurodant matmenis, sakykime, m× n ir k × l.

Bet kurios vienodu� matmenu�, tarkime, m × n, matricos A = (aij), B = (bij), C =
(cij), . . . vadinamos vienar	u²
emis matricomis.

Dvi vienar	u²
es matricos A = (aij) ir B = (bij) vadinamos lygiomis (ra²oma A = B),
jeigu atitinkami ju� elementai vienodi: aij = bij. Pavyzdºiui, 2× 3 matmenu� matricos

A =

(
1 2 7
3 5 0

)
ir B =

(
1 2 7
3 5 0

)

yra lygios: A = B.
Kaip mat
eme, tiesiniu� lyg£iu� sistem¡





a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm
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apib	udina jos koe�cientu� matrica

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn


 ,

neºinomu�ju� vektorius (matrica) x bei laisvu�ju� nariu� vektorius (matrica) b:

x =




x1

x2
...

xn



, b =




b1

b2
...

bm




.

Imdami i�vairias matricas A, x ir b, galime gauti i�vairias tiesiniu� lyg£iu� sistemas.
Matricos vartojamos ne tik tiriant ir sprendºiant tiesiniu� lyg£iu� sistemas. Dar keli

matricu� pavyzdºiai.
3.1 pavyzdys. Sakykime, du lo²
ejai meta po vien¡ monet¡. Jeigu abi monetos

atsiver£ia pinigu, tai pirmasis lo²
ejas moka antrajam vien¡ lit¡. Jei pasirodo abu herbai,
tai antrasis lo²
ejas moka pirmajam du litus. Kitais dviem atvejais pinigai nemokami.

Remiantis lo²imo apra²ymu galima sudaryti toki¡ pirmojo lo²
ejo i²lo²iu� lentel¦:
P H

P -1 0
H 0 2

Pagal ²i¡ lentel¦ galima sudaryti pirmojo lo²
ejo i²lo²iu� matric¡

A =

(
−1 0
0 2

)
.

Ai²ku, antrojo lo²
ejo i²lo²iu� matrica (paºym
ekime j¡ B) tokia:

B =

(
1 0
0 −2

)
.

3.2 pavyzdys. Dvi degalin
es, D1 ir D2, prekiauja triju� r	u²iu�: A, B ir C benzinu.
Pirmoji degalin
e vien¡ litr¡ A benzino parduoda uº 1,98 Lt, o antroji � uº 2,03 Lt. Vieno
litro B r	u²ies benzino kaina yra atitinkamai 2,27 Lt ir 2,23 Lt, o C r	u²ies � atitinkamai
2,45 Lt ir 2,49 Lt.

Pagal ²i¡ informacij¡ sudarykime benzino kainu� lentel¦
A B C

D1 1,98 2,27 2,45
D2 2,03 2,23 2,49

bei benzino kainu� matric¡

K =

(
1, 98 2, 27 2, 45
2, 03 2, 23 2, 49

)
.

3.3 pavyzdys. Trys bankai B1, B2 ir B3, priima pinigus mok
edami tokias pal	ukanas.
Pirmasis bankas uº 60 dienu� moka 4%, uº 120 dienu� � 6%, uº 180 dienu� � 7%, o uº metus
� 8%. Antrasis moka atitinkamai 3%, 5%, 7%, 9%, o tre£iasis � 3,5%, 7%, 8%, 9%.

Visu� triju� banku� pal	ukanu� procentus galima sura²yti i� lentel¦:
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60 d. 120 d. 180 d. 1 m.
B1 4 6 7 8
B2 3 5 7 9
B3 3,5 7 8 9

Matematiniams skai£iavimams atlikti kartais patogiau vietoj ²ios lentel
es vartoti pa-
l	ukanu� procentu� matric¡

P =




4 6 7 8
3 5 7 9
3, 5 7 8 9


 .

3.2. Tiesiniai veiksmai su matricomis.
Tiesiniais veiksmais vadinami ²ie: matricos daugyba i² skai£iaus, matricu� sud
etis ir

matricu� atimtis.
1) m×n matmenu� matricos A = (aij) ir skai£iaus λ sandauga (ra²oma λA) yra m×n

matmenu� matrica B = (bij), kurios elementai skai£iuojami pagal formul¦ bij = λaij.
Pavyzdºiui, matricos

A =




2 5 7
3 1 2
−4 0 5




ir skai£iaus λ = 0, 4 sandauga yra matrica B:

B = 0, 4 · A = 0, 4 ·



2 5 7
3 1 2
−4 0 5


 =




0, 8 2 2, 8
1, 2 0, 4 0, 8
−1, 6 0 2


 .

2) Vienar	u²iu�, sakykime, m×n matmenu� matricu� A = (aij) ir B = (bij) suma (ra²oma
A+B) yra m×n matmenu� matrica C = (cij), kurios elementai skai£iuojami pagal formul¦
cij = aij + bij.

Pavyzdºiui, matricu�

A =




1 −2 3
3 0 −2
0 4 1
−3 5 0


 ir B =




2 3 1
0 2 3
1 1 4
0 3 2




suma yra matrica C:

C = A + B =




1 −2 3
3 0 −2
0 4 1
−3 5 0


 +




2 3 1
0 2 3
1 1 4
0 3 2


 =

=




1 + 2 −2 + 3 3 + 1
3 + 0 0 + 2 −2 + 3
0 + 1 4 + 1 1 + 4
−3 + 0 5 + 3 0 + 2


 =




3 1 4
3 2 1
1 5 5
−3 8 2


 .

Beje, matricos 


2 5 7 6
0 0 2 4
5 −2 0 −3


 ir




5 1
−2 0
6 7



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nesumuojamos (nesudedamos), nes yra nevienar	u²
es.
Triju� vienar	u²iu� matricu� A = (aij), B = (bij) ir C = (cij) sum¡ (ra²oma A + B + C)

suvokiame kaip matricu� A + B = (aij + bij) ir C = (cij) sum¡. Taigi

A + B + C = (A + B) + C =
(
(aij) + (bij)

)
+ (cij) = (aij + bij + cij).

Analogi²kai apib	udinama ir didesnio skai£iaus vienar	u²iu� matricu� sud
etis.
Tokie tiesiniu� veiksmu� su matricomis apibr
eºimai paremti tiesiniu� atvaizdºiu� veiks-

mais, kurie turi gana ai²ki¡ prasm¦. Akivaizdu, kad kiekviena matrica Am×n vienareik²-
mi²kai nusako tiesini� atvaizdi�





a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym

ir atvirk²£iai, kiekvien¡ atvaizdi� atitinka tam tikra matrica. �itoks tiesinis atvaizdis
kiekvienam vektoriui (x1, x2, . . . , xn) priskiria vektoriu� (y1, y2, . . . , ym). Tuomet matric¡
λAm×n atitinkantis atvaizdis vektoriui (x1, x2, . . . , xn) priskiria vektoriu� (λy1, λy2, . . . ,
λym). Pana²iai tiesiniais atvaizdºiais interpretuojama ir matricu� sud
etis.

Nesunku i�sitikinti, kad min
etiems veiksmams galioja tokios savyb
es:
1) A + B = B + A;
2) (A + B) + C = A + (B + C);
3) kiekvienai matricai A egzistuoja prie²inga matrica −A, t. y. tokia, jog

A + (−A) = O;
Kai a, b � realieji skai£iai, tai
4) a(bA) = (ab)A;
5) a(A + B) = aA + aB;
6) (a + b)A = aA + bA;
7) 1A = A.
3.3. Matricu� daugyba.
Sakykime, A = (aij) yra m × k matmenu� matrica, o B = (bij) yra k × n matmenu�

matrica:

A =




a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amk


 , B =




b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bk1 bk2 · · · bkn


 .

²iu� matricu� sandauga (ºym. A·B) yra m×n matmenu� matrica C = (cij), kurios elementai
apskai£iuojami pagal ²i¡ formul¦:

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + · · ·+ aik · bkj; (3.1)

i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n.
Atkreipkime d
emesi�, kad dauginant matricas labai svarbus yra ju� matmenu� suder-

intumas: antroji matrica turi tur
eti tiek eilu£iu�, kiek pirmoji matrica turi stulpeliu�.
Nesuderintu� matmenu� matricos nedauginamos.
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3.4 pavyzdys. Sudauginkime matricas

A =




2 7
4 3
2 0


 ir B =

(
2 −7
5 0

)
.

Matome, jog poros (A,B) matmenys yra suderinti, o prie²ingos poros (B,A) matmenys
nesuderinti. Taigi galima tik sandauga A ·B:

A ·B =




2 7
4 3
2 0


 ·

(
2 −7
5 0

)
=

=




2 · 2 + 7 · 5 2 · (−7) + 7 · 0
4 · 2 + 3 · 5 4 · (−7) + 3 · 0
2 · 2 + 0 · 5 2 · (−7) + 0 · 0


 =




39 −14
23 −28
4 −14


 .

3.5 pavyzdys. Apskai£iuokime matricu� sandaugas A ·B ir B · A, kai

A =

(
2 −1 −3

−4 3 5

)
, B =




2 4
1 2
1 2


 .

Galimos abi matricu� sandaugos: A ·B ir B · A:

1) A ·B =

(
2 −1 −3

−4 3 5

)
·



2 4
1 2
1 2


 =

=

(
2 · 2 + (−1) · 1 + (−3) · 1 2 · 4 + (−1) · 2 + (−3) · 2
−4 · 2 + 3 · 1 + 5 · 1 −4 · 4 + 3 · 2 + 5 · 2

)
=

(
0 0
0 0

)
;

2) B · A =




2 4
1 2
1 2


 ·

(
2 −1 −3

−4 3 5

)
=

=




2 · 2 + 4 · (−4) 2 · (−1) + 4 · 3 2 · (−3) + 4 · 5
1 · 2 + 2 · (−4) 1 · (−1) + 2 · 3 1 · (−3) + 2 · 5
1 · 2 + 2 · (−4) 1 · (−1) + 2 · 3 1 · (−3) + 2 · 5


 =

=



−12 10 14
−6 5 7
−6 5 7


 .

Matricu� matmenu� suderintumo problemu� nekyla, kai dauginame tos pa£ios eil
es kva-
dratines matricas.

3.6 pavyzdys. Apskai£iuokime tre£ios eil
es kvadratiniu� matricu�

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ir E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




sandaugas A · E ir E · A:
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1) A · E =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 = A;

2) E · A =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 = A.

Taigi A · E = E · A = A.
�inoma, analogi²k¡ rezultat¡

A · E = E · A = A

gautume daugindami bet kuri¡ n-tos eil
es kvadratin¦ matric¡

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




su n-tos eil
es vienetine matrica

E =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1


 .

Pa£iam skaitytojui paliekame i�rodyti, kad matricu� daugyba turi tokias savybes:
• (A ·B) · C = A · (B · C) (asociatyvumas);
• A · (B + C) = A ·B + A · C (distributyvumas);
• A ·B 6= B · A (komutatyvumas negalioja);
• r · (A ·B) = (r · A) ·B = A · (r ·B), r ∈ R;
• (A ·B)T = BT · AT .
3.1 teorema. Dvieju� tos pa£ios eil
es kvadratiniu� matricu� sandaugos determinantas

yra lygus tu� matricu� determinantu� sandaugai, t. y. |A ·B| = |A| · |B|.

I�rodymas. Tegu A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann


, B =




b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 · · · bnn


.

Nagrin
ekime determinant¡

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n 0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 0
−1 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · −1 bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pagal Laplaso teorem¡ ²io determinanto reik²m
e lygi: d = |A|(−1)2
∑n

i=1
i|B| = |A||B|.
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Determinant¡ d galime apskai£iuoti ir kitaip - naudodamiesi determinanto savyb
emis
ji� pertvarkykime taip, kad vir²utinis kairysis kampas (ten, kur i²d
estyti matricos A ele-
mentai) b	utu� sudarytas vien tik i² nuliu�. Tai galima pasiekti keliais ºingsniais.

Pirmiausia prie pirmos eilut
es prid
ekime (n + 1)-¡j¡, padaugint¡ i² a11, (n + 2)-¡j¡,
padaugint¡ i² a12 ir t.t., (2n)-¡j¡ eilut¦, padaugint¡ i² a1n. Tuomet pirmoji eilut
e bus
tokia: 0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n; c1j =

∑n
k=1 a1kbkj, j = 1, 2, . . . n.

Po to prie antros eilut
es prid
ekime (n+1)-¡j¡, padaugint¡ i² a21, (n+2)-¡j¡, padaug-
int¡ i² a22 ir t.t., (2n)-¡j¡ eilut¦, padaugint¡ i² a2n. Tuomet antroji eilut
e bus tokia:
0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n; c2j =

∑n
k=1 a2kbkj, j = 1, 2, . . . n.

�itoki� proces¡ t¦skime kol gausime toki¡ n-¡j¡ eilut¦: 0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn; cnj =∑n
k=1 ankbkj, j = 1, 2, . . . n.
Po ²iu� veiksmu� determinanto de²iniame vir²utiniame kampe stov
es matricu� A ir B

sandauga AB, t. y. gausime determinant¡

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 c11 c12 · · · c1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 cn1 cn2 · · · cnn

−1 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · −1 bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

�i� determinant¡ v
el apskai£iuokine pagal Laplaso teorem¡:

d = |AB| · (−1)
∑2n

i=1
i · (−1)n = (−1)2n(n+1)|AB| = |AB|.

Taigi |A ·B| = |A| · |B|. ∇
I²vada. Kvadratiniu� matricu� sandaugos determinantas nelygus nuliui tik tuomet, kai

dauginamu�ju� determinantai nelyg	us nuliui.
3.4. Atvirk²tin
e matrica.
Skai£iuodami dvieju� matricu� sandaugas, mat
eme, kad ne bet kurias dvi matricas gal-

ima sudauginti, � tik suderintu� matmenu�. Be to, nevisada abi sandaugos, A · B ir B · A,
sutampa. �ia nagrin
esime tokias matricu� A ir B poras, kurios turi ²ias savybes: 1) gal-
imos abi sandaugos, A · B ir B · A, ir 2) abi sandaugos yra tos pa£ios eil
es vienetin
es
matricos: A ·B = B · A = E.

Apibr
eºimas. Matrica B vadinama atvirk²tine matricai A, jeigu

A ·B = B · A = E. (3.2)

Pavyzdºiui, matrica

B =



−1 0 1
−2 1 1

2 0 −1




yra atvirk²tin
e matricai

A =




1 0 1
0 1 1
2 0 1


 ,

39



nes A ·B = B · A = E:

A ·B =




1 0 1
0 1 1
2 0 1


 ·



−1 0 1
−2 1 1

2 0 −1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

B · A =



−1 0 1
−2 1 1

2 0 −1


 ·




1 0 1
0 1 1
2 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Matricos A atvirk²tin
e matrica ºymima A−1.
Ar bet kokiu� matmenu� matrica turi atvirk²tin¦ matric¡? Sakykime, kad matricos

A matmenys yra m × n. Kad b	utu� galimos sandaugos A · A−1 ir A−1 · A, matricos A−1

matmenys tur
etu� b	uti n×m. Bet tada A·A−1 matmenys b	utu� m×m, o A−1 ·A matmenys
b	utu� n× n. Pagal apibr
eºim¡ turi galioti lygyb
e A ·A−1 = A−1 ·A. Taigi b	utinai m = n.

I²vada. Tik kvadratin
e matrica A gali tur
eti atvirk²tin¦ matric¡ A−1.
Kaip surasti atvirk²tin¦ matric¡? Papras£iausias atsakymas b	utu� toks - paºym
ekime

neºinomaisiais atvirk²tin
es matricos elementus ir i²spr¦skime atitinkam¡ tiesiniu� lyg£iu�
sistem¡ (kad galiotu� atvirk²tin
es matricos apibr
eºimo lygyb
e). Ta£iau nesunku matyti,
kad ²is kelias atvestu� prie didelio lyg£iu� skai£iaus sistemos sprendimo. Jei, pavyzdºiui,
ie²kotume tre£ios eil
es matricos atvirk²tin
es matricos, tektu� spr¦sti devyniu� tiesiniu� lyg£iu�
sistem¡. Tod
el ie²kokime kitu� atvirk²tin
es matricos apskai£iavimo b	udu�. Be to, ne
kiekviena kvadratin
e matrica turi atvirk²tin¦.

3.2 teorema. Kvadratin
e matrica A gali tur
eti tik vien¡ atvirk²tin¦ matric¡.
I�rodymas. Tarkime, kad egzistuoja dvi matricos A atvirk²tin
es matricos B ir B′. Pagal

apibr
eºim¡ AB = BA = E ir AB′ = B′A = E. Tuomet B = BE = B(AB′) = (BA)B′ =
EB′ = B′. ∇

3.3 teorema. Matrica, kurios determinantas lygus nuliui (tokios matricos vadinamos
i²sigimusiomis), atvirk²tin
es matricos neturi.

I�rodymas. Tar¦, kad i²sigimusi matrica turi atvirk²tin¦, i² 3.1 teoremos gautume prie²-
taravim¡. ∇

3.4 teorema. Atvirk²tin
e matrica visuomet yra nei²sigimusi matrica.
I�rodymas taip pat i²plaukia i² 3.1 teoremos. ∇
3.5 teorema. Kiekviena nei²sigimusi (|A| 6= 0) matrica

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




turi atvirk²tin¦

A−1 =
1

|A|




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann


 ; (3.3)

£ia Aij � matricos A elementu� aij adjunktai.
I�rodymas. Pirmiausia i�rodykime lygyb¦

n∑

k=1

aikAjk =

{
|A|, kai i = j;

0, kai i 6= j.
(3.4)
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Vir²utinioji lygyb
e (atveju i = j) jau i�rodyta Laplaso teoremoje � tai determinanto sklei-
dinys i-¡ja eilute.

Apatinei lygybei gauti nagrin
ekime determinant¡ D, kurio i-oji eilut
e yra b1 b2 . . . bn,
o visos kitos eilut
es tokios pat kaip matricos A. I²skleid¦ ²i� determinant¡ i-¡ja eilute,
gausime

D =
n∑

k=1

bkAjk.

Ta£iau, kai vietoje b1 b2 . . . bn i�ra²ysime kuri¡ nors (ne i-¡j¡ ) matricos A eilut¦, deter-
minantas D bus lygus nuliui, nes tur
es dvi vienodas eilutes. Taigi ir apatinioji formul
es
(3.4) lygyb
e i�rodyta.

Teoremos i�rodymui apskai£iuokime sandaugas



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann


 · 1

|A|




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann




ir

1

|A|




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann


 ·




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann


 .

I² (3.4) lygyb
es i²plaukia, kad ²ios abi sandaugos lygios vienetinei matricai E. ∇
3.7 pavyzdys. Apskai£iuokime (jei egzistuoja) matricos

A =




5 4 2
1 0 −1

−1 0 2




atvirk²tin¦ matric¡.
Sprendimas. Pirmiausia apskai£iuokime matricos A determinant¡ |A|:

|A| =
∣∣∣∣∣∣∣

5 4 2
1 0 −1

−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
= 4 · A12 = −4 ·

∣∣∣∣∣
1 −1

−1 2

∣∣∣∣∣ = −4.

Kadangi |A| 6= 0, tai atvirk²tin
e matrica A−1 egzistuoja.
Matricos A elementu� adjunktai tokie:

A11 =

∣∣∣∣∣
0 −1
0 2

∣∣∣∣∣ = 0, A12 = −
∣∣∣∣∣

1 −1
−1 2

∣∣∣∣∣ = −1, A13 =

∣∣∣∣∣
1 0

−1 0

∣∣∣∣∣ = 0,

A21 = −
∣∣∣∣∣

4 2
0 2

∣∣∣∣∣ = −8, A22 =

∣∣∣∣∣
5 2

−1 2

∣∣∣∣∣ = 12, A23 = −
∣∣∣∣∣

5 4
−1 0

∣∣∣∣∣ = −4,

A31 =

∣∣∣∣∣
4 2
0 −1

∣∣∣∣∣ = −4, A32 = −
∣∣∣∣∣

5 2
1 −1

∣∣∣∣∣ = 7, A33 =

∣∣∣∣∣
5 4
1 0

∣∣∣∣∣ = −4.
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Pagal (3.3) formul¦

A−1 = −1

4




0 −8 −4
−1 12 7

0 −4 −4


 =




0 2 1
0, 25 −3 −1, 75
0 1 1


 .

Matricos A atvirk²tin¦ matric¡ galima apskai£iuoti ir kitaip - nevartojant adjunktu�.
Kadangi matrica A vienareik²mi²kai nusako tiesini� atvaizdi�, kuris kiekvienam vektoriui
(x1, x2, . . . , xn) priskiria vektoriu� (y1, y2, . . . , yn). Toki� atvaizdi� galime uºra²yti lygybiu�
sistema 




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = yn

(3.5)

arba matriciniu pavidalu
AX = Y ; (3.6)

£ia

X =




x1

x2
...

xn




ir Y =




y1

y2
...

yn




(3.7)

Kai matricos |A| 6= 0, tai (3.6) lygyb
es abi puses i² kair
es padaugin¦ i² atvirk²tin
es
matricos A−1, gausime

X = A−1Y. (3.8)
Vadinasi, i²sprend¦ (3.5) lyg£iu� sistem¡ kintamu�ju� y1, y2, . . . , yn atºvilgiu, matrica prie
kintamu�ju� x1, x2, . . . , xn bus matricos A atvirk²tin
e matrica. Ta£iau tiesiniu� lyg£iu� sistem¡
mokame i²spr¦sti vartodami elementariuosius pertvarkius. Patogiausia tai daryti taip:
²alia matricos A para²yti vienetin¦ matric¡ E ir elemetariaisiais pertvarkiais matric¡ A
"paversti" vienetine matrica � tuomet vienetin
e matrica E "taps" atvirk²tine matrica
A−1. Pademonstruosime tai auk²£iau nagrin
etu pavyzdºiu:




5 4 2|1 0 0
1 0 −1|0 1 0

−1 0 2|0 0 1


 ∼




1 0 −1|0 1 0
5 4 2|1 0 0

−1 0 2|0 0 1


 ∼




1 0 −1 | 0 1 0
0 4 7 | 1 −5 0
0 0 1 | 0 1 1


 ∼

∼



1 0 0 | 0 2 1
0 4 0 | 1 −12 −7
0 0 1 | 0 1 1


 ∼




1 0 0 | 0 2 1
0 1 0 | 0, 25 −3 −1, 75
0 0 1 | 0 1 1


 .

3.5. Kramerio formul
es.
�iame skyrelyje i²vesime Kramerio formules n tiesiniu� lyg£iu� sistemai su n neºinomu�ju�

ir nelygiu nuliui koe�cientu� matricos determinantu. Kad tokios formul
es teisingos dvieju�
bei triju� tiesiniu� lyg£iu� sistemoms jau ºinome.

Tiesiniu� lyg£iu� sistem¡




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(3.9)
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galime uºra²yti matriciniu pavidalu (kaip ir (3.5) sistem¡): AX = B; £ia |A| 6= 0,

X =




x1

x2
...

xn




ir B =




b1

b2
...
bn




. (3.10)

I² £ia

X = A−1B =
1

|A|




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann







b1

b2
...
bn




=

=
1

|A|




b1A11 + b2A21 + . . . + bnAn1

b1A12 + b2A22 + . . . + bnAn2
...

b1A1n + b2A2n + . . . + bnAnn




. (3.11)

Nesunku suvokti, kad (3.11) stulpelio elementai yra determinantu� Di, i = 1, 2, . . . , n,
(kurie skiriasi nuo determinanto |A| tik i -uoju stulpeliu � jo vietoje i�ra²ytas laisvu�ju�
nariu� stulpelis) skleidiniai pagal ²i� stulpeli�. Vadinasi,

xi =
Di

|A| i = 1, 2, . . . , n,

t. y. gavome Kramerio formules.
3.6. Uºdaviniai.
1. Tegu

A =




3 0
−1 2

1 1


 , B =




1 5 2
−1 1 0
−4 1 3


 , C =



−3 −1

2 1
4 3


 , D =

(
4 −1
2 0

)
.

Kurios i² ²iu� matricu� apibr
eºtos: A + B, A + C, AB, BA, CD, DC, D2? Raskite jas.
2. Apskai£iuokite matricu� sandaugas:

1)




3 1 1
2 1 2
1 2 3


 ·




1 1 −1
2 −1 1
1 0 1


 ; 2)

(
4 3
7 5

)
·
(
−28 93

38 −126

)
·
(

7 3
2 1

)
.

3. Apskai£iuokite:

1)




2 1 1
3 1 0
0 1 2




2

; 2)

(
3 2

−4 −2

)5

; 3)

(
1 1
0 1

)n

; 4)

(
cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)n

;

5)

(
7 4

−9 −5

)n

; 6)

(
2a −a2

1 0

)n

; 7)




1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




3

.
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4. Raskite visas matricas, kurios yra komutatyvios su matrica A, kaiA = :

1)

(
1 2

−1 −1

)
; 2)

(
1 1
0 1

)
; 3)

(
7 −3
5 −2

)
; 4)




1 0 0
0 1 0
3 1 2


 .

5. Raskite matricos A atvirk²tin¦ matric¡, kai A = :

1)

(
1 2
2 5

)
, 2)

(
3 4
5 7

)
, 3)




1 2 −3
0 1 2
0 0 1


 , 4)




3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1


 ,

5)




1 3 −5 7
0 1 2 −3
0 0 1 2
0 0 0 1


 , 6)




1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6


 , 7)




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 ,

8)




1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




, 9)




0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0




.

6. I²spr¦skite lygti� (X yra neºinomoji matrica):

1)

(
1 2
1 4

)
X =

(
2 2
3 5

)
, 2) X

(
3 5

−1 −2

)
=

(
1 2
3 4

)
,

3)

(
3 1
7 2

)
X

(
2 5
1 2

)
=

(
1 −1
2 3

)
, 4)

(
3 2
2 2

)
X

(
2 3
3 5

)
=

(
2 5
4 2

)
,

5)

(
5 4
3 2

)
X

(
2 1
4 2

)
=

(
3 2
1 4

)
, 6)

(
3 5
9 15

)
X

(
3 1
5 2

)
=

(
3 6
2 4

)
.

7. Tegu A ir B � nei²sigimusios matricos. I�rodykite, kad visos ²ios lygyb
es yra ekvi-
valen£ios:

AB = BA, AB−1 = B−1A, A−1B = BA−1, A−1B−1 = B−1A−1.

8. I�rodykite, kad lygyb
e
AB −BA = E

negalima.
9. Raskite visas antros eil
es kvadratines matricas, kuriu� kvadratas yra nulin
e matrica.
10. Raskite visas antros eil
es kvadratines matricas, kuriu� kubas yra nulin
e matrica.
11. Raskite visas antros eil
es kvadratines matricas, kuriu� kvadratas yra vienetin
e

matrica.
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4

Analizin
es geometrijos elementai

Analizin
e geometrija yra matematikos ²aka, kuri vartodama koordina£iu� metod¡ geomet-
riniu� objektu� savybes nagrin
eja algebros metodais. Reikia atkreipti d
emesi�, kad tiek
koordin£iu� metodas, tiek pagrindiniai algebros metodai buvo ºinomi seniai, ta£iau anali-
zinei geometrijai pradºi¡ dav
e ju� susijungimas.

4.1. Vektoriai.
Vektoriu� galima apibr
eºti kaip grynai geometrini� objekt¡: vektoriumi vadiname atkar-

p¡, kuriai priskirta kuri nors kryptis. Vektoriais patogu reik²ti dydºius, kuriems apib	udinti
reikalingas ne tik jo didumas, bet ir kryptis. B	udingas vektoriu� pritaikymo pavyzdys
gal
etu� b	uti k	un¡ veikian£ios j
egos vaizdavimas. J
ega, veikianti k	un¡, yra tam tikro dydºio
ir veikia tam tikra kryptimi. Geometriniai vektoriai paprastai ºymimi ~a, ~b, ~c ir t.t, arba,
kai nurodomi vektoriaus pradºios ir galo ta²kai � ~AB, ~MN , o ju� ilgiai � |~a|, |~b|, |~c|, | ~AB|,
| ~MN |.

Du vektoriai vadinami lygiais, jeigu ju� ilgiai ir kryptys sutampa.
Vektoriai, esantys vienoje ties
eje arba lygiagre£iose ties
ese, vadinami kolineariaisiais

vektoriais.
I² vektoriu� lygumo apibr
eºimo i²plaukia, kad visai nesvarbu kokiame erdv
es ta²ke yra

vektoriaus pradºia. Vadinasi, vektoriu� galima suvokti, kaip visu� erdv
es ta²ku� lygiagretu�
post	umi� tam tikra kryptimi ir tam tikru atstumu.

I² vidurin
es mokyklos kurso ºinome, kad su geometriniais vektoriais galimi tokie
tiesiniai veiksmai :

• dvieju� vektoriu� ~a ir ~b suma vadinamas vektorius ~a + ~b, kuris yra lygiagretainio su
kra²tin
emis ~a ir ~b, i�striºain
es vektorius (ºr. 5 pav.).

Pastaba. Kadangi ~BC = ~b, tai sum¡ ~a +~b = ~AC galime gauti prie vektoriaus ~a galo
prid
ej¦ vektoriu� ~b ir po to sujung¦ pirmojo pradºi¡ su antrojo galu. T¡ pati� rezultat¡ �
vektoriu� ~AC � gausime prie vektoriaus ~b galo prid
ej¦ vektoriu� ~a.

a


b
 a
 b

+


b


A
 B


a
 C


A


a


b


a
-
b


5 pav. 6 pav.
• k~a yra vektorius, kurio ilgis k|~a|, o kryptis, kai k > 0, tokia pat kaip ir vektoriaus

~a, ir, jeigu k < 0, prie²inga; jeigu k = 0, gausime vadinam¡ji� nulini� vektoriu� ~0, kurio ilgis
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lygus nuliui, o kryptis neapibr
eºta;
nulinio vektoriaus � ir pradºia, ir galas yra viename ta²ke, tod
el jis gali b	uti laikomas

kolineariu su bet kuriuo vektoriumi; vadinasi vektoriai ~a ir k~a visuomet kolinearieji; jei
nenuliniai vektoriai ~a ir ~b yra kolinearieji, tai egzistuoja toks skai£ius k, su kuriuo ~b = k~a.

Vektoriu� skirtumas yra i²vestinis veiksmas, apibr
eºiamas naudojantis sumos apibr
e-
ºimu: vektoriaus ~a ir vektoriaus ~b skirtumu vadinamas vektorius, kuri� sud
ejus su vekto-
riumi ~b, gaunamas ~a (²is skirtumas ºymimas ~a−~b, ºr. 6 pav.).

Pastaba. Nesunku pasteb
eti, kad ~a−~b = ~a + (−1)~b.
Vektoriu� tiesiniu� veiksmu� savyb
es.
• ~a +~b = ~b + ~a (sud
eties komutatyvumas).
Savyb
e i²plaukia tiesiog i² vektoriu� sumos apibr
eºimo (ºr. pastab¡).
• ~a + (~b + ~c) = (~a +~b) + ~c (sud
eties asociatyvumas).
I�rodymas. I² 7 paveikslo matome, kad ir suma ~a + (~b +~c), ir suma (~a +~b) +~c lygi tam

pa£iam vektoriui ~AB. Taigi jos lygios.
• k(~a +~b) = k~a + k~b (distributyvumas).
I�rodymas. Kai vektoriai ~a ir ~b nekolinear	us, ²i savyb
e i²plaukia i² 8 paveiksle pavaiz-

duotu� lygiagretainiu� pana²umo: k~c = k~a + k~b. �ia ~c = ~a +~b.
Kai vektoriai ~a ir ~b kolinear	us, ²i savyb
e taip pat nesunkiai i�rodoma geometri²kai.

a
 b


c


a


b


A


B


+


+
b


c


a


b


ka


kb


c


kc


7 pav. 8 pav.
Vektoriu� projekcijos.
Taikant vektorius labai svarbu mok
eti juos uºra²yti analizi²kai � formul
emis. Taigi

kaip pereiti nuo geometrin
es vektoriaus sampratos prie algebrin
es? Pirmasis ºingsnis ²ia
kryptimi � vektoriaus projekcijos kryptin
eje ties
eje s¡vokos i�vedimas.

Kryptine tiese (projekciju� a²imi) vadinsime ties¦, kurioje pasirinktas ilgio vienetas ir
nurodyta ties
es kryptis, pavyzdºiui, kuriuo nors ²ios ties
es vektoriumi (9 pav. ties
es Ot
kryptis yra tokia pat kaip ir vektoriaus ~OA kryptis, o ilgio vienetas � vektoriaus ~OA ilgis).

I² vektoriaus ~a pradºios ir galo ta²ku� i� ties¦ Ot nuleiskime statmenis, kurie su tiese
kertasi ta²kuose M ir N (ºr. 9 pav.). Vektoriaus ~MN ilgi� paºym
ekime l.

Vektoriaus ~a projekcija at = prOt~a ties
eje Ot vadinsime skai£iu� l, kai vektoriu� ~a ir ~MN
kryptys sutampa, skai£iu� −l, kai ju� kryptys prie²ingos, ir projekcij¡ laikome lygia nuliui,
kai vektorius ~a statmenas tiesei Ot.

Lengva pasteb
eti, kad visu� vektoriu�, lygiu� vektoriui ~a (pavyzdºiui, ~MB, ~CD), projek-
cijos ties
eje Ot yra lygios. Tod
el projektuojam¡ vektoriu� visada galima perkelti kad jo
pradºios ta²kas priklausytu� projekciju� a²iai.

Jeigu paºym
esime β = ∠BEt (9 pav.), tuomet at = |~a| cos β. �ia β � kampas tarp
vektoriaus ~a ir projekciju� a²ies Ot, 0 ≤ β ≤ π.

Dabar tarkime, kad projekciju� a²is Ot yra ties
e erdv
eje, projektuojamas vektorius ~a
� taip pat erdv
es vektorius. Tuomet, nor
edami gauti ²io vektoriaus projekcij¡ ties
eje Ot,
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per vektoriaus pradºios ir pabaigos ta²kus i²veskime plok²tumas, statmenas projekciju�
a²iai (10 pav.). Ta²kai M ir N yra i²vestu� plok²tumu� susikirtimo su projekciju� a²imi
ta²kai. Tuomet lieka pakartoti "plok²tumini�" projekcijos apibr
eºim¡ � ir tur
esime erdv
es
vektoriaus projekciju� a²yje s¡vok¡.

Dvieju� vektoriu� sumos projekcija kurioje nors a²yje Ot lygi tu� vektoriu� projekciju�
sumai: jeigu ~c = ~a +~b, tai ct = at + bt.

Vektoriu� padauginus i² skai£iaus, jo projekcija a²yje Ot taip pat padauginama i² ²io
skai£iaus: jeigu ~c = k~a, tai ct = kat.

�ie teiginiai nesunkiai i²plaukia i² vektoriaus projekcijos a²yje apibr
eºimo.

O

A


t


l


D


B
a


l


C


1


 
E


O


A


t


l


M


N


a


1


9 pav. 10 pav.
Tarkime, turime plok²tumos sta£iakamp¦ koordina£iu� sistem¡ xOy, kurios a²yje Ox

atid
etas vienetinio ilgio vektorius ~i, o a²yje Oy atid
etas vienetinio ilgio vektorius ~j (ºr.
11 pav.).

a


O


A


j


i


x


y


C


B


a


O


A


j


x


y
C


B


k


z


D


E


i


11 pav. 12 pav.
Tuomet, pavyzdºiui, jeigu ~a yra plok²tumos vektorius ir jo pradºia yra koordina£iu�
pradºios ta²ke O(0; 0), o galas � ta²ke A(ax; ay), tai i² veiksmu� su vektoriais apibr
eºimu�
ir kolineariu�ju� vektoriu� savyb
es i²plaukia, kad ~a = ~OB + ~OC = ax

~i + ay
~j. �inoma, toki¡

pat i²rai²k¡ turi ir kiekvienas jam lygus plok²tumos vektorius. Taigi, i�vedus koordina£iu�
sistem¡, kiekvienas plok²tumos vektorius gali b	uti sutapatintas su dvieju� skai£iu� (²io vek-
toriaus projekciju� koordina£iu� a²yse) rinkiniu (ax; ay). Atkreipkime d
emesi�, kad b	utent
²iuo momentu nuo geometrinio vektoriaus pereiname prie algebrin
es jo i²rai²kos. V
eliau
vektoriumi pavadinsime tiesiog n skai£iu� rinkini�.

Jeigu ~a yra erdv
es vektorius ir jo pradºia yra koordina£iu� pradºios ta²ke O(0; 0; 0), o
galas � ta²ke A(ax; ay; az) (12 pav.), tai ~a = ~OE+ ~OD = ~OB+ ~OC+ ~OD = ax

~i+ay
~j+az

~k =
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(ax; ay; az). �ia ~i yra Ox a²ies vienetinis vektorius, ~j � Oy a²ies vienetinis vektorius, o ~k
� Oz a²ies vienetinis vektorius.

Dabar ir geometriniai veiksmai su vektoriais (daugyba i² skai£iaus bei sud
etis) gali b	uti
i²reik²ti "algebri²kai": vektoriu� padauginti i² skai£iaus rei²kia jo projekcijas padauginti i²
²io skai£iaus, sud
eti du vektorius � tai rei²kia sud
eti ju� atitinkamas projekcijas. Skaitytojas
tuo nesunkiai i�sitikins pats.

I² vektoriu� sud
eties gauname: jei vektoriaus ~AB pradºios ta²kas yra A(x1; y1), o galas
� ta²kas B(x2; y2), tai ~AB = (x2 − x1; y2 − y1).

Skaliarin
e sandauga.
Analizin
eje geometrijoje svarbi vektoriu� skaliarin
es sandaugos s¡voka.

Apibr
eºimas. Vektoriu� ~a ir ~b skaliarine sandauga vadinamas
skai£ius ~a · ~b = |~a||~b| cos ϕ; £ia ϕ yra kampas tarp vektoriu� ~a ir
~b (13 pav.).

a


b


A
 B
 


13 pav.


Jei vektoriaus ~b projekcij¡ vektoriuje ~a paºym
esime ~b~a, o vektoriaus ~a projekcij¡ vek-
toriuje ~b paºym
esime ~a~b, tai i² skaliarin
es sandaugos apibr
eºimo

~a ·~b = |~a| ·~b~a = |~b| · ~a~b. (4.1)

�ios lygyb
es kartais naudingos geometrijoje.
Pastaba. Kai ~a = ax

~i+ay
~j +az

~k = (ax; ay; az), tai i² tikru�ju� ax = ~a~i, ay = ~a~j, az = ~a~k.
Skaliarin
es sandaugos savyb
es:
• ~a ·~b = ~b · ~a (i²plaukia i² (4.1) lygyb
es);
• k(~a ·~b) = (k~a) ·~b = ~a · (k~b);
• ~a · (~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c.
Paskutiniosios dvi savyb
es nesunkiai i�rodomos pasinaudojus (4.1) lygybe ir vektoriu�

projekciju� savyb
emis.
I² apibr
eºimo i²plaukia, kad du nenuliniai vektoriai statmeni tik tuomet, kai ju� skalia-

rin
e sandauga lygi nuliui.
Dabar tarkime, kad vektoriai duoti projekcijomis a²yse: ~a = ax

~i + ay
~j + az

~k =

(ax; ay; az), ~b = bx
~i + by

~j + bz
~k = (bx; by; bz). Naudodamiesi skaliarin
es sandaugos

savyb
emis apskai£iuokime ju� skaliarin¦ sandaug¡:

~a ·~b = (ax
~i + ay

~j + az
~k) · (bx

~i + by
~j + bz

~k) = axbx(~i ·~i) + axby(~i ·~j) + axbz(~i · ~k)+

+aybx(~j ·~i) + ayby(~j ·~j) + aybz(~j · ~k) + azbx(~k ·~i) + azby(~k ·~j) + azbz(~k · ~k).

Kadangi
~i ·~i = 1, ~j ·~j = 1, ~k · ~k = 1,
~i ·~j = ~j ·~i = 0, ~j · ~k = ~k ·~j = 0, ~k ·~i =~i · ~k = 0,

tai ~a ·~b = axbx + ayby + azbz.
Kai ~a = ~b, gauname vektoriaus skaliarini� kvadrat¡ ~a 2 = ~a · ~a = a2

x + a2
y + a2

z. Kita
vertus, ~a 2 = |~a|2. Tod
el |~a| =

√
a2

x + a2
y + a2

z.
Kamp¡ tarp vektoriu� galima apskai£iuoti pasinaudojus formule:

cos ϕ =
axbx + ayby + azbz√

a2
x + a2

y + a2
z

√
b2
x + b2

y + b2
z

. (4.2)
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Tegu ~a = (ax; ay; az), |~a| = 1, o ²io vektoriaus kampai su koordina£iu� a²iu� Ox, Oy, Oz
teigiamosiomis kryptimis atitinkamai yra α, β, γ. Tuomet ax = cos α, ay = cos β, az =
cos γ. � I�rodykite. �ie kosinusai vadinami vektoriaus krypties kosinusais.

Vektorin
e sandauga.
Tarkime, kampas tarp vektoriu� ~a ir ~b yra lygus ϕ.
Apibr
eºimas. Vektoriu� ~a ir ~b vektorine sandauga vadina-
mas vektorius ~c, kurio ilgis lygus vektoriu� ~a ir ~b sudaryto
lygiagretainio ploto vienetu� skai£iui (t. y. |~a||~b| sin ϕ) ir yra
statmenas lygiagretainio plok²tumai; vektorius ~c nukreiptas
taip, kad sistema ~a, ~b, ~c b	utu� de²inin
e (ºi	urint i² vektoriaus
~c vir²	un
es, vektoriu� ~a iki vektoriaus ~b kampu ϕ reikia sukti
prie² laikrodºio rodykl¦) (14 pav.).

c


b


a


 


14 pav.


Vektorin¦ sandaug¡ ºym
esime ~a×~b .
Vektorin
es sandaugos savyb
es:
• ~a×~b = −(~b× ~a);
• (k~a)×~b = k(~a×~b) = ~a× (k~b);
• (~a +~b)× ~c = (~a× ~c) + (~b× ~c).
Pirmosios dvi savyb
es gaunamos tiesiogiai i² apibr
eºimo, o tre£i¡ i�rodyti kiek sunkiau

� reikia nagrin
eti abieju� lygyb
es pusiu� vektorius atskirai ir i�sitikinti, kad jie lyg	us.
Vektorin
e sandauga gali b	uti nulinis vektorius ir kai n
e vienas i² daugikliu� n
era nulinis:

jei vektoriai ~a ir ~b kolinear	us (priklauso lygiagre£ioms ties
ems), tai ~a×~b = ~0 ir atvirk²£iai
� jei ~a×~b = ~0, tai ~a ir ~b � kolinear	us. Atskiru atveju, ºinoma, ~a× ~a = ~0.

Jeigu ~i, ~j ir ~k yra koordina£iu� a²iu� vienetiniai vektoriai, tai:

~i×~i = ~0, ~j ×~j = ~0, ~k × ~k = ~0,
~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j,
~j ×~i = −~k, ~k ×~j = −~i, ~i× ~k = −~j.

(4.3)

Sudauginkime "vektori²kai" vektorius, kai jie duoti projekcijomis koordina£iu� a²yse:
~a = ax

~i + ay
~j + az

~k = (ax; ay; az), ~b = bx
~i + by

~j + bz
~k = (bx; by; bz). Tuomet

~a×~b = (ax
~i + ay

~j + az
~k)× (bx

~i + by
~j + bz

~k) = axbx(~i×~i) + axby(~i×~j) + axbz(~i× ~k)+

+aybx(~j ×~i) + ayby(~j ×~j) + aybz(~j × ~k) + azbx(~k ×~i) + azby(~k ×~j) + azbz(~k × ~k).

I�ra²ykime (4.3) vektoriniu� sandaugu� i²rai²kas ir sugrupuokime narius taip:

~a×~b = (aybz − azby)~i− (axbz − azbx)~j + (axby − aybx)~k. (4.4)

O pastar¡ji� rei²kini� galima uºra²yti determinantu. Taigi

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣
. (4.5)

Mi²rioji triju� vektoriu� sandauga.
Tris vektorius galima sudauginti i�vairiai, pavyzdºiui, pirmuosius du � "skaliari²kai"

(gausime skai£iu�) ir rezultat¡ padauginti i² tre£iojo vektoriaus arba pirmuosius du sudau-
ginti "vektori²kai", o gaut¡ vektoriu� padauginti "vektori²kai" i² tre£iojo. Mes nagrin
esime
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mi²ri¡j¡ sandaug¡ � kai pirmieji du sudauginami "vektori²kai", o po to gautasis vektorius
dauginamas i² tre£iojo vektoriaus skaliari²kai (rezultatas - realusis skai£ius).
Apibr
eºimas. Triju� vektoriu� ~a, ~b ir ~c mi²ri¡ja san-
dauga vadiname: (~a,~b,~c) = (~a×~b) · ~c.
�itokia sandauga turi labai ai²ki¡ geometrin¦ prasm¦
� jos modulis yra lygus gretasienio, nusakyto trimis
vektoriais ~a, ~b ir ~c, i²einan£iais i² vienos vir²	un
es (15
pav.), t	uriui:

VDAEBCHFG = |(~a,~b,~c)|.

c


b


a


a
 b


C


B


A


D


E


F

H


G


15 pav.


I² tikru�ju� sandaugos ~a×~b ilgis lygus gretasienio pagrindo plotui, skaliarin
e sandauga
|~a×~b||~c| · cos β yra pagrindo ploto ir gretasienio auk²tin
es sandauga, t. y. t	uris; £ia β yra
kampas tarp gretasienio briaunos ~c ir auk²tin
es vektoriaus ~a×~b.

Trimis vektoriais ~a, ~b ir ~c nusakoma ir piramid
e DABC (ºr. 15 pav.). Nesunku
susivokti, kad jos t	uris lygus vienam ²e²tadaliui gretasienio t	urio. Taigi

VDABC =
1

6
|(~a,~b,~c)|.

Suraskime triju� vektoriu� mi²ri¡j¡ sandaug¡, kai vektoriai duoti projekcijomis koordi-
na£iu� a²yse: ~a = ax

~i + ay
~j + az

~k = (ax; ay; az), ~b = bx
~i + by

~j + bz
~k = (bx; by; bz), ~c =

cx
~i+ cy

~j + cz
~k = (cx; cy; cz). I² mi²riosios sandaugos apibr
eºimo, pasinaudoj¦ (4.4) lygybe

ir apskai£iav¦ skaliarin¦ sandaug¡, gauname

(~a,~b,~c) = ((aybz − azby)~i− (axbz − azbx)~j + (axby − aybx)~k) · (cx
~i + cy

~j + cz
~k) =

cx(aybz − azby)− cy(axbz − azbx) + cz(axby − aybx).

Pastaroji suma (prisiminkime determinanto skleidini� eilute) yra determinantas
∣∣∣∣∣∣∣

cx cy cz

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣
.

Sukeit¦ ²io determinanto pirm¡sias dvi eilutes vietomis, o po to � antr¡j¡ su tre£i¡ja,
gauname, kad

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣
. (4.6)

Trys vektoriai vadinami komplanariais, jeigu juos galima patalpinti vienoje plok²tu-
moje. Ar duotieji trys vektoriai komplanar	us, galima nustatyti pagal ju� mi²riosios san-
daugos reik²m¦.

Trys vektoriai ~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz), ~c = (cx; cy; cz), tarp kuriu� n
era nulinio,
yra komplanar	us tik tuomet, kai (~a,~b,~c) = 0.

Platesniuose analizin
es geometrijos kursuose nagrin
ejami ir kitokie vektoriu� taikymai.
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4.2. Uºdaviniai.
1. Vektorius su Ox a²imi sudaro α = 450 kamp¡, su Oz a²imi � kamp¡ γ = 450. Koki�

kamp¡ vektorius sudaro su Oy a²imi?
Ats. 600 arba 1200.
2. Duota: |~a| = 13, |~b| = 19, |~a +~b| = 24. Apskai£iuokite |~a−~b|.
Ats. 22.
3. I�rodykite, kad keturi ta²kai A(3;−1; 2), B(1; 2;−1), C(−1; 1;−3), D(3;−5; 3) yra

trapecijos vir²	un
es.
4. Apskai£iuokite vektoriu� ~a = (3;−5; 8) ir ~b = (−1; 1;−4) sumos ir skirtumo ilgius.
Ats. |~a +~b| = 6, |~a−~b| = 14.
5. Vektoriai ~a = (2;−3; 6) ir ~b = (−1; 2;−2) i²eina i² vieno ta²ko. Apskai£iuokite

vektoriaus ~c, nukreipto pusiaukampin
es kryptimi, koordinates, jeigu |~c| = 3
√

42.
Ats. ~c = (−3; 15; 12).
6. Vektoriai ~a ir ~b sudaro kamp¡ ϕ = 2π

3
ir |~a| = 4, |~b| = 3. Apskai£iuokite: 1) ~a ·~b;

2) ~a2; 3) ~b2; 4) (~a +~b)2; 5) (3~a + 2~b)2; 6) (3~a− 2~b) · (~a + 2~b); 7) (~a−~b)2.
Ats. 1) -6; 2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) 73; 6) -61; 7) 37.
7. Apskai£iuokite ~a ·~b +~b · ~c + ~c · ~a, jeigu ~a +~b + ~c = ~0 ir |~a| = |~b| = |~c| = 1.
Ats.−3

2
.

8. Apskai£iuokite trikampio ABC kampus ir i�rodykite, kad trikampis lygia²onis, jeigu
jo vir²	uniu� koordinar
es yra A(1; 2; 1), B(3;−1; 7), C(7; 4;−2).

9. Vektoriai ~a ir ~b sudaro kamp¡ ϕ = 2π
3
ir |~a| = 1, |~b| = 2. Apskai£iuokite: 1) (~a×~b)2;

2) ((2~a +~b)× (~a + 2~b))2; 3) ((~a + 3~b)× (3~a−~b))2.
Ats. 1) 3; 2) 27; 3) 300.
10. Lygiagretainio dvi kra²tin
es yra vektoriai ~a = ~k−~j ir ~b =~i+~j +~k. Apskai£iuokite

lygiagretainio i�striºainiu� ilgius ir lygiagretainio plot¡.
Ats.

√
5, S =

√
6.

11. Apskai£iuokite trikampio su vir²	un
emis A(1; 2; 0), B(3; 0;−3), C(5; 2; 6) plot¡.
Ats. 14.
12. Apskai£iukite vektoriu� ~a = (1;−1; 3), ~b = (−2; 2; 1) ir ~c = (3;−2; 5) mi²ri¡j¡

sandaug¡.
Ats. -7.
13. Ar ta²kai A(1; 2;−1), B(0; 1; 5), C(−1; 2; 1) ir D(2; 1; 3) priklauso vienai plok²tu-

mai?
Ats. Taip.
14. Apskai£iuokite tetraedro, kurio vir²	un
es yra ta²kai A(2;−1; 1), B(5; 5; 4),

C(3; 2;−1) ir D(4; 1; 3) t	uri�.
Ats. 3.
15. Ar vektoriai ~a = (2; 3;−1), ~b = (1;−1; 3) ir ~c = (1; 9;−11) komplanar	us?
Ats. Taip.

4.3. Ties
e plok²tumoje.
Bendroji ties
es lygtis.
Tarkime, plok²tumoje duota sta£iakamp
e koordina£iu� sistema xOy ir nubr
eºta kuri

nors kreiv
e l (16 pav.). Tegu M(x; y) bet kuris ²ios kreiv
es ta²kas. Jeigu kreiv
es ta²ku�
koordinat
es x ir y susietos lygtimi F (x, y) = 0, kurios netenkina jokie kiti plok²tumos
ta²kai, tai ²i lygtis vadinama kreiv
es l lygtimi.
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Papras£iausia plok²tumos kreiv
e yra ties
e. Kokia beb	utu� ties
e, j¡ galima nusakyti
pasirinktuoju ties
es ta²ku A(x0; y0) ir nenuliniu vektoriumi ~n = (a; b), statmenu tiesei (17
pav.). �is vektorius vadinamas ties
es normal
es vektoriumi.

Pastaba. Ties¦ plok²tumoje galima nusakyti ir kitaip, pavyzdºiui, dviem jos ta²kais
arba vienu jos ta²ku ir kampu, kuri� ties
e sudaro su abscisiu� a²imi, ir pan.

O


16 pav.


M
(
x,y
)


y


x


l

.


O


17 pav.


A


x


y


.
n


M
.

.
P


Tegu M(x; y) � bet kuris ties
es ta²kas. Tuomet vektoriai ~n = (a; b) ir ~AM =

(x − x0; y − y0) yra statmeni ir tod
el ~n · ~AM = 0, t.y. a(x − x0) + b(y − y0) = 0.
Paºym
ej¦ c = −ax0 − by0, gausime lygti�

ax + by + c = 0. (4.7)
�ios lygties netenkina jokie kiti plok²tumos ta²kai. I² tikru�ju�, jeigu P (x1; y1) neb	utu�
ties
es ta²kas, o jis tenkintu� (4.7) lygti�, tai gautume, kad ~AP⊥~n (prie²tara teiginiui "du
nenuliniai vektoriai statmeni tik tuomet, kai ju� skaliarin
e sandauga lygi nuliui". Vadinasi,
(4.7) yra ties
es, nusakytos ta²ku A(x0; y0) ir normal
es vektoriumi ~n = (a; b), lygtis.

Kita vertus, kai bent vienas i² koe�cientu� a ir b nelygus nuliui, tai(4.7) lygties spren-
diniai yra ta²kai, sudarantys ties¦. I�rodysime tai.

Pasirinkime tis skirtingus (4.7) lygties sprendinius A(x1; y1), B(x2; y2) ir C(x3; y3) (²i
lygtis turi be galo daug sprendiniu�). Taigi galioja:

ax1 + by1 + c = 0, ax2 + by2 + c = 0, ax3 + by3 + c = 0 ⇒
a(x2 − x1) + b(y2 − y1) = 0, a(x3 − x1) + b(y3 − y1) = 0 ⇒ ~AB⊥~n, ~AC⊥~n ⇒

vektoriai ~AB ir ~AC kolinear	us ⇒ ta²kai A, B ir C priklauso vienai tiesei.
Kadangi kiekvien¡ reali¡j¡ kintamojo x (arba y) reik²m¦ atitinka lygties (4.7) sprendinys,
tai galima teigti, kad ²ios lygties sprendiniai uºpildo ties¦ i²tisai.

I�rod
eme, kad bet kuri ties
e uºra²oma (4.7) lygtimi ir, atvirk²£iai, (4.7) lygtis, kai bent
vienas i² koe�cientu� a ir b nelygus nuliui, rei²kia ties¦. Tod
el ²i lygtis vadinama bendr¡ja
ties
es lygtimi.

Kryptin
e ties
es lygtis.
Jau i² vidurin
es mokyklos kurso paºi�stamas ties
es lygties kryptinis pavidalas

y = mx + n (4.8)

(kai ties
e n
era lygiagreti su ordina£iu� a²imi).
�itokia ties
es lygtis gali b	uti gauta, kai duotas ta²kas A(0; n), kuriame ties
e kerta Oy

a²i� ir kampas α, kuri� ji sudaro su koordina£iu� a²ies Ox teigiam¡ja kryptimi; £ia m = tgα
yra ties
es krypties koe�cientas (18 pav.).

I² tikru�ju�, pagal tokius ties
es duomenis jos pad
eti� galima apib	udinti ta²ku A(0; n) ir
vienetinio ilgio normale, sudaran£ia su Ox a²imi kamp¡ π

2
+α. Tuomet normal
es vektorius

yra ~n0 = (cos(π
2
+α); cos α) = (− sin α; cos α), o ties
es lygtis− sin α·(x−0)+cos α·(y−n) =

0. I² ²ios lygties i²rei²k¦ kintam¡ji� y, gausime kryptin¦ ties
es lygti� (4.8).
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O


18 pav.


A
(0
;n
)


x


y


n


.

0


 
 O


19 pav.


A
(
x
; 
y
)


x


y


s


.
0
 0


.

M
(
x
; 
y
)


Ties
es, i²vestos per ta²k¡ duot¡ja kryptimi, lygtis.
Tarkime, duotas ta²kas A(x0; y0), per kuri� eina ties
e, ir vektorius ~s = (l; m) (ties
es

krypties vektorius), kolinearus su tiese (19 pav.)
Pasirinkime bet kuri� ties
es ta²k¡ M(x; y). Tuomet vektoriai ~s = (l; m) ir ~AM =

(x − x0; y − y0) kolinear	us, t.y. egzistuoja skai£ius λ 6= 0, jog ~AM = λ~s arba x − x0 =
λl, y−y0 = λm. Kai ties
es krypties vektorius n
era lygiagretus n
e su viena i² koordina£iu�
a²iu�, gauname lygti�

x− x0

l
=

y − y0

m
. (4.9)

Kai ties
es krypties vektorius yra lygiagretus su viena i² koordina£iu� a²iu�, pavyzdºiui, su
Oy a²imi (~s = (0; 1)), tai, kad b	utu� patogiau, (4.9) lygtyje tiesiog ra²oma

x− x0

0
=

y − y0

1

(nors trupmenos vardiklyje matyti nuli� ir nei�prasta).
Jeigu duoti du ties
es ta²kai A(x1; y1) ir B(x2; y2) , tai krypties vektoriumi galime laikyti

vektoriu� ~AB (20 pav.). Tuomet pagal (4.9) ties
es, einan£ios per ²iuos ta²kus, lygtis tokia:

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

. (4.10)

O


20 pav.


A
(
x
; 
y
)


x


y


.
1


2


.

B(
x
; 
y
)


1


2


s


O


21 pav.


M
(
x
; 
y
)


x


y


.

0


n

p


Ties
es normalin
e lygtis.
Dabar ties¦ nusakysime jos atstumu p (p ≥ 0) nuo koordina£iu� pradºios ta²ko ir

kampu α, kuri� sudaro statmuo i� ties¦ su Ox a²ies teigim¡ja kryptimi (21 pav., kampas α
paºym
etas lankeliu su rodykle).

Tegu M(x; y) bet kuris ties
es ta²kas. Nubr
eºkime vienetinio ilgio normal
es vektoriu�
~n0 = (cos α; sin α) ir nagrin
ekime skaliarin¦ sandaug¡ ~OM · ~n0. Pagal (4.1) ~OM · ~n0 =

| ~n0| · ~OM ~n0 = p. Kita vertus ~OM · ~n0 = x · cos α + y · sin α. Taigi x cos α + y sin α = p.
Gautoji lygtis

x cos α + y sin α− p = 0 (4.11)
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vadinama ties
es normaline lygtimi.
Kartais naudinga bendr¡j¡ ties
es lygti� suvesti i� normalin¦. I²siai²kinsime kaip tai

padaryti.
Lygti� ax+by+c = 0 padauginkime i² tokio daugiklio M , kad lygtis i�gytu� (4.11) lygties

pavidal¡:

Max + Mby + Mc = 0; Ma = cos α, Mb = sin α, Mc = −p.

Apskai£iuokime daugikli� M :

Ma = cos α, Mb = sin α ⇒ M2(a2 + b2) = cos2 α + sin2 α = 1 ⇒ M = ± 1√
a2 + b2

.

Kadangi Mc = −p, o p > 0, tai Mc < 0. Vadinasi, daugiklio M ºenklas yra prie²ingas
koe�ciento c ºenklui. Kai c = 0, M ºenklas lieka nenustatytas.

Ta²ko atstumas nuo ties
es.
Apskai£iuokime ta²ko A(xo; y0) atstum¡ d nuo

ties
es t, duotos normaline lygtimi x cos α +
y sin α − p = 0 (22 pav.). Tegu ta²kas
B yra ta²ko A projekcija ties
eje t, ~n0 =
(cos α; sin α) � ilgio 1 ties
es normal
e. Tuomet
d = | ~BA| = | ~BA · ~n0| = |( ~OA − ~OB) · ~n0| =

= | ~OA · ~n0 − ~OB · ~n0|. Apskai£iuojame: ~OA · ~n0 =

= x0 cos α + y0 sin α, ~OB · ~n0 = p.

O


22 pav.


x


y


.

0
n


B


A
(
x
; 
y
)

0
0


d


t


.


Taigi gavome, kad
d = |x0 cos α + y0 sin α− p|. (4.12)

Kampas tarp dvieju� tiesiu�.
Apibr
eºimas. Kampu tarp tiesiu� vadiname kamp¡ tarp ²iu� tiesiu� normaliu� vektoriu� arba
tarp ²iu� tiesiu� kryp£iu� vektoriu�.

Jei ties
es uºra²ytos bendrosiomis lygtimis a1x + b1y + c1 = 0 ir a2x + b2y + c2 = 0, tai
kampo tarp ju� kosinus¡ cos ϕ apskai£iuosime pagal (4.2) formul¦:

cos ϕ =
a1a2 + b1b2√

a2
1 + b2

1

√
a2

2 + b2
2

. (4.13)

Jei ºinotume tu� tiesiu� kryp£iu� vektorius, tai kamp¡ tarp tiesiu� apskai£iuotume surad¦
kamp¡ tarp ju� kryp£iu� vektoriu�.

Atkreipkime d
emesi�, kad surad¦ kampo tarp tiesiu� kosinus¡, pats kampas n
era vien-
areik²mi²kai apibr
eºtas � rasime du kampus ϕ ir π − ϕ, i² kuriu� vienas smailusis, kitas �
bukasis (arba abu statieji).

Dar uºra²ykime daºnai vartojamus dvieju� tiesiu� lygiagretumo ir statmenumo poºy-
mius.

Jeigu tiesiu� normal
es kolinearios, t.y., jeigu normaliu� vektoriu� koordinat
es proporcin-
gos (a1 = λa2, b1 = λb2, λ 6= 0), tai ties
es yra lygiagre£ios, ir atvirk²£iai � jei ties
es
lygiagre£ios, tai normaliu� vektoriu� koordinat
es proporcingos.

Jeigu tiesiu� normal
es statmenos, t.y., jeigu galioja lygyb
e a1a2 + b1b2 = 0, tai ties
es
yra statmenos, ir atvirk²£iai � jei ties
es statmenos, tai galioja a1a2 + b1b2 = 0.
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4.4. Uºdaviniai.
1. Duota ties
e t : 2x + 3y + 4 = 0. Para²ykite lygti� ties
es, einan£ios per ta²k¡ M(2; 1)

ir
1) lygiagre£ios tiesei t;
2) statmenos tiese t.
Ats. 1) 2x + 3y − 7 = 0; 2) 3x− 2y − 4 = 0.
2. Duotos dvi prie²ingos kvadrato vir²	un
es A(−1; 3) ir C(6; 2). Para²ykite jo kra²tiniu�

lygtis.
Ats. 3x− 4y + 15 = 0, 4x + 3y − 30 = 0; 3x− 4y − 10 = 0, 4x + 3y − 5 = 0.
3. Trikampio kra²tiniu� lygtys yra 3x + 4y − 1 = 0, x− 7y − 17 = 0, 7x + y + 31 = 0.

I�rodykite, kad trikampis lygia²onis.
4. Para²ykite trikampio ABC kra²tiniu� lygtis, jei viena jo vir²	un
e A(1; 3), o dvieju�

pusiaukra²tiniu� lygtys yra x− 2y + 1 = 0 ir y − 1 = 0.
Ats. x + 2y − 7 = 0, x− 4y − 1 = 0, x− y + 2 = 0.
5. Apskai£iuokite koe�cient¡ k, jeigu ties
e y = kx+5 nutolusi nuo koordina£iu� pradºios

ta²ko atstumu
√

5.
Ats. k = ±2.
6. Apskai£iuokite atstum¡ tarp tiesiu� 2x− 3y = 6 ir 4x− 6y = 25.
Ats.

√
13
2
.

7. Para²ykite tiesiu�, lygiagre£iu� tiesei 3x − 4y − 10 = 0 ir nutolusiu� nuo jos
atstumu 3.

Ats. 3x− 4y − 25 = 0, 3x− 4y + 5 = 0.
8. Para²ykite kvadrato kra²tiniu� lygtis, jeigu dvi jo gretimos vir²	un
es yra A(2; 0) ir

B(−1; 4).
Ats. 4x + 3y − 8 = 0, 4x + 3y + 17 = 0, 3x− 4y − 6 = 0, 3x− 4y + 19 = 0 arba
4x + 3y − 8 = 0, 4x + 3y − 33 = 0, 3x− 4y − 6 = 0, 3x− 4y + 19 = 0.
4.5. Plok²tuma ir ties
e erdv
eje.
Plok²tumos bendroji lygtis.

Plok²tum¡ erdv
eje, kaip ir ties¦ plok²tumoje, galima nusakyti keliais b	udais. Vienas i²
b	udu� yra i²vesti plok²tum¡ per duot¡ji� erdv
es ta²k¡ A(x0; y0; z0) statmenai pasirinktajam
vektoriui ~n = (a; b; c), kuris vadimamas plok²tumos normale (23 pav.). Kad sudary-
tume tokios plok²tumos lygti�, pasirinkime bet kuri� plok²tumos ta²k¡ M(x; y; z). Tuomet:
~n⊥ ~AM, ~AM = (x−x0; y−y0; z−z0) ⇒ ~n· ~AM = 0 ⇒ a(x−x0)+b(y−y0)+c(z−z0) = 0.
Paºym
ej¦ d = −ax0 − by0 − cz0), gauname bendr¡j¡ plok²tumos lygti�

ax + by + cz + d = 0. (4.14)
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Plok²tumos normalin
e lygtis.
Tarkime, plok²tuma nusakyta taip: duoti plok²tumos normal
es vektoriaus krypties

kosinusai cos α, cos β, cos γ ir p � plok²tumos atstumas nuo koordina£iu� pradºios ta²ko. I²
²iu� duomenu� i²vedama (analogi²kai ties
es normalinei lyg£iai) plok²tumos normalin
e lygtis

x cos α + y cos β + z cos γ − p = 0. (4.15)

Norint i² bendrosios plok²tumos lygties gauti jos normalin¦ lygti�, bendr¡j¡ lygti� reikia
padauginti i² daugiklio

N = ± 1√
a2 + b2 + c2

.

Ta²ko atstumas nuo plok²tumos.
Tegu A(xo; y0; z0) erdv
es ta²kas, o x cos α+y cos β+z cos γ−p = 0 kuri nors plok²tuma

(24 pav.). Tada ~n0 = (cos α; cos β; cos γ) yra tos plok²tumos vienetinis normal
es vektorius.
Suraskime ta²ko A atstum¡ d nuo duotosios plok²tumos:

d = | ~BA| = | ~BA · ~n0| = |( ~OA− ~OB) · ~n0| = | ~OA · ~n0 − ~OB · ~n0|;

~OA · ~n0 = xo cos α + y0 cos β + z0 cos γ, ~OB · ~n0 = p.

Vadinasi, ta²ko A(xo; y0; z0) atstumas d nuo plok²tumos x cos α + y cos β + z cos γ− p = 0
yra lygus:

d = |x0 cos α + y0 cos β + z0 cos γ − p|. (4.16)
Kampas tarp dvieju� plok²tumu�.
Apibr
eºimas. Tarkime, a1x + b1y + c1z + d1 = 0 ir a2x + b2y + c2z + d2 = 0 � dvi

plok²tumos. Kampu tarp ²iu� plok²tumu� vadiname kamp¡ tarp ju� normaliu�.
Kadangi plok²tumu� normal
es yra n1 = (a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2), tai kampo tarp

dvieju� plok²tumu� kosinusas yra:

cos ϕ =
a1a2 + b1b2 + c1c2√

a2
1 + b2

1 + c2
1

√
a2

2 + b2
2 + c2

2

. (4.17)

Lygiagretumo ir statmenumo s¡lygos. Dvi plok²tumos yra lygiagre£ios tik tuomet, kai
ju� normal
es kolinearios, t.y. kai a1 = λa2, b1 = λb2, c1 = λc2, λ 6= 0; dvi plok²tumos
statmenos tik tuomet, kai ju� normal
es statmenos, t.y. kai a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0.

Ties
e erdv
eje.
Ties¦ erdv
eje galima nusakyti i�vairiai: dviem susikertan£iomis

plok²tumomis; vektoriumi, kuris lygiagretus su tiese, ir kuriuo nors
ties
es ta²ku; dviem erdv
es ta²kais, per kuriuos eina ties
e. Visi ²ie
b	udai naudingi sprendºiant analizin
es geometrijos uºdavinius.

Tarkime, kad ºinomas ties
es ta²kas A(x0; y0; z0) ir duotas ties
es
krypties vektorius ~s = (l,m, n) (vektorius, lygiagretus su tiese). I²
²iu� duomenu� sudarykime ties
es lygti�.

Tegu M(x; y; z) yra bet kuris ties
es ta²kas. Tuomet vektorius
O


25 pav.


x


y


s


z


.
A


.
M


~AM = (x − x0; y − y0; z − z0) kolinearus su ties
es krypties vektoriumi ~s = (l,m, n), t.y.
~AM = λ~s, λ 6= 0 arba
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



x− x0 = λl,
y − y0 = λm,
z − z0 = λn.

(4.18)

I² £ia gauname parametrines ties
es lygtis :




x = x0 + λl,
y = y0 + λm,
z = z0 + λn.

(4.19)

I² (4.18) lygybiu� eliminav¦ parametr¡ λ, gausime ties
es erdv
eje kanonines lygtis

x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
. (4.20)

�ios lygtys � tai dvieju� lyg£iu� sistema, kurios kiekviena lygtis gaunama sulyginus du (4.20)
lygybiu� narius.

Kaip ir tiesei plok²tumoje, ties
es erdv
eje lygtis ra²ysime (4.20) pavidalu net ir tuomet,
kai krypties vektoriaus viena arba dvi koordinat
es lygios nuliui. Pavyzdºiui, jeigu
l 6= 0, m = 0, n 6= 0 (ties
e statmena Oy a²iai), tai ties
e uºra²yta lygtimi

x− x0

l
=

y − y0

0
=

z − z0

n

pagal (4.18) rei²kia lyg£iu� sistem¡
{

y − y0 = 0,
x−x0

l
= z−z0

n
.

Jeigu l = 0, m = 0, n 6= 0 (ties
e statmena Ox ir Oy a²ims, t.y. yra lygiagreti su Oz
a²imi), tai jos kanonines lygtis ra²ysime taip:

x− x0

0
=

y − y0

0
=

z − z0

n
.

�ios lygtys i² tikru�ju� rei²kia, kad




x− x0 = 0,
y − y0 = 0,
z = t, t ∈ R.

Atkreipkime d
emesi�, kad ta pati ties
e (4.20) lygtimis uºra²oma nevienareik²mi²kai:
vietoje ta²ko A(x0; y0; z0) gali b	uti i�ra²ytas bet kuris kitas ties
es ta²kas, vietoje ties
es
krypties vektoriaus (l, m, n) gali b	uti bet kuris jam kolinearus vektorius.

Kai duoti du ties
es ta²kai A(x1; y1; z1) ir B(x2; y2; z2), tai vektoriu� ~AB galime laikyti
ties
es krypties vektoriumi, o vien¡ i² ta²ku�, pavyzdºiui, A(x1; y1; z1)� duotuoju ta²ku.
Tuomet gauname tokias ties
es, einan£ios per du ta²kus, lygtis :

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

=
z − z1

z2 − z1

. (4.21)
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Ties¦ erdv
eje taip pat galima nusakyti ir dviem plok²tumomis, einan£iomis per ²i¡
ties¦. Kai ties
e erdv
eje uºra²yta dviem susikertan£iomis plok²tumomis (normaliu� vektoriai
ne kolinear	us) {

a1x + b1y + c1z + d1 = 0,
a2x + b2y + c2z + d2 = 0,

tai, nor
edami suºinoti jos krypties vektoriu�, turime para²yti ²ios ties
es kanonines lygtis.
Kaip i² ties
es, uºra²ytos dviem plok²tumomis, gauti jos kanonines lygtis? Panagrin
ekime
pavyzdi�.

4.1 pavyzdys. Uºra²ykime ties
es
{

x + 2y − 3z = 1,
3x − 4y + z = 2

kanonines lygtis.
Sprendimas. Pirmiau ties¦ uºra²ykime dviem plok²tumomis, kuriu� viena lygiagreti

su viena i² koordina£iu� a²iu�, o kita � lygiagreti su kuria nors kita koordina£iu� a²imi.
Padaugin¦ pirm¡ lygti� i² skai£iaus λ ir sud
ej¦ su antr¡ja, gausime plok²tum¡

λ(x + 2y − 3z) + 3x− 4y + z = λ + 2,

einan£i¡ per duot¡j¡ ties¦ arba, sutrauk¦ pana²ius narius, tur
esime:

(λ + 3)x + (2λ− 4)y + (−3λ + 1)z = λ + 2.

�i plok²tuma vadinama plok²tumu� pluo²to, einan£io per ties¦, lygtimi, nes ji rei²kia bet
kuri¡ plok²tum¡ (i²skyrus pirm¡j¡ x + 2y − 3z = 1), einan£i¡ per ties¦. Su λ = −3
gausime plok²tum¡ −10x + 10y = −1 lygiagre£i¡ Ox a²iai. Su λ = 2 gausime plok²tum¡
5x− 5z = 4, lygiagre£i¡ Oy a²iai. �iu� lyg£iu� sistema

{
− 10y + 10z = −1,

5x − 5z = 4

rei²kia t¡ pa£i¡ ties¦, ta£iau i² ²ios sistemos patogiau surasti kanonines ties
es lygtis. I²
kiekvienos lygties i²reik²kime kintam¡ji� z :

z =
10y − 1

10
, z =

5x− 4

5
.

Taigi
5x− 4

5
=

10y − 1

10
= z ⇔ x− 0, 8

1
=

y − 0, 1

1
=

z − 0

1
.

I² tiesiu� kanoniniu� lyg£iu� nesunku nustatyti kuomet ties
es lygiagre£ios � turi b	uti
kolinear	us tiesiu� kryp£iu� vektoriai.

Kampas tarp tiesiu�.
Kampu tarp tiesiu� vadinamas kampas tarp ju� kryp£iu� vektoriu�.
Vadinasi, kampo tarp tiesiu� x−x1

l1
= y−y1

m1
= z−z1

n1
ir x−x2

l2
= y−y2

m2
= z−z2

n2
kosinusas yra:

cos ϕ =
lll2 + m1m2 + n1n2√

l21 + m2
1 + n2

1

√
l22 + m2

2 + n2
2

. (4.22)
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Ties
es yra statmenos tik tuomet, kai ju� kryp£iu� vektoriai statmeni, t.y. kai
l1l2 + m1m2 + n1n2 = 0.

Ties
es yra lygiagre£ios tik tuomet, kai ju� kryp£iu� vektoriai kolinear	us, t.y. kai
l1 = λl2, m1 = λm2, n1 = λn2, λ 6= 0.

Dvi ties
es, jei jos n
era lygiagre£ios, gali priklausyti vienai plok²tumai (tuomet jos
susikirs) arba gali b	uti prasilenkian£ios.

Pritaikius vektoriu� mi²riosios sandaugos savybes, nesunku i�rodyti, kad: ties
es prik-
lauso tai pa£iai plok²tumai tik tuomet, kai tiesiu� kryp£iu� vektoriu� ir vektoriaus, jungian£io
bet kuri� vienos ties
es ta²k¡ ir kitos ties
es ta²k¡, mi²rioji sandauga lygi nuliui.

Kampas tarp ties
es ir plok²tumos.
Kampas tarp ties
es ir plok²tumos yra smailusis kampas tarp ties
es ir jos projekcijos

plok²tumoje.
Raskime kamp¡ ϕ tarp ties
es x−x0

l
= y−y0

m
= z−z0

n
ir plok²tumos ax + by + cz + d = 0.

Plok²tumos normal
e su ties
es krypties vektoriumi sudaro kamp¡ π
2
− ϕ. Tod
el

cos(
π

2
− ϕ) = sin ϕ =

la + mb + nc√
l2 + m2 + n2

√
a2 + b2 + c2

. (4.23)

4.6. Uºdaviniai.
1. Para²ykite lygti� plok²tumos, einan£ios per ta²k¡ M(2; 1;−1) ir statmenos vektoriui

~n = (1;−2; 3).
Ats. x− 2y + 3z + 3 = 0.
2. Para²ykite lygti� plok²tumos, einan£ios per ta²k¡ M1(3;−1; 2) ir statmenos vektoriui−−−−→

M1M2, kai M2(4;−2;−1).
Ats. x− y − 3z + 2 = 0.
3. Para²ykite lygti� plok²tumos, einan£ios per tris ta²kus M1(3;−1; 2), M2(4;−1;−1)

ir M3(2; 0; 2).
Ats. 3x + 3y + z − 8 = 0.
4. Koki� dvisieni� kamp¡ sudaro plok²tumos x−y

√
2+z−1 = 0 ir x+y

√
2−z +3 = 0?

Ats. π
3
.

5. Para²ykite lygti� plok²tumos, kuri eina per koordina£iu� pradºi¡ statmenai plok²tu-
moms 2x− y + 3z − 1 = 0 ir x + 2y + z = 0.

Ats. 7x− y − 5z = 0.
6. I�rodykite, kad plok²tumos x−2y+z−7 = 0, 2x+y−z+2 = 0 ir x−3y+2z−11 = 0

kertasi viename ta²ke ir raskite ²i� ta²k¡.
Ats. (1;−2; 2).
7. Apskai£iuokite ta²ko P (−1; 1;−2) atstum¡ nuo plok²tumos, einan£ios per ta²kus

M1(1;−1; 1), M2(−2; 1; 3) ir M3(4;−5;−2).
Ats. 4.
8. Apskai£iuokite atstum¡ tarp plok²tumu� x− 2y− 2z− 12 = 0 ir x− 2y− 2z− 6 = 0.
Ats. 2.
9. Dvi kubo sienos priklauso plok²tumoms 2x− 2y + z− 1 = 0 ir 2x− 2y + z + 5 = 0.

Apskai£iuokite ²io kubo t	uri�.
Ats. 8.
10. Plok²tuma eina per koordina£iu� a²i� Ox ir ta²k¡ E(3; 2;−5). Para²ykite lygti� ties
es,

kuria kertasi ²i plok²tuma su plok²tuma 3x− y − 7z + 9 = 0.
Ats.

{
3x− y − 7z + 9 = 0,

5y + 2z = 0.
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11. Ar ²ios ties
es yra lygiagre£ios?

x + 2

3
=

y − 1

−2
=

z

1
,

{
x + y − z = 0,
x− y − 5z = 8.

Ats. Taip.
12. Para²ykite ties
es {

x− 2y + 3z = 4,
3x + 2y − 5z = 4

kanonines lygtis.
Ats.

x− 2

2
=

y + 1

7
=

z

4
.

13. Apskai£iuokite ta²ko M(2;−1; 3) atstum¡ nuo ties
es
x + 1

3
=

y + 2

4
=

z − 1

5
.

Ats. 0, 3
√

38.
14. Apskai£iuokite atstum¡ tarp lygiagre£iu� tiesiu�:

x− 2

1
=

y + 1

2
=

z + 3

2
,

x− 1

3
=

y − 1

2
=

z + 1

2
.

Ats. 4
√

2
3
.

15. Para²ykite lygti� plok²tumos, einan£ios per ta²k¡ M(1;−1;−1) ir statmenos tiesei
x + 3

2
=

y − 1

−3
=

z + 2

4
.

Ats. 2x− 3y + 4z − 1 = 0.
16. Su kuria m reik²me ties
e

x + 1

3
=

y − 2

m
=

z + 3

−2

lygiagreti plok²tumai?
Ats. −3.
4.7. Antros eil 
es kreiv
es.
Apibr
eºimas. Antros eil
es kreive vadinama kreiv
e, kuri uºra²oma lygtimi

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0, (4.24)

kai bent vienas i² koe�cientu� a, b, c yra nelygus nuliui.
Pastaba. Kartais antros eil
es kreiv
es koe�cientams ºym
eti patogiau naudoti t¡ pa£i¡

raid¦ su dviem indeksais, pavyzdºiui, aij. Tuomet antros eil
es kreiv¦ uºra²ysime lygtimi

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, (4.25)
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kurioje bent vienas i² koe�cientu� a11, a12, a22 yra nelygus nuliui.
Puikus tokios kreiv
es pavyzdys yra apskritimo su centru ta²ke (x0; y0) ir spinduliu r lygtis:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2. (4.26)

Kair
eje lygties pus
eje atlik¦ veiksmus, gal
etume rasti koe�cientu� a, b, c, d, e, f i²rai²kas.
Jei (4.24) lygtyje a = c, b = 0 ir d2 + e2 > af , tai tokia lygtis rei²kia apskritim¡.

I�rodykime tai.
Nagrin
ekime lygti�

ax2 + ay2 + 2dx + 2ey + f = 0 (a 6= 0). (4.27)

Lygti� padalykime i² a ir uºra²ykime (4.26) pavidalu:

x2 + y2 + 2
d

a
x + 2

e

a
y +

f

a
= 0 (a 6= 0),

(
x +

d

a

)2

+
(
y +

e

a

)2

=
d2 + e2 − af

a2
.

Matome, jog tai apskritimo su centru (−d
a
;− e

a
) ir spinduliu r =

√
d2+e2−af

a
lygtis.

Kai d2 + e2 = af , tai ²i lygtis rei²kia vieninteli� ta²k¡ (−d
a
;− e

a
), o kai d2 + e2 < af , tai

lygties netenkina joks plok²tumos ta²kas.
Kokias kreives dar gali reik²ti (4.24) lygtis? I�sitikinsime, kad ²ia lygtimi uºra²omos:

elips
e (apskritimas yra atskiras elips
es atvejis), hiperbol
e, parabol
e. Kai kuriais atve-
jais, kaip mat
eme, (4.24) lygtis gali tur
eti tik vien¡ sprendini� � ta²k¡, gali visai netur
eti
sprendiniu�. Be to, (4.24) lygtis gali reik²ti ir tiesiu� por¡. Panagrin
ekime ²i� atveji� i²samiau.

Lygtis (4.24) reik² dvi tieses tik tuomet, kai jos kairioji pus
e bus dvieju� pirmojo laipsnio
trinariu� sandauga, t. y.

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = (a1x + b1y + c1)(a2x + b2y + c2). (4.28)

I²siai²kinsime kokias s¡lygas turi tenkinti (4.24) lygties koe�cientai, kad galiotu� (4.28)
skaidinys. Tuo tikslu perra²ykime (4.24) lygti� kvadratin
es lygties pavidalu ir i²spr¦skime
j¡ kintamojo ax atºvilgiu:

ax2 + 2(by + d)x + cy2 + 2ey + f = 0;

ax = −(by + d)±
√

(by + d)2 − a(cy2 + 2ey + f) =

−(by + d)±
√

(b2 − ac)y2 + 2(bd− ae)y + d2 − af.

(4.29)

Kad (4.24) lygties kairi¡j¡ pus¦ b	utu� galima i²skaidyti dviem tiesiniais dauginamaisiais,
(4.29) formul
es po²aknio rei²kinys turi b	uti kvadratas; tod
el pastarojo kvadratinio trinario
(y atºvilgiu) diskriminantas turi b	uti lygus nuliui:

(bd− ae)2 − (b2 − ac)(d2 − af) = 0 ⇒
acf + 2bde− cd2 − ae2 − b2f = 0 ⇒

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

a b d
b c e
d e f

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Taigi (4.24) lygtis rei²kia dvi tieses tik tuomet, kai determinantas ∆, sudarytas i²
lygties koe�cientu� lygus nuliui.

Invariantai.
Turint konkre£i¡ antros eil
es kreiv
es (4.24) lygti� i² karto nustatyti kokia tai kreiv
e �

nelengva. Ta£iau tinkamai parinkus koordina£iu� sistem¡, kreiv
es lyg£iai galima suteikti
pavidal¡, i² kurio kreiv
e atpaºi�stama.

Nagrin
esime koordina£iu� sistemos dvieju� tipu� transformacijas � lygiagretu� post	umi� ir
pos	uki�. Pavyzdºiui, jeigu apskritimo lygtyje (x−x0)

2+(y−y0)
2 = r2 paºym
esime x−x0 =

x′, y − y0 = y′, tai apskritimo lygtis tampa x′2 + y′2 = r2. �iuo paºym
ejimu i² tikru�ju�
nuo koordina£iu� sistemos xOy per
ejome prie kitos lygiagre£iai pastumtos koordina£iu�
sistemos x′Oy′. Formul
es x − x0 = x′, y − y0 = y′ yra koordina£iu� sistemos keitimo
formul
es. Kaip matome, ²itoks koordina£iu� sistemos keitimas nepakei£ia kreiv
es formos,
o tik supaprastina jos lygti�.

Pasirodo, kad atliekant min
etas transformacijas nesikei£ia ne tik kreiv
es forma, bet ir
kai kurios skaitin
es antros eil
es kreiv
es charakteristikos. Dydºiai, kurie nekinta lygiagre£iai
past	umus ir pasukus koordina£iu� sistem¡, vadinami invariantais. Antros eil
es kreiviu�
invariantai yra

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

a b d
b c e
d e f

∣∣∣∣∣∣∣
, δ =

∣∣∣∣∣
a b
b c

∣∣∣∣∣ , S = a + c. (4.30)

Koordina£iu� sistemos lygiagretus post	umis.
Tarkime, plok²tumoje pasirinktos dvi koordina£iu� sistemos xOy ("senoji") ir x′O′y′

("naujoji"), kuriu� a²ys yra atitinkamai lygiagre£ios, o naujosios sistemos koordina£iu�
pradºia nusakyta vektoriumi OO′ = (x0; yo). Kitaip tariant, nor
edami i² senosios sis-
temos gauti nauj¡j¡, turime atlikti senosios koordina£iu� sistemos lygiagretu� post	umi�
vektoriumi OO′ = (x0; yo) (26 pav.). Tuomet, jeigu plok²tumos ta²kas M senojoje
koordina£iu� sistemoje turi koordinates M(x; y), tai naujojoje sistemoje jo koordinat
es
bus M(x′; y′), x′ = x − x0, y′ = y − y0 (nes ~O′M = ~OM − ~OO′). Vadinasi, transfor-
mavus koordina£iu� sistem¡ lygiagre£iu post	umiu, plok²tumos ta²ku� koordina£iu� senojoje
ir naujojoje sistemose s¡ry²iai nusakomi formul
emis

{
x = x′ + x0,
y = y′ + y0.

(4.31)

O


26 pav.


x


y


.
O'


.
M


y'


x'


.

x


y


x'


y'


O


27 pav.


x


y


.
M


.


y'


x'


x'
y'


x


y


i'

j'
 j


i


I�ra²ykime i� (4.24) lygti� x = x′ + x0, y = y′ + y0:

ax′2 + 2bx′y′ + cy′2 + 2(ax0 + by0 + d)x′ + 2(bx0 + cy0 + e)y′+
f + ax2

0 + 2bx0y0 + cy2
0 + 2dx0 + 2ey0 = 0.

(4.32)
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I² karto matome, kad atlikus lygiagretu�ji� post	umi�, kreiv
es lygties kvadratiniu� nariu�
koe�cientai liko tie patys. Taigi dydºiai δ ir S yra invariantai lygiagretaus post	umio
atºvilgiu.

I�rodysime, kad determinantas ∆ taip pat yra invariantas lygiagretaus post	umio atºvil-
giu.

Sudarykime ²ios lygties koe�cientu� atitinkam¡ determinant¡

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣

a b ax0 + by0 + d
b c bx0 + cy0 + e
ax0 + by0 + d bx0 + cy0 + e f + ax2

0 + 2bx0y0 + cy2
0 + 2dx0 + 2ey0

∣∣∣∣∣∣∣

ir apskai£iuokime ji� pasinaudoj¦ determinanto savyb
emis: i² paskutiniosios eilut
es atimkime
pirm¡j¡, padaugint¡ i² x0, ir antr¡j¡, padaugint¡ i² y0. Gausime:

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣

a b ax0 + by0 + d
b c bx0 + cy0 + e
d e dx0 + ey0 + f

∣∣∣∣∣∣∣
.

Dabar i² paskutiniojo stulpelio atimkime pirm¡ji�, padaugint¡ i² x0, ir antr¡ji�, padaugint¡
i² y0. Gausime, kad ∆′ = ∆ � i�rodyta.

Koordina£iu� sistemos pos	ukis.
Dabar koordina£iu� sistem¡ xOy pasukime kampu α prie² laikrodºio rodykl¦ (27 pav.

pos	ukio kampas paºym
etas lankeliu) � tur
esime sistem¡ x′Oy′. I�rodysime, kad atliekant
koordina£iu� sistemos pos	uki�, "senosios" ta²ko M koordinat
es (x; y) susietos su "naujo-
siomis" (x′; y′) formul
emis: {

x = x′ cos α− y′ sin α,
y = x′ sin α + y′ cos α.

(4.33)

Koordina£iu� a²iu� Ox ir Oy vienetinius vektorius paºym
ekime atitinkamai ~i ir ~j, a²iu�
Ox′ ir Oy′ � ~i′ ir ~j′. Tuomet naujojoje koordina£iu� sistemoje

~OM = (x′; y′) = x′~i′ + y′~j′. (4.34)
Apskai£iuokime ~i′ =~i cos α+~j sin α, ~j′ =~i cos(α+ π

2
)+~j sin(α+ π

2
) = −~i sin α+~j cos α

ir i�ra²ykime ²ias i²rai²kas i� (4.34) formul¦. Gausime, jog
~OM = x′~i′ + y′~j′ = x′(~i cos α +~j sin α) + y′(−~i sin α +~j cos α) =

=~i(x′ cos α− y′ sin α) +~j(x′ sin α + y′ cos α).
(4.35)

Paskutinioji vektoriaus ~OM i²rai²ka yra koordina£iu� sistemoje xOy, taigi (4.33) formul
es
teisingos.

I�rodykime, kad dydºiai (4.30) yra antros eil
es kreiv
es invariantai koordina£iu� sistemos
pos	ukio atºvilgiu. Tuo tikslu transformacijos (4.33) i²rai²kas i�ra²ykime i� (4.24) lygti�.
Gausime lygti�

a′x2 + 2b′xy + c′y2 + 2d′x + 2e′y + f ′ = 0, (4.36)
kurioje

a′ = a cos2 α + c sin2 α + 2b sin α cos α,
c′ = a sin2 α + c cos2 α− 2b sin α cos α,
b′ = −(a− c) sin α cos α + b(cos2 α− sin2 α),
d′ = d cos α + e sin α,
e′ = −d sin α + e cos α,
f ′ = f.

(4.37)
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Sud
ej¦ ²ios lygybiu� sistemos pirm¡j¡ ir antr¡j¡ lygybes, i² karto gauname, kad a+ c =
a′ + c′, t.y. dydis S = a + c yra invariantas pos	ukio atºvilgiu.

Dar i�rodykime, kad δ =

∣∣∣∣∣
a b
b c

∣∣∣∣∣ pos	ukio atºvilgiu yra invariantas. Tuo tikslu naudo-
damiesi trigonometrijos formul
emis

cos2 α =
1 + cos 2α

2
, sin2 α =

1− cos 2α

2
, sin α cos α =

sin 2α

2
, cos 2α = cos2 α− sin2 α,

pertvarkykime (4.37) sistemos pirm¡sias tris lygybes. Gausime:

a′ = a+c
2

+ a−c
2

cos 2α + b sin 2α,
c′ = a+c

2
− a−c

2
cos 2α− b sin 2α,

b′ = −a−e
2

sin 2α + b cos 2α.
(4.38)

I² pirmosios lygyb
es atimkime antr¡j¡:

a′ − c′ = (a− c) cos 2α + 2b sin 2α. (4.39)

Pastarosios lygyb
es kvadrato ir dvigubos tre£iosios lygyb
es i² (4.38) kvadrato suma yra:

(a′ − c′)2 + 4b′2 = (a− c)2 + 4b2 ⇒ (a′ + c′)2 − 4(a′c′ − b′2) = (a + c)2 − 4(ac− b2).

Kadangi a + c = a′ + c′, tai a′c′ − b′2 = ac− b2, t.y. dydis δ = ac− b2 yra invariantas.
Uºduotis. Nustatykite koki¡ form¡ i�gis lygtis

5x2 − 6xy + 5y2 = 8

pasukus koordina£iu� sistem¡ kampu π
4
prie² laikrodºio rodykl¦. (Ats. x′2 + 4y′2 = 4).

I²vardinsime antros eil
es kreives, kurias gali reik²ti (4.24) lygtis, ir uºra²ysime ²iu�
kreiviu� papras£iausias (kanonines) lygtis.

Elips
e. Elipse vadinama kreiv
e, sudaryta i² plok²tumos ta²ku�, kuriu� atstumu� nuo
dvieju� pasirintu�ju� ta²ku� F1, F2, (vadinamu� ºidiniais) suma yra pastovi (tegu ji lygi 2a).

Jei atstum¡ tarp ºidiniu� paºym
esime 2c, b2 = a2 − c2, o sta£iakamp
es koordina£iu�
sistemos pradºios ta²ku O paimsime atkarpos F1F2, jungian£ios ºidinius, vidurio ta²k¡,
Ox a²i� nukreipsime vektoriaus ~F2F1 kryptimi (28 pav.), tai tokios elips
es lygtis yra

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (4.40)

�i lygtis vadinama elips
es kanonine lygtimi.
Jeigu a = b, tai elips
e yra apskritimas su spinduliu r = a = b, o jo lygtis

x2 + y2 = r2

vadinama apskritimo kanonine lygtimi.
Skai£ius ε = c

a
vadinamas elips
es ekscentricitetu. �i charakteristika apib	udina elips
es

i²tempimo laipsni�. Apskritimo ekscentricitetas ε = 0, nes c = 0.
I²veskime elips
es kanonin¦ lygti�. Tegu M(x; y) � bet kuris elips
es ta²kas. Pagal

apibr
eºim¡ | ~F1M |+ | ~F2M | = 2a. I�ra²¦ vektoriu� ilgiu� i²rai²kas, gausime lygti�
√

(x− c)2 + y2 +
√

(x + c)2 + y2 = 2a,
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kuri ir yra elips
es lygtis. Ta£iau suprastinkime j¡ � perkelkime antr¡j¡ ²akni� i� de²ini¡j¡
lygties pus¦, pakelkime abi lygties puses kvadratu ir padalykime j¡ i² 4. Gausime lygti�

a
√

(x + c)2 + y2 = a2 + cx,

kuri¡ v
el pak
el¦ kvadratu ir pertvark¦ tur
esime

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2),

o i�ved¦ ºymeni� b2 = a2 − c2 ir lygti� padalij¦ i² a2b2, gausime kanonin¦ elips
es lygti�.

O


28 pav.


x


y


.
 .

.
M
(
x;y
)


F
(
c
;
0
)

1


F
(-
c
;
0
)
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29 pav.
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(
x;y
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F
(
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;
0
)
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F
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c
;
0
)
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O
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.
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M
(
x;y
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F
(
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/2
;
0
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N(-
p
/2
;
0
)
.


Hiperbol
e. Hiperbole vadinama kreiv
e, sudaryta i² plok²tumos ta²ku�, kuriu� atstumu�
nuo dvieju� pasirintu�ju� ta²ku� F1, F2, (vadinamu� ºidiniais) skirtumas yra pastovus (tegu
jis lygus 2a).

Jei atstum¡ tarp ºidiniu� paºym
esime 2c, b2 = c2 − a2, o sta£iakamp
es koordina£iu�
sistemos pradºios ta²ku O paimsime atkarpos F1F2, jungian£ios ºidinius, vidurio ta²k¡,
Ox a²i� i²vesime vektoriaus ~F2F1 kryptimi (29 pav.), tai tokios hiperbol
es lygtis yra

x2

a2
− y2

b2
= 1. (4.41)

�i lygtis vadinama hiperbol
es kanonine lygtimi.
Hiperbol
es kanonin¦ lygti� gausime apskai£iav¦ min
etus atstumus ir atlik¦ analogi²kus

pertvarkymus, kaip ir elips
es aveju.
Uºduotis. I²veskite hiperbol
es kanonin¦ lygti�.
Skai£ius ε = c

a
vadinamas hiperbol
es ekscentricitetu (ε > 1).

Ties
es y = b
a
x ir y = − b

a
x vadinamos hiperbol
es asimptot
emis. Asimptot
es yra ties
es,

prie kuriu� neribotai art
eja hiperbol
es ta²kai, kai kintamasis x neribotai didinamas (i� +∞
arba i� −∞).

Parabol
e. Parabole vadinama kreiv
e, sudaryta i² plok²tumos ta²ku�, kuriu� atstumas
nuo pasirintojo ta²ko F (vadinamo ºidiniu) ir atstumas nuo pasirinktosios ties
es (vadi-
namos direktrise) yra lyg	us (tegu jis lygus 2p).

Jeigu i² ºidinio nuleisime statmeni� i� direktris¦, tai jo ilgis yra 2p. �io statmens vidurio
ta²k¡ (per kuri� eina parabol
e), paimkime koordina£iu� sistemos pradºios ta²ku, Ox a²i�
sutapdinkime su ²iuo statmeniu ir nukreipkime parabol
es ²aku� kryptimi (30 pav.). Tuomet
gausime parabol
es lygti�

y2 = 2px, (4.42)
vadinam¡ kanonine parabol
es lygtimi.

Jos i²vedimas taip pat nesud
etingas � uºtenka apskai£iuoti min
etus atstumus, juos
sulyginti ir gaut¡j¡ lygti� pervarkyti. I²veskite!
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Antros eil
es kreiv
es atpaºinimas. Kai kreiv
e uºra²yta (4.24) lygtimi, tai ji gali
reik²ti bet kuri¡ i² min
etu� antros eil
es kreiviu�, ir ne tik � kaip mat
eme, ji kartais gali
netur
eti sprendiniu�, gali tur
eti tik vien¡, jos sprendiniais gali b	uti tiesiu� pora. Atpaºinti
visus ²iuos atvejus padeda invariantai, kurie nekinta kei£iant koordina£iu� sistem¡ (lygia-
gre£iai perkeliant ir pasukant) � parinkus koordina£iu� sistem¡ taip, kad kreiv
es lygtis
i�gytu� kanonini� pavidal¡, i² kurio kreiv
e jau atpaºi�stama lengvai.

Pateiksime antros eil
es kreiviu� atpaºinimo kriterijus:
kai δ > 0, ∆ 6= 0, ∆ · S < 0 � elips
e;
kai δ > 0, ∆ 6= 0, ∆ · S > 0 � sprendiniu� n
era;
kai δ > 0, ∆ = 0 � ta²kas;
kai δ < 0, ∆ 6= 0 � hiperbol
e;
kai δ < 0, ∆ = 0 � tiesiu� pora;
kai δ = 0, ∆ 6= 0 � parabol
e;
kai δ = 0, ∆ = 0, d2 − af ≥ 0 � tiesiu� pora;
kai δ = 0, ∆ = 0, d2 − af < 0 � sprendiniu� n
era.

4.8. Uºdaviniai.
1. Apskritimo centras C(1;−1), o ties
e 5x − 12y + 9 = 0 yra jo liestin
e. Kokia

apskririmo lygtis?
Ats. (x− 1)2 + (y + 1)2 = 4.
2. Para²ykite lygti� apskritimo, kurio spindulys R =

√
5, o lietimosi su tiese

x− 2y − 1 = 0 ta²kas yra M(3; 1).
Ats. (x− 4)2 + (y + 1)2 = 5, (x− 2)2 + (y − 3)2 = 5.
3. Para²ykite lygtis apskritimu�, einan£iu� per ta²k¡ O(0; 0) ir lie£ian£iu� dvi susiker-

tan£ias tieses x + 2y − 9 = 0 ir 2x− y + 2 = 0.
Ats. (x− 2)2 + (y − 1)2 = 5, (x− 22

5
)2 + (y + 31

5
)2 = 289

5
.

4. Para²ykite lygtis apskritimu�, einan£iu� per ta²k¡ A(1; 0) ir lie£ian£iu� tieses
2x + y + 2 = 0 ir 2x + y − 18 = 0.

Ats. (x− 5)2 + (y + 2)2 = 20, (x− 9
5
)2 + (y − 22

5
)2 = 20.

5. Para²ykite elips
es lygti�, jei jos didºioji pusa²
e lygi 26, o ºidiniai F1(−10; 0),
F2(14; 0).

Ats. (x−4)2

169
+ y2

25
= 1.

6. Para²ykite hiperbol
es lygti�, jei atstumas tarp jos vir²	uniu� lygus 2
e, o ºidiniai yra
F1(−10; ), F2(16; 2).

Ats. (x−3)2

144
− (y−2)2

25
= 1.

7. Para²ykite parabol
es lygti�, jei jos ºidinys yra F (−7; 0), o direktris
e - ties
e x−7 = 0.
Ats. y2 = −28x.
8. Para²ykite parabol
es lygti�, jei jos ºidinys yra F (2;−1), o direktris
e - ties
e

x− y − 1 = 0.
Ats. x2 + 2xy + y2 − 6x + 2y + 9 = 0.
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5

Algebrin
es strukt	uros

5.1. Kompleksiniai skai£iai.
Apibr
eºimas. Kompleksiniais skai£iais vadinami rei²kiniai a+bi, a, b ∈ R, i2 = −1,

su kuriais atliekami sud
eties ir daugybos veiksmai, apibr
eºiami kaip ir su i�prastiniais
algebriniais rei²kiniais.

Kompleksiniu� skai£iu� z1 = a1 + b1i ir z2 = a2 + b2i suma vadinamas skai£ius z1 + z2 =
(a1 + a2) + (b1 + b2)i.

Kompleksiniu� skai£iu� z1 = a1 + b1i ir z2 = a2 + b2i sandauga vadinamas skai£ius
z1 · z2 = (a1 · a2 − b1 · b2) + (a1 · b2 + a2 · b1)i.

Skai£ius a vadinamas kompleksinio skai£iaus z = a + bireali¡ja dalimi (ºymima Rez),
o bi - menam¡ja dalimi (ºymima Imz).

Atimtis ir dalyba su kompleksiniais skai£iais yra i²vestiniai sud
eties ir daugybos veiks-
mai: komleksiniu� skai£iu� z1 = a1 + b1i ir z2 = a2 + b2i skirtumu vadinamas skai£ius s,
tenkinantis lygyb¦ s + z2 = z1. Taigi z1 − z2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i.

Pana²iai kompleksiniu� skai£iu� dalmeniu z1

z2
vadiname skai£iu� d, su kuriuo galioja lygyb
e

d · z2 = z1. Toks kompleksinis skai£ius yra:

z1

z2

=
a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

+
b1a2 − a1b2

a2
2 + b2

2

i.

Kompleksinio skai£iaus uºra²as z = a+ bi vadinamas algebrine kompleksinio skai£iaus
forma.

Atliekant veiksmus su kompleksiniais skai£iais algebrine forma svarbu ºinoti, kad i2 =
−1, i3 = −i, i4 = 1.

Tolesni nagrin
ejami kurso klausimai:
Kompleksinio skai£iaus trigonometrin
e forma. Veiksmai su kompleksiniais skai£iais

trigonometrine forma: daugyba, dalyba, k
elimas laipsniu, ²aknies traukimas.
Kompleksiniu� skai£iu� taikymas i²vedant kai kurias trigonometrijos formules.
Uºdaviniai.
1. Apskai£iuokite: 1) (1+i)25; 2)

(
1+i

√
3

1−i

)20
; 3)

(
1−

√
3−i
2

)24
; 4) (−1+i

√
3)15

(1−i)20
+ (−1−i

√
3)15

(1+i)20
.

Ats. 1) 212(1 + i); 2) 29(1− i
√

3); 3) (2−√3)12; 4) −64.
2. I²reik²kite funkcijomis cos x ir sin x: 1) cos 5x; 2) sin 6x.
Ats. 1) cos5 x − 10 cos3 x sin2 x + 5 cos x sin4 x; 2) 6 cos5 x sin x − 20 cos3 x sin3 x +

6 cos x sin5 x.
3. Funkcijas 1) cos5 x; 2) sin4 x i²reik²kite kartotiniu� kampu� sinusais ir kosinusais.
Ats. 1) 1

16
(cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x); 2) 1

8
(cos 4x− 4 cos 2x + 3).
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4. Apskai£iukite (1 + cos α + i sin α)n.
Ats. 2n cosn α

2
(cos nα

2
+ i sin nα

2
).

5.2. Algebrin
es strukt	uros.
Jei kokioje nors aib
eje apibr
eºtas veiksmas (algebrin
e operacija), tai sakoma, kad aib
e

yra uºdara ²ios operacijos atºvilgiu. Paºym
ekime toki¡ operacij¡ *.
Algebrin
e operacija * vadinama asociatyvia, jeigu su visais aib
es elementais a, b, c

galioja lygyb
e
(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Algebrin
e operacija * vadinama komutatyvia, jeigu su visais aib
es elementais a, b
galioja lygyb
e

a ∗ b = b ∗ a.

Pusgrup
e. Kai aib
e uºdara kokios nors operacijos * atºvilgiu ir ²i operacija yra
asociatyvi, tai ²i aib
e vadinama pusgrupe. Pavyzdºiai.

Grup
e. Pavyzdºiai.
�iedas. Pavyzdºiai.
K	unas. Pavyzdºiai.
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6

Vektorin
es erdv
es

6.1.Vektorin
es erdv
es apibr
eºimas.
Nagrin
ejami klausimai:
Apibr
eºimas. Pavyzdºiai.
Vektoriu� tiesinis priklausomumas. Savyb
es.
Vektoriu� tiesinis darinys.
Vektoriu� sistemos rangas.
Matricos rangas. Matricos rango teorema.
Vektorin
es erdv
es baz
e. Erdv
es dimensija. Vektorin
es erd
es poerdvis (tiesinis poerd-

vis).
Baz
es keitimas.
Euklido erdv
e. Vektoriu� ortogonalumas. Ortogonalioji baz
e.
Ko²i-Buniakovskio nelygyb
e, trikampio nelygyb
e.

69


