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1.9 Trūkių sprendinių atvejis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.10 Izoperimetrinis uždavinys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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GEOMETRINĖ LAUKO TEORIJA 60
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1 S K Y R I U S

Variacinio skaǐciavimo lygtys

1.1 PAPRAŠCIAUSI VARIACINIO SKAI ČIAVIMO

UŽDAVINIŲ PAVYZDŽIAI

Vienas iš pirmų jų variacinio skaičiavimo uždavinių yra 1696 m. J. Bernulio suformu-
luotas uždavinys apie brachistochronę:

1 u ž d a v i n y s .PlokštumojeOxy yra du taškai, nesantys vienoje vertikalioje
tieṡeje. Tegux1, y1 ir x2, y2 yra šių taškų koordinatės. Iš taško(x1, y1) į tašką(x2, y2)
kreivel be trinties slenka materialus taškas. Pradiniu laiko momentu jo greitisv lygus
nuliui. Aibėje tokių kreivių reikia rasti tą, kuria slinkdamas materialus taškas pasiektų
tašką(x2, y2) per trumpiausią laiką. Ieškomoji kreivė l yra vadinama brachistochrone.

Tarkime, koordinǎcių ašysx, y parinktos taip, kaip nurodyta2.1 paveiksl̇elyje,
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2.1 pav.

o kreivė l apibṙežta lygtimi

y = y(x), x ∈ [x1, x2]. (1.1)

Tada

y(x1) = y1, y(x2) = y2. (1.2)

Pagal energijos tverṁes ḋesnį

mv2

2
= mg(y − y1);

čia: m – slenkaňcio taško maṡe,g – laisvojo kritimo pagreitis. Kadangi

|v| = dl

dt
=

√
1 + y′2

dx

dt
,

tai

dt =

√
1 + y′2√

2g(y − y1)
dx.
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Suintegravę šią lygybę nuox1 iki x2, gausime

T ≡ I (y) =

x2∫

x1

√
1 + y′2√

2g(y − y1)
dx; (1.3)

čia T – laikas, kurį sugaišta materialus taškas, judėdamas kreivel iš taško(x1, y1) į
tašką(x2, y2)

Kiekvienai pakankamai glodžiai kreiveil, apibṙežtai (1.1) lygtimi ir tenkinaňciai
(1.2) sąlygas, (1.3) integralas įgyja konkrěcią skaitinę reikšmę. Todėl į jį galima žiūrėti
kaip į funkcionalą1 ir nagriṅejamą uždavinį performuluoti taip:

Teguy = y(x), x ∈ (a, b) yra diferencijuojama funkcija, tenkinanti (1.2) sąlygą.
Aibėje tokių funkcijų reikia rasti tą, kuriai (1.3) funkcionalas įgyja mažiausią reikšmę.

2 u ž d a v i n y s .Teguv = v(x, y, z) yra šviesos sklidimo nehomogeninėje me-
džiagoje greitis. Rasti šviesos sklidimo trajektorijąl, jungiaňcią taškus(x1, y1, z1) ir
(x2, y2, z2).

Tarkime, šviesos sklidimo trajektorija yra apibrėžiama lygtimis:

y = y(x), z = z(x), x ∈ [x1, x2]. (1.4)

Tada
y(x1) = y1, y(x2) = y2, z(x1) = z1, z(x2) = z2. (1.5)

Kadangi

|v| = dl

dt
=

√
1 + y′2 + z′2

dx

dt
,

tai šviesos spindulys, išeinantis iš taško(x1, y1, z1), pasieks tašką
(x2, y2, z2) per laiką

T ≡ I (y, z) =

x2∫

x1

√
1 + y′2 + z′2

|v(x, y, z)| dx. (1.6)

Pagal Ferma ḋesnį šviesa sklinda ta trajektorija, kuria laikasT yra minimalus.
Kiekvienai pakankamai glodžiai trajektorijail, apibṙežtai (1.4) lygtimis ir tenki-

naňciai (1.5) sąlygas, (1.6) integralas įgyja konkrěcią skaitinę reikšmę. Todėl į inte-
graląI galime žīurėti kaip į funkcionalą ir (1.3) uždavinį galime performuluoti taip:

1TeguX yra normuota erdv̇e su norma‖ · ‖. Tada funkcijaρ(x, y) = ‖x − y‖, x, y ∈ X apibṙežia
atstumą tarp taškųx ir y erdv̇eje X. TeguM yra kokia nors aiḃe elementųx erdv̇eje X. Tada atvaizdis
f : M → R vadinamas funkcionalu su apibrėžimo sritimiM. Pavyzdžiui, integralas

I(y) =

1Z

0

y(x) dx,

nagriṅejmas funkcijų aiḃeje

M = {y ∈ C[0, 1] : y(0) = a, y(1) = b}
yra funkcionalas su apibrėžimo sritimiM erdv̇ejeC[0, 1] .
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Teguy = y(x), z = z(x), x ∈ [x1, x2], yra diferencijuojamos funkcijos, tenki-
naňcios (1.5) sąlygas. Tokių funkcijų aiḃeje reikia rasti tas, kurioms (1.6) funkcionalas
įgyja mažiausią reikšmę.

3 u ž d a v i n y s .Tegu l yra uždaras kont̄uras erdv̇ejeR3, o S – paviršius, už-
temptas ant kont̄uro l. Tokių paviršių aiḃeje reikia rasti tą, kurio plotas yra mažiausias.

Tarkime, ortogonalioje koordinačių sistemojeOxyz paviršiusS apibṙežiamas lyg-
timi u = u(x, y), x, y ∈ Ω, ∂Ω – kont̄uro l projekcija į plokštumąOxy (žr. 2.2
pav.).
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2.2 pav.

Tada paviršiausS plotas

|S| ≡ I(u) =
∫

Ω

√
1 + u2

x + u2
y dxdy. (1.7)

Jeigu taškas(x, y) ∈ ∂Ω, tai taškas(x, y, u(x, y)) ∈ l. Tai reiškia, kad funkcijau(x, y)
taškuose(x, y) ∈ ∂Ω įgyja žinomą reikšmę. Šią sąlygą galima užrašyti taip:

u
∣∣
∂Ω

= ϕ(x, y); (1.8)

čiaϕ – žinoma funkcija.
Kiekvienai diferencijuojamai funkcijaiu, tenkinaňciai (1.8) sąlygą, (1.7) integralas

įgyja konkrěcią skaitinę reikšmę. Vadinasi, į integraląI galime žīurėti kaip į funkcio-
nalą. Tai leidžia 3 uždavinį performuluoti taip:

Teguu = u(x, y) yra diferencijuojama srityjeΩ funkcija, tenkinanti (1.8) sąlygą.
Tokių funkcijų aiḃeje reikia rasti tą, kuriai (1.7) funkcionalas įgyja mažiausią reikšmę.

4 u ž d a v i n y s .PlokštumojeOxy yra du taškai, sujungti atkarpa ir kreivel, ku-
rios ilgisa. Tokių kreivių aiḃeje reikia rasti tą, kuri kartu su atkarpa apriboja didžiausio
ploto figūrą.

Tarkime, kad tie taškai yrax ašyje ir turi koordinates(x1, 0), (x2, 0), o kreivę l
galima apibṙežti lygtimi y = y(x), x ∈ [x1, x2]. Tada

y(x1) = 0, y(x2) = 0. (1.9)

Figūros, apribotos kreivel ir atkarpa[x1, x2], plotas lygus

|S| = I(y) =

x2∫

x1

y dx. (1.10)
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Kreivėsl ilgis

|l| = G(y) =

x2∫

x1

√
1 + y′2 dx. (1.11)

Kiekvienai diferencijuojamai funkcijaiy = y(x), x ∈ [x1, x2], tenkinaňciai (1.9)
sąlygą, (1.10) ir (1.11) integralai įgyja konkrěcias skaitines reikšmes. Todėl į juos
galima žīurėti kaip į funkcionalus ir 4 uždavinį performuluoti taip:

Teguy = y(x), x ∈ [x1, x2], yra diferencijuojama funkcija, tenkinanti (1.9) są-
lygą. Tokių funkcijų aiḃeje reikia rasti tą, kuriai (1.10) funkcionalas įgyja didžiausią
reikšmę, o (1.11) funkcionalas įgyja reikšmęa.

Visuose šiuose uždaviniuose ieškome funkcijos (arba kelių funkcijų ), kuri tenk-
ina tam tikras papildomas sąlygas ir suteikia funkcionalui ekstremalią, t.y. minimalią
arba maksimalią, reikšmę. Tiesa, 4 uždavinyje ieškomoji funkcija kartu su (1.9) turi
tenkinti dar ir (1.11) sąlygą, kuri yra visai kitokio pob̄udžio. Apibendrindami šiuos
uždavinius sakysime, kadpagrindinis variacinio skaičiavimo uždavinysyra rasti tokią
funkciją, kuriai nagriṅejamas funkcionalas įgyja ekstremalią reikšmę. Šis uždavinys
yra analogiškas elementariems analizės uždaviniams, kai yra ieškomi vienos arba kelių
kintamųjų funkcijos ekstremumo taškai. Vieno kintamojo diferencijuojamos funkcijos
f atveju sąlygaf ′(x) = 0 yra b̄utina lokalaus ekstremumo egzistavimo sąlyga. Funkci-
onalo atveju taip pat yra išvedama būtina ekstremumo egzistavimo sąlyga. Dažniausiai
tai yra dalinių išvestinių lygtis. Ją turi tenkinti ieškomoji funkcija, jeigu tik ji egzis-
tuoja. Išvesdami b̄utiną ekstremumo egzistavimo sąlygą, naudosime kelis teiginius. Jie
yra vadinami pagrindiṅemis variacinio skaičiavimo lemomis.
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1.2 PAGRINDINĖS VARIACINIO SKAIČIAVIMO LEMOS

1.1 lema. Teguf yra tolydi segmente[a, b] funkcija ir

b∫

a

f(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (a, b) .

Tadaf(x) ≡ 0, ∀x ∈ [a, b].

/ Tarkime priešingai, kad lemos sąlygos yra patenkintos, tačiau funkcijaf(x) 6≡ 0.
Tada egzistuoja taškasx0 ∈ [a, b] : f(x0) 6= 0. Teguf(x0) > 0. Kadangi funkcijaf
yra tolydi, tai egzistuoja taškox0 aplinka(x0 − ε, x0 + ε) tokia, kadf(x) > 0, ∀x ∈
(x0−ε, x0+ε). Jeigu taškasx0 yra segmento[a, b] kraštinis taškas, pavyzdžiui,x0 = b,
tai reikia imti vienpusę šio taško aplinką. AibėjeC∞0 (a, b) imkime kokią nors funkciją
η, kuri yra teigiama∀x ∈ (x0−ε, x0 +ε) ir lygi nuliui, kai x ∈ [a, b]\ [x0−ε, x0 +ε].
Tada

0 =

b∫

a

f(x)η(x) dx =

x+ε∫

x−ε

f(x)η(x) dx > 0.

Gauta prieštara įrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigif(x) = 0, ∀x ∈
[a, b]. Atvejis, kaif(x0) < 0, nagriṅejamas analogiškai..

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypių , trilypių ir apskritain-lypių integralų
atveju.

1.2 lema. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,f ∈ C(Ω) ir

∫

Ω

f(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω) .

Tadaf(x) ≡ 0, ∀x ∈ Ω.

P a s t a b a . Šios lemos įrodymas yra analogiškas1.12 lemos įrodymui. Be to,
1.2 lema išlieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje sritįΩ pakeisime glodžiun-mǎciu
paviršiumiS.

Kitų trijų lemų įrodymas yra visiškai kitokio pob̄udžio.

1.3 lema. Teguf yra tolydi segmente[a, b] funkcija ir

b∫

a

f(x)η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1(a, b) : η(a) = η(b) = 0.

Tada funkcijaf yra konstanta.
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/ Pažyṁekime

1
b− a

b∫

a

f(x) dx = C.

Tada
b∫

a

(f(x)− C) dx = 0. (1.12)

Tegu

η(x) =

x∫

a

(f(t)− C) dt.

Akivaizdu, kad taip apibṙežta funkcijaη tenkina lemos sąlygas, o jos išvestinėη′(x) =
f(x)− C. Toḋel

b∫

a

(f(x)− C)f(x) dx = 0. (1.13)

Padauginę (1.12) lygybę iš−C ir pridėję prie (1.13), rezultatą užrašysime taip:

b∫

a

(f(x)− C)2 dx = 0.

Tačiau ši lygyḃe yra galima tik tuo atveju, kaif(x) = C, ∀x ∈ [a, b]. .
Šį teiginį galima apibendrinti.

1.4 lema. Teguf yra tolydi intervale[a, b] funkcija ir

b∫

a

f(x)η(n)(x) dx = 0,

∀η ∈ Cn(a, b) : η(a) = · · · = η(n−1)(a) = 0, η(b) = · · · = η(n−1)(b) = 0.
Tada

f(x) = C0 + C1(x− a) + C2(x− a)2 + · · ·+ Cn−1(x− a)n−1;

čiaC0, C1, C2, . . . , Cn−1 yra tam tikros konstantos.

Šio teiginio įrodymą galima rasti [3] knygoje.

1.5 lema. Teguf ir g yra tolydžios segmente[a, b] funkcijos ir

b∫

a

(g(x)η(x) + f(x)η′(x)) dx = 0, ∀η ∈ C1(a, b) : η(a) = η(b) = 0. (1.14)

Tadaf ∈ C1(a, b) ir f ′(x) = g(x), ∀x ∈ [a, b].
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/ Tegu

w(x) =

x∫

a

g(t) dt.

Tada
b∫

a

w(x)η′(x) dx = −
b∫

a

g(x)η(x) dx

ir (1.14) tapatybę galime perrašyti taip:

b∫

a

(f(x)− w(x))η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1
0(a, b) .

Funkcijaf − w tenkina1.3 lemos sąlygas. Todėl ji yra konstanta, t.y.

f(x) =

x∫

a

g(t) dt + C.

Akivaizdu, kad taip apibṙežta funkcija yra tolydi ir turi tolydžią išvestinęf ′ = g. .
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1.3 BŪTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SĄLYGA.

OILERIO LYGTIS.

TeguΩ ⊂ R2, F ∈ C(Ω× R); l – glodi kreiv̇e, gulinti srityjeΩ ir jungianti du taškus.
Tarkime, kreivęl galima apibṙežti lygtimi y = y(x), x ∈ [a, b] ir y(a) = α, y(b) = β.
Tada∀x ∈ [a, b] taškas(x, y(x)) ∈ Ω. Aibę diferencijuojamų funkcijų , tenkinančių
šias sąlygas, pažyṁekime raideM.

Apibrėžkime funkcionalą

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx, y ∈ M. (1.15)

Tada pagrindinis variacinio skaičiavimo uždavinys formuluojamas taip:rasti funkciją
y ∈ M tokią, kad funkcionalasI įgytų ekstremalią, t.y. minimalią arba maksimalią,
reikšmę.Čia yra kalbama apieabsoliutų jį ekstremumą, t.y. ieškoma funkcija turi būti
tokia, kad

I(y) ≤ I(ỹ), ∀ỹ ∈ M

arba
I(y) ≥ I(ỹ), ∀ỹ ∈ M.

Norint apibṙežti lokalaus ekstremumo sąvoką, reikia apibrėžti funkcijos (kreiv̇es) ap-
linkos sąvoką.

Tegu ε > 0 yra fiksuotas skaičius ir y ∈ M. Funkcijosy nulinės eil̇es (arba
stipriąja)ε aplinka vadinsime aibę

M0 = {ỹ ∈ M : max
x∈[a,b]

|ỹ(x)− y(x)| ≤ ε}.

Funkcijosy pirmosios eil̇es (arba silpnąja)ε aplinka vadinsime aibę

M1 = {ỹ ∈ M : max
x∈[a,b]

|ỹ(x)− y(x)|+ max
x∈[a,b]

|ỹ ′(x)− y′(x)| ≤ ε}.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, kad funkcijay ∈ M suteikia funkcionaluiI
stiprų jį (silpnąjį) lokalų ekstremumą, jeigu kokioje nors stipriojojeε aplinkojeM0

(silpnojojeε aplinkojeM1)

I(y) ≤ I(ỹ), ∀ ỹ ∈ M0 (∀ ỹ ∈ M1)

arba
I(y) ≥ I(ỹ ), ∀ ỹ ∈ M0 (∀ ỹ ∈ M1).

Jeigu kokia nors funkcijay suteikia funkcionaluiI absoliutų jį ekstremumą, tai ji
suteikia ir stiprų jį lokalų ekstremumą, tuo labiau ir silpnąjį lokalų ekstremumą. Todėl,
jeigu kokia nors sąlyga yra b̄utina tam, kad funkcijay suteiktų funkcionaluiI silpnąjį
lokalų ekstremumą, tai ši sąlygą yra būtina ir tam, kad funkcijay suteiktų funkcionalui
I stiprų jį lokalų ekstremumą, tuo labiau ir absoliutų jį ekstremumą. Taigi išvedant bū-
tiną ekstremumo sąlygą, reikia išnagrinėti silpnojo lokalaus ekstremumo atvejį .



1.3. BŪTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SĄLYGA 11

P a s t a b a . IntegralasI turi prasmę ir tuo atveju, kai funkcijay nėra tolydžiai
diferencijuojama intervale[a, b]. Tiksliau integralasI turi prasmę, kai funkcijay tolydi
intervale[a, b] ir turi tolydžią dalinę išvestinę visame intervale, išskyrus, baigtinį taškų
skaǐcių , kuriuose turi pirmos r̄ušies tr̄ukį (tokios funkcijos vadinamosdalimis glo-
džiomis funkcijomis). Toḋel aiḃesM apibṙežime vietoje tolydžiai diferencijuojamų
intervale[a, b] funkcijų , galime imti dalimis glodžias funkcijas.

Toliau vietoje nat̄uralios tolydumo sąlygos reikalausime, kad funkcijaF turėtų
tolydžias dalines išvestines iki antrosios eilės imtinai pagal visus savo argumentus.
Atkreipsime ḋemesį į tai, kad, įrodant kai kuriuos teiginius, pakanka reikalauti tik
pirmų jų išvestinių tolydumo.

Tarkime, funkcijay ∈ M suteikia (1.15) funkcionalui silpnąjį lokalų ekstremumą,
o funkcija η ∈ C1

0(a, b) . Funkcijay + εη priklauso kokiai nors silpnai funkcijosy
aplinkai, jeigu skaǐciausε modulis yra pakankamai mažas. Todėl tokiomsε reikšṁems
yra teisinga viena iš nelygybių

I(y) ≤ I(y + εη) arba I(y) ≥ I(y + εη).

TeguΦ(ε) = I(y + εη). Pagal apibṙežimą

Φ′(0) = lim
ε→0

I(y + εη)− I(y)
ε

=

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)

]
dx.

Taškasε = 0 yra funkcijosΦ lokalaus ekstremumo taškas. Todėl Φ′(0) = 0. Šią
sąlygą galima perrašyti taip:

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)

]
dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) . (1.16)

Taigi funkcijay turi tenkinti (1.16) integralinę tapatybę.
Atvirkštinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcijay ∈ M tenkina (1.16) integra-

linę tapatybę, tai neb̄utinai ji suteikia funkcionalui silpnąjį lokalų ekstremumą. Šiuo
atveju sakysime, kad funkcionalasI įgyja stacionariąjąreikšmę, o funkcijay yra sta-
cionarusisfunkcionaloI taškas.

Panaudoję integravimo dalimis formulę, perrašysime (1.16) integralinę tapatybę
taip:

b∫

a

[
Fy′(x, y, y′)−

x∫

a

Fy(t, y(t), y′(t)) dt
]
η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) .

Pagal1.3 lemą funkcijay turi tenkinti lygtį

Fy′(x, y, y′)−
x∫

a

Fy(t, y(t), y′(t)) dt = C. (1.17)
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Ši lygtis vadinamaOilerio lygtimi (integraline forma).
Įrodytą teiginį galima suformuluoti taip:jeigu funkcijay ∈ M suteikia funkciona-

lui I silpnąjį lokalų ekstremumą, tai egzistuoja konstantaC tokia, kad funkcijay yra
(1.17) integraliṅes lygties sprendinys.

P a s t a b a . Išvesdami (1.17) lygtį , nesinaudojome tuo, kad funkcijaF turi toly-
džią išvestinęFx. Galima įrodyti (žr. [3]), kad funkcijay tenkina taip pat integralinę
lygtį

F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′)−
x∫

a

Fx(t, y(t), y′(t)) dt = C, x ∈ [a, b]. (1.18)

Grįžkime dabar prie (1.16) integraliṅes tapatyḃes. Pagal1.5 lemą koeficientas prie
η′ turi tolydžią kintamojox atžvilgiu išvestinę. Toḋel (1.16) integralinę tapatybę gal-
ima perrašyti taip:

Fy′(x, y, y′)η
∣∣∣
x=b

x=a
+

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx = 0,

∀η ∈ C1
0(a, b) . Kadangiη(a) = η(b) = 0, tai

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) .

Šioje integraliṅeje tapatyḃeje reiškinys, esantis laužtiniuose skliaustuose, tenkina1.1
lemos sąlygas. Todėl funkcijay yra diferencialiṅes lygties

Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)
= 0 (1.19)

sprendinys. Ši lygtis vadinamaOilerio lygtimi (diferencialine forma). Padauginę Oile-
rio lygtį iš y′, ją kartais patogu perrašyti taip:

d

dx

(
F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′)

)− Fx(x, y, y′) = 0 (1.20)

Suformuluosime įrodytą teiginį.Jeigu funkcijay ∈ M suteikia funkcionaluiI
silpnąjį lokalų ekstremumą, tai ji turi tenkinti(1.19) ir (1.20) lygtį .

P a s t a b a . FunkcijaFy′(x, y, y′) turi pilnąją tolydžią kintamojox atžvilgiu
išvestinę. Tǎciau jos negalima skleisti pagal žinomą sudėtinės funkcijos diferencijav-
imo formulę, t.y. negalima panauduoti formulės

d

dx
(Fy′) = Fxy′ + Fyy′y

′ + Fy′y′y
′′,

nes funkcijay turi tik pirmosios eil̇es tolydžią išvestinęy′.
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Įrodysime, kad išvestiṅe y′′ egzistuoja ir yra tolydi, jeiguFy′y′ 6= 0. Šis teiginys
kartais yra vadinamas Hilberto teorema. FunkcijosF antros eil̇es išvestiṅesFxy′ , Fyy′ ,
Fy′y′ yra tolydžios. Toḋel

Fy′(x + ∆x, y(x + ∆x), y′(x + ∆x))− Fy′(x, y(x), y′(x))
∆x

=

= [Fxy′ ] + [Fyy′ ]
∆y

∆x
+ [Fy′y′ ]

∆y′

∆x
.

Čia reiškiniai laužtiniuose skliaustuose yra atitinkamų išvestinių reikšmės tarpiniuose

taškuose. Be to, kai∆x → 0, reiškinys kaiṙeje šios lygyḃes puṡeje turi ribą
d

dx
(Fy′), o

reiškiniai[Fxy′ ], [Fyy′ ],
∆y
∆x, ir [Fy′y′ ] arṫeja atitinkamai prieFxy′ , Fyy′ , y′, ir Fy′y′ .

Todėl, jeiguFy′y′ 6= 0, tai reiškinys∆y′
∆x turi ribą ir

lim
∆x→0

∆y′

∆x
:= y′′ =

d
dx (Fy′)− Fxy′ − Fyy′y

′

Fy′y′
.

Taigi, jeiguFy′y′ 6= 0, išvestiṅey′′ yra tolydi ir (1.19) Oilerio lygtį galima perrašyti
taip:

Fy′y′y
′′ + Fyy′y

′ + Fxy′ − Fy = 0. (1.21)

Ši lygtis yra diferencialiṅe antros eil̇es lygtis, o jos bendrasis integralas turi dvi laisvą-
sias konstantas. Jas galima surasti iš šių sąlygų :

y(a) = α, y(b) = β. (1.22)

P a s t a b a . JeiguFy′y′ = 0 tik kai kuriuose taškuose, tai šiuose taškuose išvesti-
nėy′′ arba neegzistuoja, arba turi trūkį .

Antros eil̇es lygtims, iš kurių galima išreikšti išvestinęy′′, yra teisinga tokia teo-
rema.

1.1 teorema. (Bernšteino)Lygtis

y′′ = Φ(x, y, y′)

turi vienintelį sprendinį, tenkinantį(1.22) sąlygas, jeigu funkcijaΦ ir jos išvestiṅes
Φy, Φy′ yra tolydžios ir egzistuoja konstantak bei apṙežtos neneigiamos funkcijos
ν(x, y), µ(x, y) tokios, kad

|Φ(x, y, y′)| ≤ ν(x, y)y′2 + µ(x, y), Φy(x, y, y′) > k.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [3] knygoje.
P a v y z d ž i a i :

1. Pateiksime pavyzdį funkcionalo, kurio ekstremalė suteikia jam silpną lokalų ek-
stremumą, tǎciau nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumo. Tegu

I(y) =

1∫

0

y′3 dx.
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Iš pradžių tarkime, kad

M = {y ∈ C1[0, 1] : y(0) = 0, y(1) = 1}.

Oilerio lygties
d

dx

(
3y′2

)
= 0

bendrasis sprendinysy = C1x+C2. Taigi nagriṅejamo funkcionalo ekstremalės
yra tieṡes. Pareikalavę, kad jos priklausytų aibeiM, gausime vienintelę leistiną
ekstremalę

y = x.

Kiekvienai funkcijaiη ∈ C1
0(0, 1) yra teisinga nelygyḃe

I(y + η)− I(y) =

1∫

0

η′2(3 + η′) dx ≥ 0,

jeigu tik
‖η′‖C[a,b] < 3.

Todėl rasta ekstremalėy = x suteikia funkcionaluiI silpną lokalų ekstremumą.
Parodysime, kad ji nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumo.

TeguM yra aiḃe dalimis glodžių funkcijų , tenkinančių kraštines sąlygasy(0) =
0, y(1) = 1. Kiekvienamn ≥ 2, apibṙežkime funkciją

ηn(x) =




−√nx, x ∈ [0, 1/n];
−1/

√
n, x ∈ [1/n, 1/2];

−1/
√

n + (2x− 1)/
√

n, x ∈ [1/2, 1]

Akivaizdu, kad ji yra tolydi intervale0, 1 ir turi tolydžią išvestinę visame inter-
vale, išskyrus taškus1/n ir 1/2. Be to, kraštiniuose taškuoseη(0) = 0, η(1) = 0
ir jos norma

‖η‖C[0,1] = 1/
√

n → 0,

kai n → ∞. Todėl funkcija y + ηn priklauso bet kokiai stipriai funkcijosy
aplinkai, jeigu tikn yra pakankamai didelis skaičius. Tǎciau

I(y + ηn) =

1∫

0

(1 + η′n)3 dx =

= 1 +

1/n∫

0

(3n− n3/2) dx +

1∫

1/2

(12/n + 8/n
√

n) dx = −√n + o(1) → −∞,

kai n → ∞. Taigi funkcijay = x nesuteikia funkcionaluiI stiprų lokalų mini-
mumą.
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2. Tegu
M = {y ∈ C1[−1, 1] : y(−1) = 0, y(1) = 2e2 sh 5}.

Reikia rasti funkcijay ∈ M, kuri funkcionalui

I(y) =

1∫

−1

ex(y′2 + 6y2) dx

suteiktų ekstremalią reikšmę.

Šio funkcionalo ekstremales rasime iš Oilerio lygties

12exy − d

dx

(
2exy′

)
= 0.

Suprastinę ją gausime lygtį

y′′ + y′ − 6y = 0,

kurios sprendiniai
y = C1e

−3x + C2e
2x

yra nagriṅejamo funkcionalo ekstremalės. Tarp šių ekstremalių randame tą, kuri
tenkina nurodytas sąlygas. Po elementarių skaičiavimų gauname

y = −e−3x + e2x+5.

Į rodysime, kad rasta ekstremalė suteikia funkcionaluiI absoliutų minimumą.
Laisvai pasirenkame funkcijąη ∈ C1

0(−1, 1) . Tada

I(y + η)− I(y) =

1∫

−1

{ex[(y′ + η′)2 + 6(y + η)2]− ex[y′2 + 6y2]} dx =

1∫

−1

ex[2y′η′ + 12yη + η′2 + 6η2] dx =

1∫

−1

ex[η′2 + 6η2] dx + 2exyη|x=1
x=−1 +

1∫

−1

[
12exy − d

dx
(2exy′)

]
η dx.

Kadangiη(−1) = η(1) = 0 ir ekstremal̇ey tenkina Oilerio lygtį , tai skirtumas

I(y + η)− I(y) =

1∫

−1

ex[η′2 + 6η2] dx ≥ 0.

Pagal apibṙežimą tai ir reiškia, kad ekstremalė y suteikia funkcionaluiI absoli-
utų minimumą.
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Šiame pavyzdyje Oilerio lygties ekstremales radome gana lengvai. Bendru atveju
Oilerio lygtis integruojama gana retai. Išskirsime kelis paprasčiausius Oilerio lygties
integravimo atvejus.

1. Tarkime, funkcijaF = F (x, y), t.y. funkcijaF tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojoy′. Tada Oilerio lygtis

Fy(x, y) = 0

nėra diferencialiṅe lygtis. Jos sprendinysy = y(x) arbax = x(y), bendru
atveju, ṅera leistina ekstremalė (ji netenkina papildomų sąlygų). Todėl dažniau-
siai toks variacinis uždavinys sprendinių neturi.

2. Tarkime, funkcijaF = M(x, y) + N(x, y)y′, M, N ∈ C1([a, b]× R1) . Tada
Oilerio lygtis

My(x, y)−Nx(x, y) = 0

taip pat ṅera diferencialiṅe lygtis ir bendru atveju variacinis uždavinys sprendinio
neturi. Jeigu

My(x, y)−Nx(x, y) ≡ 0,

tai reiškinysM(x, y) dx + N(x, y) dy yra pilnas diferencialas ir integralas

I(y) =

b∫

a

(
M(x, y) + N(x, y)y′

)
dx =

b∫

a

(
M(x, y) dx + N(x, y) dy

)

nepriklauso nuo integravimo kelio. Tai reiškia, kad su kiekviena leistina funkcija
y integralasI(y) yra pastovus ir variacinis uždavinys neturi prasmės.

3. Tarkime, funkcijaF = F (x, y′), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojoy.
Tada Oilerio lygtis

d

dx
Fy′(x, y′) = 0

turi pirmąjį integraląFy′(x, y′) = C. Gauta lygtis yra pirmos eilės diferencialiṅe
lygtis. Išsprendę ją rasime ekstremales.

4. Tarkime, funkcijaF = F (y, y′), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojox.
Tada Oilerio lygtis

d

dx

(
F (y, y′)− y′Fy′(y, y′)

)
= 0

turi pirmąjį integraląF (y, y′) − y′Fy′(y, y′) = C. Gauta lygtis taip pat yra
pirmos eil̇es diferencialiṅe lygtis. Išsprendę ją rasime ekstremales.

P a v y z d y s (uždavinys apie brachistochrone). PlokštumojeOxy yra du taškai,
nesantys vienoje vertikalioje tiesėje. Tegux1, y1 ir x2, y2 yra šių taškų koordinatės.
Iš taško(x1, y1) į tašką(x2, y2) kreive l be trinties slenka materialus taškas. Pradiniu
laiko momentu jo greitisv lygus nuliui. Aiḃeje tokių kreivių reikia rasti tą, kuria
slinkdamas materialus taškas pasiektų tašką(x2, y2) per trumpiausią laiką.
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Tarkime, taškas(x1, y1) yra koordinǎcių pradžios taškas(0, 0). Tada (žr. 1.1
skyrelį) laikasT, kurį sugaišta materialus taškas, judėdamas kreivel iš taško(0, 0)
į tašką(x2, y2) lygus

T (y) =

x2∫

0

√
1 + y′2√
2gy

dx; y(0) = 0, y(x2) = y2.

Šiame integrale pointegralinė funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojox. Todėl jį
atitinkanti Oilerio lygtis turi pirmąjį integralą

√
1 + y′2

y
− y′2√

y(1 + y′2)
= C.

Suprastinę šį reiškinį gausime pirmos eilės paprastąją diferencialinę lygtį

y(1 + y′2) = C1.

Teguy′ = ctg t. Tada

y = C1 sin2 t =
C1

2
(1− cos 2t).

Kadangi

dx =
dy

y′
=

2C1 sin t cos t dt

ctg t
= C1(1− cos 2t) dt,

tai

x =
C1

2
(2t− sin 2t) + C2.

Tarkime, kait = 0 taškasx(0), y(0) = (0, 0). Tada konstantaC2 = 0 ir gauname
ieškomos ekstremalės parametrines lygtys:

x =
C1

2
(2t− sin 2t), y =

C1

2
(1− cos 2t).

Šios lygtys apibṙežia vienparametrinę cikloidžių šeimą. KonstantaC1 randama iš są-
lygosy(x2) = y2. Taigi brachistochroṅe yra cikloiḋe.

Parodysime, kad b̄utina lokalaus ekstremumo egzistavimo sąlyga nėra pakankama.
Tarkime funkcijay, tenkinanti sąlygasy(0) = 1, y(π) = 2 yra stacionari funkcionalo

I(y) =

π∫

0

[4y′2(x)− 25y2(x)] dx

reikšṁe. Tada ji tenkina Oilerio lygtį

4y′′ + 25y = 0.
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Šios lygties bendrasis sprendinys

y = C1 cos
5x

2
+ C2 sin

5x

2
.

Pareikalavę, kad taip apibrėžta funkcijay tenkintų nurodytas sąlygas, gausime

y = cos
5x

2
+ 2 sin

5x

2
.

Kiekvienai funkcijaiη ∈ C1
0(0, π) skirtumas

I(y + η)− I(y) =

π∫

0

[4η′2 − 25η2] dx.

Imkime čia

η(x) =
1
n

sin mx, n, m ∈ N.

Tada
I(y + η)− I(y) = π(4m2 − 25)/2n2.

Kartu galime tvirtinti, kadI(y + η) < I(y), kai m < 5/2 ir I(y + η) ≥ I(y), kai
m ≥ 5/2. Taigi stacionarus funkcionalo taškas nebūtinai yra ekstremumo taškas.
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1.4 KELIŲ FUNKCIJŲ ATVEJIS

Teguy = (y1, . . . , yn) yra tolydžiai diferencijuojama vektorinė funkcija, tenkinanti
sąlygas

y(a) = α, y(b) = β, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn). (1.23)

Tokių funkcijų aiḃeje nagriṅesime funkcionalą

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx. (1.24)

Pagrindinis variacinio skaičiavimo uždavinys, taip pat stipriojo ir silpnojo lokalaus
ekstremumo sąvokos šiam funkcionalui formuluojamos taip kaip ir vienos funkcijos
atveju.

Tarkime, funkcijay, tenkinanti aukš̌ciau nurodytas sąlygas, suteikia (1.24) funk-
cionalui silpną lokalų ekstremumą. Tada kiekvienai fiksuotai vektorinei funkcijaiη =
(η1, . . . , ηn), ηi ∈ C1

0(a, b), i = 1, 2, . . . , n, ir vektoriui ε = (ε1, . . . , εn), εi –
neneigiami real̄us skaǐciai, yra teisinga viena iš nelygybių

I(y) ≤ I(y + εη), I(y) ≥ I(y + εη), εη = (ε1η1, . . . , εnηn),

jeigu tik skaǐcius|ε| =
( n∑

i=1

ε2
i

)1/2

yra pakankamai mažas. Tegu

Φ(ε) = I(y + εη).

Pagal apibṙežimą

Φεk
(0) =

b∫

a

[
Fyk

(x, y, y′)ηk(x) + Fy′k(x, y, y′)η′k(x)
]
dx, ∀k = 1, 2, . . . , n.

Taškasε = 0 yra funkcijosΦ lokalaus ekstremumo taškas. Todėl Φ′εk
(0) = 0, ∀k =

1, 2, . . . , n. Taigi∀k = 1, 2, . . . , n funkcijayk turi tenkinti integralinę tapatybę

b∫

a

[
Fyk

(x, y, y′)ηk(x) + Fy′k(x, y, y′)η′k(x)
]
dx = 0.

Toliau, kaip ir vienos funkcijos atveju, galima įrodyti, kad∀k = 1, 2, . . . , n funkcija
yk tenkina Oilerio lygtį integraline forma:

Fy′k(x, y, y′)−
x∫

a

Fyk
(t, y(t), y′(t)) dt = Ck (1.25)

ir Oilerio lygtį diferencialine forma:

Fyk
(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′k(x, y, y′)

)
= 0. (1.26)
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P a s t a b a . Jeigu funkcijay suteikia (1.24) funkcionalui silpną lokalų ekstremu-
mą ir determinantas

det|Fy′ky′l(x, y, y′)| 6= 0,

tai galima įrodyti (žr. [3]), kad∀k = 1, 2, . . . , n funkcija yk turi antros eil̇es tolydžias
išvestines. Šiuo atveju (1.26) Oilerio lygtys yra antros eilės lygtys ir jų bendrieji in-
tegralai turi2n laisvų jų konstantų . Ieškomoji vektorinė funkcijay turi tenkinti (1.23)
sąlygas. Į jas įeina lygiai2n skaliarinių sąlygų . Taigi laisvų jų konstantų yra lygiai
tiek pat, kiek ir sąlygų joms rasti.

P a v y z d y s . Rasti funkcionalo

I(y) =

π/2∫

0

(y′1
2 + y′2

2 + 2y1y2 + 2xy1) dx, y = (y1, y2)

ekstremales, tenkinančias kraštines sąlygas

y1(0) = −1, y2(0) = 1, y1(π/2) = 0, y2(π/2) = −π/2.

Iš Oilerio lygčių
y′′1 − y2 = x, y′′2 − y1 = 0,

eliminavę ieškomą funkcijąy1, gausime lygtį

y4
2 − y2 = x.

Jos bendrasis sprendinys

y2 = C1e
x + C2e

−x + C3 cos x + C4 sin x− x;

čiaC1, C2, C3, C4 – laisvosios konstantos. Iš antrosios Oilerio lygties randame

y1 = y′′2 = C1e
x + C2e

−x − C3 cos x− C4 sin x.

Pareikalavę, kad funkcijosy1, y2 tenkintų kraštines sąlygas, gausime

C1 = C2 = C4 = 0, C3 = 1.

Taigi leistina ekstremalė yra kreiv̇e, apibṙežiama dviem skaliariṅem funkcijom:

y1 = − cosx, y2 = cos x− x.
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1.5 AUKŠTESNĖS EILĖS IŠVESTINIŲ ATVEJIS

Nagriṅesime funkcionalą

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′, . . . , y(n)) dx. (1.27)

Tarkime, funkcijay yran kartų tolydžiai diferencijuojama ir tenkina sąlygas

y(a) = α, y′(a) = α1, . . . , y
(n−1)(a) = αn−1, (1.28)

y(b) = β, y′(b) = β1, . . . , y
(n−1)(b) = βn−1, (1.29)

o funkcijaF turi pirmos eiles tolydžias dalines išvestines pagal visus argumentus.
Absoliutaus ekstremumo uždavinys (1.27) funkcionalui formuluojamas taip kaip

ir (1.15) funkcionalui. Lokalaus ekstremumo uždavinį galima apibrėžti įvairiai. Tai
priklauso nuo to, kaip apibrėšime kreiv̇es aplinkos sąvoką. Nagrinėjamu atveju kreiv̇es
aplinkos sąvoką nat̄uraliai galima apibṙežti nuo nuliṅes ikin-osios eil̇es. Nuliṅes eil̇es
aplinka yra vadinama stipriąja, on-osios eil̇es aplinka – silpnąja.

Tegu funkcijay, tenkinanti išvardytas sąlygas, suteikia (1.27) funkcionalui lokalų
ekstremumą (nesvarbu kokį), o funkcijaη ∈ Cn

0(a, b). Tada realaus kintamojo funkcija
Φ(ε) = I(y + εη) taškeε = 0 turi lokalų ekstremumą ir

Φ′(0) =

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x) + · · ·

+Fy(n)(x, y, y′)η(n)(x)
]
dx = 0.

Kelis kartus pritaikę integravimo dalimis formulę, perrašysime šią tapatybę taip:

b∫

a

{
Fy(n) −

x∫

a

Fy(n−1) dx +

x∫

a

x∫

a

Fy(n−2) dxdx− · · ·

+ (−1)n

x∫

a

· · ·
x∫

a

Fy dx · · · dx
}
· η(n)(x) dx = 0. (1.30)

Kadangi reiškinys fiḡuriniuose skliaustuose tenkina1.4lemos sąlygas, tai funcijay turi
tenkinti integralinę Oilerio lygtį :

Fy(n) −
x∫

a

Fy(n−1) dx +

x∫

a

x∫

a

Fy(n−2) dxdx− · · · (1.31)

+(−1)n

x∫

a

· · ·
x∫

a

Fy dx · · · dx = C0 + C1(x− a) + · · ·+ Cn−1(x− a)n−1.
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Diferencijuodami jąn kartų , gausime diferencialinęOilerio lygtį :

d

dx

(
· · · d

dx

{ d

dx

[ d

dx
Fy(n) − Fy(n−1)

]
+ Fy(n−2)

}
− · · · (1.32)

+(−1)n−1Fy′
)

+ (−1)nFy = 0.

Jeigu funkcijaF turi tolydžias dalines išvestines pagal visus savo argumentus iki(n +
1)-os eil̇es imtinai, o funkcijay – tolydžias išvestines iki2n-os eil̇es imtinai, tai (1.32)
lygtį galima perrašyti taip:

Fy − d

dx
Fy′ + · · ·+ (−1)n dn

dxn
Fy(n) = 0. (1.33)

P a v y z d y s . Rasti funkcionalo

I(y) =

1∫

0

(y′′2 + y′2 − 24xy) dx

ekstremales, tenkinančias kraštines sąlygas

y(0) = y(1) = 0; y′(0) = 2, y′(1) = −4.

Oilerio lygties
y(4) − y′′ = 12x

bendrasis sprendinys

y = C1 + C2x + C3e
−x + C4e

x − 2x3;

čiaC1, C2, C3, C4 – laisvosios konstantos. Iš kraštinių sąlygų randame

C1 = C3 = C4 = 0, C2 = 2.

Taigi leistina ekstremalė yra kreiv̇e, apibṙežiama lygtimi

y = 2x(1− x2).
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1.6 DAUGIALYPIO INTEGRALO ATVEJIS

Nagriṅesime funkcionalą

I(u) =
∫

Ω

F (x, u, ux) dx. (1.34)

Čia: Ω ⊂ Rn – apṙežta sritis;S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius;F – funkcija, turinti
tolydžias dalines išvestines iki antros eilės imtinai pagal visus savo argumentus;u –
tolydžiai diferencijuojama srityjeΩ funkcija, tenkinanti sąlygą

u
∣∣
S

= ϕ(x), x ∈ S, ϕ ∈ C(S) . (1.35)

Tokių funkcijų u aibėje reikia rasti tą, kuri (1.34) funkcionalui suteikia absoliutų ek-
stremumą. Lokalaus (silpnojo ir stipriojo) ekstremumo sąvokos (1.34) funkcionalui
apibṙežiamos visiškai taip pat kaip ir vienmačiu atveju. Reikia tik apibṙežti funkcijos
u silpnąją ir stipriąją aplinkas.

Tarkime, aiḃeje funkcijų , tenkinaňcių nurodytas sąlygas, egzistuoja tokios, kuri-
oms (1.34) funkcionalas įgyja baigtinę reikšmę. Daugiamačiu atveju, skirtingai nuo
vienmǎcio, gali neb̄uti nė vienos diferencijuojamos funkcijos, tenkinančios (1.35) są-
lygą, kuriai (1.34) funkcionalas įgytų baigtinę reikšmę. Smulkiau apie tai žr. [3]
knygoje.

Tegu funkcijau, tenkinanti (1.35) sąlygą, suteikia (1.34) funkcionalui silpną lokalų
ekstremumą, o funkcijaη ∈ C1

0(Ω). Be to, tegu srityjeΩ funkcija u yra dukart difer-
encijuojama. Funkcijau + εη yra kokioje nors silpnoje funkcijosu aplinkoje, jeigu
skaǐciausε modulis yra pakankamai mažas. Todėl tokiemsε yra teisinga viena iš nely-
gybių

I(u) ≤ I(u + εη), I(u) ≥ I(u + εη).

TeguΦ(ε) = I(u + εη). Pagal apibṙežimą

Φ′(0) =
∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)η(x) +

n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux)ηxk

(x)
]
dx.

Taškasε = 0 yra realaus kintamojo funkcijosΦ lokalaus ekstremumo taškas. Todėl
Φ′(0) = 0 ir ∀η ∈ C1

0(Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe:

∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)η(x) +

n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux)ηxk

(x)
]
dx = 0. (1.36)

Pritaikę integravimo dalimis formulę, šią tapatybę perrašysime taip:
∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

(x, u, ux)
)]

η(x) dx+

+
∫

S

n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux) cos(n, xk)η(x) dS = 0, ∀η ∈ C1

0(Ω) .
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Funkcijaη(x) = 0, kai x ∈ S. Toḋel integralas paviršiumiS yra lygus nuliui ir yra
teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

(x, u, ux)
)]

η(x) dx = 0, ∀η ∈ C1
0(Ω) .

Reiškinys, esantis laužtiniuose skliaustuose, tenkina1.2 lemos sąlygą. Toḋel jis yra
lygus nuliui, t.y.

Fu(x, u, ux)−
n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

(x, u, ux)
)

= 0. (1.37)

Įrodytą teiginį suformuluosime taip:jeigu dukart tolydžiai diferencijuojama funkcija
u suteikia(1.34) funkcionalui bent silpną lokalų ekstremumą, tai ji turi tenkinti(1.37)
Oilerio lygtį .

Glodus Oilerio lygties sprendinys vadinamas ją atitinkančio funkcionaloekstre-
male. Aišku, ekstremal̇e ne visada suteikia funkcionalui silpną lokalų ekstremumą.
Nagriṅejamu atveju, kaip ir vieno realaus kintamojo funkcijai, reikalingas papildomas
tyrimas.

P a s t a b a . Išvesdami (1.37) lygtį reikalavome, kad funkcijau būtų dukart dife-
rencijuojama. Priminsime, kad vienmačiu atveju reikalavome tik pirmos išvestinės
tolydumo, o antros eilės išvestiṅes tolydumą įroḋeme. Be to, vienmǎciu atveju iš
pradžių išveḋeme integralinę Oilerio lygtį (į kurią įeina tik pirmosios išvestinės), o
po to diferencialinę (į kurią jau įeina ir antrosios išvestinės). Analogiška teorija yra
galima ir daugiamǎciu atveju. Tǎciau ji jau ṅera tokia paprasta.

P a v y z d y s . TeguΩ yra apṙežta sritis erdv̇ejeRn, S = ∂Ω – dalimis glodus
paviršius,ϕ – tolydi paviršiujeS funkcija. Ieškoma dukart diferencijuojama srityjeΩ
funkciją, kuri paviršiujeS įgyja žinomą reikšmęϕ ir funkcionalui

I(u) =
∫

Ω

√
1 + u2

x dx

suteikia minimalią reikšmę. Šis variacinis uždavinys susiveda į kraštinio uždavinio

n∑

i=1

d

dxi

(
uxi√
1 + u2

x

)
= 0, x ∈ Ω; u|S = ϕ(x), x ∈ S

sprendimą. Gauta lygtis yra netiesinė antrosios eil̇es dalinių išvestinių lygtis ir vadi-
namaminimalių paviršiųlygtimi. Gerai žinoma, kad šis uždavinys, dvimačiu atveju,
bet kokiai tolydžiai funkcijaiϕ turi vienintelį sprendinį tada ir tik tada, kai sritisΩ yra
iškila. Jeigu srities dimensija yra didesnė už du, tai srities iškilumas nėra nat̄uralus
dvimaṫes situacijos apibendrinimas. Tačiau šis uždavinys turi vienintelį sprendinį,
jeigu paviršiusS yra klaṡesC2 ir jo vidutinis kreivumas yra neneigiamas (žr. [7]).
Analogiškas teiginys yra teisingas ir prie mažesnių glodumo sąlygų (žr. [9], [4]).



1.7. BENDRESNI FUNKCIONALAI 25

1.7 BENDRESNI FUNKCIONALAI.

NATŪRALIOSIOS KRAŠTINĖS SĄLYGOS

Į rodyti šiame skyriuje teiginiai išlieka teisingi ir bendresnių pavidalų funkcionalams.
Dažniausiai tai funkcionalai, į kuriuos, be įprasto integralo, įeina papildomi nariai,
priklausantys nuo žinomų funkcijų reikšmių integravimo rėžių taškuose arba integrav-
imo srities kraštiniuose taškuose. Įrodysime, kad tokiems fukcionalams Oilerio lygtis
išlieka ta pati, o papildomi nariai turi į takos tik kraštinėms sąlygoms. Be to, skirtingai
nuo ankš̌ciau išnagriṅetų uždavinių , nereikalausime, kad ieškomoji funkcija tenkintų
kokias nors išankstines sąlygas.

Vienmǎciu atveju nagriṅesime funkcionalą

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx + ϕ(y(a)) + ψ(y(b)); (1.38)

čia: F – funkcija, turinti tolydžias dalines išvestines pagal visus argumentus iki antros
eilės imtinai, oϕ ir ψ – diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama funkcijay suteikia (1.38) funkcionalui bent sil-
pną lokalų ekstremumą. Laisvai pasirenkame funkcijąη ∈ C1[a, b] . Funkcijay +
εη priklauso kokiai nors silpnai funkcijosy aplinkai, jeigu tik skaǐciausε modulis
yra pakankamai mažas. Priminsime, kad taškuosea ir b funkcijai y nekeliame jokių
išankstinių sąlygų . Toḋel funkcijaη taškuosea ir b gali įgyti bet kokias reikšmes.

TeguΦ(ε) = I(y + εη). Tada

Φ′(0) = lim
ε→0

I(y + εη)− I(y)
ε

=

=

b∫

a

[Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)] dx + ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b).

Taškasε = 0 yra lokalaus ekstremumo taškas. Todėl Φ′(0) = 0. Taigi funkcijay turi
tenkinti integralinę tapatybę

b∫

a

[Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)] dx + ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0.

Panaudoję integravimo dalimis formulę, ją perrašysime taip:

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx+

+ Fy′(x, y, y′)η(x)
∣∣∣
x=b

x=a
+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0. (1.39)
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Imdamiη ∈ C1
0(a, b), gausime, kad funcijay turi tenkinti Oilerio lygtį :

Fy − d

dx

(
Fy′

)
= 0. (1.40)

Grįžkime dabar prie (1.39) integraliṅes tapatyḃes. Kadangi funkcijay tenkina (1.40)
Oilerio lygtį , tai (1.39) tapatybę galima perrašyti taip:

Fy′(x, y, y′)η(x)
∣∣∣
x=b

x=a
+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0.

Priminsime, kad funkcijaη taškuosea ir b gali įgyti bet kokias reikšmes. Todėl
paskutiṅeje tapatyḃeje koeficientai prieη(a) ir prie η(b) turi būti lygus nuliui, t.y.
taškuosea ir b turi būti patenkintos tokios sąlygos:

Fy′
∣∣
x=a

= ϕ′(y(a)), (1.41)

Fy′
∣∣
x=b

= −ψ′(y(b)). (1.42)

Šios kraštiṅes sąlygos yra vadinamosnat̄uraliosiomiskraštiṅemis sąlygomis.
P a s t a b a . Nagriṅejant (1.38) funkcionalą ieškomai funkcijai nekėlėme inter-

valo (a, b) taškuose jokių išankstinių sąlygų . Visiškai taip pat nagrinėjamas funkci-
onalas, kai viename kraštiniame taške ieškoma funkcija tenkina nurodytas sąlygas, o
kitame kraštiniame taške nekeliame jokių išankstynių sąlygų . Pavyzdžiui, jeigu taške
x = a nekeliame jokių išankstynių sąlygų , o taškex = b reikalausime, kad ieškoma
funkcija tenkintų kraštinę sąlygąy(b) = β, tai Oilerio lygtis išlieka ta pati, o kraštinės
sąlygos bus tokios:

Fy′ |x=a = ϕ′(y(a)), y(b) = β.

P a v y z d y s . Raskime funkcionalo

I(y) =

1∫

0

ex(y′2 + 6y2 + 12y) dx

ekstremales, tenkinančias nat̄uralias kraštines sąlygas.
FunkcionaląI atitinka Oilerio lygtis

y′′ + y′ − 6y − 6 = 0,

o nat̄uralias kraštines sąlygas galima užrašyti taip:

y′(0) = 0, y′(1) = 0.

Išsprendę šį uždavinį randame leistiną ekstremalęy = −1. Parodysime, kad funkcio-
nalui I ji suteikia absolīutų minimumą. Kiekvienai funkcijaiη ∈ C1[0, 1] skirtumas

I(y + η)− I(y) =

1∫

0

ex[η′2 + 6η2 + 2y′η′ + 12yη + 12η] dx.
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Pritaikę integravimo dalimis formulę, po to pasinaudoję Oilerio lygtimi bei natūralio-
siomis kraštiṅemis sąlygomis, gausime

I(y + η)− I(y) =

1∫

0

[
12ex + 12exy − d

dx
(2exy′)

]
η dx+

+2exy′η|x=1
x=0 +

1∫

0

ex(η′2 + 6η2) dx =

1∫

0

ex(η′2 + 6η2) dx ≥ 0.

Taigi rasta ekstremalėy = −1 suteikia funkcionaluiI absolīutų minimumą.
P a v y z d y s . Raskime funkcionalo

I(y) =

2∫

1

x2y′2 dx− 2y(1) + y2(2)

ekstremales, tenkinančias nat̄uralias kraštines sąlygas.
Išsprendę Oilerio lygtį

d

dx
(2x2y′) = 0,

randame ekstremalių šeimą
y = C1 + C2/x.

Natūraliasias kraštines sąlygas galima užrašyti taip:

y′(1) = −1, 4y′(2) = −y(2).

Pareikalavę, kad rastos ekstremalės tenkintų šias sąlygas, gausime

y = 1/2 + 1/x.

Patikrinsime, kad ši ekstremalė suteikia funkcionaluiI absolīutų minimumą. Kiekvie-
nai funkcijaiη ∈ C1[1, 2] skirtumas

I(y + η)− I(y) =

2∫

1

x2(η′2 + 2y′η′) dx− 2η(1) + 2y(2)η(2) + η2(2).

Panaudoję integravimo dalimis formulę, Oilerio lygtį bei natūralias kraštines sąlygas,
šį skirtumą perrašysime taip:

I(y + η)− I(y) =

2∫

1

x2η′2 dx + η2(2) ≥ 0.

Taigi rasta ekstremalėy = 1/2 + 1/x suteikia funkcionaluiI absolīutų minimumą.
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Daugiamǎciu atveju nagriṅesime funkcionalą

I(u) =
∫

Ω

F (x, u, ux) dx +
∫

S

ϕ(x, u) dS; (1.43)

čia: Ω yra apṙežta sritis erdv̇ejeRn, S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius,F ir ϕ –
pakankamai glodžios funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama srityjeΩ funkcija u suteikia (1.43) funkcionalui
bent silpną lokalų ekstremumą. Laisvai pasirenkame funkcijąη ∈ C1(Ω) ir skaǐcių
ε, kurio modulis yra pakankamai mažas. Tada funkcijau + εη priklauso kokiai nors
silpnai funkcijosu aplinkai, o realaus kintamojo funkcijaΦ(ε) = I(u + εη) taške
ε = 0 įgyja ekstremalią reikšmę. Todėl jos išvestiṅe taškeε = 0 yra lygi nuliui. Šią
sąlygą galima užrašyti taip:

∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

(x, u, ux)
)]

η(x) dx+

+
∫

S

[ n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux) cos(n, xk)η(x) + ϕu(x, u)

]
η(x) dS = 0, (1.44)

∀η ∈ C1(Ω) . Imkimeη ∈ C1
0(Ω) . Tada integralas paviršiumiS paskutiṅeje tapatyḃeje

bus lygus nuliui. Atmetę jį , gausime tapatybę

∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

(x, u, ux)
)]

η(x) dx = 0.

Pagal1.2 lemą ši tapatyḃe yra galima tik tuo atveju, kai funkcijau tenkina Oilerio
lygtį :

Fu −
n∑

k=1

d

dxk

(
Fuxk

)
= 0. (1.45)

Grįžkime dabar prie (1.44) integraliṅes tapatyḃes. Kadangi funkcijau tenkina (1.45)
lygtį , tai (1.44) tapatyḃeje integralas sritimiΩ lygus nuliui ir yra teisinga tapatybė

∫

S

[ n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux) cos(n, xk) + ϕu(x, u)

]
η(x) dS = 0, ∀η ∈ C1(Ω) .

Kadangi funkcijaη paviršiausS taškuose gali įgyti bet kokias reikšmes, tai ši tapatybė
yra galima tik tuo atveju, kai reiškinys laužtiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y.
paviršiausS taškuose funkcijau turi tenkinti sąlygą

n∑

k=1

Fuxk
(x, u, ux) cos(n, xk) + ϕu(x, u) = 0, x ∈ S.

Ši kraštiṅe sąlyga taip pat yra vadinamanat̄uraliąjakraštine sąlyga.
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P a v y z d y s . TeguΩ yra apṙežta sritis erdv̇ejeRn, S = ∂Ω – dalimis glodus
paviršius,κ – tolydi paviršiujeS funkcija, |κ(x)| < 1,∀x ∈ S, k – žinoma teigiama
konstanta. Reikia rasti dukart diferencijuojamą srityjeΩ funkciją, kuri funkcionalui

I(u) =
∫

Ω

√
1 + u2

x dx +
∫

S

κu dS +
∫

Ω

1
2
ku2 dx

suteikia minimalią reikšmę2. Šis variacinis uždavinys susiveda į kraštinio uždavinio

n∑

i=1

d

dxi

(
uxi√
1 + u2

x

)
= ku, x ∈ Ω,

n∑

i=1

uxi√
1 + ux

2
γi = κ, x ∈ S

sprendimą.Čia γ = (γ1, . . . , γn) – vienetinis normal̇es vektorius paviršiuiS, išorinis
sritiesΩ atžvilgiu. Kaik = 0, gauta lygtis yra minimalių paviršių lygtis. Ji turi spren-
dinį, tenkinantį pirmąją kraštinę sąlygą, tik prie tam tikrų papildomų sąlygų . Šios
sąlygos yra susijusios su sritiesΩ iškilumu (žr.1.6skyrelį). Jų galima atsisakyti, jeigu
pirmąją kraštinę sąlygą (priminsime, kad ji yra tiesinė) pakeisime nat̄uraliaja (netie-
sine) kraštine sąlyga. Tiksliau yra žinoma, kad, bet kokiai tolydžiai funkcijaiκ, mod-
uliu mažesnei už vienetą, suformuluotas kraštinis uždavinys turi vienintelį sprendinį,
nepriklausomai nuo sritiesΩ geometrinių savybių (žr. [12], [13], [14]).

2Kai n = 2 ieškoma funkcija aprašo skysčio, esaňcio cilindriniame kapiliare, laisvąjį paviršių .
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1.8 KINTAMŲ INTEGRAVIMO R ĖŽIŲ ATVEJIS

Tegula ir lb yra kokios nors glodžžios kreivės plokštumojeR2, o l – glodi kreiv̇e, kurios
vienas galas yra kreivėjela, o kitas – kreiv̇ejelb. Tokių kreivių aibę pažyṁekime raide
M. Tarkime, kreivesl, la ir lb galima apibṙežti atitinkamai lygtimis:y = y(x), y =
α(x) ir y = β(x). AibėjeM ieškosime kreiv̇esl : y = y(x), kuri funkcionalui

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx (1.46)

suteikia ekstremumą.
Tarkime, kreiv̇e l : y = y(x) suteikia (1.46) funkcionalui silpną lokalų ekstremu-

mą, o kreiv̇es l(ε) : y = y(x, ε) yra "artimos" kreiveil ir y(x, 0) = y(x). Kadangi
"artimas" kreives turime imti iš aiḃesM, tai jų galai turi gul̇eti kreivėsela ir lb (žr. 2.3
pav.).
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y(x)

y(x, ε)

la

lb
y

xa a(ε) b b(ε)

2.3 pav.

Tarkime, kreiv̇esl(ε) taškai, esantys kreivėsela ir lb, turi koordinatesa(ε), y
(
a(ε), ε

)
ir b(ε), y

(
b(ε), ε

)
. Akivaizdu, kada(0) = a, b(0) = b.

Įstatykime į (1.46) integralą vietoje funkcijosy funkciją y(x, ε), o integravimo
rėžiusa ir b pakeiskime ṙežiaisa(ε) ir b(ε). Taškasε = 0 yra funkcijos

Φ(ε) =

b(ε)∫

a(ε)

F (x, y(x, ε), y′(x, ε)) dx

lokalaus ekstremumo taškas. Todėl Φ′(0) = 0. Kadangi

Φ′(0) = b′(0) · F (x, y, y′)
∣∣
x=b

− a′(0) · F (x, y, y′)
∣∣
x=a

+

+

b(ε)∫

a(ε)

[
Fy(x, y, y′)

∂y(x, ε)
∂ε

+ Fy′(x, y, y′)
∂y′(x, ε)

∂ε

]
dx

∣∣∣
ε=0

,

tai funkcijay turi tenkinti integralinę tapatybę

b′(0) · F (x, y, y′)
∣∣
x=b

− a′(0) · F (x, y, y′)
∣∣
x=a

+
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+

b(ε)∫

a(ε)

[
Fy(x, y, y′)

∂y(x, ε)
∂ε

+ Fy′(x, y, y′)
∂y′(x, ε)

∂ε

]
dx

∣∣∣
ε=0

= 0. (1.47)

Pasteḃesime, kad

b(ε)∫

a(ε)

Fy′(x, y, y′)
∂y′(x, ε)

∂ε
dx

∣∣∣
ε=0

=

b(ε)∫

a(ε)

Fy′(x, y, y′)
d

dx

(∂y(x, ε)
∂ε

)
dx

∣∣∣
ε=0

=

= Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=b

∂y(b(ε), ε)
∂ε

∣∣∣
ε=0

− Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=a

∂y(a(ε), ε)
∂ε

∣∣∣
ε=0

−

−
b(ε)∫

a(ε)

d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)∂y(x, ε)
∂ε

dx
∣∣∣
ε=0

.

Be to,
d

dε
y(a(ε), ε)

∣∣∣
ε=0

= y′(a) · a′(0) +
∂y(a(ε), ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

,

d

dε
y(b(ε), ε)

∣∣∣
ε=0

= y′(b) · b′(0) +
∂y(b(ε), ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

.

Todėl (1.47) tapatybę galima perrašyti taip:

b′(0)
(
F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′

)∣∣
x=b

−

−a′(0)
(
F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′

)∣∣
x=a

+

+Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=b

dy(b(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

− Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=a

dy(a(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

+

+

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]∂y(x, ε)
∂ε

∣∣∣
ε=0

dx = 0. (1.48)

Iš pradžių imkime "artimas" kreivesl(ε) taip, kad jų galai sutaptų su ekstremalės l
galais, t.y.

y(a(ε), ε) = y(a), y(b(ε), ε) = y(b) (1.49)

visoms galimoms parametroε reikšṁems. Tada (1.48) integraliṅeje tapatyḃeje visi
neintegraliniai nariai yra lyḡus nuliui ir ją galima perrašyti taip:

b∫

a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]∂y(x, ε)
∂ε

∣∣∣
ε=0

dx = 0.

Pagal1.1 lemą ši tapatyḃe yra galima tik tada, kai funkcijay tenkina Oilerio lygtį :

Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)
= 0. (1.50)
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Grįžkime prie (1.48) tapatyḃes. Kadangi funkcijay tenkina (1.50) Oilerio lygtį , tai
(1.48) tapatybę galima perrašyti taip:

b′(0) · (F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′
)∣∣

x=b
−

−a′(0) · (F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′
)∣∣

x=a
+

+Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=b

dy(b(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

− Fy′(x, y, y′)
∣∣∣
x=a

dy(a(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

= 0.

Imdami šioje tapatyḃeje funkcijasy(x, ε) taip, kad jos tenkintų antrąją iš (1.49) sąlygų ,
gausime, kad taškex = a funkcijay tenkina sąlygą

a′(0) · (F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′
)∣∣∣

x=a
+ Fy′(x, y, y′)

∣∣∣
x=a

dy(a(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

= 0.

Reikalaudami, kad funkcijosy(x, ε) tenkintų pirmąją iš (1.49) sąlygų , gausime, kad
taškex = b funkcijay tenkina sąlygą

b′(0) · (F (x, y, y′)− Fy′(x, y, y′)y′
)∣∣∣

x=b
+ Fy′(x, y, y′)

∣∣∣
x=b

dy(b(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

= 0.

Šios sąlygos vadinamostransversalumosąlygomis. Kadangi taškai
(
a(ε), y(a(ε), ε)

)
ir

(
b(ε), y(b(ε), ε)

)

guli kreivėsela ir lb, tai išvestiṅes

dy(a(ε), ε)
dε

∣∣∣
ε=0

= α′(a) · a′(0),
dy(b(ε), ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= β′(b) · b′(0),

Todėl transversalumo sąlygas galima perrašyiti taip:

F (x, y, y′)
∣∣
x=a

+ (α′(x)− y′(x))Fy′(x, y, y′)
∣∣
x=a

= 0,

F (x, y, y′)
∣∣
x=b

+ (β′(x)− y′(x))Fy′(x, y, y′)
∣∣
x=b

= 0.
(1.51)

Taigi transversalumo sąlygos apibrėžia ryšį tarp ekstremalėsl krypties koeficientoy′

ir kreivių la, lb krypties koeficientųα′, β′ kiekviename kreiviųla, lb taške.
P a s t a b o s :

1. Jeigu tik vienas ekstremalėsl galas yra įtvirtintas, tai transversalumo sąlyga turi
būti patenkinta neįtvirtintame gale.

2. Tarkime,F (x, y, y′) = Q(x, y)
√

1 + y′2. Tada pirmąją iš (1.51) transversalumo
sąlygų galima perrašyti taip:

Q

√
1 + y′2

∣∣∣
x=a

+ Q(α′ − y′)
y′√

1 + y′2

∣∣∣
x=a

= 0.

Suprastinę̌cia panašius narius, gausime

Q(1 + α′y′)|x=a = 0.
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Jeigu pirmasis daugiklis šioje sąlygoje nelygus nuliui, tai antrasis daugiklis yra
lygus nuliui ir galime tvirtinti, kad ekstremalės ir kreiv̇es, kuria ji slenka, krypties
vektoriai yra ortogonal̄us. Šiuo atveju transversalumo sąlyga susiveda į ortogo-
nalumo sąlygą.

3. Jeigu kreiv̇e la yra apibṙežta lygtimi α(x, y) = 0, tai transversalumo sąlygą
galima užrašyti taip:

F (x, y, y′)− y′(x)Fy′(x, y, y′)
αx(x, y)

=
Fy′(x, y, y′)

αy(x, y)
. (1.52)

4. Funkcionalo

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx, y = (y1, . . . , yn)

atveju, kai taškasa laisvai gali juḋeti paviršiumiα(x, y) = 0, transversalumo
sąlyga yra tokia:

F (x, y, y′)− y′1(x)Fy′1(x, y, y′)− · . . . · −y′n(x)Fy′n(x, y, y′)
αx(x, y)

=

=
Fy′1(x, y, y′)
αy1(x, y)

= . . . =
Fy′n(x, y, y′)
αyn(x, y)

.

P a v y z d ž i a i :

1. Rasti atstumą nuo taško(−2, 3
√

3) iki pusapskritimio

lb : y =
√

1− (x− 1)2 := β(x), x ∈ [0, 2].

Šio uždavinio sprendimas susiveda į tokį variacinį uždavinį. Aibėje glodžių
kreivių l : y = y(x), kurios vienas galas įtvirtintas taške(−2, 3

√
3), o ki-

tas galas guli pusapskritimey = β(x), x ∈ [0, 2], reikia rasti tą, su kuria
funkcionalas

I(y) =

b∫

−2

√
1 + y′2 dx

įgyją minimalią reikšmę.

Šį funkcionalą atitinka Oilerio lygtis

d

dx

(
y′√

1 + y′2

)
= 0.

Jos bendrasis sprendinysy = C1x + C2 priklauso nuo dviejų laisvų konstantų .
Be to, yra nežinoma irb reikšṁe. Taigi yra tris nežinomos konstantasC1, C2 ir
b. Joms rasti turime dvi kraštines ir vieną transversalumo sąlygas:

−2C1 + C2 = 3
√

3,
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bC1 + C2 =
√

1− (b− 1)2,
√

1 + C2
1 +

( 1− b√
1− (b− 1)2

− C1

) C1√
1 + C2

1

= 0.

Iš pirmų jų dviejų kraštinių sąlygų ir trěciosios transversalumo sąlygos randame:
C1 = −C2 = −√3, b = 1/2. Todėl ekstremal̇e y = −√3x +

√
3, o ieškomas

atstumas

d =

1/2∫

−2

√
1 + (

√
3)2 dx = 5.

2. Aibėje glodžių kreivių , kurių vienas galas yra įtvirtintas koordinačių pradžio-
je, o kitas galas yra tiesėje lb : y = mx + n rasti tą, kuri suteikia ekstremumą
funkcionalui

I(y) =

b∫

0

√
1 + y′2

y
dx.

Kadangi pointegraliṅe funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojox, tai na-
grinėjamo funkcionalo Oilerio lygtis turi pirmąjį bendrąjį integralą

√
1 + y′2

y
− 1

y

y′2√
1 + y′2

= C1.

Atskirę šioje lygtyje kintamuosius ir suintegravę, gausime Oilerio lygties ben-
drąjį sprendinį

(x + C2)2 + y2 =
1

C2
1

.

Taigi ekstremal̇es yra apskritimai. Kadangi ieškoma ekstremalė turi eiti per ko-
ordinǎcių pradžią, taiC2

2 = 1/C2
1 ir ekstremal̇es lygtį galima perrašyti taip:

x2 − 2C2x + y2 = 0.

Ekstremal̇es ir kreiv̇eslb sankirtos taške turi b̄uti patenkinta transversalumo są-
lyga

− 1
m

=
C2 − b

y(b)
.

Be to, jų sankirtos taškas turi gulėti tieṡeje

y = mx + n.

Iš pastarų jų dviejų lyǧcių randameC2 = −n/m. Todėl ieškomą ekstremalės
lygtį galima perrašyti taip:

(
x +

m

n

)2

+ y2 =
(m

n

)2

.
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1.9 TRŪKIŲ SPRENDINIŲ ATVEJIS

Iš pradžių išnagriṅesime vieną pavyzdį. Akivaizdu, kad

I(y) =

1∫

−1

y2(1− y′)2 dx > 0, ∀y : y ∈ C1[−1, 1], y(−1) = 0, y(1) = 1.

Funkcija

ŷ(x) =
{

x, x ∈ [0, 1],
0, x ∈ [−1, 0]

taškex = −1 lygi nuliui, o taškex = 1 lygi vienetui. Jos išvestiṅe ŷ ′ taškex = 0
turi trūkį . Toḋel funkcija ŷ nėra tolydžiai diferencijuojama intervale[−1, 1]. Vis dėlto
integralasI(ŷ) turi prasmę ir

I(ŷ) =

1∫

−1

ŷ2(1− ŷ ′)2 dx = 0.

Taigi minimumą funkcionaluiI suteikia funkcija, kuri nepriklausoC1[−1, 1] erdvei.
Apibendrindami šį pavyzdį, matome, kad kartais funkcionalo ekstremumo reikia

ieškoti platesṅeje funkcijų klaṡeje. Šiame skyrelyje tokia klase laikysime visumą dal-
imis glodžių kreivių .

Tarkime, dalimis glodi kreiv̇e l : y = y(x) suteikia ekstremumą funkcionalui

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx. (1.53)

Be to, tegu funkcijosy išvestiṅey′ turi trūkį tik viename taškêx ∈ (a, b).
Artimas kreives pažyṁekimel(ε). Atskirai išnagriṅesime du atvejus. Tegul(ε) :

y = y(x) + εη(x), η ∈ C∞0 (a, b) (žr. 2.4 pav.).
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2.4 pav.
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Funkcija

Φ(ε) = I(y + εη) =

bx∫

a

F (x, y + εη, y′ + εη′) dx +

b∫

bx

F (x, y + εη, y′ + εη′) dx
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turi ekstremumą taškeε = 0. Toḋel

Φ′(0) =

bx∫

a

(Fyη + Fy′η
′) dx +

b∫

bx

(Fyη + Fy′η
′) dx =

=

bx∫

a

(
Fy − d

dx
Fy′

)
η dx +

b∫

bx

(
Fy − d

dx
Fy′

)
η dx + Fy′η

∣∣∣
x=bx−0

− Fy′η
∣∣∣
x=bx+0

= 0.

Iš šios integraliṅes tapatyḃes gauname, kad funkcijay tenkina Oilerio lygtį

Fy − d

dx
Fy′ = 0, (1.54)

o reiškinysFy′(x, y, y′) taškex = x̂ yra tolydus, t.y.

Fy′
∣∣
x=bx−0

= Fy′
∣∣
x=bx+0

. (1.55)

Tegul(ε) : y = y(x, ε), y(x̂(ε), ε) = y(x̂) (žr. 2.5 pav.) ir

Φ(ε) = I(y(x, ε)) =

bx(ε)∫

a

F (x, y(x, ε), y′(x, ε)) dx+

+

b∫

bx(ε)

F (x, y(x, ε), y′(x, ε)) dx.

Tada

Φ′(0) = x̂ ′(0)F
∣∣∣
x=bx−0

x=bx+0
+

+

bx(ε)∫

a

(
Fy

∂y

∂ε
+ Fy′

∂y′

∂ε

)
dx

∣∣∣
ε=0

+

b∫

bx(ε)

(
Fy

∂y

∂ε
+ Fy′

∂y′

∂ε

)
dx

∣∣∣
ε=0

.

Taškasε = 0 yra funkcijosΦ lokalaus ekstremumo taškas. Todėl Φ′(0) = 0. Kadangi
taškuosex = x̂± 0 išvestiṅe

d

dε
y(x̂(ε), ε)

∣∣∣
ε=0

= x̂ ′(0) · y′(x)
∣∣∣
x=bx±0

+
∂y

∂ε

∣∣∣
ε=0

= 0,

tai šią sąlygą galime perrašyti taip:

x̂ ′(0)
(
F − y′Fy′

)∣∣
x=bx−0

− x̂ ′(0)
(
F − y′Fy′

)∣∣
x=bx+0

+

+

bx(ε)∫

a

(
Fy − d

dx
Fy′

)∂y

∂ε
dx

∣∣∣
ε=0

+

b∫

bx(ε)

(
Fy − d

dx
Fy′

)∂y

∂ε
dx

∣∣∣
ε=0

= 0.
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Iš šios tapatyḃes gauname, kad funkcijay tenkina (1.54) Oilerio lygtį , o reiškinys
F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′) taškex = x̂ yra tolydus, t.y.

(
F − y′Fy′

)∣∣
x=bx−0

=
(
F − y′Fy′

)∣∣
x=bx+0

. (1.56)

Taigi taškex̂ funkcija y turi tenkinti (1.55) ir (1.56) sąlygas. Šios sąlygos yra
vadinamosErdmano–Vejerštrasosąlygomis.

Tarkime, yra žinomas bendrasis Oilerio lygties integralas. Kadangi Oilerio lygtis
yra antros eil̇es lygtis, tai jis priklauso nuo dviejų laisvų jų konstantų . Be to, inter-
valams(a, x̂) ir (x̂, b) jos apskritai yra skirtingos. Tiksliau, tegu

y = ω1(x,C1, C2)

yra bendrasis integralas intervale(a, x̂), o

y = ω2(x,C3, C4)

yra bendrasis integralas intervale(x̂, b). Šiuo atveju turime 5 laisvąsias konstantas
C1, C2, C3, C4 ir y(x̂). Joms apibṙežti taip pat yra 5 sąlygos: dvi kraštinės sąlygos

y(a) = α, y(b) = β,

dvi Erdmano –Vejerštraso sąlygos ir funkcijosy tolydumo sąlyga taškêx.
P a s t a b a . Analogiškas Erdmano–Vejerštraso sąlygas galima išvesti ir daugia-

lypio integralo atveju.
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1.10 IZOPERIMETRINIS UŽDAVINYS

Kokioje nors uždarų , guliňcių plokštumoje, tam tikro ilgio kreivių aiḃeje ieškosime
tokios, kuri apriboja didžiausio ploto fiḡurą. Toks uždavinys vadinamas izoperimetri-
niu uždaviniu siaurąja prasme (žr.1.1 skyrelio 4 uždavinį). Jis susiveda į uždavinį,
kai reikia rasti funkciją, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremumą, o kitas funk-
cionalas įgyja konkrěcią reikšmę. Bendru atveju galima ieškoti funkcijos, kuri vienam
funkcionalui suteikia ekstremumą, o kiti funkcionalai įgyja nurodytas reikšmes. Taip
suformuluotas uždavinys vadinamas izoperimetriniu plačiąja prasme.

Nagriṅesime paprašciausią izoperimetrinį uždavinį. TeguM yra aiḃe diferencijuo-
jamų segmente[a, b] funkcijų , tenkinaňcių kraštines sąlygas

y(a) = α, y(b) = β, (1.57)

ir tokių , kad funkcionalas

J(y) =

b∫

a

Ψ(x, y, y′) dx = d; (1.58)

čiad – tam tikras skaǐcius. AiḃejeM reikia rasti funkciją, kuriai funkcionalas

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx (1.59)

įgyja ekstremalią reikšmę.
P a s t a b a . Suformuluotas uždavinys turi prasmę, jeiguduota funkcionaloJ

reikšṁe d yra griežtai tarp jo ekstremalių reikšmių , t.y. nėra jo ekstremali reikšṁe.
Priešingu atveju egzistuoja tik viena arba kelios ekstremalės, kurioms funkcionalasJ
įgyja duotą reikšmę. Šios ekstremalės ir sudaro visą leistinų kreivių aibę. Taigi, na-
grinėjant tokį atvejį , bendra teorija netenka prasmės. Kartu galime tvirtinti, kad tais
atvejais, kai ekstremalė suteikia griežtą ekstremumą, ka tik išskirtas reikalavimas yra
būtinas.

Tarkime, funkcijosF ir Ψ turi tolydžias dalines išvestines pagal visus argumentus
iki antros eil̇es imtinai, o skaǐcių d parinktas taip, kad aiḃe M yra netuš̌cia. Taikant
Lagranžo daugiklių metodą, izoperimetrinis uždavinys susiveda į jau išnagrinėtą vari-
acinio skaǐciavimo uždavinį be papildomų funkcinių sąlygų . Įrodysime paprasčiausią
Oilerio teoremos variantą.

1.2 teorema. (Oilerio) Tarkime, funkcijay ∈ M suteikia(1.59) funkcionalui ekstre-
mumą ir ṅera funkcionaloJ ekstremal̇e. Tada egzistuoja skaičiusλ toks, kad funkcija
y yra funkcionalo

H(y) = I(y) + λJ(y) (1.60)

ekstremal̇e.
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/ Tarkime, kad funkcijay ∈ M suteikia (1.59) funkcionalui ekstremumą ir ṅera
funkcionaloJ ekstremal̇e. Laisvai pasirenkame funkcijasη1, η2 ∈ C∞0 (a, b) . Funkcija
y + ε1η1 + ε2η2 priklauso kokiai nors silpnai funkcijosy aplinkai, jeigu tik skaǐcių ε1

ir ε2 moduliai yra pakankamai maži. Apibrėžkime dviejų realių kintamųjų funkciją
Φ(ε1, ε2) = J(y + ε1η1 + ε2η2). Jos pirmos eil̇es išvestiṅes

∂Φ
∂εi

∣∣∣
ε1=ε2=0

=

b∫

a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
ηi dx, i = 1, 2.

Pagal teoremos sąlygą funkcijay nėra funkcionaloJ ekstremal̇e. Toḋel reiškinys

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]

tapǎciai nelygus nuliui ir funkcijąη2 galima parinkti taip, kad

∂Φ
∂ε2

∣∣∣
ε1=ε2=0

=

b∫

a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
η2 dx 6= 0.

KadangiJ(y) = d, tai taškas(0, 0) yra lygtiesΦ(ε1, ε2) = d sprendinys. Remiantis
neišreikštinių funkcijų teorema, lygtisΦ(ε1, ε2) = d apibṙežiaε2 kaip kintamojoε1

funkciją, jeigu tik skaǐciausε1 modulis yra pakankamai mažas. Be to, išvestinė

dε2

dε1

∣∣∣
ε1=0

= −Φε1

Φε2

∣∣∣
ε1=ε2=0

= −

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
η1 dx

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
η2 dx

.

Taškasε1 = 0 yra funkcijosΦ̃(ε1) = I(y+ε1η1 +ε2(ε1)η2) lokalaus ekstremumo
taškas. Toḋel

Φ̃′(ε1)
∣∣
ε1=0

= 0.

Šią sąlygą galima užrašyti taip:

b∫

a

[
Fy − d

dx

(
Fy′

)]
η1 dx +

dε2

dε1

∣∣∣
ε1=0

·
b∫

a

[
Fy − d

dx

(
Fy′

)]
η2 dx =

=

b∫

a

[
Fy − d

dx

(
Fy′

)]
η1 dx + λ

b∫

a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
η1 dx = 0; (1.61)

čia

λ = −

b∫
a

[
Fy − d

dx

(
Fy′

)]
η2 dx

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′

)]
η2 dx

.
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TeguF + λΨ = H. Tada (1.61) tapatybę galima perrašyti taip:

b∫

a

[
Hy − d

dx

(
Hy′

)]
η1 dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (a, b) .

Pasinaudoję1.1 lema, gausime, kad funkcijay turi tenkinti Oilerio lygtį :

Hy − d

dx

(
Hy′

)
= 0. (1.62)

Taigi y yra funkcionalo

H(y) =

b∫

a

H(x, y, y′) dx

ekstremal̇e. .
Jeigu iš anksto yra žinoma, kad ekstremalė egzistuoja, tai remiantis Oilerio teo-

rema ją galima rasti. Iš tikrų jų , integruodami (1.62) Oilerio lygtį rasime jos bendrąjį
sprendinįy = y(C1, C2, λ). Jis priklauso nuo trijų laisvų konstantų : dviejų integrav-
imo konstantųC1, C2 ir parametroλ. Remiantis Oilerio teorema ieškomas sprendinys
priklauso šiai ekstremalių šeimai. Todėl belieka tik apibṙežti parametrusC1, C2 ir λ.
Jie randami iš dviejų (1.57) kraštinių sąlygų ir (1.58) funkcinės sąlygos.

P a s t a b o s :

1. Teorema išliks teisinga, jeigu joje funkcijąy pakeisime vektorine funkcijay =
(y1, . . . , yn). Be to, vietoje (1.58) funkcinės sąlygos galime imti bet kokį baig-
tinį skaǐcių tokių sąlygų .

2. Suformuluotas izoperimetrinis uždavinys susiveda į paprasčiausią variacinį už-
davinį su funkcionaluH = I +λJ. Jeigu funkcionaląH padauginsime iš kokios
nors konstantos, tai gautą funkcionalą atitiks ta pati ekstremalių šeima kaip ir
funkcionaląH. Todėl funkcionaląH galime užrašyti simetriṅeje formoje

H = λ1I + λ2J.

Išskirkime atvejį , kaiλ1 = λ2 = 0. Tada aiḃe funkcinaloI ekstremalių , ku-
rioms funkcionalasJ įgyja pastovią reikšmę sutampa su aibe funkcinaloJ ek-
stremalių , kurioms funkcionalasI įgyja pastovią reikšmę.

P a v y z d ž i a i :

1. Tegu M yra tokių funkcijų {y ∈ C1(0, π), y(0) = y(π) = 0} aibė, kad
funkcionalas

J(y) =

π∫

0

y sin x dx = 1.

AibėjeM reikia rasti funkciją, kuri funkcionalui

I(y) =

π∫

0

y′2(x) dx
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suteikia bent silpną lokalų ekstremumą.

Sudarome funkcionalą
H(y) = I(y) + λJ(y).

Jį atitinka Oilerio lygtis
2y′′ − λ sin x = 0,

kurios bendrasis sprendinys

y = −λ

2
sin x + C1x + C2.

Pareikalavę, kad ekstremalė y ∈ M gausimeC1 = C2 = 0, λ = −4/π. Todėl
ieškoma ekstremalė

y =
2
π

sinx.

Parodysime, kad ji suteikia funkcionaluiI absoliutų minimumą.

Tegu funkcijaη ∈ C1(0, π) ir tenkina sąlygaJ(η) = 0. Tada funkcijay+η ∈ M
ir skirtumas

I(y + η)− I(y) =

π∫

0

[
(y′ + η′)2 − y′2

]
dx = 2

π∫

0

y′η′ dx +

π∫

0

η′2 dx =

= 2y′η
∣∣∣
x=π

x=0
− 2

π∫

0

y′′η dx +

π∫

0

η′2 dx =

= 2

π∫

0

yη dx +

π∫

0

η′2 dx =

π∫

0

η′2 dx ≥ 0.

2. Aibėje glodžiu ilgiod kreivių , jungiaňcių du dotus taškusA ir B, rasti tą, kuri,
kartu su atkarpaAB, apriboja didžiausio ploto fiḡurą.

Tarkime, taškaiA ir B yra x ašyje ir turi koordinatesa, 0 ir b, 0. Be to, tegu
kreivė l, jungianti šiuos taškus, randasi viršx ašies ir ją galima apibrėžti lygtimi
y = y(x), x ∈ (a, b). Figūros, esaňcios tarpx ašies ir kreiv̇esl (žr. 2.6 pav.),
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2.6 pav.

plotas lygus

I(y) =

b∫

a

y dx.
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Kreivėsl ilgis

J(y) =

b∫

a

√
1 + y′2 dx = d.

Taigi reikia rasti funkcijay, kuri suteikia funkcionaluiI didžiausią reikšmę ir
tenkina papildomą sąlygąJ(y) = d.

Apibrėžime funkcionalą

H(y) =

b∫

a

H(y, y′) dx; H(y, y′) = y + λ

√
1 + y′2.

Kadangi funkcijaH tiesiogiai nepriklauso nuox, tai šį funkcionalą atitinkanti
Oilerio lygtis tiri pirmąjį bendrąjį integralą

y + λ

√
1 + y′2 − λy′

y′√
1 + y′2

= C1.

Suprastinę jį , gausime

y = C1 − λ√
1 + y′2

.

Tarkimey′ = tg ϕ. Tada
y = C1 − λ cosϕ.

Diferencijuodami šį reiškinį pagalx, gausime

y′ = λ sin ϕ
dϕ

dx
= tg ϕ.

Iš čia randame
x = λ sin ϕ + C2.

Kartu gauname Oilerio lygties ekstremalių šeimą

y = C1 − λ cos ϕ, x = λ sin ϕ + C2.

Eliminavę iš šių lyǧcių parametrąϕ, gausime lygtį

(x− C2)2 + (y − C1)2 = λ2.

Akivaizdu, kad ši lygtis apibṙežia apskritimų šeimą. Taigi, jeigu ieškoma ek-
stremal̇e egzistuoja, tai ji apibrėžia apskritimą. ParametrusC1, C2 ir λ vien-
areikšmiškai galima rasti iš dviejų kraštinių sąlygų ir papildomos funkcinės są-
lygos.
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1.11 SĄLYGINIO EKSTREMUMO UŽDAVINYS

Variacinio skaǐciavimo uždaviniuose papildomos sąlygos gali būti įvairaus pavidalo.
Kartais papildoma sąlyga susiveda į tai, kad ieškomoji ekstremalė turi gul̇eti tam tik-
rame paviršiuje. Šiame skyrelyje nagrinėsime paprašciausią variacinio skaičiavimo
uždavinį su tokia sąlyga. Tarkime, funkcijosy, z ∈ C1[a, b] tenkina kraštines sąlygas

y(a) = α1, y(b) = β1, z(a) = α2 z(b) = β2 (1.63)

ir lygtį
Φ(x, y, z) = 0. (1.64)

Tokių funkcijų aiḃeje reika rasti tas, kurioms funkcionalas

I(y, z) =

b∫

a

F (x, y, z, y′, z′) dx (1.65)

įgyja ekstremalią reikšmę.
Geometriṅe šio uždavinio interpretacija yra tokia. Reikia rasti kreivę, kuri yra

(1.64) paviršiuje, eina per du taškus ir suteikia (1.65) funkcionalui ekstremumą.
Jeigu iš (1.64) sąlygosz gal̇etume išreikšti kaip funkciją nuox ir y, tai įstatę gautą

jos išraišką į (1.65) funkcionalą gautume uždavinį be jokios papildomos sąlygos. Pa-
nauduosime šią iḋeją išvesdami lygtis, kurias turi tenkinti ieškomosios funkcijosy ir
z.

Tarkime, funkcijosy ir z tenkina (1.64) lygtį , (1.63) kraštines sąlygas ir suteikia
funkcionaluiI(y, z) bent silpną lokalų ekstremumą. Be to, tegu funkcijosΦ dalinė
išvestiṅe

Φz(x, y(x), z(x)) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]3. (1.66)

Tada iš (1.64) lygtiesz galima išreikšti kaip kintamųjųx ir y funkciją. Vadinasi, (1.64)
lygtį galima užrašyti taip:z = ϕ(x, y) ir z(x) ≡ ϕ(x, y(x)). Įstatę į (1.65) vietojez
funkcijąϕ, gausime funkcionalą:

b∫

a

F (x, y, ϕ(x, y), y′, ϕx(x, y) + ϕy(x, y)y′) dx ≡
b∫

a

Ψ(x, y, y′) dx.

Funkcijay suteikia šiam funkcionalui ekstremumą (tačiau dabar jau besąlyginį). Todėl
ji turi tenkinti Oilerio lygtį :

d

dx

(
Ψy′

)−Ψy = 0. (1.67)

Kadangi

Ψy = Fy + Fzϕy + Fz′(ϕxy + ϕyyy′), Ψy′ = Fy′ + Fz′ϕy,

3Šią sąlygą galima pakeisti bendresne

Φ2
y(x, y(x), z(x)) + Φ2

z(x, y(x), z(x)) 6= 0, ∀x ∈ [a, b].
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d

dx

(
Ψy′

)
=

d

dx

(
Fy′

)
+

d

dx

(
Fz′

)
ϕy + Fz′(ϕyx + ϕyyy′), ϕy = −Φy

Φz
,

tai (1.67) lygtį galima perrašyti taip:

d

dx

(
Fy′

)− Fy −
( d

dx

(
Fz′

)− Fz

)Φy

Φz
= 0. (1.68)

Išilgai kreivėsy = y(x), z = z(x) reiškinys

d

dx

(
Fz′

)− Fz

Φz

yra kintamojox funkcija. Pažyṁekime jį λ(x). Tada (1.68) lygtis išsiskaido į dviejų
lygčių sistemą:

d

dx

(
Fy′

)− Fy − λ(x)Φy = 0,

d

dx

(
Fz′

)− Fz − λ(x)Φz = 0.

Šią sistemą galima užrašyti taip:

d

dx

(
F ∗y′

)− F ∗y = 0, (1.69)

d

dx

(
F ∗z′

)− F ∗z = 0; (1.70)

čia F ∗ = F + λΦ. Kartu įroḋeme tokį teiginį: Tarkime, diferencijuojamos funkci-
jos y ir z tenkina(1.64) lygtį , (1.63) kraštines sąlygas ir(1.65) funkcionalui suteikia
ekstremumą. Tada jos turi tenkinti(1.69) ir (1.70) lygtis.

Išvestos (1.69) ir (1.70) lygtys yra Oilerio lygtys funkcionalui

I∗(y, z) =

b∫

a

F ∗(x, y, z, y′, z′) dx.

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad Lagranžo daugiklisλ yra kintamojox funkcija. Elimi-
navęλ ir z iš (1.64), (1.69) ir (1.70) lygčių , gausime funkcijosy atžvilgiu antrosios
eilės diferencialinę lygtį . Jos bendrasis integralas priklauso nuo dviejų laisvų jų kon-
stantų . Šioms konstantoms apibrėžti yra dvi kraštiṅes sąlygos:y(a) = α1, y(b) = β1.

P a v y z d y s . Glodžių sferoje

SR = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2}

kreivių aiḃeje, jungiaňciu du duotus sferos taškus, reikia rasti mažiausio ilgio kreivę
(tokios kreiv̇es vadinamos geodezinėmis kreiv̇emis).

Sferiṅese koordinaṫese sferos lygtis yra apibrėžiama taip:

x = R cosϕ cos θ, y = R sin ϕ cos θ, z = R sin θ,
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ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [−π/2, π/2].
Tarkime,ϕ = ϕ(θ) yra ieškomos kreiv̇es sferojeSR lygtis. Be to, tegu duotus

taškus sferoje atitinka parametroθ reikšṁes θ1, θ2. Tada kreiv̇es, jungiaňcios šiuos
sferos taškus, ilgis

I(ϕ) =

θ2∫

θ1

√
Eϕ′2 + 2Fϕ′θ′ + Gθ′2 dθ;

čia E = r2
ϕ = R2 cos2 θ, F = rϕrθ = 0, G = r2

θ = R2 yra sferos pirmosios
kvadratiṅes formos koeficientai,θ′ = 1. Nagriṅejamu atveju funkcionalas

I(ϕ) =

θ2∫

θ1

√
1 + ϕ′2 cos2 θ dθ.

Jį atitinka Qilerio lygtis

d

dθ

(
ϕ′ cos2 θ√

1 + ϕ′2 cos2 θ

)
= 0.

Jos pirmasis integralas
ϕ′ cos2 θ√

1 + ϕ′2 cos2 θ
= C1.

Atskirę kintamuosius jį galima perrašyti taip:

dϕ =
d C1√

1−C2
1

tg θ
√

1− C2
1

1−C2
1

tg2 θ

Integruodami abi šios lygties puses, gausime bendrąjį Oilerio lygties sprendinį

ϕ = − arccos
C1√

1− C2
1

tg θ + C2.

Jį galima perrašyti taip:

tg θ =

√
1− C2

1

C1
cos(C2 − ϕ) =

√
1− C2

1

C1
(cos C2 cosϕ + sin C2 sin ϕ).

Padauginę kairę ir dešinę šių lygybių puses išR cos θ ir grižę prie kintamųjųx, y ir
z, gausime

z = Ax + By, A = R

√
1− C2

1

C1
cos C2, B = R

√
1− C2

1

C1
sin C2.

Iš čia išplaukia, kad ieškoma kreivė yra plokštumoje, einančioje per koordinǎcių pra-
džią. Tokios plokštumos iškerta sferoje didžiosius apskritimus. Todėl galime tvirtinti,
kad geodeziṅe kreiv̇e sferoje yra mažesnis didžiojo apskritimo lankas, jungiantis du
duotus apskritimo taškus.

P a s t a b o s :
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1. Jeigu (1.64) sąlygoje funkcijaΦ nepriklauso nuo išvestiniųy′ ir z′, tai tokia
sąlyga yra vadinamaholonomine, priešingu atvejuneholonomine. Įrodytas tei-
ginys išlieka teisingas ir neholonominės sąlygos

Φ(x, y, z, y′, z′) = 0 (1.71)

atveju (žr. [8], [3]).

2. Oilerio lygčių sistema holonomiṅes ir neholonomiṅes sąlygos atvejais iš esmės
skiriasi. Tai susiję su tuo, kad neholonominių sąlygų atveju (1.69) ir (1.70)
lygtys yra pirmos eil̇es lygtys funkcijosλ atžvilgiu.

3. Nagriṅejant tokio tipo uždavinius, holonominių arba neholonominių sąlygų gali
būti bet koks baigtinis skaičius (žr. [8]).

P a v y z d y s . Kokia uždara kreivel turi skristi lėktuvas, kad per laikąT apskri-
etų didžiausio ploto fiḡurą, jeigu l̇ektuvo greitis, kai ṅera v̇ejo, lygusv0, o vėjo greitis
a yra patovus ir turi pastovią kryptį .

Tarkime v̇ejo kryptis yra nukreiptax ašies kryptimi ir l̇ektuvo paḋetį laiko momentu
t galima apibṙežti lygtimis:

x = x(t), y = y(t).

Be to, tegu
α = α(t)

yra kampas tarpx ašies ir l̇ektuvo krypties. L̇ektuvo greǐcio vektorius

v(t) = (x′(t), y′(t)).

Antra vertus šis greičio vektorius

v(t) = (v0 cosα + a, v0 sin α).

Sulyginę šias reikšmes gausime

x′ = v0 cos α + a, y′ = v0 sin α. (1.72)

Plotas fiḡuros, kurios konturu skrenda lėktuvas, išreiškiamas integralu

I(l) =
1
2

T∫

0

(xy′ − yx′) dt.

Taigi reikia rasti kreivęl, kuri tenkintų (1.72) sąlygas ir suteiktų funkcionaluiI(l)
didžiausią reikšmę.

Apibrėžkime funkcionalą

I∗(l) =

T∫

0

[xy′ − yx′ − λ1(x′ − v0 cosα− a)− λ2(y′ − a sin α)] dt.
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Čia turime tris nežinomas funkcijos

x = x(t), y = y(t), α = α(t).

Jas atitinka trys Oilerio lygtys:

d

dt
(Fx′)− Fx = 0 ⇐⇒ d

dt
(−y − λ1)− y′ = 0,

d

dt
(Fy′)− Fy = 0 ⇐⇒ d

dt
(x− λ2) + x′ = 0,

d

dt
(Fα′)− Fα = 0 ⇐⇒ −λ1 sin α + λ2 cosα = 0.

Iš pirmų jų dviejų lyǧcių randame

2x + C2 = λ2, 2y + C1 = −λ1.

Koordinǎcių pradžią perkelkime lygiagrečiai koordinǎcių ašims taip, kad konstan-
tos C1, C2 būtų lygios nuliui. Tada, pažyṁeję naujas koordinates tomis pačiomis
raidėmis, gausime

x = λ2/2, y = −λ1/2.

Apibrėžkime polines koordinates

x = r cosϕ, y = r sin ϕ.

Iš pastarų jų dviejų formulių išplaukia, kad

tg ϕ =
y

x
= −λ1

λ2
.

Be to, reiškinys
λ1

λ2
= ctg α.

Todėl yra teisiga formul̇e
tg ϕ = − ctg α.

Iš jos randame
α = ϕ + π/2.

Kartu galime tvirtinti, kad kiekvienu laiko momentut kampas tarp l̇ektuvo krypties ir
paḋeties vektorių yra status.

Įstatę rastaα reikšmę į (1.72) formules, gausime sistemą

x′ = −v0 sin ϕ + a, y′ = v0 cos ϕ.

Padauginę pirmąją lygytį išx, antrąją išy ir abi gautas lygtis suḋeję gausime lygtį

xx′ + yy′ = ax = ar cos ϕ = ar sin α.
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Ją galima perrašyti taip:

r
dr

dt
= ar sin α.

Kadangisin α = y′/v0, tai
dr

dt
=

a

v0

dy

dt
.

Suintegravę pastarąją lygtį , gausime

r =
a

v0
y + C.

Tai yra elipṡes lygtis, kurios vienas iš židiniu yra koordinačių pradžios taške. Jos
ekscentricitetase = a/v0 < 1 (pagal uždavinio prasmę). Todėl elipṡes didžioji ašis
nukreiptay ašies kryptimi.
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2.7 pav.

Taigi didžiausio ploto fiḡura, kurią apibṙežia skrisdamas lėktuvas, yra elipṡe. Šios
elipṡes didžioji ašis yra nukreipta statmenai vėjo kryp̌ciai. Be to, l̇ektuvo kryptis
kiekvienu laiko momentu yra ortogonali lėktuvo radiuso vektoriui (žr.2.7 pav.).
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1.12 VARIACINIO SKAI ČIAVIMO UŽDAVINYS

PARAMETRINE FORMA

Tegu l yra kokia nors kreiv̇e, esanti plokštumojeR2. Šioje plokštumoje ne visada
egzistuoja ortogonali koordinačių sistemaOxy, kurioje kreivęl galima apibṙežti lyg-
timi y = y(x). Toḋel nat̄uralu išnagriṅeti bendrąjį atvejį , kai kreiv̇e l yra apibṙežta
parametriṅemis lygtimis:

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [t1, t2].

Tokių kreivėsl parametrizacijų egzistuoja be galo daug. Iš tikrų jų , jeigu

g : (τ1, τ2) → (t1, t2)

yra kokia nors monotoniškai didėjanti diferencijuojama funkcija ir

ϕ̃(τ) = ϕ(g(τ)), ψ̃(τ) = ψ(g(τ)),

tai
x = ϕ̃(τ), y = ψ̃(τ), τ ∈ [τ1, τ2]

yra kita kreiv̇esl parametrizacija.
P a v y z d y s . Parametrinės lygtys:

x = a cos t, y = a sin t, t ∈ [−π, π]

plokštumojeR2 apibṙežia apskritimą. Teguτ = tg t/2 Tadat = 2arctg τ ir gauname
kitas apskritimo parametrines lygtis:

x = a
1− τ2

1 + τ2
, y =

2aτ

1 + τ2
, τ ∈ (−∞,∞).

Tegul yra kokia nors kreiv̇e, apibṙežta parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2].

Apibrėžkime funkcionalą

I(l) =

t2∫

t1

F (t, x, y, ẋ, ẏ) dt. (1.73)

Į šį integralą reikia žių ṙeti kaip į funkcionalą priklausanti nuo kreivės l, o ne kaip į
funkcionalą, priklausanti nuo dviejų funkcijųx ir y. Paprašciausias variacinio skaiči-
avimo uždavinys šiam funkcionalui formuluojamas taip:Reikia rasti glodžią kreivęl,
kuri šiam funkcionalui suteikia ekstremalią reikšmę.Taip suformuluotas uždavinys turi
prasmę, jeigu funkcionalo reikšṁe nepriklauso nuo konkrečios kreiv̇esl parametrizaci-
jos. Taigi formuluojant variacinio skaičiavimo uždavinį parametrine forma pointe-
gralinės funkcijos negalima pasirinkti laisvai. Rasime sąlygas, kurias turi tenkinti
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funkcijaF , kad (1.73) funkcionalas nepriklausytų nuo konkrečios kreiv̇esl parametri-
zacijos.

Tegux ir y yra kokio nors parametrot funkcijos ir x(t1) = a, x(t2) = b. Tada
integralą

b∫

a

F (x, y, y′) dx

galima perrašyti taip:
t2∫

t1

F
(
x, y,

ẏ

ẋ

)
ẋ dt.

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad šio integralo pointegralinė funkcija tiesiogiai nepriklauso
nuo kintamojot ir yra homogeniṅe pirmo laipsnio funkcija kintamųjų̇x ir ẏ atžvilgiu.

Įrodysime, kad (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkrečios kreiv̇esl paramet-
rizacijos tada ir tik tada, kai pointegralinė funkcijaF tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojo t ir yra homogeniṅe pirmo laipsnio funkcija kintamųjų̇x ir ẏ atžvilgiu.

Tegu
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [t1, t2],

yra kokia nors kreiv̇esl parametrizacija ir

g : (τ1, τ2) → (t1, t2)

yra monotoniškai diḋejanti diferencijuojama funkcija. Tada

x = ϕ̃(τ) ≡ ϕ(g(τ)), y = ψ̃(τ) ≡ ψ(g(τ)), τ ∈ [τ1, τ2],

yra kita kreiv̇esl parametrizacija. Jeigu (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkre-
čios kreiv̇esl parametrizacijos, tai

t2∫

t1

F (t, ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)) dt =

=

τ2∫

τ1

F (τ, ϕ̃(τ), ψ̃(τ), ˙̃ϕ(τ), ˙̃
ψ(τ)) dτ. (1.74)

Tegu
h : (t1, t2) → (τ1, τ2)

yra funkcijosg atvirkštiṅe funkcija. Tada

dτ = ḣ(t) dt, ϕ̇(t) = ˙̃ϕ(τ)ḣ(t), ψ̇(t) = ˙̃
ψ(τ)ḣ(t), ḣ(t) > 0

ir (1.74) lygybę galima perrašyti taip:

t2∫

t1

F
(
t, ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)) dt =
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=

t2∫

t1

F (h(t), ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t)/ḣ(t), ψ̇(t)/ḣ(t)
)
ḣ(t) dt.

Išvedant šią lygybę, vietoje visos kreivės l galima imti bet kokį jos lanką. Toḋel
ji išliks teisinga, jeigu integravimo rėžiust1, t2 pakeisime bet kokiais kitais rėžiais
t′1, t

′
2 : t1 ≤ t′1 < t′2 ≤ t2. Tǎciau tai yra įmanoma tik tuo atveju, kai pointegralinės

funkcijos sutampa, t.y. kai

F
(
t, ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)) =

= F (h(t), ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t)/ḣ(t), ψ̇(t)/ḣ(t)
)
ḣ(t). (1.75)

Pȧemę (1.75) formulėje funkcijąh(t) = t + C, gausime

F
(
t, ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)) = F (t + C, ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)

)
.

Ši lygybė yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcijaF tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojo t, t.y. kai

F = F (x, y, ẋ, ẏ).

Imkime (1.75) formulėje funkcijąh(t) = kt, k = Const > 0. Tada

F
(
ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t), ψ̇(t)) = F (ϕ(t), ψ(t), ϕ̇(t)/k, ψ̇(t)/k

)
k.

Pastaroji lygyḃe yra ekvivalenti tokiai:

F (x, y, kẋ, kẏ) = kF (x, y, ẋ, ẏ). (1.76)

Pagal apibṙežimą tai reiškia, kadF yra homogeniṅe pirmo laipsnio funkcija kintamųjų
ẋ ir ẏ atžvilgiu. Tiksliau, funkcijaF yra teigiamai homogeniṅe pirmo laipsnio funkcija
kintamųjų ẋ ir ẏ atžvilgiu, nes daugiklisk > 0.

Jeigu funkcijaF tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojot ir teigiamoms daugiklio
k reikšṁems tenkina (1.76) sąlygą, tai yra teisinga (1.75) formulė. Savo ruožtu tai
reiškia, kad (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkrečios kreiv̇esl parametrizacijos.

P a v y z d ž i a i :

1. Tegul yra uždara kreiv̇e plokštumojeR2, apibṙežta parametriṅemis lygtimis:

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2].

Tada plotas fiḡuros, apribotas kreivel, lygus

I(l) =
1
2

t2∫

t1

(xẏ − yẋ) dt.

2. Tegul yra kreiv̇e plokštumojeR2, apibṙežta parametriṅemis lygtimis:

x = x(t), y = y(t) t ∈ [t1, t2].
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Tada kreiv̇esl lanko ilgis

I(l) =

t2∫

t1

√
ẋ2 + ẏ2 dt.

Abiem atvejais pointegralinis reiškinys tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojot ir yra
homogeniṅe pirmojo laipsnio funkcija kintamųjų̇x, ẏ atžvilgiu.

Tarkime, funkcijaF tiesiogiai neprilauso nuo kintamojot ir teigiamoms daugiklio
k reikšṁems tenkina (1.76) sąlygą. Be to, teguΩ yra kokia nors sritis plokštumojeR2;
M – aiḃe glodžių trajektorijų , esančių srityje Ω ir jungiaňcių du taškus (trajektorija
– tai kreiv̇e kartu su aṗejimo kryptimi). Pagrindinis variacinio skaičiavimo uždavinys
funkcionalui

I(l) =

t2∫

t1

F (x, y, ẋ, ẏ) dt (1.77)

formuluojamas taip:aibėjeM reikia rasti kreivę, kuri(1.77) funkcionalui suteikia eks-
tremumą.Čia turime omenyje absoliutų jį ekstremumą. Norint apibrėžti lokaliojo ek-
stremumo sąlygą, kaip ir neparametriniu atveju reikia apibrėžti kreiv̇es aplinkos są-
voką.

Sakysime, kreiv̇e l1 yra kreiv̇esl stipriojeε aplinkoje, jeigu egzistuoja parametri-
zacijos

l : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (t1, t2),

l1 : x = ϕ1(t), y = ψ1(t), t ∈ (t1, t2),

tokios, kad
(
ϕ1(t)− ϕ(t)

)2 +
(
ψ1(t)− ψ(t)

)2 ≤ ε2, ∀t ∈ [t1, t2].

Jeigu kartu su šia nelygybe yra patenkinta dar ir nelygybė
(
ϕ̇1(t)− ϕ̇(t)

)2 +
(
ψ̇1(t)− ψ̇(t)

)2 ≤

≤ ε2

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t)

√
ϕ̇2

1(t) + ψ̇2
1(t), ∀t ∈ [t1, t2],

tai sakysime, kad kreiv̇e l1 yra kreiv̇esl silpnojeε aplinkoje.
Tiesiogiai galima įsitikinti, kad šios nelygybės yra invariantiṅes galimų kreiv̇esl

parametrizacijų atžvilgiu. Be to, jos turi paprastą geometrinę prasmę. Pirmoji nely-
gybė rodo, kad atstumas tarp atitinkamų kreivėsl ir kreivėsl1 taškų neviršijaε. Jeigu
yra teisinga antroji nelygyḃe, tai galima įrodyti, kad kampas tarp liestinių atitinkamu-
ose kreiv̇esl ir kreivėsl1 taškuose neviršijaπε/2 (smulkiau apie tai žr. [3] knygoje).

Tarkime, kreiv̇e

l : x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2], l ∈ M

suteikia (1.77) funkcionalui bent silpną lokalų ekstremumą. Be to, teguη1, η2 ∈
C∞0 (t1, t2) . Tada kreiv̇e

l1 : x = x(t) + ε1η1(t), y = y(t) + ε2η2(t), t ∈ [t1, t2],
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yra kokioje nors kreiv̇esl silpnoje aplinkoje, jeigu tikε1 ir ε2 moduliai yra pakankamai
maži skaǐciai. Integralas

I(l1) = Φ(ε1, ε2).

yra dviejų realių kintamųjų funkcija. Taškas(0, 0) yra funkcijos Φ lokalaus ek-
stremumo taškas. Todėl

Φε1(0, 0) = 0, Φε2(0, 0) = 0.

Iš šių sąlygų , lygiai taip pat kaip ir neparametriniu atveju, gauname, kad funkcijos
x = x(t) ir y = y(t) tenkina Oilerio lygtis:

d

dt

(
Fẋ

)− Fx = 0,
d

dt

(
Fẏ

)− Fy = 0. (1.78)

Jeigu funkcijosx ir y yra dukart tolydžiai diferencijuojamos, tai abi (1.78) lygtys
yra antros eil̇es diferencialiṅes lygtys. Kadangi kreiv̇esl parametrizacijų yra be galo
daug, tai šios lygtys turi b̄uti priklausomos. Priešingu atveju jos apibrėžtų ne tik kreivę
l, bet ir jos parametrizaciją. Įrodysime, kad abi (1.78) lygtis galima suvesti į vieną.

Kairę ir dešinę (1.76) formulės puses diferencijuokime parametrok atžvilgiu, o po
to imkime parametrąk = 1. Tada gausime formulę

Fẋẋ + Fẏ ẏ = F.

Diferencijuodami šią formulę kintamųjųx, y, ẋ, ẏ atžvilgiu, gausime atitinkamai to-
kias formules:

Fx = ẋFẋx + ẏFẏx, Fy = ẋFẋy + ẏFẏy,

0 = ẋFẋẋ + ẏFẋẏ, 0 = ẋFẋẏ + ẏFẏẏ. (1.79)

Paskutines dvi formules galima perrašyti taip:

Fẋẋ

ẏ2
=

Fẋẏ

−ẋẏ
=

Fẏẏ

ẋ2
.

Bendrą šių santykių reikšmę pažymėkimeF1. Pasinaudoję (1.79) formulėmis, (1.78)
lygtis perrašysime taip:

ẋFẋx + ẏFẋy + ẍFẋẋ + ÿFẋẏ = ẋFẋx + ẏFẏx,

ẋFẏx + ẏFẏy + ẍFẏẋ + ÿFẏẏ = ẋFẋy + ẏFẏy.

Suprastinę vienodus reiškinius irFẋẋ, Fẋẏ, Fẏẏ išreiškęF1, gausime dvi lygtis:

ẏ
[
(Fẋy − Fẏx) + (ẏẍ− ẋÿ)F1

]
= 0,

ẋ
[
(Fẏx − Fẋy) + (ẋÿ − ẏẍ)F1

]
= 0.

Kadangiẋ2 + ẏ2 6= 0, tai reiškinys laužtiniuose skliaustuose turi būti lygus nuliui.
Vadinasi, (1.78) lygtys susiveda į vieną Oilerio–Vejerštraso lygtį :

Fẋy − Fẏx + (ẏẍ− ẋÿ)F1 = 0. (1.80)
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Prie šios lygties su dviem nežinomom funkcijomx ir y reikia prijungti dar vieną lygtį ,
kuri charkterizuoja konkretų parametrot parinkimą. Pavyzdžiui, jeigu parametrąt
apibṙežtume kaip kreiv̇esl lanko ilgį s, tai iš formul̇esds2 = dx2 +dy2 išplauktų , kad
funkcijosx ir y turi dar tenkinti lygtį ẋ2 + ẏ2 = 1.

Jeigu (1.80) lygtyje F1 6= 0, tai ją galima perrašyti taip:

Fẋy − Fẏx

F1(ẋ2 + ẏ2)3/2
=

ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
.

Kairė šios lygties puṡe yra nuliṅes eil̇es homogeniṅe funkcija kintamųjųẋ ir ẏ atžvil-
giu, o dešiṅe puṡe yra kreiv̇esl kreivis. Toḋel paskutiṅe lygtis, kartu ir (1.80) nesikeǐcia,
pakeitus kreiv̇esl parametrizaciją.

Išvesdami (1.78) Oilerio lygtis, reikalavome tik pirmų jųẋ ir ẏ išvestinių toly-

dumo. Toḋel šiose lygtyse išvestinių
d

dt

(
Fẋ

)
ir

d

dt

(
Fẏ

)
negalima skleisti pagal žinomą

suḋetinės funkcijos išvestiṅes skaǐciavimo formulę. Norint įrodyti antros eilės išves-
tinių ẍ ir ÿ tolydumą, reikia įrodyti Hilberto teoremos analogą parametriniu atveju.
Tokia teorema yra teisinga. Reikia tik sąlygąFyy 6= 0 pakeisti sąlygaF1 6= 0 (įrodymą
žr. [3] knygoje).

Suformuluosime paprasčiausią izoperimetrinį uždavinį parametrine forma. Tegu
M yra aiḃe glodžių kreivių , apibṙežtų parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2]

ir jungiaňcių du duotus taškusP1, P2. Reikia rasti tokią kreivęl ∈ M, kad funkciona-
las

I(l) =

t2∫

t1

F (x, y, ẋ, ẏ) dt

igytų ekstremalią reikšmę, o funkcionalas

J(l) =

t2∫

t1

Ψ(x, y, ẋ, ẏ) dt = d = const;

čiaF ir Ψ yra teigiamai homogeniṅes pirmo laipsnio funkcijos kintamųjų̇x, ẏ atžvil-
giu.

Pagrindiniai teiginiai, įrodyti (1.10) skyrelyje izoperimetriniam uždaviniui, išlieka
teisingi ir funkcionalams parametrinėje formoje. Tarkime, funkcijosF ir Ψ yra dukart
diferencijuojamos visų savo kintamųjų atžvilgiu. Tada yra teisinga tokia teorema.

1.3 teorema. Tarkime kreiv̇e l, apibṙežta parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

yra suformuluoto izoperimetrinio uždavinio sprendinys. Tada egzistuoja tokia kon-
stantaλ, kad ji yra funkcionalo

H(l) =

t2∫

t1

H(x, y, ẋ, ẏ) dt, H = F + λΨ,



1.12.PARAMETRINĖ FORMA 55

ekstremal̇e, t.y. tenkina Oilerio lygtis:

d

dt

(
Hẋ

)−Hx = 0,
d

dt

(
Hẏ

)−Hy = 0.

P a v y z d y s . Aiḃeje uždarų kreivių , kurios apibrėžia fiḡurą plotoS, rasti tą,
kurios lanko ilgis mažiausias.

Tarkime,l yra uždara kreiv̇e, apibṙežta parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2].

Uždarumo sąlyga reiškia, kad jos abu galai sutampa, t.y

x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2).

Kreivėsl lanko ilgis

I(l) =

t2∫

t1

√
ẋ2 + ẏ2 dt.

Figūros, apribotos kreivel, plotas

J(l) =
1
2

t2∫

t1

(xẏ − yẋ) dt = S.

Taigi reikia rasti tokią uždarą kreivęl, kuriai funkcionalasI įgyja ekstremalią reikšmę,
o funkcionalasJ žinomą reikšmęS.

Apibrėžkime funkcionalą

H(l) =

t2∫

t1

H(x, y, ẋ, ẏ) dt;

čia funkcija

H(x, y, ẋ, ẏ) =
√

ẋ2 + ẏ2 +
λ

2
(xẏ − yẋ).

Šį funkcionalą atitinka Oilerio lygtys:

d

dt
Hẋ −Hx = 0,

d

dt
Hẏ −Hy = 0.

Jos susiveda į Oilerio –Vejerštraso lygtį

Hẋy −Hẏx

H1(ẋ2 + ẏ2)3/2
=

ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
.

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad reiškiniai

(Hxẏ −Hyẋ) = λ, H1 =
Hẋẏ

−ẋẏ
= (ẋ2 + ẏ2)−3/2.
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Todėl pastarąją lygtį galima perrašyti taip:

λ =
ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
:=

1
r
;

čia 1/r yra kreiv̇es l kreivis. Taigi kreiv̇es l kreivis yra pastovus. Vadinasi ieškoma
kreivė yra apskritimas.

P a s t a b a . Šią teoriją galima apibendrinti, kail yra kreiv̇e erdv̇ejeR3 arbaRn.
Be to, ją taip pat galima apibendrinti ir kartotiniams integralams.
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1.13 TRANSVERSALUMO SĄLYGA PARAMETRINĖJE

FORMOJE

Tarkime, funkcijaF = F (x, y, ẋ, ẏ) tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojot ir yra
teigiamai homogeniṅe pirmojo laipsnio funkcija išvestinių̇x, ẏ atžvilgiu; M – aiḃe
glodžių kreivių , kurių vienas galas laisvai gali judėti kreivel1 : α(x, y) = 0, o kitas
yra fiksuotas taškeP2(x2, y2). Be to, tegu funkcijaα turi tolydžias pirmos eil̇es dalines
išvestinesαx, αy, iš kurių bent viena nelygi nuliui.

Ieškosime kreiv̇esl ∈ M, kuri funkcionalui

I(l) =

t2∫

t1

F (x, y, ẋ, ẏ) dt (1.81)

suteiktų ekstremalią reikšmę.
Tarkime, kreiv̇e l ∈ M, apibṙežta parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

suteikia (1.81) funkcionalui bent silpną lokalų ekstremumą. Be to, tegu kreivė l̃,
apibṙežta parametriṅemis lygtimis,

x̃ = x(t) + ε1η1(t), ỹ = y(t) + ε2η2(t), t ∈ [t1, t2]

priklauso aibeiM. Tadaη1(t2) = η2(t2) = 0, taškas(x̃(t1), ỹ(t1)) ∈ l1 ir l̃ yra kokioje
nors silpnoje ekstremalėsl aplinkoje, jeigu tik skaǐcių ε1, ε2 moduliai yra pakankamai
maži.

Apibrėžkime dviejų realių kintamųjų funkciją

Φ(ε1, ε2) =

t2∫

t1

F (x(t) + ε1η1(t), y(t) + ε2η2(t), ẋ(t) + ε1η̇1(t), ẏ(t) + ε2η̇2(t)) dt.

Kreivė l̃ ∈ M. Todėl tašket = t1 turi būti patenkinta sąlyga

Ψ(ε1, ε2) := α(x(t1) + ε1η1(t1), y(t1) + ε2η2(t1)) = 0.

Taškas(0, 0) yra funkcijosΦ lokalaus ekstremumo taškas irΨ(0, 0) = 0. Todėl egzis-
tuoja tokia parametroλ reikšṁe, kad

Φε1 + λΨε1

∣∣
ε1=ε2=0

= 0, Φε2 + λΨε2

∣∣
ε1=ε2=0

= 0.

Išvestiṅes

Φε1(ε1, ε2)
∣∣
ε1=ε2=0

=

t2∫

t1

[
Fx − d

dt

(
Fẋ

)]
η1 dt + Fẋη1

∣∣t=t2

t=t1
= −Fẋη1

∣∣
t=t1

,
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Φε2(ε1, ε1)
∣∣
ε1=ε2=0

=

t2∫

t1

[
Fy − d

dt

(
Fẏ

)]
η2 dt + Fẏη2

∣∣t=t2

t=t1
= −Fẏη2

∣∣
t=t1

,

nes ekstremalėx = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2] tenkina (1.78) Oilerio lygtis ir η1(t2) =
η2(t2) = 0. Išvestiṅes

Ψε1

∣∣
ε1=ε2=0

= αx(x(t), y(t))η1(t)
∣∣
t=t1

,

Ψε2

∣∣
ε1=ε2=0

= αy(x(t), y(t))η2(t)
∣∣
t=t1

,

Todėl tašket = t1 turi būti patenkintos tokios sąlygos:

(−Fẋ + λαx)η1 = 0, (−Fẏ + λαy)η2 = 0.

Suprastinę šias lygybes išη1(t1) ir η2(t1) ir eliminavę parametrąλ gausime, kad taške
t = t1 turi būti patenkintatransversalumosąlyga

Fẋαy − Fẏαx = 0. (1.82)

Parodysime, kad (1.82) transversalumo sąlyga sutampa su (1.52) transversalumo
sąlyga, kai parametrast = x. Iš tikrų jų , tegut = x. Tada

F (x, y, ẋ, ẏ) = F (x, y, 1, ẏ/ẋ)ẋ = F̃ (x, y, y′)ẋ,

Fẋ = F̃ + ẋ · F̃y′ ·
(
− ẏ

ẋ2

)
= F̃ − y′F̃y′ ,

Fẏ = ẋ · F̃y′ · 1
ẋ

= F̃y′

ir (1.82) transversalumo sąlygą galima perrašyti taip:

(F̃ − y′F̃y′)αy − F̃y′αx = 0.

Akivaizdu, kad pastaroji sąlyga sutampa su (1.52) transversalumo sąlyga.
P a s t a b a . Jeigu kitas ekstremalės l galas ṅera įtvirtintas, o laisvai gali juḋeti

kreive l2 : β(x, y) = 0, tai šiame ekstremalės gale turi b̄uti patenkinta transversalumo
sąlyga

Fẋβy − Fẏβx = 0. (1.83)

P a v y z d y s . TeguM yra aiḃe glodžių kreivių , kurių vienas galas yra tiesėje
l1 : ax + by + c = 0, o kitas taškeP2(x2, y2). AibėjeM reikia rasti kreivęl, kurios
ilgis yra mažiausias.

Tarkime, kreiv̇e l ∈ M, apibṙežta parametriṅemis lygtimis:

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

turi mažiausią ilgį

I(l) =

t2∫

t1

√
ẋ2 + ẏ2 dt.
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Tada funkcijosx ir y tenkina Oilerio lygtis:

d

dt

( ẋ√
ẋ2 + ẏ2

)
= 0,

d

dt

( ẏ√
ẋ2 + ẏ2

)
= 0.

Jų pirmieji integralai:

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

= C1,
ẏ√

ẋ2 + ẏ2
= C2.

Šiose lygtyse konstantosC1, C2 yra priklausomos. Tiksliau jos tenkina sąlygą

C2
1 + C2

2 = 1.

Be to,
ẏ

ẋ
=

C2

C1
.

Todėl galime tvirtinti, kad ieškoma ekstremalė yra tieṡe. Tašket = t1 ekstremal̇e yra
tieṡejel1. Todėl šiame taške turi b̄uti patenkinta transversalumo sąlyga

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

b− ẏ√
ẋ2 + ẏ2

a = 0

Ją galima perrašyti taip:
ẏ

ẋ
=

b

a
.

Taigi ekstremal̇e l ir tiesė l1 yra statmenos. Pareikalavę, kad ekstremalė l eitų per tašką
P2, gausime ekstremalės lygtį

y − y2 =
b

a
(x− x2).

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad ekstremalėsl ir tiesėsl1 sankirtos taško koordinatės

x1 =
b2x2 − aby2 − ac

a2 + b2
, y1 =

−abx2 + a2y2 − bc

a2 + b2
,

o atstumas tarp taškųP1, P2 lygus

d =
|ax2 + by2 + c|√

a2 + b2
.



2 S K Y R I U S

Geometriṅe lauko teorija

Pirmame skyriuje buvo išvestos būtinos kai kurių funkcionalų ekstremumo egzista-
vimo sąlygos, t.y. Oilerio lygtys. Šios lygtys yra svarbi ir kartu išskirtinė diferen-
cialinių lygčių klaṡe. Jų išskirtinumą nusako tai, kad Oilerio lygtį galima suvesti į
visiškai simetrinę pirmosios eilės diferencialinių lyǧcių sistemą. Be to, Oilerio lygties
sprendinių aiḃeje galima išskirti tam tikras sprendinių aibes (ekstremalių laukus). Ge-
ometriṅe teorija, aprašanti šiuos laukus, yra svarbi tiek variaciniame skaičiavime, tiek
artimose disciplinose, tokiose kaip optika, mechanika, kvantinė mechanika ir t.t.

2.1 KANONINĖ OILERIO LYGČIŲ FORMA

Tegu,l : y = y(x), x ∈ [a, b] yra funkcionalo

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx, (2.1)

ekstremal̇e, t.y. tenkina Oilerio lygtį . Be to, tegu kiekviename ekstremalės taške

Fy′y′(x, y, y′) 6= 0.

Oilerio lygtyse (1.17) ir (1.18) išskirkime neintegralinius reiškinius

p = Fy′(x, y, y′) ir H = F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′).

KadangiFy′y′(x, y, y′) 6= 0, tai lygtį

p = Fy′(x, y, y′)

galima išspręstiy′ atžvilgiu ir y′ išreikšti perx, y ir p. Parodysime, kad Oilerio lygtį

Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)
= 0 (2.2)

galima perrašyti taip, kad į ją tiesiogiai įeitų funkcijosp ir H. Tuo tikslu kartu su
kintamaisiaisx, y ir y′ nagriṅesime kintamuosiusx, y ir p. Į rašykime į reiškinįH
vietoje y′ jo išraišką perx, y ir p. Tada gausime reiškinį, priklausanti nuo šių trijų
kintamųjų . Pažyṁekime jį ta pǎcia raideH. Tuo atveju, kai funkcijaH = H(x, y, y′),
jos diferencialas

dH = dF − y′ dp− p dy′ = Fx dx + Fy dy + p dy′ − y′ dp− p dy′ =

= Fx dx + Fy dy − y′ dp. (2.3)
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Jeigu įH žiūrėsime kaip į funkciją nuo kintamųjųx, y ir p, tai jos diferencialas

dH = Hx dx + Hy dy + Hp dp. (2.4)

Sulyginę jų išraiškas, gausime

Hx = Fx, Hy = Fy, Hp = −y′.

Todėl (2.2) Oilerio lygtį galima perrašyti taip:

Hy =
dp

dx
, Hp = −dy

dx
. (2.5)

Gauta sistema vadinamaHamiltonoarbakanonine Oilerio lyǧcių sistema. Taigi vieną
antros eil̇es diferencialinę Oilerio lygtį su viena nežinoma funkcijay suveḋeme į dvie-
jų pirmos eil̇es diferencialinių lyǧcių sistemą su dviem nežinomomis funkcijomisy ir
p. Be to, iš (2.2), (2.4) ir (2.5) formulių išplaukia, kad išilgai ekstremalės

dH

dx
= Hx.

Jeigu funkcijaF tiesiogiai nepriklauso nuox, tai ir funkcija H taip pat tiesiogiai
nepriklauso nuox. Šiuo atveju išilgai ekstremalės

dH

dx
= 0 ir H = const.

Analogiškai nagriṅejami kelių nežinomų funkcijų bei sąlyginio ekstremumo už-
davinio atvejai. Išnagriṅesime sąlyginio ekstremumo uždavinį. Tegu vektorinė funkci-
ja y = y(x), x ∈ [a, b], y = (y1, . . . , yn) tenkina neholonomines sąlygas

ψi(x, y, y′) = 0, ∀i = 1, 2, . . . , m, m < n

ir funkcionalui

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx

suteikia ekstremalią reikšmę. Be to, tegu

det
∣∣Fy′iy

′
j
(x, y(x), y′(x))

∣∣ 6= 0, ∀x ∈ [a, b]

ir

F ∗(x, y, y′, λ) = F (x, y, y′) +
m∑

i=1

λi(x)ψi(x, y, y′);

čiaλ = (λ1, . . . , λn), λi – Lagranžo daugikliai,i = 1, 2, . . . , n. Išskirkime reiškinius:

pi = F ∗y′i(x, y, y′, λ), H = F ∗(x, y, y′, λ)−
n∑

i=1

y′iF
∗
y′i

(x, y, y′, λ).
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Kadangidet
∣∣Fy′iy

′
j

∣∣ 6= 0 ir ekstremal̇es taškuose yra patenkintos neholonominės sąly-
gos, tai iš lyǧcių

pi = F ∗y′i(x, y, y′, λ), i = 1, 2, . . . , n

galima išreikštiy′i per x, yi, λi ir pi, i = 1, 2, . . . , n. Toliau kartu su kintamaisiais
x, yi ir y′i nagriṅesime kintamuosiusx, yi ir pi, i = 1, 2, . . . , n. Į rašykime į reiškinį
H vietojey′ jo išraišką perx, y, p ir gautą reiškinį pažyṁekime ta pǎcia raideH. Tuo
atveju, kai funkcijaH = H(x, y, y′, λ), jos diferencialas

dH = dF ∗ −
n∑

i=1

d(y′ipi) = F ∗x dx +
n∑

i=1

F ∗yi
dyi +

n∑

i=1

pi dy′i−

−
( n∑

i=1

pi dy′i + y′i dpi

)
= F ∗x dx +

n∑

i=1

F ∗yi
dyi −

n∑

i=1

y′i dpi.

Jeigu įH žiūrėsime kaip į funkciją nuox, yi ir pi, tai

dH = Hx dx +
n∑

i=1

Hyi dyi +
n∑

i=1

Hpi dpi.

Sulyginę gautus reiškinius, turime

F ∗x = Hx, Hyi = F ∗yi
, Hpi = −y′i.

Todėl antros eil̇es Oilerio lyǧcių sistema

F ∗yi
− d

dx

(
F ∗y′i

)
= 0, i = 1, 2, . . . , n

susiveda į kanoninę pirmos eilės diferencialinių lyǧcių sistemą

dpi

dx
= Hyi ,

dyi

dx
= −Hpi , i = 1, 2, . . . , n.

Pastaroji sistema vadinamaHamiltonoarbakanonine Oilerio lyǧcių sistema.



2.2. EKSTREMALIŲ LAUKAI IR TRANSVERSALĖS 63

2.2 EKSTREMALIŲ LAUKAI IR TRANSVERSALĖS

TeguΩ yra jungioji sritis plokštumojeR2 ir {l} – aiḃe kreivių klaṡesC1 . Jeigu aiḃes
{l} kreivių galai priklauso sritiesΩ kraštiniams taškams ir per kiekvieną sritiesΩ tašką
eina tik viena kreiv̇e l ∈ {l}, tai sakysime, kad aiḃe {l} yra laukas, dengiantis sritįΩ.
Be to, jeigu aiḃe{l} yra kokio nors funkcionalo ekstremalės, tai sakysime, kad{l} yra
ekstremalių laukas.

Išskirsime kelis specialius ekstremalių laukus. Tarkime, funkcionalo

I(l) =
∫

l

F (x, y, y′) dx (2.6)

ekstremalių aiḃe{l} yra vienparametriṅe kreivių šeima, apibrėžta lygtimis1

y = ϕ(x, h), h ∈ [h1, h2], x ∈ [a(h), b(h)];

čia funkcijaϕ yra tolydi ir turi tolydžias dalines išvestinesϕx, ϕh, ϕxh. Be to, tegu
ekstremaliųl galai yraC1 klaṡes kreiv̇eseγ1, γ2 ir funkcijosϕ išvestiṅe

ϕh(x, h) > 0.

Tada aiḃe{l} yra ekstremalių laukas. Toks laukas vadinamasnuosavu lauku. Atkreip-
sime ḋemesį į tai, kad lygtįy = ϕ(x, h) galima išspręsti parametroh atžvilgiu

h = h(x, y),

o rasta funkcijah yra vienareikšṁe ir turi tolydžias dalines išvestines iki antros eilės
imtinai uždaroje srityje, apribotoje kreivėmisγ1, γ2, y = ϕ(x, h1) ir y = ϕ(x, h2).

Tarkime dabar, kad ekstremalių aibė{l}, apibṙežta lygtimis

y = ϕ(x, h), h ∈ [h1, h2], x ∈ [a, b(h)],

išeina iš vieno taškoA(a, α), t.y.

ϕ(a, h) = α, ∀h ∈ [h1, h2].

Be to, tegu∀a′ > a ekstremalių aiḃe

y = ϕ(x, h), h ∈ [h1, h2], x ∈ [a′, b(h)]

1Jeigu nagriṅejamas funkcionalas parametrine forma ir jo ekstremalių aibė {l} yra apibṙežta
parametriṅemis lygtimis

x = ϕ(t, h), y = ψ(t, h), t ∈ [t1, t2], h ∈ [h1, h2],

tai ekstremalių laukų apibrėžimas yra analogiškas.̌Cia tik iš funkcijų ϕ ir ψ reikalaujama, kad jos b̄utų
dukart tolydžiai diferencijuojamos uždarame stačiakampyje[t1, t2]× [h1, h2] ir determinantas

det

����
ϕt ϕh

ψt ψh

���� 6= 0.
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yra laukas. Tada aibę{l} vadinsimecentriniu ekstremalių lauku.
A p i b r ė ž i m a s . Tegu{l} yra funkcionaloI ekstremalių laukas. Sakysime,

kreivėγ yra lauko{l} transversal̇e, jeigu bet kuri lauko ekstremalė, kertantiγ, kerta ją
transversaliai.

Konkretumo ḋelei nagriṅesime (2.6) funkcionalą. Tada ekstremalėsl : y = y(x) ir
kreivėsγ : y = g(x) sankirtos taške transversalumo sąlyga yra tokia

F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′) + g′Fy′(x, y, y′) = 0. (2.7)

Ją galima perrašyti taip

H(x, y, y′) dx + p(x, y, y′) dg = 0.

Ši sąlyga nusako ryšį tarp ekstremalės ir transversalės krypties koeficientų jų sankir-
tos taške. Toḋel kiekviename ekstremalės lauko taške yra žinoma lauko transversalės
kryptis, jeigu tik

H2(x, y, y′) + p2(x, y, y′) 6= 0. (2.8)

Tegu lauko ekstremalės yra apibṙežiamos lygtimisy = ϕ(x, h). Tada visas lauko
transversales rasime išsprendę pirmos eilės diferencialinę lygtį

Fy′(x, ϕ(x, h), ϕ′x(x, h))
dy

dx
= ϕ′x(x, h)Fy′(x, ϕ(x, h), ϕ′x(x, h))−

− F (x, ϕ(x, h), ϕ′x(x, h)) = 0; (2.9)

čia h = h(x, y). Kartu galime tvirtinti, kad per kiekvieną lauko tašką eina vienintelė
transversal̇e. Taigi transversalių aibė yra vienparametrinis kreivių laukas, jeigu tik
yra patenkinta (2.8) sąlyga. Toliau šį lauką vadinsimetransversalių lauku. Ryšis tarp
ekstremal̇es ir transversalės krypties koeficientų , jų sankirtos taške apibrėžiamas (2.9)
formule. Iš jos matome, kad kampas tarp krypties vektorių yra nelygus nuliui, jeigu
reiškinysF 6= 0. Šiuo atveju ekstremalių ir transversalių laukai apibrėžia sritiesΩ
tinklą (žr. 3.1 pav.).
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3.1 pav.

P a v y z d y s . TeguF (x, y, y′) = Q(x, y)
√

1 + y′2 ir Q(x, y) 6= 0. Tada trans-
versalumo sąlyga reiškia ortogonalumą ir transversalių bei ekstremalių laukas apibrė-
žia ortogonalų tinklą.
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P a s t a b a . Jeigu ekstremalės ir transversalės sankirtos taškeF = 0, tai šiame
taške ekstremalė liečia transversalę. Todėl ten, kur yra svarbus tinklo egzistavimas,
reikalausime2, kad reiškinys

F (x, ϕ(x, h), ϕ′x(x, h)) 6= 0.

Turint lauko transversalę, galima išspręsti atvirkštinį uždavinį, t.y. rasti ekstrema-
lių lauką. Iš tikrų jų , transversalumo sąlyga kiekviename transversalės taške viena-
reikšmiškai apibṙežia lauko ekstremalės kryptį . Tada galime rasti ekstremales (Oile-
rio lygties sprendinius), kurios eitų per laisvai pasirinktą transversalės tašką ir jame
turėtų reikiamą kryptį . Iš bendros diferencialinių lygčių teorijos yra žinoma, kad
toks uždavinys turi vienintelį sprendinį, jeigu transversalės taškuose kryptims, tenki-
naňcioms transversalumo sąlygą, Oilerio lygties koeficientas prie antros eilės išvestiṅes
Fy′y′ 6= 0. Taigi, jeigu transversalumo sąlyga kiekviename transversalės taške viena-
reikšmiškai apibṙežia lauko ekstremalės kryptį ir yra patenkinta pastaroji sąlyga, tai
lauko transversalė vienareikšmiškai apibrėžia patį lauką.

P a v y z d y s . TeguF (x, y, y′) =
√

1 + y′2. Tada Oilerio lygties

Fy(x, y, y′)− d

dx
Fy′(x, y, y′) = 0

sprendiniai (ekstremalės) yra tieṡes plokštumojeR2. Šių ekstremalių aiḃeje išskirsime
kelis skirtingus ekstremalių laukus.

1. Tegu{l} yra aiḃe lygiagrěcių tiesių , dengiaňcių visą plokštumąR2. Tada taip
apibṙežta aiḃe yra ekstremalių laukas. Šio lauko transversalės yra tieṡes, ortogonalios
ekstremalių lauko{l} tieṡems. Jeigu transversalė γ yra tieṡe, tai ją atitinkantis ek-
stremalių laukas yra aibė lygiagrěcių tiesių , statmenų tieseiγ.

2. Tegu{l} yra aiḃe spindulių , išeinaňcių iš koordinǎcių pradžios ir dengiaňcių
visą plokštumąR2. Taip apibṙežta aiḃe yra ekstremalių laukas. Šio lauko transversalės
yra apskritimai, su centru koordinačių pradžioje. Jeigu transversalė γ yra apskritimas
su centru koordinǎcių pradžioje, tai ją atitinkantis ekstremalių laukas yra išeinančių iš
koordinǎcių pradžios spindulių aiḃe.

3. TeguΩ yra iškila sritis, taškasA 6∈ Ω, {l} aibė atkarpų , kurios eina per taškąA ir
dengia sritįΩ. Taip apibṙežta aiḃe yra ekstremalių laukas. Jeigu taškasA ∈ ∂Ω, tai ek-
stremalių laukas yra centrinis su centru taškeA. Jeigu taškasA 6∈ ∂Ω, tai ekstremalių
laukas yra nuosavas. Abiem atvejais lauko transversalės yra sritįΩ dengiantis lankai,
kuriuos iškerta apskritimai su centru taškeA. Jeigu transversalė γ yra apskritimo, ku-
rio centras taškeA, lankas, kertantis sritįΩ, tai ją atitinkantis ekstremalių laukas yra
statmenų transversaleiγ ir esaňcių srityjeΩ atkarpų aiḃe.

4. Teguγ yraC2 klaṡes kreiv̇e. Iš kiekvieno kreiv̇esγ taško, ta pǎcia kryptimi, ke-
liame jai ilgioh statmenį. Aiḃe tokių atkarpų yra ekstremalių laukas, jeigu tik skaičius
h < h0, h0 yra pakankamai mažas teigiamas skaičius. Kreiv̇eγ yra šio lauko transver-
sal̇e. Kiti atkarpų galai apbrėžia kreivę, kuri statmena kiekvienai lauko ekstremalei.
Todėl ji yra ekstremalių lauko transversalė. Imdamih ∈ [0, h0] gausime transversalių
lauką.

2Įvairiose lauko teorijos taikymuose šio reikalavimo galima atsisakyti. Taip pat galima atsisakyti (2.8)
sąlygos. Smulkiau apie tai žr. [8] knygoje.
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Kreivėsl : y = y(x), x ∈ [a, b] lankoI-ilgiu vadinsime integralo

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx

reikšmę3. JeiguF (x, y, y′) =
√

1 + y′2, tai kreivėsl lankoI-ilgis sutampa su kreiv̇es
l lanko ilgiu.

Tegu {l} yra centrinis ekstremalių laukas su centru taškeA(a, α). Kiekvienoje
lauko ekstremalėje l atidėkime vienodąI-ilgio lanką, kurio pradžia yra taškeA(a, α),
o galas – taškeB. Lankų galai apibṙežia kreivęγ (žr. 3.2 pav.).
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3.2 pav.

2.1 teorema. Kreivė γ yra ekstremalių lauko{l} transversal̇e tada ir tik tada, kai
kiekvienos ekstremalės l lanko, kurio pradžia yra taškeA, o galas kreiv̇ejeγ, I-ilgis
yra pastovus.

/ Tarkime, ekstremalė l ir kreivėγ kertasi taškeB(b, β). Be to, tegu ekstremalėsl
lankąAB ir kreivę γ galima apibṙežti lygtimis

y = ϕ(x, b, β), y = g(x).

Tada jų sankirtos taške
g(b) = ϕ(b, b, g(b)).

Kiekvienam taškuiB(b, β) ∈ γ ekstremal̇esl, jungiaňcios taškusA ir B(b, β) lanko
I-ilgis

I(b) =

b∫

a

F (x, ϕ(x, b, g(b)), ϕ′(x, b, g(b))) dx

yra pastovus. Toḋel jo išvestiṅe, kintamojob atžvilgiu, lygi nuliui, t.y.

F (x, ϕ, ϕ′)
∣∣
x=b

+

3Analogiškai apibṙežiamas kreiv̇esl, apibṙežtos parametriṅemis lygtimis

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

lanko I-ilgis. Reikia tik iš pointegraliṅes funkcijosF (t, x, y, ẋ, ẏ) pareikalauti, kad ji tiesiogiai neprik-
lausytų nuo kintamojot ir būtų teigiamai homogeniṅe pirmojo laipsnio funkcija kintamųjų̇x, ẏ atžvilgiu.
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+

b∫

a

Fy(x, ϕ, ϕ′)
(
ϕb + ϕβg′(b)

)
+ Fy′(x, ϕ, ϕ′)

(
ϕ′b + ϕ′βg′(b)

)
dx = 0.

Kadangi kreiv̇e l : y = ϕ(x, b, β) yra funkcionaloI ekstremal̇e, tai pastarąją sąlygą
galima perrašyti taip:

F (x, ϕ, ϕ′)
∣∣
x=b

+ Fy′(x, ϕ, ϕ′)
(
ϕb + ϕβg′(b)

)∣∣
x=b

= 0.

Ekstremal̇esl ir kreivėsγ sankirtos taškeg(b) = ϕ(b, b, g(b)). Todėl

g′(b) = ϕ′(b, b, g(b)) + ϕb(b, b, g(b)) + ϕβ(b, b, g(b))g′(b).

ir
F (x, ϕ, ϕ′)

∣∣
x=b

− (
ϕ′(x, b, g(b))− g′(b)

)
Fy′(x, ϕ, ϕ′)

∣∣
x=b

= 0.

Taigi kreivėγ : y = g(x) yra ekstremalių lauko{l} transversal̇e.
Tegu kreiv̇e γ : y = g(x) yra transversalė. Tada kiekviename jos taškeB(b, g(b))

integraloI(b) išvestiṅe lygi nuliui. Toḋel integralasI(b) = const. Taigi kiekvieno
ekstremal̇es l lankoAB, kurio pradžia yra taškeA, o galas taškeB ∈ γ, I-ilgis yra
pastovus..

P a v y z d y s . TeguF (x, y, y′) =
√

1 + y′2. Tada ekstremalės yra tieṡes, išei-
naňcios iš taškoA. Kreivėγ yra apskritimas su centru taškeA.

Tegu {l} yra ekstremalių laukas irγ1 yra šio lauko transversalė. Kiekvienoje
lauko ekstremalėje ta pǎcia kryptimi atiḋekime vienodąI-ilgio lanką, kurio pradžia
yra transversalėjeγ1. Tada kiti lanko galai plokštumojeR2 apibṙežia kreivęγ2 (žr. 3.3
pav.).
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3.3 pav.

2.2 teorema. Kreivėγ2 yra ekstremalių lauko{l} transversal̇e.

/ Tarkime, ekstremalė l kerta kreivesγ1, γ2 taškuoseA(a, α), B(b, β). Be to, tegu

l : y = ϕ(x, a, α, b, β), γ1 : y = g1(x), γ2 : y = g2(x).

Ekstremal̇esl ir kreivių γ1, γ2 sankirtos taškuose

g1(a) = ϕ(a, a, h(a), b, β), g2(b) = ϕ(b, a, α, b, g2(b)).

Ekstremal̇esl lanko, jungiaňcio taškusA(a, α) ∈ γ1 ir B(b, β) ∈ γ2, I-ilgis

I(a, b) =

b∫

a

F
(
x, ϕ(x, a, g1(a), b, g2(b)), ϕ′(x, a, g1(a), b, g2(b))

)
dx
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yra pastovus. Toḋel jo išvestiṅes kintamųjųa ir b atžvilgiu lygios nuliui. Prilyginę
nuliui išvestinę kintamojob atžvilgiu, gausime (žr.2.1 teoremos įrodymą), kad kreivė
γ2 : y = g2(x) yra transversalė, t.y. tenkina sąlygą

F (x, ϕ, ϕ′)
∣∣
x=b

− (
ϕ′ − g′2

)
Fy′(x, ϕ, ϕ′)

∣∣
x=b

= 0.

Taigi kreivėγ : y = g2(x) yra funkcionalo transversalė. .
Per kiekvieną lauko{l} tašką eina lygiai viena transversalė. Toḋel yra teisinga

atvirkštiṅe teorema.

2.3 teorema. Teguγ1, γ2 yra lauko{l} transversal̇es. Tada visi ekstremaliųl ∈ {l}
lankai, jungiantis transversalesγ1, γ2, turi vienodąI-ilgį.

P a v y z d y s . TeguF (x, y, y′) =
√

1 + y′2 ir γ1, γ2 yra transversalės. Ek-
stremal̇es yra tieṡes statmenos transversalėms. Toḋel lankai, jungiantis šias transver-
sales, yra to paties ilgio atkarpos, esančios abiejų transversalių normalėse.

P a s t a b a . Šios teoremos išlieka teisingos ir funkcionalui parametrine forma.
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2.3 JUNGTINIAI TAŠKAI

Tegu,l0 : y = ϕ(x, h0), x ∈ [a, b] yra ekstremal̇e, einanti per taškąA(a, α) ir turinti
šiame taške krypties koeficientąh0, t.y. ϕ′(a, h0) = h0. Be to, tegu

Fy′y′(a, α, h0) 6= 0.

TadaFy′y′(a, α, h) 6= 0, jeigu tik h yra pakankamai artih0. Todėl tokiomsh reikš-
mėms Oilerio lygtis

Fy − d

dx
Fy′ = 0

turi vienintelį sprendinį, tenkinantį pradines sąlygas

y|x=a = α, y′|x=a = h.

Visų šių sprendinių aiḃe apibṙežia pluoštą ekstremalių{l}, išeinaňcių iš taškoA(a, α).
Aibė {l} yra vienparametriṅe kreivių šeima. Kiekvieną ekstremalęl galima apibṙežti
lygtimi

y = ϕ(x, h), h ∈ [h1, h2];

čiah yra ekstremal̇esl krypties koeficientas taškea, t.y.

y′(a, h) = h.

Kai h = h0, gauname ekstremalęl0.
A p i b r ė ž i m a s . Jeigu pluošto{l} gaubiamoji turi su ekstremalel0 bendrą

taškąB(b, β) ir B(b, β) 6= A(a, α), tai taškasB(b, β) vadinamasjungtiniu tašku4

taškuiA(a, α), o reikšṁe b – jungtine reikšmereikšmeia, ekstremal̇esl0 atžvilgiu.
Tarkime, taškasB(b, β) yra jungtinis taškuiA(a, α). Tada jis priklauso ekstremalių

pluošto, išeinaňcio iš taškoA(a, α), gaubiamajaiγ. Kiekviename gaubiamosios taške
turi būti patenkinta sąlyga

∂y(x, h)
∂h

= 0. (2.10)

Kadangi taškasB(b, β) priklauso gaubiamajaiγ ir ekstremaleil0, tai

∂y(b, h0)
∂h

= 0. (2.11)

Taigi kiekvieną reikšmęb, jungtinę reikšmeia, galima rasti iš (2.11) lygties. Atkreip-
sime ḋemesį į tai, kad (2.11) sąlyga yra tik b̄utina gaubiamosios egzistavimo sąlyga.
Todėl norint įsitikinti, ar (2.11) lygties sprendiniai iš tikrų jų yra jungtiṅes reikšṁes,
reikia atlikti papildomą tyrimą. Be to, norint iš šios lygties rasti jungtinius taškus,
reikia iš anksto tuṙeti visą pluoštą ekstremalių . Todėl pateiksime kitą, tiesioginį, jung-
tinių taškų radimo metodą.

Kiekvienamh ∈ [h1, h2] ekstremal̇e l : y = ϕ(x, h) tenkina Oilerio lygtį

Fy(x, ϕ(x, h), ϕ′(x, h))− d

dx
Fy′(x, ϕ(x, h), ϕ′(x, h)) = 0.

4Taip suformuluotas jungtinio taško apibrėžimas funkcionalui neparametrine forma yra teisingas ir
funkcionalui parametrine forma.
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Diferencijuodami ją parametroh atžvilgiu, gausime lygtį

Fyyϕh(x, h) + Fyy′ϕ
′
h(x, h)− d

dx

(
Fy′yϕh(x, h) + Fy′y′ϕ

′
h(x, h)

)
= 0.

Imkime čiah = h0 ir pažyṁekime reiškinį

∂ϕ(x, h0)
∂h

= u(x).

Tada pastarąją lygtį galima perrašyti taip:

Su− d

dx

(
Ru′

)
= 0;

čia
R(x) = Fy′y′

(
x, ϕ(x, h0), ϕ′(x, h0)

)
,

S(x) = Fyy

(
x, ϕ(x, h0), ϕ′(x, h0)

)− d

dx
Fy′y

(
x, ϕ(x, h0), ϕ′(x, h0)

)
.

Pastaroji lygtis yra tiesiṅe antros eil̇es diferencialiṅe lygtis. Ji vadinamaJakobio lyg-
timi.

Teguu0 yra Jakobio lygties sprendinys, tenkinantis pradines sąlygas

u0|x=a = 0, u′0|x=a = 1.

Į rodysime teoremą.

2.4 teorema. Tarkime, išilgai ekstremalėsl0 reiškinysR 6= 0. Tada

1. Jeigu reikšṁe b yra jungtiṅe reikšmeia ekstremal̇esl0 atžvilgiu, taib yra lygties
u0(x) = 0 sprendinys.

2. Jeigub yra lygtiesu0(x) = 0 sprendinys, tai reikšṁe b yra jungtiṅe reikšmeia.

/ Tegu reikšṁe b yra jungtiṅe reikšmeia ekstremal̇esl0 atžvilgiu. Tada ji tenkina
(2.11) lygtį , t.y.

∂ϕ(b, h0)
∂h

= 0.

Funkcijosu0 ir ∂ϕ/∂h tenkina Jakobio lygtį ir tas pačias pradines sąlygas

u0(a) = 0,
∂ϕ(a, h0)

∂h
= 0;

u′0(a) = 1,
∂ϕ′(a, h0)

∂h
= 1.

Todėl jos sutampa, t.y.

u0(x) =
∂ϕ(x, h0)

∂h

ir galime tvirtinti, kadu0(b) = 0.
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Įrodysime atvirkštinį teiginį. Teguu0(b) = 0, b > a. Apibrėžkime funkciją

ψ(x, h) =

{
ϕ(x,h)−ϕ(x,h0)

h−h0
, kai h 6= h0;

∂
∂hϕ(x, h0) = u0(x), kai h = h0.

Funkcija ψ yra tolydi pagal abu kintamuosius ir turi pirmos eilės tolydžias dalines
išvestines. Be to,

ψ(b, h0) = u0(b) = 0.

Funkcijosψ dalinė išvestiṅe

ψx(b, h0) = u′0(b) 6= 0.

Iš tikrų jų , jeigu tiesiṅes homogeniṅes antros eil̇es lygties sprendinys kokiame nors
taške yra lygus nuliui kartu su savo išvestine, tai jis yra tapatingai lygus nuliui. Tačiau
u′0(a) = 1 6= 0. Gauta prieštara įrodo, kad taškas(b, h0) yra lygties

ψ(x, h) = 0

sprendinys ir šios lygtiesx galima išreikšti kaip tolydžiąh funkciją. Be to, kaih → h0,
x ≥ b. Todėl egzistuoja tokia tolydi funkcijaε = ε(δ) (ε → 0, kai δ → 0), kad

ψ(b + ε(δ), h0 + δ) = 0,

jeigu tik δ yra pakankamai mažas teigiamas skaičius. Remiantis funkcijosψ apibṙeži-
mu, galime tvirtinti, kad tokiomsδ reikšṁems yra teisinga lygyḃe

ϕ(b + ε(δ), h0 + δ) = ϕ(b + ε(δ), h0).

Tai reiškia, kad pakankamai mažoms teigiamomsδ reikšṁems kreiv̇es

y = ϕ(x, h0 + δ), y = ϕ(x, h0)

kertasi taškeBδ(b + ε(δ), ϕ(b + ε(δ), h0 + δ)) ir taškas

Bδ(b + ε(δ), ϕ(b + ε(δ), h0 + δ)) → B(b, ϕ(b, h0),

kai δ → 0. Vadinasi reikšṁe b yra jungtiṅe reikšmeia ekstremal̇esl0 atžvilgiu. .
I š v a d o s :

1. Jeigu reikšṁe b yra jungtiṅe reikšmeia, tai reikšṁea yra jungtiṅe reikšmeib.

2. Tarkime, jungtiṅes reikšṁesb, b > a ir b′, b′ > a′ yra mažiausios reikšṁemsa
ir a′. Tada, jeigua′ > a, tai b′ > b.

3. Tegu jungtiṅe reikšṁe b, b > a yra mažiausia reikšmeia. Tadab yra tolydia, o
taip pat kitų parametrų , apibrėžiaňcių ekstremalęl0, funkcija.
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A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, ekstremalė l0 : y = ϕ(x, h0), x ∈ [a, b] tenkina
Jakobio sąlygą,jeigu

u0(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b).

Jeigu pastaroji nelygyḃe yra teisinga∀x ∈ (a, b], tai sakysime, kad ekstremalė l0 tenk-
inasustiprintą Jakobio sąlygą.

Tegu{l} yra ekstremalių laukas, dengiantis sritįΩ. Sakysime ekstremalė l ∈ {l}
yra apsupta ekstremalių lauko{l}, jeigu kiekvienas jos taškas yra sritiesΩ vidinis
taškas.

2.5 teorema. Tarkime, ekstremalėjel (įskaitant ir kurį nors vieną jos galą) nėra taškų ,
jungtinių kitam ekstremalės galui ir išilgai jos (įskaitant abu jos galus) reiškinys

Fy′y′ > 0 (Fy′y′ < 0).

Tada ekstremalęl galima apsupti ekstremalių lauku.

/ Tarkime, ekstremalė l jungia taškusA(a, α) ir B(b, β). Be to, tegu nei taškas
B(b, β), nei bet kuris kitas ekstremalėsl taškas ṅera jungtinis taškuiA(a, α) ir išilgai
ekstremal̇es l (įskaitant abu jos galus) reiškinysFy′y′ > 0. Tada egzistuoja toks ek-
stremal̇esl tęsinysl′, jungiantis taškusA′(a′, α′) ir B(b, β), α′ < α, kad ekstremalėje
l (įskaitant ir taškąB(b, β)) nėra taškų jungtinių taškuiA′(a′, α′.)

Iš taškoA′(a′, α′) brėžiame ekstremalių pluoštą, apibrėžtą lygtimi

y = ϕ(x, h).

Čiah yra ekstremal̇es liestiṅes krypties koeficientas taškeA′(a′, α′), t.y.

ϕ′x(α′, h) = h.

Parametro reikšmęh = h′ atitinka ekstremalė l′.
Pagal teoremos sąlygą išilgai ekstremalėsl išvestiṅe

∂ϕ(x, h)
∂h

∣∣
h=h′ > 0, ∀x ∈ [a, b].

Kadangi ji yra tolydi, tai egzistuoja tokiah′ aplinka[h′ − ε, h′ + ε], kad

∂ϕ(x, h)
∂h

> 0, ∀x ∈ [a, b], h ∈ [h′ − ε, h′ + ε].

Remiantis teorema apie diferencialinių lygčių sprendinių diferencijavimą pagal para-
metrą, funkcijaϕ turi tolydžias dalines išvestinesϕh, ϕx ir ϕxh. Todėl (žr. 2.2skyrelį)
taip apibṙežtas ekstremalių pluoštas yra ekstremalių laukas, supantis ekstremalęl. .

P a s t a b a . Analogiška teorema yra teisinga ir funkcionalui parametrine forma.
Čia tik vietoje sąlygosFy′y′ 6= 0 reikia pareikalauti (žr.1.12skyrelį), kadF1 6= 0.
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2.4 OILERIO LYGTIES INTEGRAVIMAS

Teguγ1, γ2 yra dvi glodžios kreiv̇es plokštumojeR2. Iš skirtingų plokštumos taškų
iki kreivių γ1, γ2 brėžiame ekstremalių lankusl1, l2, kertaňcius jas transversaliai. Ge-
ometrinę vietą taškų plokštumoje vadinsimeI-hiperbole, jeigu iš kiekvieno jos taško
išeinaňcių ekstremaliųl1, l2 lankų I-ilgių skirtumas yra pastovus, t.y.

I(l1)− I(l2) = const.

Tegu{li} yra visuma ekstremalių , kurių vienas galas yraI-hiperbol̇eje, o kitas
kreivėjeγi, i = 1, 2. Be to, tegu ekstremaliųli lankai, jungiantisI-hiperbolę ir kreivę
γi, nesikerta (i = 1,2). Tada ekstremaliųli lankų I-ilgiai I(li), kaip lanko galų funkci-
jos, turi pilną diferencialą.

Šiame skyrelyje reikalausime, kad kiekviename nagrinėjamame taške

Fy′y′ 6= 0

ir kiekviename nagriṅejamos ekstremalės taške reiškinys

F (x, y, y′) 6= 0.

Iš laisvai pasirinktoI-hiperbol̇es taško išeinaňcių ekstremaliųl1, l2 lankų I-ilgių
skirtumas yra pastovus. Todėl išilgai I-hiperbol̇es diferencialas

dI(l1)− dI(l2) = 0.

Kadangi ekstremalėsl1, l2 tenkina Oilerio lygtį ir kerta kreivesγ1, γ2 transversaliai,
tai iš pastarosios sąlygos gauname, kad išilgai pasirinktosI-hiperbol̇es šakos

H(x, y, y′1) dx + p(x, y, y′1) dy −H(x, y, y′2) dx− p(x, y, y′2) dy = 0;

čia y′1, y′2 yra ekstremaliųl1, l2 liestinių krypties vektoriai, jų sankirtos taškeA(x, y)
suI-hiperbole. Perrašykime šią sąlygą taip:

dy

dx
= −H(x, y, y′1)−H(x, y, y′2)

p(x, y, y′1)− p(x, y, y′2)
;

čia dy/dx yra I-hiperbol̇es liestiṅes krypties vektorius taškeA(x, y). Vietoje x, y, y′

įveskime naujus kintamuosiusx, y, p (žr. 3.1skyrelį). Tada gausime lygtį

dy

dx
= −H(x, y, p1)−H(x, y, p2)

p1 − p2
. (2.12)

Tarkime dabar, kadl(γ1, γ2) yra I-hiperbol̇es lankas, einantis per fiksuotą tašką
A(x, y). Artinkime kreivę γ1 prie kreiv̇es γ2 taip, kad ji b̄utų kiek norima mažoje
kreivėsγ2 silpnojoje (pirmos eil̇es) aplinkoje. Parodysime, kad lankasl(γ1, γ2) arṫeja
prie ekstremal̇es, kuri eina per taškąA(x, y) ir kerta kreivęγ1 transversaliai. Tiksliau
parodysime, kad kreiv̇emsγ1, γ2 susiliejant,I-hiperbol̇e išsigimsta į ekstremalę.
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2.6 teorema. Jeigu kreiv̇es γ1, γ2 susilieja, taiI-hiperbol̇es šaka, einanti per tašką
A(x, y), tampa ekstremale, kuri eina per taškąA(x, y) ir kerta susiliejusias kreives
γ1 γ2 transversaliai.

/ Artinant kreivęγ1 į kreivęγ2, ekstremal̇el1 arṫeja į ekstremalęl2. Todėlp1 → p2

ir (2.12) lygtis pereina į lygtį
dy

dx
= −∂H

∂p
;

čiap = Fy′(x, y, y′), x, y – taškoA(x, y) koordinaṫes,y′ ekstremal̇esl1 liestinės kryp-
ties vektorius taškeA(x, y). Tai yra viena iš kanoninių Oilerio lyǧcių . Parodysime, kad
yra patenkinta ir kita Oilerio lygtis.

Tegu{l} yra pluoštas ekstremalių , kurios kerta kreivęγ1 transversaliai. Ekstremalė
l1 priklauso šiam plouštui. Kiekviena ekstremalė l ∈ {l} kerta kreivęγ transversaliai.
Todėl ekstremal̇esl, einaňcios per taškąA(x, y) ir kertaňcios kreivęγ transversaliai,
lankoI-ilgio pilnas diferencialas

dI(l) = H dx + p dy;

čia H = H(x, y, p), p = Fy′(x, y, y′), y′ yra ekstremal̇es l ∈ {l} liestinės krypties
kooeficientas taškeA(x, y). Remiantis b̄utina pilnojo diferencialo sąlyga, turime

∂H

∂y
+

∂H

∂p
· ∂p

∂y
=

∂p

∂x
.

KadangiHp = −dy/dx, tai pastarąją sąlygą galima perrašyti taip:

∂H

∂y
=

∂p

∂y
· dy

dx
+

∂p

∂x
.

Pakeitę reiškinį dešiṅeje šios lygties puṡeje pilna išvestinędp/dx, gausime Oilerio
lygtį

dp

dx
=

∂H

∂y
.

Taigi funkcijosy ir p tenkina Hamiltono lyǧcių sistemą..
P a v y z d y s . TeguF (x, y, y′) =

√
1 + y′2. Išnagriṅesime kelis paprasčiausius

atvejus.

1. Tarkime, kreiv̇es γ1, γ2 išsigimsta į du taškusO1, O2. Tada ekstremalės yra
tieṡes, oI-hiperbol̇e yra viena įprastos hiperbolės šakų , kuri eina per taškąA
ir kurios židiniai yraO1, O2. Jeigu taškąO2 → O1, tai hiperbol̇e išsigimsta į
porą tiesių , viena iš kurių eina per taškusO1 ir A. Pastaroji tieṡe yra ekstremalė,
apibṙežianti atstumą tarp taškųO1 ir A.

2. Tarkime, γ1, γ2 yra dvi nelygiagrěcios tieṡes ir A duotas taškas. Teguli yra
ekstremal̇es lankas, kurio vienas galas yra taškeA, o kitas tieṡejeγi ir |li| yra šio
lanko ilgis (i = 1, 2). Be to, teguγ′1 yra tieṡe lygiagreti tieseiγ1 ir nutolusi nuo
jos atstumu|l1| − |l2|. TadaI-hiperbol̇e yra tieṡe, einanti per taškąA ir tiesių
γ2, γ′1 sankirtos tašką (žr.3.4 pav.). Jeigu tiesęγ2 suksime apie taškąO taip,
kad ji susilietų su tieseγ1, tai I-hiperbol̇e pereis į tiesę, einančią per taškąA,
statmenai tieseiγ1.
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3.4 pav.

I š v a d a . Tarkime, kreiv̇e γh yra apibṙežta lygtimiy = ϕ(x, h), o funkcija ϕ
yra tolydi ir turi tolydžias pirmos eil̇es dalines išvestines. Be to, teguI(x, y, γh) yra
I-atstumas nuo taškoA(x, y) iki kreivėsγh. Tada kiekvienai fiksuotaic reikšmei

∂I(x, y, γh)
∂h

= c

yra ekstremal̇es lygtis. Iš tikrų jų , lygtis

I(x, y, γh′)− I(x, y, γh) = c(h′ − h)

apibṙežiaI-hiperbolę. Jeiguh′ → h, tai kreivė γh′ → γh ir I-hiperbol̇e pereina į
ekstremalę, išilgai kurios

∂I(x, y, γh)
∂h

= c.

Parodysime, kad Oilerio lygties sprendimas yra ekvivalentus vienos pirmos eilės
dalinių išvestinių lygties sprendimui. Iš pradžių įrodysime, kadI-atstumas nuo taško
A(x, y) iki kreivėsγ tenkina vieną pirmos eilės dalinių išvestinių lygtį .

2.7 teorema. Teguγ yraC1 klaṡes kreiv̇e ir I(x, y, γ) yraI-atstumas nuo taškoA(x, y)
iki kreivėsγ. Tada funkcijaI tenkina dalinių išvestinių lygtį

∂I

∂x
= H

(
x, y,

∂I

∂y

)
; (2.13)

čia funkcijaH = H(x, y, p) (žr. 3.1skyrelį).

/ Tegul yra ekstremal̇e, einanti per taškąA(x, y) ir kertanti kreivęγ taškeB(u, v)
transversaliai. Tada ekstremalės, jungiaňcios taškusA(x, y) ir B(u, v), lanko I-ilgio
diferencialas

dI = H(x, y, p(x, y)) dx + p(x, y) dy −H(u, v, p(u, v)) du− p(u, v) dv.

Ekstremal̇e l kerta kreivęγ transversaliai. Toḋel ekstremal̇es l ir kreivėsγ sankirtos
taškeB(u, v) reiškinys

H(u, v, p(u, v)) du + p(u, v) dv = 0
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ir diferencialas
dI = H(x, y, p(x, y)) dx + p(x, y) dy.

Iš čia gauname, kad

H =
∂I

∂x
, p =

∂I

∂y
.

KadangiH = H(x, y, p), tai funkcijaI tenkina lygtį

∂I

∂x
= H

(
x, y,

∂I

∂y

)
.

Teorema įrodyta..
Į rodysime atvirkštinį teiginį.

2.8 teorema. TeguI = I(x, y) yra tolydi funkcija, turinti pirmos eil̇es tolydžias da-
lines išvestines. Jeigu funkcijaI tenkina (2.13) lygtį , tai fiksuotaic reikšmeiI(x, y)−c
yra I-atstumas nuo taškoA(x, y) iki kreivėsI(x, y) = c.

/ Tegu funkcijaI yra (2.13) lygties sprendinys. Ši lygtis tiesiogiai nepriklauso nuo
funkcijos I. Todėl I(x, y) − c taip pat yra (2.13) lygties sprendinys. Remiantis2.7
teoremaI-ilgis I(x, y, γ) nuo taškoA(x, y) iki kreivėsγ tenkina (2.13) lygtį . Kreivės
γ taškuose

I(x, y, γ) = I(x, y)− c = 0.

Tačiau (žr. pirmos eil̇es diferencialinių dalinių išvestinių lygčių teoriją), jeigu pirmos
eilės dalinių išvestinių lygties integralai sutampa kokioje nors kreivėje, tai jie sutampa.
Taigi

I(x, y, γ) = I(x, y)− c

ir teorema įrodyta..
Dalinių išvestinių lygtis

∂I

∂x
= H

(
x, y,

∂I

∂y

)

vadinamaHamiltonolygtimi. Parodysime, kad šios lygties integravimas yra ekviva-
lentus Oilerio lygties integravimui.

2.9 teorema. Oilerio lygties sprendimas yra ekvibvalentus Hamiltono lygties sprendi-
mui.

/ Teguy = ϕ(x, u, v) yra Oilerio lygties bendrasis sprendinys, priklausantys nuo
dviejų parametrųu, v. Laisvai pasirenkame glodžią kreivęγ. Per kiekvieną jos taško
galima nubṙežti ekstremalę, kuri kirstųγ transversaliai. Toḋel galima apibṙežti I-
atstumą nuo laisvai pasirinkto taškoA(x, y) iki kreivėsγ. AtstumasI(x, y, γ) tenkina
Hamiltono lygtį

∂I

∂x
= H

(
x, y,

∂I

∂y

)
.

Fiksuotaic reikšmei šią lygtį tenkina ir funkcijaI + c.
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Tegu{γh} yra vienparametriṅe kreivių šeima, nesudaranti transversalių lauko nei
vienoje nagriṅejamos plokštumos dalyje irI(x, y, γh) yraI-atstumas nuo taškoA(x, y)
iki kreivėsγh. Pridėję konstantąc, gausime (2.13) lygties sprendinįI(x, y, γh) + c,
priklausantį nuo dviejų parametrųc ir h. Kadangi{γh} nėra transversalių laukas, tai
konstantųc ir h negalima pakeisti viena. Iš tikrų jų , konstantac nepriklauso nuoh.
Todėl šias konstantas galima pakeisti viena tik tuo atveju, kai

I(x, y, γh+h′) = I(x, y, γh) + h′.

Tačiau tada
I(x, y, γh+h′)− I(x, y, γh) = h′,

t.y. I-atstumas tarp kreiviųγh+h′ ir γh yra pastovus. Toḋel aiḃe{γh} yra transversalių
šeima. Gauta prieštara įrodo, kad kostantųc ir h negalima sujungti į vieną.

Tarkime, yra žinomas (2.13) lygties bendras integralasI(x, y, h), h – laisva kon-
stanta. Kadangi (2.13) lygtis tiesiogiai nepriklauso nuoI, tai jos bendrąjį integralą
galima užrašyti taip:

I = I(x, y, h) + c.

Remiantis2.8teorema kiekvienai fiksuotaih reikšmei funkcijaI(x, y, h)−d apibṙežia
I-atstumą nuo taškoA(x, y) iki kreivėsI(x, y, h) = d, d – kostanta. Pagal2.6 teore-
mos išvadą

∂I

∂h
= c (2.14)

yra ekstremal̇es lygtis. Taip apibṙežta ekstremalė priklauso nuo dviejų laisvų kon-
stantųh ir c. Todėl (2.14) formulė apibṙežia bendrą Oilerio lygties sprendinį..

P a v y z d ž i a i :

1. TeguF (x, y, y′) =
√

1 + y′2. Tada

H =
1√

1 + y′2
=

√
1− p2, p =

y′√
1 + y′2

ir Hamiltono lygtį galima užrašyti taip:

(∂I

∂x

)2

+
(∂I

∂y

)2

= 1.

Teguγh yra tieṡe
x cos h + y sin h = 0,

einanti per koordinǎcių pradžią. TadaI-atstumas nuo taškoA(x, y) iki kreivės
γh yra įprastas atstumas nuo taškoA(x, y) iki tiesėsγh, t.y.

I(x, y, h) = x cosh + y sinh.

Remiantis2.9teorema Hamiltono lygties bendrasis integralas

I = x cos h + y sin h + c;

čiah ir c – laisvosios konstantos.
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2. Tegu

F (x, y, y′) =

√
1 + y′2

v(x, y)
.

Tada

p =
y′

v
√

1 + y′2
, H2 + p2 =

1
v2

ir Hamiltono lygtį galima užrašyti taip:

(∂I

∂x

)2

+
(∂I

∂y

)2

=
1
v2

.

Šiuo atvejuI-atstumas yra optinis atstumas (ekstremalės, jungiaňcios kreivęγ ir
taškąA(x, y), lankoI-ilgis). Konkrěciu atveju, kai

v(x, y) = y

ekstremal̇es yra apskritimai, kertantisx ašį stǎciu kampu. Jeiguγh yra tieṡe

x cosh + y sin h = 0,

tai optinis atstumas nuo taškoA(x, y) iki tiesėsγh lygus

I(x, y, γh) =
√

x2 + y2
(
h +

π

2
− arctg

y

x

)
,

o bendrasis Hamiltono lygties sprendinys

I =
√

x2 + y2
(
h +

π

2
− arctg

y

x

)
+ c.



3 S K Y R I U S

Pakankamos silpno ir stipraus
ekstremumo sąlygos

3.1 LEŽANDRO IR VEJERŠTRASO SĄLYGOS

Tarkime, funkcijay, tenkinanti kraštines sąlygas

y(a) = α, y(b) = β, (3.1)

suteikia funkcionalui

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx (3.2)

bent silpną lokalų ekstremumą.
Laisvai pasirenkame kokią nors funkcijąη ∈ C∞0 (a, b) . Tada funkcijay + εη yra

kokioje nors silpnoje funkcijosy aplinkoje, jeigu tikε modulis yra pakankamai mažas
skaǐcius. Apibṙežkime realaus kintamojo funkciją

Φ(ε) = I(y + εη).

Tarkime, šią funkciją galima skleisti Teiloro eiluteε laipsniais. Tada funkcijosΦ
pokytis

Φ(ε)− Φ(0) = εΦ′(0) +
ε2

2
Φ′′(0) + . . . ;

čia

εΦ′(0) = ε

b∫

a

(Fyη + Fy′η
′) dx,

ε2Φ′′(0) = ε2

b∫

a

(
Fyyη2 + 2Fyy′ηη′ + Fy′y′η

′2) dx

...

yra pirmasis, antrasis ir t.t. funkcijosΦ diferencialai, atitinkantys argumento pokytįε.
Pȧemę šiame skleidinyjeε = 1, gausime funkcionaloI pokytį

I(y + η)− I(y) = Φ′(0) +
1
2
Φ′′(0) + . . . .

Reiškiniai

δI(y, η) = Φ′(0) =
[

d

dε
I(y + εη)

]

ε=0

,
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δI2(y, η) = Φ′′(0) =
[

d2

dε2
I(y + εη)

]

ε=0

,

...

yra vadinami pirmąja, antrąja ir t.t. funkcionaloI variacijomis.
Pagal prielaidą funkcijay suteikia funkcionaluiI silpnąjį lokalų ekstremumą. To-

dėl pirmoji variacijaδI(y, η) = 0, o funkcionaloI pokytis

I(y + εη)− I(y) =
ε2

2
δ2I(y, η) + . . . .

Sąlyga

δ2I(y, η) =

b∫

a

(
Fyyη2 + 2Fyy′ηη′ + Fy′y′η

′2) dx ≥ 0 (≤ 0), ∀η ∈ C∞0 (a, b),

yra b̄utina, kad ekstremalė y suteiktų funkcionaluiI minimumą (maksimumą). Paste-
bėję, kad2ηη′ = (η2)′, antrąją variaciją perrašysime taip:

δ2I(y, η) =

b∫

a

[(
Fyy − d

dx
(Fyy′)

)
η2 + Fy′y′η

′2
]
dx. (3.3)

PažyṁekimeS = Fyy − d

dx
Fyy′ , R = Fy′y′ . Tarkime, ekstremalėy suteikia (3.2)

funkcionalui minimumą. Tada

b∫

a

(
Sη2 + Rη′2

)
dx ≥ 0, ∀η ∈ C∞0 (a, b) . (3.4)

Įrodysime, kad koeficientas

R(x) = Fy′y′(x, y(x), y′(x)) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].

Tarkime, priešingai, kad egzistuoja taškasx̂ ∈ [a, b] toks, kadR(x̂) < 0. Tǎciau tada
egzistuoja taškôx aplinka(x̂− ε, x̂ + ε), kuriojeR(x) < 0.

Imkime (3.4) nelygyḃejeη(x) = 0, kai x 6∈ (x̂ − ε, x̂ + ε). Tada (3.4) nelygybę
galima perrašyti taip:

x̂+ε∫

x̂−ε

(
Sη2 + Rη′2

)
dx ≥ 0.

Parinkime funkcijąη taip, kad ji smarkiai osciliuotų ir jos modulis b̄utų pakankamai
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mažas. Tada1
x̂+ε∫

x̂−ε

(
Sη2 + Rη′2

)
dx < 0.

Taigi tarę, kadR(x) < 0, gavome prieštarą. Kartu įrodėme tokį teiginį.

3.1 teorema. Teguy yra (3.2) funkcionalo ekstremalė. Tada sąlyga

Fy′y′(x, y(x), y′(x)) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], (3.5)

yra būtina, kad ekstremalėy suteiktų(3.2) funkcionalui silpną lokalų minimumą.

Analogiškai galima įrodyti, kad sąlyga

Fy′y′(x, y(x), y′(x)) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b], (3.6)

yra b̄utina, kad ekstremalėy suteiktų (3.2) funkcionalui silpną lokalų maksimumą.
Šios sąlygos pirmą kartą buvo išvestos A. M. Ležandro ir yra vadinamosLežandro

sąlygomis.
P a s t a b a . Tegu (3.2) formulėje funkcijay = y(x), x ∈ [a, b] yra vektoriṅe, t.y.

y = (y1, . . . , yn). Tada3.1 teorema išlieka teisinga. Reikia tik atitinkamai apibrėžti
Lagranžo sąlygą. Lokalaus minimumo atveju ji apibrėžiama taip:

n∑

i,j=1

Fy′iy
′
j
(x, y(x), y′(x))ξiξj ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Maksimumo atveju nelygyḃes ženklas yra priešingas.
Apibrėžkime keturių kintamųjų funkciją

E(x, y, p, q) = F (x, y, q)− F (x, y, p)− (q − p)Fy′(x, y, p).

Taip apibṙežta funkcija vadinamaVejerštraso funkcija.

3.2 teorema. Jeigu visuose ekstremalės y = y(x), x ∈ [a, b] taškuose yra teisinga
nelygyḃe

E(x, y, y′, q) ≥ 0, (≤ 0)

bet kokiai baigtineiq reikšmei, tai ekstremalė y = y(x) suteikia funkcionaluiI stiprų
lokalų minimumą (maksimumą).

1Ši išvada yra intuitivi. Tǎciau ją galima įrodyti ir griežtai. Reikia tik pasinaudoti Frydrichso nelygybe

bZ

a

η2(x) dx ≤ (b− a)2
bZ

a

η′2(x) dx, ∀η ∈ C∞0 (a, b) .

Jos įrodymą galima rasti [2] knygoje.
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Šios teoremos įrodymą galima rasti [3] knygoje. Be to, ji išlieka teisinga ir tuo
atveju, kai funkcijay = y(x) yra vektoriṅe. Čia tik į p ir q reikia žiūrėti kaip į vektorius
erdv̇ejeRn, o Vejerštraso funkciją apibrėžti taip:

E(x, y, p, q) = F (x, y, q)− F (x, y, p)−
n∑

i=1

(qi − pi)Fy′i(x, y, p).
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3.2 JAKOBIO SĄLYGA

Šiame skyrelyje toliau nagrinėsime antrąją variaciją. Tarkime,y yra funkcionalo

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx (3.7)

ekstremal̇e, tenkinanti sąlygas:

y(a) = α, y(b) = β. (3.8)

Be to, tegu ekstremalėje yra patenkintasustiprinta Ležandrosąlyga:

Fy′y′(x, y(x), y′(x)) > 0, ∀x ∈ [a, b]. (3.9)

Priminsime, kad antroji funkcionaloI variacija

δ2I(y, η) =

b∫

a

(
Sη2 + Rη′2

)
dx, S = Fyy − d

dx
Fyy′ , R = Fy′y′ .

Pakeiskimeη funkcijau ir apibṙežkime funkcionalą

K(u) =

b∫

a

(
Su2 + Ru′2

)
dx.

FunkcionaląK atitinka Oilerio lygtis:

d

dx

(
Ru′

)− Su = 0. (3.10)

Ši lygtis dar yra vadinamaJakobiolygtimi. KadangiR > 0, tai Jakobio lygtį galima
perrašyti taip:

u′′ + pu′ + qu = 0, ∀x ∈ [a, b]. (3.11)

Tai yra antros eil̇es tiesiṅe diferencialiṅe lygtis. Priminsime kai kuriuos žinomus faktus
iš paprastų diferencialinių lyǧcių teorijos (jų į rodymus galima rasti [10] knygoje).
Tarkime, funkcijosp, q ∈ C[a, b] ir c ∈ [a, b]. Tada bet kokiemsσ, σ1 ∈ R egzistuoja
vienintelis (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines sąlygas

u(c) = σ, u′(c) = σ1.

Be to, šis sprendinys yra apibrėžtas visame intervale[a, b]. Jeigux̂ ∈ (a, b) ir u 6≡ 0
yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis sąlygąu(x̂) = 0, tai u′(x̂) 6= 0. Toḋel
taškex = x̂ funkcija u keičia ženklą. Jeiguu1 ir u2 yra kokie nors du (3.11) lygties
sprendiniai ir turi bendrą šaknį, tai jie yra tiesiškai priklausomi. Tarkime,u1 ir u2

yra du tiesiškai nepriklausomi (3.11) lygties sprendiniai. Tada tarp bet kurių dviejų
gretimų vieno sprendinio šaknų yra lygiai viena kito sprendinio šaknis.
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Tarkime, funkcijau0 yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines sąlygas

u0(a) = 0, u′0(a) = 1.

Be to, teguu0(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b]. Tada bet kuris kitas sprendinys intervale[a, b]
negali tuṙeti daugiau kaip vieną šaknį. Įrodysime, kad egzistuoja toks sprendinys,
kuris intervale[a, b] neturi ṅe vienos šaknies.

Teguuµ yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines sąlygas

uµ(a) = µ, u′µ(a) = 1;

čia µ – mažas teigiamas parametras. Iš bendros diferencialinių lygčių teorijos yra
žinoma, kad sprendinysuµ parametroµ atžvilgiu yra tolydi funkcija. Kaiµ = 0,
sprendinysuµ sutampa suu0. Pagal prielaidąu0(b) > 0. Akivaizdu, kad pakankamai
mažoms parametroµ reikšṁemsuµ(b) > 0. Be to,uµ(a) > 0. Toḋel, jeigu intervale
[a, b] sprendinysuµ turi šaknis, jų turi b̄uti ne mažiau kaip dvi. Tǎciau intervale[a, b]
sprendinysuµ negali tuṙeti daugiau kaip vieną šaknį. Norint tuo įsitikinti, pakanka
prisiminti, kad sprendinysu0 intervale[a, b] turi tiktai vieną šaknį. Taigi galima rasti
parametroµ reikšmę tokią, kad intervale[a, b] sprendinysuµ šaknų netuṙetų .

Tarkime,u0 yra (3.10) lygties sprendinys, tenkinantis pradines sąlygas

u0(a) = 0, u′0(a) = 1.

Jeigu sprendinysu0(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b), tai sakysime, kad ekstremalė y tenkina
Jakobiosąlygą, o jeiguu0(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b], tai sakysime, kad ekstremalėy tenkina
sustiprintą Jakobiosąlygą.

Teguw ∈ C1[a, b]. Tada

(η2w)′ = 2ηη′w + η2w′

ir
b∫

a

(2ηη′w + η2w′) dx = 0, ∀η ∈ C∞
0 (a, b).

Panaudoję šią integralinę tapatybę, antrąją funkcionaloI variaciją perrašysime taip:

δ2I(y, η) =

b∫

a

[
(S + w′)η2 + 2ηη′w + Rη′2

]
dx.

Pointegralinis reiškinys laužtininiuose skliaustuose yra pilnas kvadratas

(S + w′)η2 + 2ηη′w + Rη′2 = R
(
η′ +

w

R
η
)2

,

kai

S + w′ − w2

R
= 0.
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Įstatęw = −R
u′

u
, gausime lygtį

S −
(
R

u′

u

)′
−R

u′2

u2
= 0,

kuri lengvai susiveda į (3.10) Jakobio lygtį .
Tarkime, patenkintos sustiprintos Ležandro ir Jakobio sąlygos. Tada egzistuoja

(3.10) lygties sprendinysu1 : u1(x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]. Teguw = −R
u′1
u1

. Tada antrąją

funkcionaloI variaciją galima perrašyti taip:

δ2I(y, η) =

b∫

a

R
(
η′ +

w

R
η
)2

dx.

Akivaizdu, kad
δ2I(y, η) ≥ 0.

Be to,
δ2I(y, η) = 0

tada ir tik tada, kai
η′ +

w

R
η = 0, ∀x ∈ [a, b].

Ši lygtis yra tiesiṅe pirmos eil̇es lygtis. Jos sprendinys

η(x) = η(a) exp
{
−

x∫

a

w(s)
R(s)

ds
}

= 0, ∀x ∈ [a, b],

nesη(a) = 0. Taigi antroji funkcionaloI variacija

δ2I(y, η) ≥ 0

ir lygybė yra galima tik tuo atveju, kaiη = 0. Suformuluosime įrodytą teiginį.

3.3 teorema. Tarkime, ekstremalė y tenkina sustiprintas Ležandro ir Jakobio sąlygas.
Tada funkcionaloI antroji variacija

δ2I(y, η) ≥ 0

ir lygybė yra galima tik tuo atveju, kaiη = 0.
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3.3 PAKANKAMA SILPNOJO EKSTREMUMO SĄLYGA

Pagal apibṙežimą funkcijay suteikia funkcionalui

I(y) =

b∫

a

F (x, y, y′) dx y(a) = α, y(b) = β

silpną lokalų ekstremumą, jeigu ji suteikia ekstremumą kokioje nors funkcijosy silp-
nojeε aplinkoje, t.y. jeigu

I(y) ≥ I(ỹ), ∀ỹ : |y(x)− ỹ(x)|+ |y′(x)− ỹ ′(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [a, b],

arba

I(y) ≤ I(ỹ), ∀ỹ : |y(x)− ỹ(x)|+ |y′(x)− ỹ ′(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [a, b].

Priminsime, kadF = F (x, y, y′) yra dukart tolydžiai diferencijuojama funkcija
pagal visus argumentus, kai(x, y) ∈ Ω ⊂ R2, o y′ ∈ R. Įrodysime teoremą.

3.4 teorema. Jeigu funkcionaloI ekstremal̇e y tenkina sustiprintas Ležandro ir Jako-
bio sąlygas, tai ji suteikia funkcionaluiI silpną lokalų ekstremumą.

/ Teguy yra funkcionaloI ekstremal̇e; taškai(x, y(x)) ∈ Ω, ∀x ∈ [a, b]; ρ –
pakankamai mažas teigiamas skaičius;η ∈ C1

0(a, b) . Funkcijay + η priklauso funkci-
josy silpnaiρ aplinkai, jeigu

|η(x)| ≤ ρ

2
, |η′(x)| ≤ ρ

2
.

Pagal Teiloro formulę

I(y + η)− I(y) = δI(y, η) +
1
2
δ2I(y, η) + δ;

čia

δI(y, η) =

b∫

a

(Fyη + Fy′η
′) dx,

δ2I(y, η) =

b∫

a

(Fyyη2 + 2Fyy′ηη′ + Fy′y′η
′2) dx,

δ =
1
2

b∫

a

[
(F̃yy − Fyy)η2 + 2(F̃yy′ − Fyy′)ηη′ + (F̃y′y′ − Fy′y′)η′

2] dx,

o funkcijosF̃yy, F̃yy′ , F̃y′y′ yra atitinkamų išvestinių reikšṁes tarpiniame taške

(x, y(x) + θ1(x)η(x), y′(x) + θ2(x)η′(x)), θi(x) ∈ [0, 1], i = 1, 2.
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Pažyṁekime

F̃yy − Fyy = ε1, F̃yy′ − Fyy′ = ε2, F̃y′y′ − Fy′y′ = ε3.

KadangiF yra dukart tolydžiai diferencijuojama funkcija, tai

|ε1|, |ε2|, |ε3| → 0, kai |η|, |η′| → 0.

Laisvai pasirenkame skaičių ε > 0. Imkime skaǐcių ρ > 0 tiek mažą, kad

|εi| ≤ ε, ∀i = 1, 2, 3.

Pagal teoremos sąlygąy yra funkcionaloI ekstremal̇e. Toḋel

δI(y, η) =

b∫

a

(Fyη + Fy′η
′) dx = 0,

o skirtumas

I(y + η)− I(y) =
1
2

b∫

a

(
Sη2 + Rη′2

)
dx + δ,

δ =
1
2

b∫

a

(
ε1η

2 + 2ε2ηη′ + ε3η
′2) dx.

Be to, yra teisingi tokie įveřciai:

b∫

a

η2(x) dx ≤ (b− a)2
b∫

a

η′2(x) dx, |2ηη′| ≤ η2 + η′2.

Todėl

|δ| ≤ 1
2

b∫

a

[
(|ε1|+ |ε2|)η2 + (|ε2|+ |ε3|)η′2

]
dx ≤ ε

(
1 + (b− a)2

) b∫

a

η′2 dx.

Pagal teoremos sąlygą ekstremalė y tenkina sustiprintas Ležandro ir Jakobio sąly-
gas. Toḋel egzistuoja skaičiusk > 0 : R(x)− k > 0, ∀x ∈ [a, b], ir lygties

d

dx

(
(R− k)u′

)− Su = 0

sprendinys, tenkinantis sąlygas

u(a) = 0, u′(a) = 1,

yra nelygus nuliui∀x ∈ (a, b]. Jeigu3.3 teoremos įrodymeR pakeisimeR − k, tai
gausime

b∫

a

(
Sη2 + Rη′2

)
dx ≥ k

b∫

a

η′2 dx.
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Be to, lygyḃe yra galima tik tuo atveju, kaiη = 0. Tǎciau tada

I(y + η)− I(y) >
1
2

[
k − 2ε

(
1 + (b− a)2

)] b∫

a

η′2 dx > 0,

jeigu tik skaǐciusε > 0 yra pakankamai mažas, oη 6≡ 0 ir tenkina nurodytas sąlygas.
Taigi ekstremal̇ey suteikia funkcionaluiI silpną lokalų ekstremumą..

Galima įrodyti, kad Jakobio sąlyga yra būtina lokalaus ekstremumo egzistavimo
sąlyga. Tiksliau yra teisunga tokia teorema.

3.5 teorema. Tarkime, funkcionaloI ekstremal̇e y tenkina sustiprintą Ležandro są-
lygą ir funkcijau0(x) intervalo(a, b) viduje turi šaknį. Tada ekstremalė y nesuteikia
funkcionaluiI silpno lokalaus ekstremumo.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [8] knygoje.
P a s t a b a . Jeigu yra patenkintos sustiprintos Ležandro ir Jakobio sąlygos ir, be

to, Ležandro sąlyga yra patenkinta kokioje nors ekstremalėsy aplinkoje, tai ekstremalė
y suteikia funkcionaluiI stiprų lokalų ekstremumą. Šio teiginio įrodymą galima rasti
[11] knygoje.



3.4. HAMILTONO PRINCIPAS 89

3.4 HAMILTONO PRINCIPAS

Variacinis skaǐciavimas yra naudojamas fizikos ir mechanikos uždavinių matemati-
niams modeliams sudaryti, tiksliau išvesti lygtims, aprašančioms įvairius fizikos ir me-
chanikos uždavinius. Šias lygtis galima išvesti tuo pačiu variaciniu principu. Jo esṁe
yra tokia.
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3.1 pav.

Tarkime, laiko momentut1 nagriṅejamas k̄unas yraI paḋetyje, o laiko momentut2 –
II paḋetyje. Peṙejimas išI paḋeties įII galimas skirtingais keliais (žr.3.1 pav.).

Pažyṁesime raiḋemisT ir P kūno kinetinę ir potencinę energijas. Tada realiame
procese, veikiant potencinėms j̇egoms, integralas

I =

t2∫

t1

(T − P )dt

įgyja stacionarią reikšmę. Šis variacinis principas vadinamasHamiltonoprincipu. Kar-
tais stacionari reikšṁe yra mažiausia integralo reikšmė. Toḋel Hamiltono principas dar
yra vadinamasmažiausio veiksmoprincipu.

Išnagriṅesime kelis pavyzdžius.
1. Materialus taškas metamas vertikaliai aukštyn. Rasti taško trajektoriją, jeigu yra

žinoma taško koordinatė ir greitis pradiniu laiko momentu. Tarkime, taško trajektoriją
galima apibṙežti lygtimi y = y(t). Be to, tegu pradiniu laiko momentut = 0 aukštis
y(0) = 0, o greitisv = c. Taško kinetiṅe energija

T =
mv2

2
=

mẏ2

2
.

Taško potenciṅe energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalą

I(y) =

t2∫

t1

(mẏ2

2
−mgy

)
dt.

Šį funkcionalą atitinka Oilerio lygtis

d

dt
(mẏ) + mg = 0.



90 3. PAKANKAMOS SILPNO IR STIPRAUS EKSTREMUMO SĄLYGOS

Jos bendrasis sprendinys

y = −1
2
gt2 + C1t + C2.

Pagal prielaidąy(0) = 0, ẏ(0) = c. Toḋel C2 = 0, o C1 = c. Vadinasi, vertikaliai
aukštyn mesto materialaus taško trajektorija yra aprašoma lygtimi

y = −1
2
gt2 + ct.

2. Materialus taškas metamas kampuα (žr. 2.7 pav.) pradiniu greičiu c. Rasti šio
taško trajektoriją.
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3.2 pav.

Tarkime, taško trajektoriją galima apibrėžti lygtimis

y = y(t), x = x(t).

Tada taško kinetiṅe energija

T =
m

2
(ẋ2 + ẏ2),

o potenciṅe energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalą

I(x, y) =

t2∫

t1

(m

2
(ẋ2 + ẏ2)−mgy

)
dt.

Šį funkcionalą atitinka Oilerio lygtys:

d

dt
(mẋ) = 0,

d

dt
(mẏ) + mg = 0.

Perrašysime jas taip:
ẍ = 0, ÿ = −g.

Bendrieji šių lyǧcių integralai:

x = C1t + C2, y = −g

2
t2 + C3t + C4.

Pagal prielaidąx(0) = 0, y(0) = 0. Toḋel C2 = C4 = 0. Be to,

ẋ(0) = c cos α, ẏ(0) = c sin α, c = |c|.
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Todėl
C1 = c cos α, C2 = c sin α.

Taigi nagriṅejamojo taško trajektoriją galima aprašyti lygtimis:

x = ct cosα, y = −g

2
t2 + ct sin α.

3. Išvesti planetų juḋejimo ḋesnius. TeguM yra Saul̇es maṡe,m – planetos maṡe.
Pagal visuotinį traukos ḋesnį abi maṡes veikia viena kitą j̇ega, kurios dydis

F = −γ
Mm

r2
.

Veikiant šiai j̇egai, potenciṅe energija

P = −γ
Mm

r
, F = −dP

dr
.

PažyṁekimeγM = k . TadaP = −km

r
. Planetos kinetiṅe energija

T =
m

2
v2 =

m

2
(ẋ2 + ẏ2).

Nagriṅejant šį uždavinį, patogu įvesti polines koordinates:

x = r cosϕ, y = r sin ϕ.

Polinėse koordinaṫese
T =

m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2).

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalą

I(r, ϕ) =

t2∫

t1

[m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) +

km

r

]
dt.

Šį funkcionalą atitinka Oilerio lygtys:

d

dt
(mṙ) +

km

r2
−mrϕ̇2 = 0,

d

dt
(mr2ϕ̇) = 0.

Antrosios lygties bendrasis integralas

r2ϕ̇ = C.

Rasime pirmosios lygties bendrąjį integralą. Padauginę pirmąją lygtį išṙ, o antrąją iš
ϕ̇, perrašysime jas taip:

ṙr̈ − rṙϕ̇2 +
k

r2
ṙ = 0.

2rṙϕ̇2 + r2ϕ̇ϕ̈ = 0.
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Suḋeję šias lygtys gausime,

ṙr̈ + rṙϕ̇2 + r2ϕ̇ϕ̈ +
k

r2
ṙ = 0.

Pasteḃesime, kad kairioji pastarosios lygties pusė yra pilnasis diferencialas. Todėl ją
galima perrašyti taip:

d

dt

[1
2
(ṙ2 + r2ϕ̇2)− k

r

]
= 0.

Suintegravę šią lygtį , gausime antrąjį Oilerio lygčių integralą

1
2
(ṙ2 + r2ϕ̇2)− k

r
= C1.

Suintegravę pirmąjį integralą nuot1 iki t2, gausime

1
2

t2∫

t1

r2ϕ̇ dt =
1
2

t2∫

t1

r2 dϕ =
1
2
C(t2 − t1).

Tai yra antrasis Keplerio ḋesnis. Jis teigia, kad planetos skrieja aplink Saulę taip, kad
spindulys, jungiantis planetą su Saule, per vienodą laiko tarpą apibrėžią vienodą plotą.

Išreiškę iš pirmojo integralȯϕ ir įstatę į antrąjį , gausime

1
2

(
ṙ2 +

C2

r2

)
− k

r
= C1.

Perrašysime šią lygtį taip:

dr√
2C1 + 2k

r − C2

r2

= dt =
r2

C
dϕ.

Šios lygties bendrasis integralas

arccos
{ C2 − kr

r
√

k2 + 2C1C2

}
= ϕ− C2.

Perrašysime jį taip:

r =
C2

k +
√

k2 + 2C1C2 cos(ϕ− C2)
.

Tai yra elipṡes lygtis poliṅese koordinaṫese. KaiC2 = 0, gausime, kad elipsės ašis yra
tieṡejeϕ = 0. Pažyṁekime

p =
C2

k
, ε =

√
1 + 2C1C2

k2 .

Tada elipṡes lygtį galima užrašyti taip:

r =
p

1 + ε cosϕ
.
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Tai yra pirmasis Keplerio ḋesnis. Jis teigia, kad planeta skrieja aplink Saulę elipse,
kurios viename iš židinių yra Saulė.

Elipsės pusaṧes

a =
p

1− ε2
= − k

2C1
, C1 < 0, b =

√
pa =

C√−2C1

.

TeguT yra laikas, per kurį planeta apskrieja aplink Saulę. Tada elipsės plotas

πab =
1
2
CT.

Iš šių formulių lengvai galima išvesti, kad

T 2 = 4π2a3 1
k

.

Tai yra trěciasis Keplerio ḋesnis. Jis teigia, kad laiko kvadratas, per kurį planeta ap-
skrieja aplink Saulę, yra proporcingas didžiosios pusašės kubui.

4. StrypasAB, ilgio l, yra įtvirtintas galeA. Kitas jo galasB yra laisvas ir prie jo
pritvirtintas svoris maṡesm. Nustatyti strypo pusiausvyros forma, nekreipiant dėmesio
į jo paties svorį.

Tarkime,x ašis yra horizontali tieṡe, einanti per taškąA. Laisvai pasirenkame tašką
S ∈ AB. Pažyṁekime raides lankoAS ilgį . Tada sunkio j̇egu potenciṅe energija

Psj = mgh =

l∫

0

mg sinα ds;

čiah yra atstumas nuo taškoB iki x ašies, oα – kampas tarpx ašies ir stypo liestiṅes
taškeS (žr. 2.8 pav.).
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3.3 pav.

Tarkime, kampasα yra parametros funkcija, t.y.α = α(s). Tada strypo tamprumo
jėgų potenciṅe energija

Ptj =

l∫

0

Jα′2(s) ds;

čia α′ = dα/ds – strypo kreivis,J – tamprumo modulis. Toḋel bendra strypo po-
tenciṅe energija

P =

l∫

0

(
Jα′2 + mg sin α

)
ds
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Tarkime, funkcijaα = α(s), s ∈ [0, l], aprašo realų strypo išlinkimą. Tada ji turi
tenkinti Oilerio lygtį

2Jα′′ −mg cosα = 0.

Be to, į tvirtintame strypo galeA turi būti patenkinta kraštiṅe sąlygaα(0) = α0, o
laisvame gale transversalumo sąlygaα′(l) = 0.

Tarkime, strypas yra mažai išlinkęs (t.y. artimasx ašei) ir funkcijay = y(x), x ∈
[0, b], aprašo jo išlinkimą. Tada

tan α =
dy

dx
≈ α.

Dėl tos pǎcios priežasties

dα

ds
≈ d2y

dx2
,

d2α

ds2
=

d

ds

(d2y

dx2

)
≈ d3y

dx3
,

cosα ≈ 1, l =

b∫

0

√
1 + y′2(x) dx ≈ b.

Be to, teguα0 = 0. Tada Oilerio lygtį ir kraštines sąlygas galima užrašyti taip:

2J
d3y

dx3
−mg = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(b) = 0.

Šios Oilerio lygties bendrasis sprendinys

y =
mg

12J
x3 + C1x

2 + C2x + C3.

Iš kraštinių sąlygų randame

C1 = −mgb

4J
, C2 = C3 = 0.

Taigi mažai išlenkto strypo pusiausvyros padėtį aprašo funkcija

y =
mg

12J
(x3 − 3lx2).
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1. Rasti funkcionaloI ekstremales:

(a) I(y) =
1∫
0

(
xy′ + y′2

)
dx,

(b) I(y) =
1∫
0

(
y′2 + 12xy

)
dx,

(c) I(y) =
1∫
0

(
y′2 + y2 − 2y sin x

)
dx,

(d) I(y) =
1∫
0

(
y2 + 2xyy′

)
dx,

(e) I(y) =
1∫
0

√
1 + y′2 dx,

(f) I(y) =
1∫
0

x−1
√

1 + y′2 dx,

(g) I(y, z) =
1∫
0

(y′2 + z′2 + 2yz) dx,

(h) I(y, z) =
1∫
0

(y′2 + 2yz′ + z′2 + 2zy′) dx,

(i) I(y) =
1∫
0

(1 + y′′2) dx, y(0) = 0, y′(0) = 1, y(1) = 1, y′(1) = 1,

(j) I(y) =
1∫
−1

( 1
2y′′2 + y) dx,

y(−1) = 0, y′(−1) = 0, y(1) = 0, y′(1) = 0,

(k) I(y) =
1∫
0

(y′′′2 + y2 − 2yx3) dx.

2. Įrodykite, kad aiḃeje tolydžiai diferencijuojamų funkcijų , tenkinančių kraštines
sąlygasy(0) = 0, y(2) = 1, nėra tokios, kuri suteiktų silpną lokalų minimumą

funkcionaluiI(y) =
2∫
0

y′2(1− y′)2 dx. Tačiau aiḃeje dalimis glodžių funkcijų ,

tenkinaňcių tas pǎcias kraštines sąlygas, yra tokia, kuri suteikia stiprų lokalų
minimumą.

3. Aibėje kreivių , kurias vienareikšmiškai galima projektuoti įx ašį ir kurios jungia
du fiksuotus taškus, rasti tą, kurią sukdami apiex ašį gautume mažiausio ploto
paviršių .

4. Tarkime, taškaia ir b gali laisvai juḋeti kreivėmisy = α(x) ir y = β(x), o

funkcionalasI(y) =
b∫

a

ϕ(x, y)
√

1 + y′2 dx. Parašyti transversalumo sąlygas

taškuosea ir b.
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5. TeguI(y) =
b∫

a

y′2(1− y′)2 dx. Rasti dalimis glodžias ekstremales.

6. TeguI(y) =
b∫

a

(y′4 − 6y′2) dx, y(0) = 0, y(b) = β. Rasti dalimis glodžias

ekstremales.

7. Patikrinti, ar funkcionalasI(y) =
b∫
0

(y′2−y2) dx, y(0) = 0, y(b) = β, tenkina

Jakobio sąlygą.

8. Patikrinti, ar funkcionalasI(y) =
b∫
0

(y′2 + y2 + x2) dx, y(0) = 0, y(b) = β,

tenkina Jakobio sąlygą.

9. Rasti izoperimetrinio uždavinio ekstremales:

(a) I(y) =
b∫

a

y′2 dx, y(a) = α, y(b) = β, kai
b∫

a

y dx = S;

(b) I(y) =
b∫

a

y dx, y(a) = α, y(b) = β, kai
b∫

a

√
1 + y′2 dx = l;

(c) I(y) =
b∫

a

y
√

1 + y′2 dx, y(a) = α, y(b) = β,

kai
b∫

a

√
1 + y′2 dx = l.
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1. (a) y = −1
4
x2 + C1x + C2,

(b) y = x3 + C1x + C2,

(c) y = C1e
x + C2e

−x +
1
2

sin x,

(d) integralas nepriklauso nuo integravimo kelio,

(e) y = C1x + C2,

(f) x2 + (y − C1)2 = C2
2 ,

(g) y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx + C4 sin x,
z = C1e

x + C2e
−x − C3 cosx− C4 sin x,

(h) y = C1x + C2, z = C3x + C4,

(i) y = x,

(j) y = − 1
24

(x2 − 1)2,

(k) y = C1e
x + C2e

−x + e
x
2

(
C3 cos

√
3

2 x + C4 sin
√

3
2 x

)
+

+e−
x
2

(
C5 cos

√
3

2 x + C6 sin
√

3
2 x

)
+ x3.

2. N u r o d y m a s . Ištirti ekstremalesy = x/2 ir y =
{

x, x ∈ [0, 1];
1, x ∈ [1, 2].

3. y = C1chx−C2
C1

– grandiniṅe kreiv̇e. Sukant ją apiex ašį, gaunamas pavir-
šius, vadinamas katenoidu. Priklausomai nuo taškų išsidėstymo plokštumoje
gali egzistuoti vienas sprendinys, du arba nė vieno.

4. 1 + α′(a)y′(a) = 0, 1 + β′(b)y′(b) = 0.

5. Ekstremal̇es yra laužtiṅes linijos, kurių visos dalys priklauso tiesiųy = C1 ir
y = x + C2 šeimoms. ę

6. Ekstremal̇es yra laužtiṅes linijos, kurios jungia du fiksuotus taškus, ir kurių visos
dalys yra atkarpos su krypties koeficientais

√
3 ir −√3.

7. Jeigu0 < b < π, tai Jakobio sąlyga yra patenkinta. Jeigub ≥ π, tai Jakobio
sąlyga ṅera patenkinta.

8. Jakobio sąlyga yra patenkinta∀b.
9. (a) y = λx2 + C1x + C2; konstantosC1, C2 ir λ randamos iš sąlygų :y(a) =

α, y(b) = β ir
b∫

a

y dx = S;

(b) ekstremal̇es yra apskritimai(x−C1)2+(y−C2)2 = λ2; konstantosC1, C2

ir λ randamos iš sąlygų :y(a) = α, y(b) = β ir
b∫

a

√
1 + y′2 dx = λ;

(c) ekstremal̇es yra grandiniṅes kreiv̇esy + λ = C1 ch x−C2
C1

; konstantosC1,

C2 ir λ randamos iš sąlygų :y(a) = α, y(b) = β ir
b∫

a

√
1 + y′2 dx = λ.
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