3 skyrius

ALGORITMAI GRAFUOSE

3.1 Trumpiausi keliai grafuose

Kiekvienam ne karta teko spresti uZdavini, kaip rasti trumpiausia kelig iS taSko A i taskqa B. Air B
gali biti du miestai, du pastatai viename mieste ir t.t. Geometrine prasme Sis uzdavinys atrodo tri-
vialus: tereikia Zemeélapyje sujungti taskus A ir B tiesés atkarpa, pasiimti kompasa ir droZti nosies
tiesumu. Deja, gyvenime mes naudojamés egzistuojanciu keliy tinklu. Geometriskai trumpiausias
marsrutas gali biti nerealus deél jvairiy klit¢iy ir kity prieZas¢iy. Kadangi bet kuri keliy tinkla
galime vaizduoti svoriniu orgrafu, tai gauname tokj grafy teorijos uzdavinj:

(i) Duotas svorinis orgrafas G = (V, E,w) ir dvi grafo vir§inés v ir v. Reikia rasti trumpiau-
sig kelia i§ u 1 v ir to kelio ilgij.

Daznai mums tenka spresti bendresnius trumpiausio kelio paieSkos uzdavinius:

(ii) Duotas svorinis orgrafas G = (V, F,w) ir to grafo vir§iné wu. Reikia rasti trumpiausius
kelius i$ w i visas kitas to grafo vir§iines.

(iii) Duotas svorinis orgrafas G = (V, E,w). Reikia rasti trumpiausius kelius i§ kiekvienos
grafo virsiinés i kiekvieng kit to grafo virSiing.

Atrodytu, jei grafas turi n = |V/| virSiniy, tai antrasis uzdavinys yra n karty sudétingesnis uz
pirmaji, o treciasis uZdavinys savo ruoztu yra n karty sudétingesnis uZ antraji. Taciau i tikryju,
norint rasti trumpiausia kelia tarp dviejy fiksuoty grafo virSiiniy w ir v, tenka apziiiréti visas grafo
virSiines, nes jei bent vieng praleisime, tai gali pasirodyti, kad kaip tik eidami per $ig virStng
mes trumpiausiu keliu pateksime i§ u i v. Zemiau pateikiame Floyd—Warshall algoritma, kuris
sprendZia tre€iaji uZdavini, o tuo paciu ir pirmuosius du uZdavinius. Nors yra Zinoma daug kity
algoritmy (pvz., Deikstros ir Fordo—Belmano) dviems pirmiesiems uZdaviniams spresti, taciau
idomu tai, kad né vienas is ty algoritmy néra paprastesnis uz Floyd—Warshall algoritma.
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Taigi, duotas orgrafas G = (V, E) su virSaniy aibe V' (laikome, kad V' = {v1,...,v,}),
briauny aibe £ ir svoriy (atstumy) matrica A = (w(v;,v;)). Reikia rasti trumpiausiy keliy ilgiy
matricg D, t.y.

Dli,jl=min > wle).
9 e K i)
Galime laikyti, kad GG yra pilnas grafas, nes jei dvi vir§inés néra sujungtos briauna, laikome, kad
tokios briaunos svoris yra begalybé (co). Svoriai (atstumai) gali baiti ir neigiami, taciau grafas G
negali turéti neigiamo svorio cikly, t.y. keliu K(i,4): Y cx(;yw(e) < O (prieSingu atveju mes
be galo suktumémeés tokiu ciklu, o nueitas kelias artéty i —oo).

Kodél mes ieSkome tik trumpiausiy keliy ilgiy, o ne paciy keliy ? Pasirodo, kad pacius trum-
piausius kelius galima lengvai rasti, naudojant matricas D ir A. Norédami rasti prieSpaskuting ke-
lio K (4, ) vir§tng vy, ieSkome tokio k, kuriam buty teisinga lygybe D[i, j| = D[i, k] + Alk, j],
t.y. sudedame matricos D i-osios eilutés ir matricos A j-ojo stulpelio atitinkamus elementus, kol
gausime lygybe. Aisku, kad VI D[i, j] < D[i,l] + Al, j]. Kadangi trumpiausias kelias K (4, j)
turi praeiti per kazkurig virS§iing k # 7, tai batinai atsiras k tokia, kad D[i, j] = D[i, k] + Alk, j].
Surade prieSpaskuting kelio virStne, ieSkome prieSprieSpaskutinés ir t.t., kol griSime j 7.

Pagrindiné Floyd—Warshall algoritmo idéja yra paeiliui iterpinéti naujas tarpines virStines i
visus tuo metu rastus trumpiausius kelius ir tikrinti, ar naudojant nauja tarping vir§iing gausime
nauja kelia, trumpesni uZ jau turima kelia. Kadangi grafas neturi neigiamy cikly, tai bet kuriame
trumpiausiame kelyje kiekviena vir§iné pasitaikys ne daugiau kaip 1 karta. Tarkime, i,5 € V
ir K yra trumpiausias kelias i§ ¢ | j tarp tokiy keliuy, kuriy visos tarpinés vir§iinés priklauso
aibei Ny = {1,...,k}, kur k < n. Jei virSiné k priklauso kelivi K, tai kelio K pirmoji dalis
K, = K (i, k) bus trumpiausias kelias tarp vir$iniy ¢ ir & su tarpinémis vir§anémis i§ aibés N, o
kelias Ky = K (k, j) bus trumpiausias kelias tarp vir§aniy & ir j su tarpinémis vir§inémis i$ aibés
Ny, (nes prieSingu atveju egzistuoty kelias i$ ¢ i j, trumpesnis uz K'). Jei vir§iné &k nepriklauso
keliui K, tai kelias K bus trumpiausias kelias tarp virStiniy ¢ ir j su tarpinémis virSinémis i$
aibés Nj_1.

Pazyméje trumpiausio kelio i§ 4 | j su tarpinémis vir§inemis i§ aibés Ny, ilgi D®)[i, 5],
gauname rekurenting sasaja trumpiausiy keliy ilgiams:

DWi, j] = Ali, g1, jei k=0,
T Vmin{ DED i, j], DE=D]i k] + DE D[k, i1}, jei k> 1.

Floyd—Warshall algoritmas realizuojamas trigubu ciklu:

function D = shortest_paths (A)

for i :=1ton do
for j := 1 to n do DJi, j| := Ali, j]
end

end

for k:=1ton do
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Pav. 3.1: Rasti trumpiausius kelius.

for i :=1 to n do
for j :=1 to n do D[i,j| := min{DJi,j], D[i, k] + D[k, j]}
end
end
end

Sio algoritmo sudétingumas yra O(n?).

Pavyzdys 3.1.1. Duota grafas (Zr. Pav. ??) su atstumy matrica

0 1 oo oo 3
o 0 3 3 8
A=l oo oo 0 1 -5
o oo 2 0 o
oo oo oo 4 0

Rasti trumpiausiy keliy tarp bet kuriy dvieju grafo virStniy ilgius bei trumpiausia kelig i§ 11 4
virsine.
Pademonstruosime kaip keiciasi trumpiausiy keliy ilgiy matrica D (pradiniu momentu D O = A):

0 1 o0 oo 3

~ 0 3 3 8
pW © oo 0 1 =51,

o oo 2 0 o©

oo oo oo 4 0

0O 1 4 4 3

o 0 3 3 8
DD =] 0o 0 1 —5]|,

oo oo 2 0 o©

oo oo oo 4 0
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0 1 4 4 -1
o 0 3 3 -2
D® =00 o 0 1 =5/,
co oo 2 0 -3
o oo oo 4 0
0 1 4 4 -1
o 0 3 3 -2
DW © oo 0 1 =51,
oo oo 2 0 -3
o oo 6 4 0
0 1 4 3 -1
co 0 3 2 =2
DO =00 o0 0 -1 =5 |=D
oo oo 2 0 -3
o oo 6 4 0

Liko rasti trumpiausia kelia i§ 1 { 4. Kadangi D[1,4] = 3 = D[1,5] + A[5, 4], tai prieSpasku-
tiné $io kelio vir§ané yra 5. Kadangi D[1,5] = —1 = DIJ1, 3] + A[3,4], tai prie§ 5 vir$ung eina
vir§ine 3. Kadangi D[1,3] =4 = DJ[1,2] + A[2, 3], tai prie§ 3 virSune eina vir§tneé 2. Gauname
kelia 1 — 2 — 3 — 5 — 4 ilgio 3.

3.2 Grafy izomorfizmas

Duoti du grafai (orientuoti arba neorientuoti) G1 = (Vi, E1) ir G2 = (Vh, E5). Reikia nustatyti,
ar Sie grafai yra izomorfiski, t.y. ar egzistuoja bijekcija f: V7 — V5 tokia, kad (v;,v;) € E tada
ir tik tada, kai (f(v;), f(v;)) € Fy. Siam uZdaviniui kol kas néra rasta jokio algoritmo, kurio
sudétingumas polinomiskai priklausyty nuo grafy virSiiniy bei briauny skaiciaus.

3.2.1 Grafy invariantai

Tam, kad du grafai biity izomorfiski, turi sutapti jvairios jy charakteristikos. Pavyzdziui, kadangi
turi egzistuoti bijekcija f:V; — V3, kuri skirtingas grafo (G; briaunas atvaizduoty i skirtingas
grafo (G5 briaunas, tai abu grafai privalo turéti tiek pat vir§iiniy ir tiek pat briauny. Tokios grafo
skaitinés charakteristikos yra vadinamos grafy invariantais. ISvardinsime keletg pagrindiniy grafo
invarianty:

1. VirSuniy skaicius.

2. Briauny skaicius.
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3. Komponenciy skaicius.
4. Virsuniy laipsniy seka, iSdéstyta nedidéjancia tvarka.
5. Visy grafo paprasty cikly ilgiy seka, iSdéstyta nedidéjancia tvarka.

Jei jtariame, kad du grafai néra izomorfiski, i§ pradZiy verta patikrinti, ar sutampa kai kurie
ju invariantai. Deja, nieckam nepavyko surasti tokios baigtinés invarianty sekos, kad sutampant
visiems $ios sekos invariantams galétume teigti, kad grafai yra izomorfiski. Todél patikring ke-
leta grafo invarianty, jei jie visi sutampa, naudodami paieska su grizimu konstruosime bijekcija
[Vi— V.

3.2.2 Paieska gylyn su griZimu

Spresime grafy izomorfizmo uZdavinj orientuotiems grafams. Tam, kad nereikty operuoti su grafo
vir§iniy jéjimo ir i§¢jimo laipsniy sekomis, i§ pradZiy koduojame grafo virStnés i$¢jimo ir i€jimo
laipsnius vienu skai¢iumi. Tarkime,

‘/1:{“1)/02)"'7vn}) V2:{w1)w2""7w’n}
ir t = [logo(n + 1)]. VirSunes v; laipsnj apibréze kaip
dg(v;) = 10"indg(v;) + outdg(v;),

gauname, kad skirtingas poras (indg(v),outdg(v)) atitiks skirtingi nataralieji skaiciai dg(v).
Pagrindiniai algoritmo etapai yra Sie:

1. Abiejy grafy virSaniy aibéms V; ir V5 apskai¢iuojame vir§tniy laipsnius dg(v;) ir dg(w;)
sugrupuojame virsiines su vienodais laipsniais i grupes. Taigi, vir§tniy aibés suskyla | k
grupi: Vi = V3P U--- UV ir Vo = VEU - UVZ kur [V} = VP Vj=1,... k.

2. Maziausiai virStniy turin¢ioje grupéje le pasirenkame bet kurig virSting vq € le ir i§ Sios
vir§inés grafe G'; vykdome paieska gylyn. Tarkime, kad Sioje paieSkoje grafo G virSinés
yra apeinamos tvarka vy, vs, ..., v, ir pazymékime G1(k) grafo Gy pografi, kurj sudaro
vir§tinés vy, ..., vy ir visos briaunos, kuriy abu galai priklauso aibei vq, ..., vg.

3. Tuo paciu metu su paieSka gylyn konstruojame bijekcija f(v1) = wi, f(v2) = wa, ...,
f(vg) = wy, taip, kad pografiai G'; (k) ir G2(k) bty izomorfiski. Cia Go(k) yra pografis,
kurj grafe G sudaro virSinés wy, ..., wy. Kai negalime rasti f(k + 1) reik§meés tokios,
kad pografiai G (k+1) ir G2(k+1) bity izomorfiski, mes griZtame prie pografio G1(k—1)
ir renkames kita reikSme f (k). Algoritmas baigs darba, kai gausime, kad pografis G1(n) =
G yra izomorfiskas pografiui Go(n) = Gs.
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G1 G2

Pav. 3.2: Nustatyti, ar Sie grafai yra izomorfiski.

Pavyzdys 3.2.1. Nustatysime, ar Pav. ?? vaizduojami orgrafai yra izomorfiski. Abu grafai turi po
8 virSunes ir 14 lanky. Taigi, ¢ = 1. VirSuniy aibé V] suskyla i 3 grupes:

V1= {a,f}U{c,h}U{b,d,e,g} :V11UV21U‘/317

kur grupés Vi! vir§iinés yra laipsnio 12, grupés V4 — laipsnio 21 ir grupés Vi' — laipsnio 22.
Atitinkamas antrojo grafo virS§iiniy aibés skaidinys yra

Vo =1{2,7VU{3,6} U{1,4,5,8} = VAU VZ U VL.

Kadangi ieskoma bijekcija f:V; — V5 turi iSlaikyti virSunés laipsni, tai lieka 2! - 2! - 4! = 96
galimos bijekcijos.

Grafe (G; pradedame paieskg gylyn i§ vir§tnés a. Tarkime, kad f(a) = 2. I§ a iSeina
vienintelis lankas (a,b). Kadangi b € V3!, tai f(b) € Vi#. Kadangi grafe G yra briauna (2,4),
tai galime pasirinkti f(b) = 4. I§ b einame i f. VirStng f gali atitikti tik vir§Gné 7, nes virSuné 2
jau uzimta. Taigi, f(f) = 7. Taciau grafe G néra briaunos (4, 7). Tai reiskia, kad pasirinkimas
f(b) = 4 buvo neteisingas.

Griztame | virSing b ir renkamés f(b) = 8. Vél einame i§ b | f ir gauname f(f) = 7.
Kadangi grafe G5 yralankas (8,7), tai viskas gerai. TaCiau grafe G'o yra ir atvirk§Ciai orientuotas
lankas (7, 8), tuo tarpu grafe G lanko (f,b) néra. Vadinasi, f(b) # 8. Kadangi kity galimybiy
parinkti f(b) nebéra, tai reikia grizti i vir$tng a.

Dabar imame f(a) = 7. Tada galima pasirinkti f(b) = 1 ir f(f) = 2. Dar po keleto paieskos
Zingsniy gauname ieSkoma bijekcija f, kuri priskiria virSinéms a, b, c,d, e, f, g, h atitinkamai
vir§anes 7,1, 3,5,8,2,4,6. Taigi, grafai G; ir G2 yra izomorfiski.
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