TIKIMYBIU TEORIJOSIR STATISTIKOS PAGRINDAI

KOMBINATORIKA

Uzdaviniai, kur i$ baigtinio elementy skaiciaus reikia sudarinéti jvairias kombinacijas ir rasti
visy pagal tam tikra taisykle sudaryty kombinacijy skaiciy, vadinami kombinatoriniais, o juos
nagrinéjancia matematikos saka — kombinatorika.

Pavyzdziai

1. Keliais budais galime viena salia kitos sustatyti lentynoje tris skirtingas knygas?
Sorendimas

Pazymeékime knygas raidémis A, B ir C. Knygy isdéstyma galima pavaizduoti lentele:

Knyga pirmoje Knyga antroje Knygatrecioje " o
y\?iet%je J 3(/%etoje ! y\E/]ietoje ! ISdéstymo bada
A B C ABC

C B ACB
B A C BAC
C A BCA
C A B CAB
B A CBA

1§ lentelés matome, kad tris skirtingas knygas lentynoje galima isdéstyti sesiais skirtingais
badais.

2. Futbolo pirmenybése dalyvauja 12 komandy. Keliais skirtingais biidais jos gali uzimti
pirmasias dvi vietas.

Sorendimas

Pirmaja vieta gali uzimti viena is 12 komandy. Kiekvienu is siy 12 atvejy yra 11 kandidaty i
antraja vieta. Taigi, pirmosios dvi vietos gali bati uzimtos 12°11 S 132 budais.

3. Mama siinui gimimo dienos proga pazadéjo nupirkti skaic¢iuokli arba laikrodi. Parduotuvéje
buvo 5 rasiy skaic¢iuokliy ir 4 rasiy laikrodziy. Keliais budais sinus gali pasirinkti dovang?

Sorendimas

Skaiciuokli galima pasirinkti 5 btidais, o laikrodj — 4. Skaiciuokli arba laikrodi galima
pasirinkti 5+459 budais.

4. Grupéje 20 studenty. Reikia isrinkti seniting ir jo pavaduotoja. Keliais budais tai galima
atlikti?

Sorendimas

Senitinu gali bati isrinktas kiekvienas is 20 studenty . Kiekvienam isrinktam senitinui jo
pavaduotojas gali biti renkamas is 19 likusiy studenty. Taigi, seniting ir jo pavaduotoja galima isrinkti
20219 =380 budy.

1. Pagrindinés kombinatorikos taisyklés

1. Sudéties taisykleé. Jei koki nors elementa A galima parinkti m skirtingu biidy, o elementa B
— k skirtingu biidy, tai elementa A arba elementa B galima parinkti m+k skirtingy badu.
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Pavyzdys

Dézéje yra5 raudoni ir 24 balti rutuliai. Keliais budais galima pasirinkti viena rutuli?
Sorendimas

Dézéje yra5+24529 rutuliai. Taigi, viena rutuli galima pasirinkti 29 bidais.

2. Daugybos taisyklé. Jei koki nors elementa A galima parinkti m skirtingy btdu, o elementa
B — k skirtingy bidy, tai elementy A ir B pora galima parinkti m>k skirtingais badais.

Pavyzdys

Spaudos kioske yra 5 riisiuy vokal be pasto zenkly ir 4 rasiy pasto zenklai. Keliais bidais
galima pasirinkti voka su pasto zenklu?

Sorendimas

Voka galima pasirinkti 6 budais, o pasto zenkla — 4 budais. Vadinasi, voka su pasto zenklu
galimapasirinkti 6:4 = 24 budais.

2.Junginiai
Sakykime, turime tam tikros aibés n elementy. Suskirstykime juos i grupes pagal tam tikra
pozymij po k elementy. Tokios grupés vadinamos junginiais.

Gretiniai. Gretiniaisis n elementy po k elementy vadinami tokie junginiai, kuriy kiekvienas
turi k elementy, pasirinkty is n elementuy, ir kurie vienas nuo kito skiriasi arba elementais, arba ju
isdéstymo tvarka.

Gretiniy is n elementy po k skai¢ius zymimas A .

Apskaiciuosime visy galimu gretiniy is n elementy po k skaiciu.

Pirmaji elementa galima parinkti n badu. 18 likusiy n-1 elemento antraji elementa galima
parinkti n-1 badu. Treciaji elementa galima parinkti n-2 badais. Paskutiniji k-aji elementa reikia
parinkti i$ likusiy n-(k-1)Sn-k+1 elementy. Tai galima padaryti n-k+1 bady. Taigi, pagal
kombinatorikos daugybos taisykle, turime:

6AAMNT AAASB

A¥ =nxn- )4 H{n- k+1)
Formulés desiniaja puse padaugine ir padalije i¥ (n - k), gauname:

A = n:(n-1)s..3(n- k+1)>(n- k) _n3(n-1).5251_ nl

(n- k) (n- k) " (n- k)
Vadinasi,
Ak = n!
" (n- k[
Pavyzdziai
1. Sudarykite visus galimus gretinius is elementy a, bir c.
Sorendimas
Sudarome visus galimus junginius i§ 3 elementy po 2, kurie vienas nuo kito skiriasi ir

elementais ir jy isdéstymo tvarka: ab, ba, ac, ca, be, ch. Jy bus AZ =3 = (33!2)' = 3>12|>1 =6.

2. Krepsinio ¢empionate dalyvauja 8 komandos. Kovojama dél aukso, sidabro ir bronzos
medaliy. Keliais budais medaliai gali bati paskirstyti tarp komandy?
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Sorendimas

Medalininky trejetas vienas nuo kito skiriasi ir sudétimi ir ju isdéstymo tvarka, todél reikia
skaiciuoti gretinius is 8 elementy po 3:

678

A3 =8x7>6=336.

Si uzdavinj galima spresti ir naudojantis kombinatorikos daugybos taisykle.

3. Kiek skirtingu trizenkliy skai¢iy galima sudaryti is skaitmenu O, 1, 2, 3, 4, kad kiekviename
skaic¢iuje skaitmenys biity skirtingi?

Sorendimas

13 5 skaitmeny po 3 galimasudaryti A skaiciy. 1% ju reikia pasalinti tuos skai¢ius, kuriy
pirmasis skaitmuo yra 0. Tokiy skai¢iy yra AZ. Vadinasi trizenkliy skaiciy yra:

Ad- A2 =5x43- 4x3=60- 12 =48.

4. Isspreskite lygti A° =30A7 ,.

Sorendimas

Pritaike gretiniy skaic¢iaus formulg, gausime:
n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)530(n-2)(n-3)(n-4)(n-5). A*_, turi prasmg, kai n- 23 4,ty.n3 6. Kai
n3 6,tai (n- 2)(n- 3)(n- 4)* 0 iris sio reiskinio galima padalinti duota
lygti:n(n- 1)=30(n- 5), n?-31n+150=0; n, =6,n, =25

Kéliniai. Gretiniai i$ n elementy po n vadinami kéliniais. Kéliniai vienas nuo kito skiriasi tik
elementy isdéstymo tvarka. Visy galimy kéliniy i$ n elementy skaic¢ius zymimas P, .

| | |

Pn :AE :L:E_E:nl

(n - n)! a 1
Vadinasi,

P, =n}

Pavyzdziai
1. Sudarykite visus galimus kélinius is elementy a, b ir c.
Sorendimas

Sudarome visus galimus junginius po 3 elementus, kurie vienas nuo kito skiriasi tik eilés
tvarka: abc, ach, bac, bea, cab, cha. Siy kéliniy skaicius P,=3=3XX=6.

2. Kiek skirtingu penkiazenkliy skai¢iu, nesidalijan¢iu i$ 5 ir neturinciu vienodu skaitmeny,
galima sudaryti i skaitmeny 1,2,3,4,5?

Sorendimas

1§ penkiy skirtingy skaitmeny galima sudaryti P, penkiazenkliy skaic¢iy. Kadangi skaicial
neturi dalytisis 5, tai paskutinis skaitmuo negali biti 5. Jeigu paskutinis skaitmuo bity 5, tai likusigji 4
skaitmenys sudaryty P, keturzenklius skaicius. Vadinasi, tokiy skaic¢iy yra: P, - P, =120- 24 =96.

3. 10 knygu — 7 skirtinguy autoriy ir 3 vieno autoriaus — sustatytos vienoje knygu lentynoje.
Kiek yra skirtingy bidy i lentyna jas sustatyti taip, kad to paties autoriaus knygos biity greta?

Sorendimas

To paties autoriaus 3 knygas laikykime viena knyga. Tadaturésime 8 skirtingy autoriy
knygas, kurioms sustatyti i lentyna yra B, bady. Tristo paties autoriaus knygas galima sustatyti P,

budais. Pagal daugybos taisykle knygoms i lentyna sustatyti is viso yra B, P, = 8>3 budy.
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4. |sspreskite lygti % =72.

Sorendimas

(n+2) _ (n+2)(n+1)n!

N¥ef 7o NTANTIN
n! n!

n, = - 10 (netinka), n, = 7.

=72, (n+2)(n+1)=72, n*+3n- 70=0;

Deriniai. Gretiniai, kurie vienas nuo kito skiriasi bent vienu elementu, vadinami deriniais.
Visy galimy deriniy i n elementy po k skai¢ius zymimas CX .
IS kiekvieno derinio, perstatant jo elementus, galima gauti P, = k! kéliniy, todél

n!

Coop = Ak, C _Ay _(n-kp - nt_nx{n-1)x.4n- k+1).Taigi,

P, ki (n- k)K ki
6)?4?1?)?446)
K n! k_nN n-1)x.4n- k+1
Cr (- K| @02 Cr ki '
Deriniy skaiciavimui naudinga ir tokia formulé:
n! n! k n-k
Cn-k = = :Ck arba Cn:Cn .
" (n-(n-k)(n-ky ki(n-ky "

Pavyzdziai

1. Sudarykite visus galimus derinius is 4 elementy & b, c ir d po 2 elementus.

Sorendimas

Sudarome visus galimus junginius i§ 4 elementy po 2, kurie vienas nuo kito skiriasi bent

vienu elementu: ab, ac, ad, bc, bd, cd. Gauty deriniy skaicius C; = @ 412)@ = ;jé)i =

2. Keliais budais galima isrinkti 3 zmoniy komisija i§ 10 zmoniy?

Sorendimas
Tvarka, kuriarenkami komisijos nariai, nesvarbi. Vadinasi yratiek bidy isrinkti komisija,
678
kiek yra deriniy is 10 lementy po 3: C% = 1??23:5 =120,

3. Krepsinio komandoje yra 12 zaidéju. Keliais budais komandos treneris gali parinkti starting

penketuka?
Sorendimas
Eiléstvarka, kuriatreneris isvardys 5 zaidéjus, nesvarbi. Vadinasi, reikia skaiciuoti derinius is
12 elementy po 5: C, S12AVI098 1 9.8 700,
5x4x3X2

4. |3spreskite nelygybe Cf, < CS2.
Sorendimas
13 13 1 . 1
(13- x)xt (13- x- 2)(x+2)" (13- x){12- x)1- x)xt  (11- x}(x +2)(x +2)xt”
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C)? turi prasme, kai 133 x +2,ty.x £11, 0 CJ; turi prasme, kai x > 0. Taigi, 0< x £11.

Gauname: (x+2)(x+1)<(13-x)(12-x), 28x<156, x<5,6. Kadangi x turi tenkinti apibrézimo sritj,
tal nelygybés sprendiniais bus: 1;2;3;4;5.

Pratimai

1. Viename krepselyje yra 10 obuoliy, kitame 6 kriausés. Keliais budais galima pasirinkti
viena vaisiy? Ats.: 16.

2. Berniukas turi 12 raudony baliony, 10 zaliy ir 8 mélynus. Viena baliona nori padovanoti
draugui. Keliais budais berniukas gali parinkti dovana? Ats.: 30.

3. Andrius turi 20 pasto zenkly, Jonas 40% daugiau negu Andrius, o Petras 50% daugiau
negu Jonas. Berniukal nutaré viena zenkla parduoti. Keliais budais jie gali isrinkti pardavimui skiriama
zenkla? Ats.: 90.

4. Duoti skaitmenys 1,2,3,4. Kiek i$ ju galima sudaryti dvizenkliy skai¢iy su skirtingais

skaitmenimis? Ats.: 12.

5. Kiek skirtingu trizenkliy skai¢iy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti is skaitmeny
0,1,2,3,4? "Ats.: 48.

6. Kiek skirtingy keturzenkliy skaiciu su skirtingais skaitmenimis ir daliy i§ 5 galima
sudaryti i§ skaitmeny 1,2,3,5? Ats.: 6.

7. Grupéje yra 25 moksleiviai. Reikia isrinkti senitina ir jo pavaduotoja. Kiek gali bati
skirtingy rinkimy rezultaty? Ats.: 600.

8. Kiek skirtingy trizenkliy skaiciy galima sudaryti is skaitmeny 1,2,3,4,5 ju nekartojant?

Ats.: 60.

9. Pirmadienio tvarkarastyje yra 6 skirtingy dalyky paskaitos. Kiek galima sudaryti skirtingu
tos dienos tvarkaras¢iy? Ats.: 720.

10. Futbolo pirmenybése dalyvauja 16 komandy. Kiek yra bidy joms pasiskirstyti pirmasias
3 vietas? Ats.: 3360.

11.1s Vilniaus i Palanga norime nuvykti per Kauna. 1§ Vilniaus { Kauna galima nuvykti
traukiniu arba autobusu, o is Kauno | Palanga — traukiniu, autobusu, laivu arba léktuvu. Keliais

skirtingais bidais galime nuvykti i§ Vilniaus | Palanga? Ats.: 8.

12.25 abiturientai apsikeité nuotraukomis. Kiekvienas padovanojo savo nuotrauka
kiekvienam klasés draugui. Kiek buvo padovanota nuotrauky? Ats.: 600.

13. 20 moksleiviy i$ ryto pasisveikino paspausdami vienas kitam ranka. Kiek buvo ranky
paspaudimy? Ats.:190.

14. Keliais budais galima sudaryti trispalve véliava, turint trijy skirtingu spalvy audinius, jei
Visos spalvos turi bati skirtingos? Ats.: 6.

15. Kiek lyginiy 4-zenkliy skaic¢iy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti is skaitmeny
1,35,7,8? Ats.: 24.

16. Kiek skirtingu trizenkliy skai¢iy galima sudaryti is skaitmenu 0,1,2,3 ju nekartojant?

Ats.:18.

17. Kiek nelyginiy keturzenkliy skaiciy su skirtingais skaitmenimis galime sudaryti i

skaitmeny  1,8,9,4? Ats.: 12.

18. Ant 10 korteliy surasyti skaiciai 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Imamos 4 kortelés ir i$ juy sudaromas
4-zenklis skaicius. Kiek 4-zenkliy skai¢iy tokiu biidu galima sudaryti?  Ats.: 4536.

19. Kiek galima sudaryti skirtingy penkiazenkliy skaiciy is skaitmeny 0,1,2,34 ju
nekartojant? Ats.: 96.

20. I ekskursija vyksta 10 moksleiviy. Keliais budais galima sudaryti ekskursanty sarasa, jel
tarp ju néra bendrapavardziy? Ats.: 3628800.

21. Keliais budais galima suole susodinti 7 moksleivius, kad du i$ ju Jonas ir Andrius s¢déty
greta? Ats: 1440.
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22. Knygy lentynoje yra 5 algebros ir 3 geometrijos vadoveélial. Keliais budais jas galima

sustatyti i eile, kad vieno dalyko knygos biity greta? Ats.; 1440.

23. Kiek istrizainiy turi iskilasis sesiakampis? Ats.: 9.

24. Jokios trys iskilojo dvylikakampio istrizainés nesikerta viename taske. Raskite jo
istrizainiy susikirtimo tasky skaiciy. Ats.: 495.

25. Saskiy turnyre dalyvauja 12 moksleiviy. Kiekvienas suzais su kiekvienu po 1 partija. Kiek
bus suzaista partiju? Ats.: 66.

26. Kiek istrizainiy turi iskilasis 10-kampis? Ats.: 35.

27. Dézéje yra 20 detaliy, i$ kuriy 3 — nestandartinés. Paimtos 5 detalés. Keliais atvejais tarp
paimtyju yra bent viena nestandartiné detalé? Ats.: 9316.

28. Keliais badais galima sudaryti startinj ledo ritulio komandos sesetuka i§ 9 puoléju, 5
gynéju ir3 vartininky, jei i komandos sudéti turi bati jtraukti 3 puoléjai, 2 gynéjai ir 1 vartininkas?
Ats.: 2520.
29. Krepsinio ¢empionate dalyvauja 12 komandy. Kovojama dél aukso, sidabro ir bronzos
medaliy. Keliais btidais medaliai gali bati paskirstyti tarp komandy? Ats.: 1320.
30. Treniruotes lanko 12 krepsininky. Keliais budas gali bati sudarytas pagrindinis

penketukas? Ats.: 792.

31. Keliais budais galima isdéstyti sachmatu lentoje 8 bokstus taip, kad vienas kito jie
negaléty Kirsti? Ats.: 40320.

32. Kiek lyginiy keturzenkliy skaic¢iy galima parasyti skaitmenimis 2,3,5,7 ju nekartojant?

Ats.: 6.

33. Kiek penkiazenkliy skaiciy, daliy i§ 5, galima parasyti skaitmenimis 0,1,2,3,5 ju
nekartojant? Ats.: 42.

34.6 keleiviai séda i traukini, kuris turi 3 vagonus. Kiek skirtingy budy gali bati jiems
pasiskirstant vagonuose? Ats.: 729.

35. Keliais budais galima padalinti 28 domino kauliukus 4 zaidéjams duodant po 7 kauliukus?

36. Plokstumoje duota 12 tasky, i$ kuriy nei vieni 3 neguli vienoje tiestje. Kiek skirtingy
tiesiy galima pravesti sujungiant 2 taskus? Ats.: 66.

37. Keliais budais galima susodinti 3 keleivius 4 viety kupe? Ats.: 24.

38. Keliais budais galima pazyméti keturkampio virsinesraidémis A, B, Cir D?

Ats.: 24.
39. Keleiviniame traukinyje yra 5 vagona. Kiek yra bady paskirstyti po vagonus 5
palydovus? Ats.: 120.
40. 1s 26 moksleiviy grupés reikia isrinkti 3 moksleivius dalyvauti matematikos olimpiadoje.
Keliais budais tai galima padaryti? Ats.: 2600.
41. Knygyne gauta 6 pavadinimy nauju knygu. Keliais budais galima nusipirkti 3 naujas
knygas? Ats.: 20.
42. Keliais biidais 26 moksleivius galima suskirstyti | 2 pogrupius po 13 moksleiviy?
Ats.: C3.
43. Keliais budais galima sustatyti i eilg 5 juodus ir 4 baltus rutulius taip, kad balti rutuliai
neguléty vienas salia kito? Ats.: 15.
44. Matematikos kabinete 28 vietos. Keliais biidais gali uzimti vietas 20 moksleiviy?
Ats: AZ.
45. Futbolo pirmenybése suzaistos 153 rungtynés. Kiekvienos 2 komandos susitiko po viena
karta. Kiek komandy dalyvavo pirmenybése? Ats.:18.

46. Seifui atidaryti reikia penkiuose diskuose surinkti atitinkama skai¢iy kombinacija.
Kiekviename is disky gali bati surinktas vienas is 10 skaitmenu. Ar uzteks 10 dieny seifui atidaryti, jel
“darbo diena” trunka 13 valandy, o vienos kombinacijos surinkimas uztrunka 5 sek.?

Ats.: gali neuztekti.
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47. 15 skaitmeny 1,2,3,4,5 sudaryti visi galimi penkiazenkliai skai¢iai, kuriuose néra vienody
skaitmeny. Kiek yra tokiy, kurie: @) prasideda skaitmeniu 3; b) neprasideda skaitmeniu 5; c)prasideda
skaiciumi 54; d)neprasideda skai¢iumi 543? Ats.: 8)24; b)96; c)6; d)118.

48. Kiek sachmatininky dalyvavo turnyre, jei zinoma, kad kiekvienas dalyvis suzaidé su
kiekvienu is likusiyju po viena partija, 0 i$ viso suzaista 210 partijy? Ats.: 21.

49. Kiek egzistuoja dvizenkliy skai¢iy, kuriy desiméiy ir vienety skaitmenys nelyginiai ir

skirtingi? Ats.:20.

50. Keliais budais 7 skirtingas knygas galima sustatyti vienoje lentynoje?

Ats.: 5040.

51. I§ skaitmeny 0,1,2,3,4,5 sudaryti keturzenkliai skaiciai (Skaitmenys nesikartoja). Keliuose
skai¢iuose yra skaitmuo 3? Ats.:204.

52. Liftas sustoja desimtyje auksty. Keliais budais 4 lifte esantys zmonés gali islipti Siuose
aukstuose? Ats.: 10000.

53. Knygoje 20 puslapiy. Trijuose puslapiuose reikia patalpinti po viena skirtinga iliustracija.
Keliais budais tai galima padaryti? Ats.: 6840.

54. Per 12 dieny reikia islaikyti 5 egzaminus (ne daugiau 1 egzamino per diena). Keliais
budais galima sudaryti egzaminy tvarkarasti? Ats.: 95040.

55. 15 zmoniy reikia paskirstyti i dvi grupes taip, kad vienoje ju biitu 6, o kitoje 9 zmongs.
Keliais budais tai galima padaryti? Ats.: 5005.

56. [ komanda turi bati atrinkti 4 sportininkai i§ 10. Keliais budais tai galima padaryti, jei 2
konkretis sportininkai turi patekti { komanda? Ats.: 28.

Apskaiciuokite:
Afz - Afl .

3 )
10

57. C3 +C;; Ats:246. 58. C2 +CJ; Ats:139. 59. Ci- Cl; Ats:1245 60.

3 4 5 _
Ats.:55. 61 %; Ats: 22, 62 Ang)Al“; Ats:100, 63, o s ; Ats.:5.
15 + 14 3 15 5!
6 5 4 3 5 4
6a. Ao An. ngiosg g5 AstAs: atsio 66 —P6(C77+C7); Ats: =
20 5 10 15
Suprastinkite reiskinius:
67. ™. Ats:n 68 M Ats: . 69 (n-1) . Ats:(n-1)(n- 2)
(n-1) n! n(n- 1) (n- 3)
70, KTy g L a1 L
(2k) n (n+1) (n+12) (k-1) K (k- 2)
73. ixc:j; Ats.:n. 74 Lxcgg's; Ats:n(n-1). 75. 5, (m+1) . Ats: 20.
n+1 2(2n-1) m(m+1) (m- 18
2
76. (k-2) 2)!; Ats:—T . 77. (n+3) A3 7 (n+2}{n’ - 9) o 9); Ats: 13
k! k? -k (n+1)y(n?- 4 n- 2 (n+4) n+4

ISspreskite lygtis:
79. A2=182 Ats:14. 80. A2+C! =256 Ats:16. 8L C®+C2=15n?-1} Ats:90.

C2+C?
82. C®,=3n+1)(n+2); Ats:15. 83 =" =15 Ats:9. 84 5C?,=4C3; Ats:7.
n-1
Ai +Ai 3 3 1 2 3 2
85. X =13 Ats:6. 86. Al =14A%; Ats:4. 87. CL+6C2+6C: =9x’-14x; Ats.:7,

X
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Al 24

88. Ci;f+2C§_1=7(x-1); Ats.:5. 809. S—XCX_4=2—3; Ats.:5. 90. A®+Cl?=14x;Ats:5
x+1 ~ ~x
A5
91. Al-2C; =3A%; Ats:61l. 92. —* =336, Ats:8 93. A°=xP_,; Ats:7.
X-2
|- -
9. Al42p  =Vp. Ats:7. 95 m-m-1 1 oo o6 AS =18A : Ats: 910,
7 (m+1) 6
97. AxP ,=42P ,; Ats:7. 98. P, =132AX <P . ; Ats:10. 99.5C° =C’ ; Ats:314.
100. (n+5)=240(n- k)AX2; Ats:11. 101. 12C"% =55A2_;Ats:8.102. PP“ :3—10; Ats.: 4.
n+2
I$spreskite nelygybes:
103. AXZ<AXY Ats:234. 104 A5'S EAjo; Ats:8910. 105. CL'>2CY; Ats:8910.
X

106. C) <Cg?% Ats:12..5 107. C5?>Cy; Ats:12..7. 108.C: <C!; Ats:6;7;89.

109.5C? <C!,,; Ats:1516.... 110.C§;i>g; Ats:23.... 111.Cl1 <21, Ats:12...;5.

X+27

A4
112.2C: >11C ,; Ats:1213.... 113.CTX_*;>14P3;Ats:8;9;....

x-1

114. A¥2 <A*¥Y: Ats:2:34.

x+1 X

3.Junginiai su pasikartojimais
Gretiniai su pasikartojimais. Gretiniais su pasikartojimaisis n lementy po k vadinami tokie
gretiniai, kuriuose elementai gali kartotisiki k karty. Gretiniy su pasikartojimais is n elementy po k

skaicius zymimas A ir apskaiciuojamas pagal formule
A, =n]
[rodysime Sia formule. Sakykime, turime n elementy ir reikia sudaryti visus galimus junginius
po k elementy, kuriuose elementai gali kartotis. Pirmaji elementa galima pasirinkti n badais. Antraji
elementa irgi galima pasirinkti n badais. n badais galima pasirinkti ir k-aji elementa. Taigi, pagal
_, ©AT48B
kombinatorikos daugybos taisykle gausime A, = n>xnx..xn =nk.

Pavyzdziai
1. Sudaryti visus galimus gretinius su pasikartojimais is elementy air b po 3 elementus.
Sorendimas

aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb. Jy skaicius A>=2%=8.

2. Saugojimo kameros uzrakte imontuoti 3 diskai, kuriy kiekvienas turi po 10 fiksuojamy
padéciu, pazyméty skaitmenimis 0,1,2,...,9. Uzraktas atsidaro, kai kiekvienas diskas atsukamas i tam
tikra padéti. Kiek yravarianty uzrakto uzkodavimui?

Sorendimas

Uzrasykime kelis skirtingus kodus: 012, 102, 112, 333 ir t.t. Matome, kad Sie junginiai vienas
nuo kito skiriasi bent vienu elementu arba ju isdéstymo tvarka. Be to, elementai gali kartotis. Vadinasi,

Ciayragretiniai su pasikartojimais, o ju skai¢ius randamas pagal formule Az =10° =1000.
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Keéliniai su pasikartojimais. Keliniai sudaryti is n elementy ir kuriuose pirmasis elementas a,
pasikartoja k, karty, antrasis elementas a, pasikartoja k, karty, ..., elementas a, pasikartoja k, karty
yravadinami kéliniais su pasikartojimais. Kéliniu su pasikartojimais skai¢ius zymimas
P(k,.k,,K k) ir apskaiciuojamas pagal formule

_ n!
P(klikZ’K’kr)_m , kur k; +k, +K+k, =n.
Pavyzdziai
1.Kiek skirtingu penkiazenkliy skai¢iu galima parasyti perstatant skaitmenis skaiciuje 22333?
Sorendimas

Ciaturime kélinius is 5 elementy, kur elementas “2” kartojasi 2 kartus, o elementas 3"

kartojasi 3 kartus. Ju skaicius P(23) = zfg - 5;‘:13 - 5;4 - 10,

2. Kiek skirtingy zodziy galima sudaryti is zodzio “kalakutas’ raidziy?
Sorendimas

|
P(2,31111) = ;—é = 958 X7 X652 = 30240.

Deriniai su pasikartojimais. Deriniais su pasikartojimais i$ n elementy po k vadinami tokie
deriniai po k elementy, kuriuose kiekvienas elementas gali kartotis iki k karty. Deriniy su
pasikartojimais is n elementy po k skai¢ius zymimas EE apskaiciuojamas pagal formules:

—k (n- k+1)! arba 6: :CE+k-l .

" Kki(n- 1)
Pavyzdziai
1. Sudaryti visus galimus derinius su pasikartojimais is elementy air b po 3 elementus.
Sorendimas
aaa, aab, abb, bbb.

2. Parduotuvéje yra 5 skirtingu spalvy piestuky. Keliais skirtingais bidais galima nusipirkti 8
piestuky rinkini?

Sorendimas

Perkant piestukus visiskai nesvarbu ju isdéstymo tvarka, be to, tos pacios spalvos piestukal
gali kartotis. Vadinasi reikiarasti deriniu su pasikartojimaisis 5 elementy po 8 elementus skaiciu:

64748
—8 12X11X10>0
Cs=C:,,=C} =C3®=Cl =——— — =11>5>9 =495,
5 5+8-1 12 12 12 430
Pratimai
1. Kiek skirtingu dvizenkliy skai¢iy galima sudaryti i$ skaitmeny 7,8,9?
Ats.:9.
2. Relkia nudazyti 3 namus. Kiekvienam ju galima parinkti viena i 5 spalvy. Keliais
skirtingais biidais galimatai padaryti? Ats.:125.
3. Kiek skirtingy keturzenkliy skai¢iy galima sudaryti is skaitmeny 0,1,2?
Ats.:54.
4. Kiek yra mazesniy uz 1000 natdaraliyju skaiciy, sudaryty naudojantis skaitmenimis
1,2,3,4,5? Ats.:155.
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5. Keliais budais galima eilutéje parasyti 6 pliusus ir 4 minusus? Ats.:210.
6. Kiek skirtingy skaiciu galima gauti perstatant skaitmenis skaiciuje 22333444557
Ats.:25200.

7. Kiek galimasudaryti zodziy i§ zodzio “kampas’ raidziy? Ats.:360.

8. Geliy kioske yra 4 skirtingy rasiy geéliu. Keliais skirtingais bidais galima nusipirkti 5
géles puokstel sudaryti? Ats.:56.

9. Parduotuvéje yra 4 skirtingu vienodos vertés pasto zenkly. Keliais skirtingais badais
galima nusipirkti 6 pasto zenklus? Ats.:84.

10. Pauksciy turguje parduodamos 8 skirtingy veisliy vistos. Keliais skirtingais budais galima
nusipirkti 10 visty? Ats.:19448.

11. Automobilio numeri sudaro sesi zenklai: pirmigji trys — lotyny abécélés raidés, Kiti trys —
skaitmenys. Kiek galima sudaryti skirtingy automobiliy numeriy, jei zenklinimui naudojamos 23
raidés ir atsisakoma skaitmeny rinkinio 0007? Ats.:12154833.

12. 1§ skaitmenu 1,3,5,7,9 sudarykite skaic¢ius, kuriuose bity ne daugiau kaip 3 skaitmenys.
Kiek tokiy skirtingy skai¢iy galima sudaryti? Ats.:155.

13. Paste yra 10 rasiy atviruciy. Keliais biidais galima nupirkti 8 atvirutes?

Ats.:24310.

14. Riedantis rutulys butinai istringa viename i§ 5 skirtingai pazymeéty, narveliu. Kiek yra

galimy varianty, jei ridenami 3 sunumeruoti rutuliai ir kiekviename narvelyje gali istrigti bet koks

rutuliy skai¢ius? Ats.:125.
15. Devynis studentus reikia suskirstyti i vieno, triju ir penkiy studenty grupes. Kiek yratokio
suskirstymo varianty? Ats.:504.

16. 10 studenty grupé isvyko talkininkauti rudens darbams soduose. 2 studentai turés skinti

kriauses, 3 — slyvas ir 5 — obuolius. Kiek yra varianty studentams paskirstyti nurodytiems darbams?
Ats.:2520.

17. Kontrolinio darbo perrasymui sudaryti 2 uzduociy variantai ir kiekvienos uzduoties

atspausdinta po 3 egzempliorius. Kiek yra skirtingy varianty sesiems studentams isdalinti lapelius su

uzduotimi? Ats.:20

18. Moneta metama 10 karty. Kiek galima gauti skirtingy herbo ir skaiciaus iskritimo
kombinacijuy? Ats.:1024.

19. Buto viduje yra 8 durys. kiekvienos durys gali bati uzdarytos arba atidarytos. kiek yra
skirtingy padéciy, kuriose gali biiti visos durys? Ats.:256.

20. Keliais budais galima sudéti knygu lentynoje 4 algebros, 3 geometrijos ir 2 fizikos
knygas, jei kiekvieno dalyko knygos yra vienodos? Ats.:1260.

21. Kiek galima gauti skirtingy zodziy perstacius raides zodyje “kakava’ ?

Ats.:60.

22.9 kortelése surasyti skaitmenys 1,1,1,2,2,2,3,33. Kiek devynzenkliy skai¢iy galima

sudaryti is ty korteliuy? Ats.: 1680.

23. Paste yra 10 rasiy atviruciy. Keliais budais galima nusipirkti 8 atvirutes?  Ats.: 24310.

24. Aludéje yra 4 rasiy alaus. Keliais budais galima uzsakyti 7 bokalus alaus, jei i bokala
pilamas tik vienos rasies alus? Ats.: 120.

25. Petrasturi 6 draugus. 20 dieny IS eilés jis nori kviesti 1 svecius po 3 i$ juy taip, kad né karto
ta pati draugija nepasikartoty. Keliais budais jis gali tai padaryti? Ats.: 20!,

26. 3 studentai laiko egzaminus. Keliais budais jiems gali pasiskirstyti pazymiai, jei zinome,
kad vienaip ar kitaip studentai egzaminus islaiké? Ats.: 216.

27. Trys vaikinai ir dvi merginos nori isidarbinti. Mieste yra 3 imonés, kur gali isidarbinti
vyrai, 2 — kur reikalingos moterys, ir 2 — kur reikalingi ir tie, ir tie. Keliais budais 5 jaunuoliai gali
pasiskirstyti siose imonése? Ats.: 2000.

28. Kiek yra keturzenkliy skaiciy? Ats.: 9000.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

11

29.1 kalng veda 5 takeliai. Kiek yrabady pakilti ir nusileisti nuo kalno?
Ats.:25.

Jvairas pratimai

1. Kalédy proga klasés moksleiviai apsikeitée 132 dovanéléemis. Kiekvienas moksleivis jteiké
dovanélg kiekvienam savo klasés draugui. Kiek mokdeiviy yraklaseje?  Ats.: 12.

2. Studentas per 7 dienas turi islaikyti 4 egzaminus. Per diena jis lalko ne daugiau 1
egzamino. Keliais budais galima sudaryti egzaminy tvarkarasti? Ats.: 840.

3. I muziejy buvo atvezti 4 skirtingi senoviski kréslai. Pastate yra 7 laisvos sienos. Keliais
budais muziejaus darbuotojai gali sustatyti prie iy sienu po viena krésla? Ats.: 840.

4. Traukiniy stociai priklauso 6 atsarginiai keliai. Keliais budais galima paskirstyti juose 4

traukinius? Ats.:360.
5. Vieshutyje yra 8 kambariai. Keliais biidais galima juose apgyvendinti 8 zmones po viena
kambaryje? Ats.:8!.

6. Kiek skirtingy stygy galima nubrézti per 6 apskritimo taskus? Ats.: 15.

7. 8 turistus reikia apgyvendinti dviejuose viesbucio kambariuose taip, kad kiekviename
bty ne maziau kaip 3 zmonés. Keliais skirtingais badais tai galima padaryti?

Ats.:182.

8. 18 20 dézéje esanciy hiliety 5 yra laimingi. Kiek galimybiy traukiant 7 bilietus istraukti 2
laimingus? Ats.: 30030.

9. Parduotuvéje yra 5 rasiy lietuvisky ir 3 rasiuy importiniy gaiviuju gérimu. Keliais badais
pirkéjas gali nusipirkti 2 rasiy gerimy? Ats.: 28.

10. 10 darbininky reikia suskirstyti i dvi brigadas taip, kad kiekvienoje brigadoje biity ne
maziau kaip 4 zmonés. Keliais skirtingais budais galimatai padaryti? Ats.: 462.

11. Loterijos bilietai sunumeruoti nuo 1 iki 20. Keliais badais i$ jy galima isrinkti 3 bilietus
taip, kad is isrinktyju biliety bent vieno numeris biity didesnis uz 15? Ats.: 685.

12. Kiek yra budu perstatyti skaiciaus 123589 skaitmenis vietomis, kad gautieji skaiciai bty
lyginiai?  Ats.: 240.

13. Raskite daugiakampio, turincio 14 istrizainiy, krastiniy skaiciu.

Ats.:7.
14. Kiek yra sesiazenkliy skaiciy, kurie uzrasyti nepanaudojant né vieno is skaitmenu
0,4,5,6,7,8ir 9? Ats.: 729.

15. Sesiy valstybiy delegacijy derybos vyks prie apvalaus stalo. Kiekvienos valstybés
delegacijos vieta pazymima valstybés véliavéle. Kiek yra varianty isdélioti ant stalo 6 valstybiy
véliavéles? Ats.: 720.

16. 15 9 studenty reikia sudaryti 5 studenty grupe vykti | uzsien;. Vienas studentas bus grupés
vadovas, kitas — jo pavaduotojas. Kiek yra galimy varianty minétai studenty grupel sudaryti?

Ats.: 2520.

17. Finalinése krepsinio varzybose komandos A ir B zaidzia tarpusavyje tol, kol viena is ju
pasiekia 4 pergales. Sudaroma laiméjusiy komandy pavadinimy seka (pvz., ABABBAA). Kiek tokiy
skirtingu seky galima sudaryti? Ats.: 70.

4. Niutono binomas
Sudarykime C¥ reiksmiy lentele:

. K1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 a
0 1 152°
1 1 1 252!
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2 1 2 1 .| 4522

3 1 3 3 1 .. | 8562

4 1 4 6 4 1 .. | 1652*
5 1 5 10 10 5 1 .. | 3252
6 1 6 15 20 15 6 1 .. | 6452°
7 1 7 21 35 35 21 7 1 .. | 128527
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 .. | 25652°

Si lentelé vadinama Paskalio trikampiu, pranciizy matematiko B.Paskalio (1623-1662) garbei.

I3 trikampio matyti, kad jo eilutés simetriskos, t.y. teisinga lygybé C =C"*, pvz., CZ =C; =10.

ty.

Pastebésime ir tai, kad kiekvienos eilutés elementy suma lygi nattiriniam skaiciaus 2 laipsniuli,

CO +Cl +C2 +K+Cn 1+Cn _2n
Pabandykime sudéti du gretimus Paskalio trikampio eilutés elementus Sudéje gretimus

skai¢ius, gausime kitos eilutés skaic¢iy, esanti po desiniuoju démeniu. Nesunkiai jrodoma, kad

k k+l — ~k+1
Ck+Ck=C

n+1f.

Niutono formulé. Paskalio trikampio eiluciu elementai atitinka dvinario a+b n-ojo laipsnio

koeficientus:

)
) =a+b=Cl+Cb,
a+b)’ =a®+2ab+b? = Cla? + Clab+ C2b?,

)’ =a® +3a’b+3ab? + b® = Cla® + Cla’b + C2ab? + C3b°,

)! =a* +4a’b + 6a%h? + 4ab® + b* = Cla* + Cla®b+ C?a’b? + Clab® + C’b?,

Si formulé angly fiziko ir matematiko |zaoko Niutono (1642-1727) garbei pavadinta Niutono

formule. Desinioji sios formulés dalis vadinama binomo laipsnio deéstiniu. Niutono formulés
koeficientai C* vadinami binominiais koeficientais.

Pagrindinés Niutono formulés savybés:

1. Déstinio binominiai koeficiental yra Paskalio trikampio n-osios eilutés skaiciai.

2. Déstinio binominiai koeficientai, vienodai nutol¢ nuo pirmojo ir paskutiniojo nario, yra
lygus.

3. Niutono formuléje a laipsnio rodiklis didéja nuo O iki n, o b laipsnio rodiklis mazéja nuo n
iki O.

4. Bet kuriame naryje air b laipsniy rodikliy suma lygi n.

5. Kiekvienas démuo turi pavidala Cfa™*b*. T.y. (k+1)-ojo nario formulé yra

T, =Cpa""b"]
Niutono formuléje, vietoje b jrase —b, gausime T,,, = C¥a™*(- b)* =(- 1) Cka™*b*. T.y.
(a- b)" =Cla"b® - Cla™*b+..+(- 1) Cka™*b* +...+(- 1)"Cra’b".
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Pavyzdziai

1. Uzrasykite binomo laipsnio (2x - 3)° destini.

Sorendimas

(2x - 3)° = C2(2x)° - CL(2x)* 3+ C2(2x)* 82 - CI(2x)? @ + Ci2x@* - CI3° =
=32x° - 5X6x"* B +1058x° x9- 10x4x> X7 +552x 81~ 243 =

= 32x° - 240x* + 720x° - 1080x2 +810x - 243,

, 12

2. Raskite binomo laipsnio gx +29 déstinio astuntaji nari.
Xg
Sorendimas
7
Tg =T, =CLx* 78539 =Cy X 27 MXLZ&'Z =792x128x " ? =101376x *
eXg X 5x4 32

.12
3. Raskite binomo laipsnio 89_1 +/x 2 destinio nari, kuriame nebiaty X.
ex a
Sorendimas

= crzée—l9 (i) = et

k- 12+E

Cix = Cox™ " Kad sis narys neturéty X,

N =

batinair pakankama, kad x*** =x° =1, i§ ¢ia 1,5k - 12=0, k—i—é—8|r Ty, =T, =C% =495,

Pratimai
iu- . 5 %} EOS 2\4 6 2 6
1. Apskaiciuokite:d) (x- y); 2) §x3 +y3r; 3) [1ey?)' 4) (x- 2y)%; ) (p?- 1)
%]
5
6) ¢ x+19
X g

2. Parasykite binomo deéstinio bendrojo nario formule:1) (2x +1)"; 2) (1- 3x2)”;

a2z +o); 4 (;—+ 0. 5 (at-b); 6 (x- 2y)"
1]

3. Apskaiciuokite binomo laipsnio (x + y)*° destinio sestaji nari. Ats.: 252x°y®.
4. Raskite binomo laipsnio ga@\/f - %gzo destinio nari, nepriklausantj nuo t.

Ats.: - C,.
5. Raskite binomo laipsnio g\/_ +—— deStInIO penktaji nari.  Ats.: 1263/a.

l

6. Raskite binomo laipsnio g \/_+3 x— déstinio viduriniji nari. Ats.: 252\/_
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1 6

7. Raskite binomo laipsnio (;,x - —+ déstinio narj, nepriklausanti nuo x.
Xra

Ats.:15.

8. Raskite binomo laipsnio (x+ y)9 destinio nar, turinti x’.  Ats.:36x"y?.
15
9. Raskite binomo laipsnio (;,\/; +=2 destinio Sestaji nari. Ats.:3003.
Xra
.18

10. Raskite binomo laipsnio 8?(3 +—39 destinio nari, neturinti x. Ats.:Cy.
e

X" g
.12

11. Raskite binomo laipsnio 83—1 +xQ destinio devintaji nari,  Ats. 495x".
a

12. Raskite binomo laipsnio g\/_ +—— deStInIO ketvirtaji nari. Ats.:84a.

e L 0
13. Raskite binomo laipsnio rodiklj, jeigu déstinio §a © +8/a * Sestasis narys neturi a.
Ats.:35.
14. Raskite déstinio narj, kuris nepriklausyty nuo x, jeigu binomo laipsnio ¢ a=2x +—= destlnlo

X g
binominiy koeficienty suma lygi 256. Ats..1120.
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TIKIMYBIU TEORIJA

1. Atsitiktiniai jvykiai ir veiksmai su jais

Tikimybiy teorijoje jvykiais vadinami bandymo arba stebéjimo rezultatai. Atsitiktinis jvykis
yratoks ivykis, kuris gali ivykti, bet gali ir nejvykti.

Pavyzdys. Metama moneta. I13krito herbas. O juk galéjo iskristi ir skaicius. Tai, kad iskrito
herbas, yra atsitiktinis jvykis.

Batinas jvykis yratoks jvykis, kuris, atlikus bandyma, visada jvyksta.

Pavyzdys. Metamas losimo kauliukas. Tai, kad iskris ne daugiau kaip 6 akys, yra bitinas

ivykis.

Jei, atlikus bandyma, jvykis niekada negali ivykti, tai jis vadinamas negalimu jvykiu.

Pavyzdys. | taikin; sauta 3 kartus. Tai, kad pataikyta 5 kartus, yra negalimas jvykis.

Atsitiktinius jvykius priimta zyméti didziosiomis raidémis A, B, Cir t.t. be indeksy ir su jais.
Bating jvyki zymésime raide U, o negalima — V.

Du ivykiai vadinami nesutaikomais, jeigu jie, atliekant bandyma, negali ivykti vienu metu,
t.y. gali ivykti tik vienasiis ju.

Pavyzdys. Metamas losimo kauliukas. Ivykiai A —atsiverté 3 akysir B — atsiverté lyginis akiy
skaicius yra nesutaikomi jvykiai.

Ivykiui A_priesingas jvykis yratoks ivykis B, kuris jvykstatadair tik tada, kai nejvyksta
ivykis A. Tvykiui A priesingas jvykiszymimas A . Taigi, B=A.

Pavyzdys. Metamas losimo kauliukas. Jei ivykis A — asiverté lyginis akiy skaicius, tai ivykiui
A priesingas ivykis A - asiverté nelyginis akiy skaicius.

Elementarigji jvykiai yratokie jvykiai, i$ kuriy susidedakiti jvykiai. Elementariyjy jvykiy
aibé yra bandymo visy elementariyjy ivykiy visuma. Su bandymu susij¢ elementarieji jvykiai yra
poromis nesutaikomi.

Pavyzdys. Metama moneta. [vykiai H — atsiverté herbas ir jvykis S — atsiverté skaicius yra
elementarigji ivykiai ir jie sudaro elementariyju ivykiuy aibe, nestai yra visi galimi minéto bandymo
rezultatai. Be to sie jvykiai yra nesutalkomi.

Ivykiui A_palankis elementariegli jvykiai yratokie jvykiai, kuriems jvykus, ivykstair jvykis A.

Pavyzdys. Palyginkime 2 jvykius: A — metus losimo kauliuka, iskrito 2 akys ir B — metus
losimo kauliuka, iskrito lyginis akiy skaicius. Matome, kad ivykus ivykiui A, jvykstair ivykis B, nes 2
yralyginis skai¢ius. Siuo aveju sakoma, kad jvykis A yra jvykio B dalis, arba jvykis A yra palankus
ivykiui B. Tai galimauzrasyti A1 B.

Du jvykiai yrasutaikomi, jei abiem jvykiams yra bent vienas palankus jvyKkis.

Pavyzdys. Atsitiktinai pasirenkamas dvizenklis skaic¢ius. [vykiai A — pasirinktas dvizenklis
skaic¢ius dalijasi i§ 3 ir B — pasirinktas skaicius dalijasi i$ 9 yra sutaikomi, nes visada galimarasti tokj
dvizenkli skaic¢iy, kuris dalytysi ir is 3ir is 9.

Ivykiy A ir B sgjunga (suma) vadinamas jvykis, kuris jvykstatada ir tiktai tada, ka jvyksta
bent vienas i§ ivykiy A arbaB. Ivykiuy A ir B zymima A+B arba AE B.

Pavyzdys. Panagrinékime jvykius: A — metus losimo kauliuka, iskrito 1 akis; B — metus
losimo kauliuka, iskrito 2 akys, C — metus losimo kauliuka, iskrito ne daugiau kaip 2 akys. Jeigu
ivyksta ivykis A arba B, tai ivykstair ivykis C, t.y., ivykus bent vienam i$ ivykiy A arba B, jvykstair
ivykis C. Vadinass CS5A+B asba C=A E B.

Ivykiy A ir B sankirta (sandauga) vadinamas toks jvykis, kuris jvykstatadair tik tada, kai
ivykstair ivykis A ir jvykis B. [vykiy sankirta (sandauga) zymima A:B arba ACB.

Pavyzdys. Du sauliai, nepriklausomai vienas nuo kito, Sauna po viena karta i taikini. Jei jvykis
A — pataiké pirmasis saulys, o jvykis B — pataiké antrasis saulystai jvykis A >B - pataiké abu saulial.
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Jeigu jvykiai A ir B yra nesutaikomi, t.y. negali ivykti kartu, tai ju sandauga yra negalimas
ivykis A C B =V . Priesingy ivykiy sandauga irgi yra negalimas jvykis, bet ju suma yra bitinas jvykis,
ty. ACA=V ir AEA=U.

Pratimai

1. Kiek elementariyju ivykiy turi jvykiai: A —metama moneta du kartus; B — saunama i
taikini su 10 koncentriniy skrituliy ir ivykis yra pelnyty tasky skaicius, C — krepsininkas meta kamuolj
1 krepsi triskartus, D — atsitiktinai parasyty dviejy natairiniy skaiciy sumalygi 10; E- iskritusiy losimo
kauliuko tasky skai¢ius yra nelyginis.

2. Nustatykite, kurie Siy ivykiy elementartis, kurie sudétiniai eksperimentuose:
1) Losimo kauliukas metamas du kartus: A —iskrito daugiau kaip 10 tasky; B — pirma karta iskrito 2
taskai, 0 antra karta — 5 taskai; C - iskrito maziau kaip 11 tasky; D —iskritusiy tasky suma— lyginis
skaicius.
2) Atsitiktinai parenkamas dvizenklis skaicius: A — parinktas skai¢ius 12; B — parinktas skaicius dalus
i$ 100; C — parinktas skaic¢ius pirminis; E — parinktas skai¢ius mazesnis uz 11.

3. T kiekviena i 5 voky jdétasvienasis 10 Lt, 20 Lt, 50 Lt, 100 Lt ir 200 Lt vertés banknoty.
Atsitiktinai parinkti 2 vokai. Sudarykite elementariyju ivykiy aibe.

4. Sudarykite elementariyju ivykiy aibes bandymuose:
1) Metamos 3 monetos: 1 cento, 2 centy ir 5 centy.
2) Metama 5 centy monetair losimo kauliukas.
3) Moneta metama 3 kartus.
4) Saunama { taikini su 10 koncentriniy skrituliy.

5. Nustatykite, kurie is ivykiy yra batini, kurie negalimi, kurie atsitiktiniai eksperimentuose:
1) Atsitiktinai parenkamas trizenklis skaicius:
A — skaicius didesnis uz 1000; B — skai¢ius mazesnis uz 1000; C — skai¢ius dalus i§ 50, D — skaicius
mazesnis uz 371.
2) Metami 2 losimo kauliukai: A —iskrito maziau kaip 8 taskai; B - iskritusiy tasky skai¢ius dalusis 5;
C —iskrito daugiau kaip 13 tasky; D - iskrito teigiamas tasky skaicius.
3) Trys medziotojai saunai zuiki: A — pataiké bent vienas; B - nel vienas nepataiké; C — zuikis
nusautas; D — zuikis nubégo.

6. Kurisjvykis sudaro kurio dalj?
1) [ taikini saunama 10 kartu: A — i taikinj pataikyta pirmu staviu; B — i taikinj pataikyta vienu is pirmy
keturiy stviy; C — i taikini pataikyta vienu is dvieju pirmy Saviu.
2) Metami du losimo kauliukai: A —tasky sumadalijasi i$ 3; B —tasky sumadalijasi is 6; C —taskuy
suma didesné uz 2.

7. Suformuluokite ivyki D, kuris reiskia jvykiy sajunga, kai:
1) A- i taikinj pataikyta pirmu siviu; B — i taikini pataikyta antru siviu;
2) A —loterijojeislosta 10 lity; B- loterijoje islosta 20 lity;
3) A —metus dvi monetas iskrito 2 herbai; B — metus 2 monetas iskrito herbas ir skaicius.

Ats.:1) D —i taikinj pataikyta is dviejy staviy; 2) D —loterijoje islosta arba 10, arba 20 lity;

3) D —metus 2 monetas iskrito bent vienas herbas.

8. Suformuluokite jvyki D, kuris reiskia ijvykiy sankirta, kai:
1) A —metus losimo kauliuka, iskrito nelyginis akiy skaicius; B — metus losimo kauliuka neiskrito 4
akys; C —metus losimo kauliuka neiskrito 6 akys;
2) A — pirmu traukimu istrauktas laimingas bilietas; B — antru traukimu istrauktas laimingas bilietas.

Ats.:1) D —iskrito viena akis; 2) D —laimingas bilietas istrauktas pirmaisiais dviem

bandymais.

9. Suformuluokite jvykius; 1) ACB, 2)AEB, 3)ACC, kai: A — metus kauliuka iskrito lyginis
akiy skaicius; B — metus kauliuka iskrito 4 akys; C — metus kauliuka neiskrito 6 akys.
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Ats.:1) metus kauliuka iskrito 4 akys; 2) metus kauliuka iskrito lyginis akiy skai¢ius;
3) metus kauliuka iskrito arba 2, arba 4 akys.

10. Suformuluokite priesingus ivykius jvykiams: A —metus losimo kauliuka iskrito lyginis
akiy skaic¢ius; B — metus moneta atvirto herbas; C — metus du losimo kauliukus iskritusiy akiy suma
mazesne uz 6.

11. Atsitiktinai paimta detalé yra: A — pirmosrasies; B — antros rasies; C — trecios rasies.
Suformuluokite jvykius: ) AEB;2)AEC;3)ACC;4 ACBEC.

Ats.: 1) detalé yra arba pirmos, arba antros rasies; 2) detalé — antros risies; 3) negalimas
ivykis; 4) detalé — trecios rasies.

2. Klasikinis jvykio tikimybés apibrézimas
Sakykime, m yra skai¢ius vienodai galimy elementariuju ivykiu, palankiu ivykiui A, n—visy
elementariyju ivykiy skai¢ius. Santykis % vadinamas jvykio A tikimybe ir zymimas

AA)=T]

Batino ivykio tikimybé P(U)51, nes mSn. Negalimo jvykio tikimybé P(V)50, nes mS0.
Beto, 0£ m£nir 0£ P(A) £ 1. Priesingo jvykio tikimybe P{A)=1- P(A), nes P{A )+ P(A) =1

Pavyzdziai

1. Metama moneta. Kokiatikimybé, kad atsivers herbas.

Sorendimas

Galimi 2 elementariis jvykiai: A — atsivers herbas; B — atsivers skaicius. Sie jvykiai yra
vienodai galimi ir sudaro pilna elementariy ivykiy aibg, taigi, nNS2. Palankus jvykis yravienas (m5S1),
todel sio fvykio tikimybé P(a) =" = % .

2. Déz¢je yra 25 standartinés ir 5 nestandartinés detalés. 1§ dézés atsitiktinal isimta viena
detalé. Apskaiciuokite tikimybg, kad isimtoji detalé yra standartiné.

Sorendimas
Nagrinésime jvyki A —is dézés isimta detalé yra standartiné. 18 visy 30 elementariujy jvykiu
25 jvykiai yra palankas jvykiui A. Todel, P(A) = % = g

3. Moneta metama 2 kartus. Apskaiciuokite tikimybe, kad bent karta atsivers skaic¢ius.
Sorendimas
Surasysime visus elementariuosius jvykius. HH, HS, SH, SS. Matome, kad palankis jvykiai

yratrys HS, SH ir SS. Vadinasi, m53, o nS4ir P(A) :% :g . Ciaivykis A — bent kartg atsivers
skaicius.

3. 13 35 hiliety, kurie sunumeruoti nuo 1 iki 35, atgtiktinai traukiamas vienas bilietas. Kokia
tikimybe, kad istraukto bilieto numeris dalijasi i§ 5?
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Sorendimas
Nagrinésime jvyki A — istraukto bilieto numeris dalijasi is 5. Tarp 35 elementariyju vienodai
galimy ivykiy yra 7 ivykiui A palankis jvykiai: istraukto bilieto numeris 5, 10, 15, 20, 25, 30ir 35.
7 1.

4. Metami du losimo kauliukai. Kokia tikimybé jvykio A — atvirtusiy akiy suma lygi 7?

Sorendimas

Visy vienodai galimy elementariujy ivykiu bustiek, kiek galima sudaryti gretiniy su
pasikartojimaisis 6 elementy po 2, nessie junginiai vienas nuo kito skiriasi elementais bei ju
isdestymo tvarka ir elementai gali kartotis. Pvz., 12, 21, 33, 52 ir t.t. Cia pirmasis skaitmuo rodo
atvirtusiy akiy skaic¢iy ant pirmojo kauliuko, o antrasis— ant antrojo. Taigi, n= As =62 =36
Palankius jvykis galimaisvardinti: 16, 25, 34, 43, 52, 61, nes 1+652+55...57. Vadinasi, m56 ir

PA)= ==

5. Ant apskritimo pasirenkami 4 skirtingi taskai. Kokia tikimybeé, kad stygos AB ir CD kirsis?

Sorendimas

Galimi 6 skirtingi tasky isdéstymo variantai: ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC ir
ADCB. Palankiis yratik 2 isdestymo variantai: ACBD ir ADBC. Vadinasi, P(A) = % = %

6. Tikimybé, kad studentas islaikys matematikos egzamina lygi 0,6. Kokiatikimybé, kad
studentas neislaikys matematikos egzamino?

Sorendimas

Jeigu jvykis A — studentas islaikys matematikos egzamina, jam priesingas ivykis A -
studentas neislaikys matematikos egzamino. Vadinasi, PA)=1- P(A)=1- 0,6 =04.

7. Atgitiktinal parenkamas trizenklis skaicius. Kokia tikimybé, kad bent 2 jo skaitmenys
sutaps?

Sorendimas

Pirmaji trizenklio skai¢iaus skaitmenj galima parinkti is 9 skaitmeny (negali bati 0), antraji ir
treciaji—is 10. Taigi, pagal daugybos taisykle, n =9:10:10 =900 . Tegul ivykis A — parinktojo
skaiciaus bent du skaitmenys sutampa. Cia lengviau bity apskaiciuoti tikimybe priesingo jvykio A —

parinktojo skaiciaus visi skaitmenys skirtingi. Tada m = 9>9>8ir P(&)= = =072,0

PA)=1- Pa)=1- 0,72=0.28

Pratimai

1. Metamos 3 monetos: 1 cento, 2 centy ir 5 centy. Sudarykite bandymo elementariujy jvykiu
aibe. Raskite tikimybes jvykiy ir jiems priesingy ivykiu: 1) A — herbas atvirto daugiau kaip ant vienos
monetos, 2) B — atvirtusiuy centy sumadidesné uz 2; 3) C — atvirtusiy centy suma mazesné uz 5; 4)D —
atvirtusiy centy suma didesné uz 5.

Ats.:1) 1/2; 1/2; 2)5/8; 3/8; 3)1/2; 1/2; 4)3/8; 5/8.

2. Metama 5 centy moneta ir losimo kauliukas. Sudarykite bandymo elementariyju ivykiu

aibe. Raskite tikimybes jvykiuy ir jiems priesingu ivykiy: 1) A —atvirtusiy centy ir tasky suma didesné
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uz 9; 2) B —atvirtusiy centy skai¢ius didesnis uz tasky skaiciy; 3) C- atvirtusiy centy ir tasky suma dali
i$ 3; 4) D —atvirtusiy centy skaicius dalus is atvirtusiy tasky skai¢iaus.
Ats.:1) 1/6; 5/6; 2) 1/3; 2/3; 3) 1/3; 2/3; 4) 2/3; 1/3.

3. Dézutéje yra septynios kortelés, sunumeruotos skaiciais nuo 1 iki 7. Atsitiktinai viena po
kitos istraukiamos 2 kortelés ir uzrasomi jy numeriai. Sudarykite bandymo elementariuju ivykiy aibe
Raskite tikimybes ivykiy: 1) A —numeriai lygas; 2) B- numeriai nelygis, 3) C — pirmasis numeris
mazesnis uz antraji; 4) D — pirmasis numeris didesnis uz antraji; 5) G — numeriy sumalyginé; 6) H —
numeriy suma nelyging; 6) K —numeriy sumalygi 10.

Ats:1) 0; 2) 1; 3) 1/2; 4) 1/2; 5) 3/7; 6) 4/7; 7) 2/21.
4. Dézéje yra 10 rutuliy. Tikimybeé, kad du atsitiktinai istraukti rutuliai yra balti, lygi 2/15.

kiek dézeje balty rutuliy. Ats.: 4.
5. Gaminant detalg, atliekama keletas operaciju. Tikimybé pagaminti detalg, neatitinkancia
standarty, lygi 0,01. kokia tikimybé pagaminti gera detalg? Ats.:0,99.
6. Metams losimo kauliukas. Kokia tikimybe, kad iskrito maziau kaip 6 taskai?
Ats.:5/6.
7. Dézéjeyra4 balti ir 7 juodi rutuliukai. Atsitiktinal isSimamas vienas rutuliukas. Kokia
tikimybe, kad jis baltas? Ats.:4/11.

8. Krepsinio pirmenybése dalyvauja 18 komandy, kurios burty keliu suskirstomos i 2
pogrupius po 9 komandas. 5 komandos yra pirmaujancios. Kokia tikimybé, kad visos pirmaujancios 5

komandos pateks i ta pacia grupe? Ats.: 1/34.
9. Uz 10 viety stalo atgitiktinai susodinami 10 sveciy. Kokia tikimybe, kad Aldona ir Algis
sédés greta? Ats.: 2/9.

10. Revolverio bugnelyje yra 7 lizdai. [ 5 i ju idéti soviniai, 2 — tusti. Bugnelis pasukamas ir
spaudziamas gaidukas. Kokia tikimybé, kad padarius minéta bandyma, ginklas neisaus?

Ats.: 2/7.
11. Metamas losimo kauliukas. Kokia tikimybé, kad iskrito lyginis taskuy skai¢ius?
Ats.: 0,5.
12. Matematikos knygoje yra 300 puslapiu. Kokia tikimybé¢, kad atsitiktinai atversto puslapio
numeris yra skaic¢iaus 25 kartotinis? Ats.:0,04.
13. 1§ dézés, kurioje yra 5 brokuotos detalés ir 30 be defekty, atsitiktinai paimtos 3 detalés.
Kokiatikimybe¢, kad visos 3 detalés be defekty? Ats.: 0,62.
14. 1§ skaiciy eilés nuo 1 iki 30 atsitiktinai isrinktas sveikasis skaicius. Kokiatikimybeé, kad jis
yra 30-ies daliklis? Ats.: 4/15.
15. Bilietai sunumeruoti nuo 1 iki 30. Atsitiktinai istrauktas vienas bilietas. Kokia tikimybeg,
kad istraukto bilieto numeris yra 3 kartotinis? Ats.: 1/3.
16. Metami 2 losimo kauliukai. Koks jvykis labiau tikétinas: “tasky suma lygi 117 ar “tasky
sumalygi 4”? Ats.: “tasky sumalygi 4”.
17. 15 dézés, kurioje yra 10 balty ir 6 juodi rutuliai, atsitiktinai imami du rutuliai. Kokia
tikimybe, kad abu rutuliai juodi? Ats.: 1/8.
18. Kortelése surasyti sveikigji skaic¢iai nuo 1 iki 20 imtinai. Atsitiktinai istrauktos 2 kortelés.
Kokiatikimybe¢, kad parasytyju skai¢iy suma lygi 10? Ats.:2/95.

19. Zmogus, rinkdamas telefono numeri, pamirso 2 paskutinius skaitmenis, ir zinodamas, kad
tie skaitmenys yra skirtingi, surinko juos atsitiktinai. Kokia tikimybé, kad telefono numeris surinktas

teisingai ? Ats.: 1/90.
20. Tarp 100 detaliy 5 brokuotos. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai paimtos 3 detalés bus
nebrokuotos? Ats.: 0,856.

21. Tvenkinyje 30 lydeky. Sugavo 5, jas pazyméjo ir vél paleido. Antra karta sugavo 7
lydekas. Kokiatikimybé, kad tarp ju buvo 2 pazymétos lydekos? Ats.:0,26.

22. Klastje 13 mergaiciuy ir 12 berniuky. Reikia isrinkti 3 moksleiviy delegacija. Kokia
tikimybe, kad | delegacija pateks 2 mergaitésir 1 berniukas? Ats.: 0,407.
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23. 18 36 korty kaladés, kurioje yra 4 tuzai, atsitiktinal istrauktos 3. Kokia tikimybé, kad tarp

Ju bus 2 tazai? Ats..0,027.

24. Urnoje 30 loterijos biliety, tarp kuriy 5 laimingi. Istraukti 4 bilietai. Kokia tikimybé, kad 2
bilietai laimingi? Ats.: 0,11.

25. Knygu lentynoje atsitiktinal sudétos 5 algebros ir 3 geometrijos knygos. Kokia tikimybé,
kad vieno dalyko knygos sudétos greta? Ats.: 1/28.

26. Futbolo turnyre dalyvauja 20 komandy. Jos burty keliu suskirstytos i 2 pogrupius po 10

komandy. Kokiatikimybé, kad 2 stipriausios komandos bus viename pogrupyje?
Ats.: 9/19.
27.18 5 abécélés raidziy sudétas zodis knyga. Nemokantis skaityti vaikas isbarsté raides ir
paskui atsitiktinal jas surinko. Kokiatikimybe, kad jis vél sudéjo zodi knyga?
Ats.: 1/120.
28. Namas 7 auksty. Pirmame aukste i lifta ilipa 3 asmenys. Apskaiciuokite tikimybes ivykiu:
A —*“visi kelelvial islipo ketvirtame aukste”,
B —“ visi keleiviai islipo tame pat aukste”,
C —"“visi keleiviai islipo skirtinguose aukstuose”. Ats.: 1/216; 1/36; 5/9.

29. 5 kortelése jrasyti skaitmenys 1,2,3,4 ir 5. Atsitiktinai viena po kitos paimamos 2 kortelés.
Kokiatikimybé, kad antroje korteléje skaitmuo didesnis negu pirmoje?  Ats.: 0,5.

30. Du kartusiis eilés metama moneta. Kokia tikimybé, kad bent karta iskris herbas?

Ats.: 0,75.

31.18 100 elektros lempuciuy 5 sugadintos. Kokia tikimybé, kad is 3 atsitiktinai paimty
lempuciy visos bus geros? Ats.: 0,86.

32. Metami 2 losimo kauliukai. Kokiatikimybé, kad iskritusiu akiy sumalygi 8?

Ats.: 5/36.

33. Kiekvienas is 3 keleiviy gali ilipti i bet kuri is 10 keleivinio traukinio vagony. Kokia
tikimybe, kad visi trys pateks i: 1) pirma vagona; 2) pirmus penkis vagonus; 3) skirtingus vagonus; 4)
viena vagona? Ats.: 0,001; 1/8; 0,72; 0,01.

34. Metuose 365 dienos. Atsitiktinai parenkamas ty mety nuplésiamo kalendoriaus lapelis.
Raskite tikimybes jvykiuy: A — lapelyje esantis skaicius dalus is 5; B — lapelyje esantis skai¢ius dalus i$
7. Ats.:71/365; 48/365.

35. Ant 25 korteliy surasyti skaiciai nuo 1 iki 25. Atsitiktinai istraukiamos 2 kortelés. Rasti
tikimybes jvykiu: A — istraukty skaiciy suma lygi 10; B — istraukty skaiciy suma dali is 10; C —
istraukty skaiciy sumalyginé; D — istraukty skaiciy sumanelyginé.  Ats.:1/75;7/75;12/25;13/25.

36. Dézutéje 4 geltonos ir 6 raudonos spalvos piestukai. Atsitiktinai istraukiami du piestukai.
Rasti tikimybes jvykiy: A — piestukai geltonos spalvos; B — piestukai raudonos spalvos; C — piestukal
skirtingy spalvy; D — abu piestukal vienodos spalvos. Ats.: 2/15; 1/3; 8/15; 7/15.

37.5 kortelése jrasyti skaicia 1,2,3,4,5. Atsitiktinai istraukiama 1 kortelé, uzrasomas jos
skaicius ir kortelé grazinama | dézutg. Po to atstiktinai traukiama kita kortelé ir uzrasomas jos
skaicius. Rasti tikimybes jvykiy: 1) pirmas skai¢ius mazesnis uz antra; 2) pirmas skaicius didesnis uz
antra; 3) abu skaiciai lyginiai; 4) abu skaicial lygus; 5) abu skaiciai nelyginiai; 6) skaiciy sumalygi 8;
7) skaic¢iy sumalygi 6.

Ats.: 1) 0,4; 2) 0,4; 3) 0,16; 4) 0,2; 5) 0,36; 6) 0,12; 7) 0,2.
38. Moneta metama 3 kartus is eilés. Kokiatikimybé, kad herbas iskris du kartus?

Ats.: 3/8.
39. Losimo kauliukas metamas du kartus. Rasti tikimybe to, kad abu kartus iskris vienodas
akuciy skaicius. Ats.:1/6.
40. I$ zodzio SIGIS raidziy atsitiktinai paimamos 3 raidés. Kokia tikimybe¢, kad bus sudétas
z0dis GIS? Ats.:1/15.
41. Kokia tikimybeé, kad atsitiktinai uzrasius trizenkli skaic¢iy du jo skaitmenys bus vienodi?
Ats..0,27.
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42. Déz¢je yra zalios ir mélynos spalvos kaladélés. Tikimybe, kad 2 istrauktos kaladélés bus
melynos spalvos, lygi 5/14. Kiek dézéje buvo kaladéliu, jei mélynos spalvos kaladéliy buvo 5?
Ats.:8.
43. Is dézés, kurioje yra 4 balti ir 2 geltoni rutulial, atsitiktinai parinkdami paimame 2
rutulius. Kokiatikimybé, kad paimti rutuliai yra

1) abudu balti,

2) vienas baltas ir vienas geltonas,

3) abudu geltoni? Ats.: 6/15; 8/15; 1/15.
44. Metami 3 zaidimo kauliukai. Kokia tikimybé¢, kad iskritusiy tasky suma lygi 67

Ats.: 5/108.
45. Kokiatikimybe, kad is 8 paeiliui einanciy langeliy, atsitiktinai parinkdami langeliusir
irasydami i juosraides E,E,L,L,O0,0,T,T, gausme zodi TELELOTO? Ats.: 1/2520.
46. Kokiatikimybe, kad is sesiy paeiliui einanciy langeliy, atsitiktinai parinkdami langelius ir
irasydami i juos skaitmenis 1,2,2,3,3,3, gausme skaic¢iy 1232337
Ats,; 1/60.
47. Studentas jSkaitai gauti turi teisingai atsakyti ne maziau kaip 4 is 6 atsitiktinai parinkty
klausimuy. kokia tikimybé, kad studentas gaus iSkaita, jeigu jis is 12 klausimy ismoko tik 8 klausimus?
Ats.: 0,(72)58/11.
48. Keturi keleiviai vaziuoja keturiy vagony traukiniu. kokia tikimybeé, kad:
1) visi keleiviai yra viename vagone,
2) trys keleivial yra viename vagone, o ketvirtas — kitame,
3) du kelelviai yra viename vagone, o kiti du — kitame,
4) du keleiviai yra viename vagone, o kiti du — skirtinguose vagonuose,
5) visi keturi keleiviai yra skirtinguose vagonuose?
Ats.: 1) 1/64; 2) 3/16; 3) 9/64; 4) 9/16; 5) 3/32.
49. Loterijoje yra 1000 biliety. 300 is ju laimi. Atsitiktinai traukiamas 1 bilietas. kokia

tikimybg, kad jis yra laimingas? Ats.: 3/10.
50. Bilietai sunumeruoti nuo 1 iki 34. Atsitiktinai istrauktas 1 bilietas. Kokiatikimybé, kad jo
numeris yra skaiciaus 3 kartotinis? Ats.: 11/34.

51. Astuoniose vienodose kortelése parasyti skaicia 2,4,6,7,8,11,12,13. Atgitiktinai istrauktos
2 kortelés. Kokiatikimybe, kad is siy skai¢iu sudaryta trupmena galima suprastinti?
Ats.: 5/14.
52. [ knygu lentyna atsitiktinai paimamos ir dedamos 4 istorijos ir 3 geografijos knygos. kokia
tikimybg, kad vieno ir to paties dalyko ( istorijos arba geografijos) knygos bus sudétos greta?

Ats.: 2/35.
53. I8 40 klausimy, jeinanc¢iy i egzaminy bilietus, studentas ismoko 10. Kokia tikimybé
studentui istraukti bilieta, kurio abu klausimus jis moka? Ats.: 3/52.

54. Devynios kortelés, pazymétos skaitmenimis nuo 1 iki 9. Nesirenkant imamos 4 kortelés ir
dedamos viena greta kitos. Gaunamas keturzenklis skaicius. kokia tikimybé, kad jis bus lyginis?
Ats.: 4/9.

3. Veiksmai su tikimybémis
Nesutaikomy jvykiy sumos tikimybé. Sakykime, m- skai¢ius vienodal galimy jvykiuy,
palankiy jvykiui A, k- skai¢ius vienodai galimy jvykiy, palankiy ivykiui B, o n elementariujy jvykiu

aibé. Tada P(A) =" P(B) = k Kadangi jvykiai A ir B yra nesutaikomi, tai jvykis A+B reiskia, kad
n n
ivyko arbatik A, arbatik B. Siam jvykiui palankiy elementariuju ivykiy yra m+k, todél
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P(A +B)= m:k r: K = P(A)+ P(B). Vadinasi, nesutaikomy jvykiy SUmos (sgjungos) tikimybé

lyai siy jvykiy tikimybiy sumal, ty.

[P(a+B)SP(A)+P(B)]

Pavyzdziai

1. Dézutéje yra 50 spalvoty piestuky: 20 raudony, 10 mélynu, 15 zaliy ir 5 rudi.
Apskaiciuokite tikimybg, kad atsitiktinai paimtas piestukas yra mélynas arba zalias.

Sorendimas

Pazymékime jvykius: A — paimtas piestukas yra mélynas; B — paimtas piestukas yra zalias;
C — paimtas piestukas yra mélynas arba zalias. Akivaizdu, kad jvykis C jvyks, jeigu jvyks bent vienas
i$ ivykiy A arbaB. Vadinasi CSA+B. Beto, ivykia A ir B yra nepriklausomi, todél

10 15 25 1
=P(A +B)=P(A)+P(B 2 =22---0p5.
P(C)= A +B)=P(a) +B) = 2+ 0 - 22 1

2. Loterijoje yra 1000 biliety. 1§ ju vienas bilietas islosia 300 Lt, 5 bilietai po 100 Lt, 20
biliety po 50 Lt, 50 biliety po 20 Lt, 60 biliety po 10 Lt ir 100 biliety po 5 Lt. Kokia tikimybe,
nusipirkus viena bilieta, islosti ne maziau 50 lity.

Sorendimas

Sakykime, ivykis A —islosta 300 Lt; B —islosta 100 Lt; C- islosta 50 Lt; D —islostane
maziau 50 Lt. Aisku, kad DSA+B+C ir jvykiai A, B, C —nepriklausomi. Vadinasi

1 5 20 26
D)=PIA+B =PA)+PB)+PC)= = = 0,026.
P( ) ( e C) ( )+ ( )+ (C) 1000 * 1000 * 1000 1000

Nepriklausomy jvykiy sandaugos tikimybé. Du jvykius vadinsime nepriklausomais, jeigu
vieno i$ ju tikimybé nepriklauso nuo to, jvyko ar nejvyko kitas jvykis. Priesingu atveju tie jvykiai
vadinami priklausomais.

Sakykime jvykiai A ir B yra sutaikomi (yrabent vienas jvykis, palankus abiem jvykiams) ir
nepriklausomi. m— skai¢ius vienodai galimy jvykiy, palankiy ivykiui A, k — skaicius vienodai galimy

ivykiy, palankiy jvykiui B, o n—bendras vienodai galimy jvykiy skai¢ius. Vadinasi, P(A) = % ir

msk _ mk

P(B)==,0 P(AxB)=—— =—x-=P(A)xP(B). Gavome, kad sutaikomy nepriklausomy jvykiy A ir

B sandaugos tikimybé lyai ty tikimybiy sandaugai, t.y.

P(A>8) = P(A)¢(B)]
Jeigu ivykiai A ir B nesutaikomi, tai ACB=A>B=V ir P(AxB)=P(V)=0. Vadinasi,

nesutai komy, jvykiy sandaugos tikimybe lygi nuliui.

Pavyzdziai

1. Vienoje déz¢je yra4 balti ir 8 juodi rutuliai, kitoje — 3 balti ir 9 juodi rutuliai. Is kiekvienos
dézés paimta po rutuli. Kokiatikimybé, kad abu rutuliai yra balti?

Sorendimas

Sakykime, A —is pirmos dézés paimtas baltas rutulys, B — i§ antros dézés paimtas baltas
rutulys, C —paimti 2 balti rutuliai. Aisku, kad A ir B ir sutaikomi ir nepriklausomi ivykiai. Vadinasi,

P(C) = P(A B) = P(A)xP(B) = - x> =
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2. ] taikin vienu metu sauna du sauliai. Pirmojo saulio pataikymo tikimybé yra 0,8, o antrojo
—0,75. Kokiatikimybe, kad i taikinj pataikys abu sauliai?

Sorendimas

Sakykime, jvykis A — i taikinj pataiké pirmasis saulys, B — i taikinj pataiké antrasis saulysir C
—1taikini pataiké abu sauliai. Ivykia A ir B yra sutaikkomi (gali jvykti kartu) ir nepriklausomi. [vykis
C yralygus jvykiy A ir B sandaugai, nes turi jvykti ir jvykis A ir jvykis B. Taigi, P(C) = P(A xB) =
=P(A)%(B)=08>0,75=06.

3. Irengtos dvi nepriklausomos signalizacijos, duodancios signala per avarija. [vykio, kad per
avarija duos signala pirmoji signalizacija, lygi 0,95, o kad antroji — 0,9. Kokia tikimybé, kad per
avarija duos signala tik viena sistema?

Sorendimas

Jeigu, ivykis A —signala dugs pirmoji sistema, tai A - pirmoji sistema signalo neduosir jeigu
B —signala duos antroji sistema, tai B - antroji sistema signalo neduos. Sakykime, C — signala duos
pirmoji sistema, o antroji neduos, D — signala duos antroji sistema, o pirmoji neduos ir E —signala
duostik viena sistema. Akivaizdu, kad ESC+D, 0 C=A B, 0 D = A xB . Kadangi jvykiai Cir D yra
nesutaikomi, o signalizacijos nepriklausomos, tai P(E) = P(C+ D) = P(C) + P(D) = P(A xB)+ P(A »8) =
=p(a)2(B)+ P[a)(B), P[B)=1- P(B)=1- 09=01 P[A)=1- P(A)=1- 095=0,5.

P(E) = 0,95>0,1+ 0,05x0,9 = 0,095+ 0,045 = 0,14.

4. Tryssaulial po viena karta Sauna i taikini. Kokiatikimybé, kad bent vienas saulys pataikys
1 taiking, jei pirmojo saulio pataikymo tikimybé lygi 0,7, antrojo — 0,6 ir treciojo — 0,8?

Sorendimas

Nagrinesime jvykius: A —{ taikinj pataiké bent vienas saulys, A, - i taikinj pataiké pirmasis
saulys, A, - itaikinj pataiké antrasis saulys; A, - i taikini pataike treciasis Saulys. Tuomet
P(A,)=07, P(A,)=06ir P(A,)=08. [vykiui A prigsingas ivykis A - i taikinj nepataiké nei vienas
saulys. Apskaiciuojame P(A) = P(A; %A, %A )= P(A. )P(A )P(As) = 03:0,4>0,2=0,024 i
randame P(A)=1- P{A)=1- 0,024 =0,976.

Sutaikomy jvykiy sumos tikimybé. Panagrinekime 2 sutaikomus jvykius A ir B. Sakykime, m

yra skai¢ius vienodal galimy jvykiy, palankiy jvykiui A, k — skai¢ius vienodai galimu ivykiy, palankiy
ivykiui B, o r —skaicius vienodai galimy ivykiy, palankiy ir jvykiui A, ir jvykiui B. Jeigu n yravisy

vienodai galimy ivykiy skaicius, tai P(A) = % P(B) = E P(A>B) = % . Tvykiui A+B (ivyko bent
vienas i§ jvykiy A arba B) palankiy ivykiy yramek-r. Todel P(A +B)=T KM K _I_

n n n n
=P(A)+P(B)- P(A>B). Vadinasi, sutaikomy jvykiy A ir B sumos tikimybe lygi ty tikimybiy sumai be
tikimybes siems jvykiams jvykti kartu, t.y.
P(a +B)=P(A)+P(B)- P(A>B)]
Pavyzdziai
1. Du medziotojai vienu metu nepriklausomai vienas nuo kito sauna i zuiki. Zuikis

nusaunamas, jei i ji pataiko bent vienas medziotojas. Kokia tikimybeé, kad zuikis bus nusautas, jei
medziotojuy pataikymo tikimybés lygios 0,8 ir 0,7?
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Sorendimas

Sakykime, jvykis A — i zuiki pataiko pirmasis medziotojas, B — i zuiki pataiko antrasis
medziotojas ir C — zuikis nusautas. Aisku, kad CSA+B, nes jvykis C jvyksta, jei jvyksta bent vienas is
ivykiy A arba B. [vykiai A ir B yra priklausomi, nes jie gali jvykti kartu. Vadinasi, P(C) = P(A +B) =
=P(A)+P(B)- P(AxB)=08+0,7- 08>0,7=15- 0,56 =0,94.

2. Studentas laiko 2 egzaminus. Pirmojo egzamino islaikymo tikimybé lygi 0,6, o antrojo —
0,5. Kokiatikimybé, kad studentas islaikys bent viena egzaming?

Sorendimas

Jeigu A — studentas islaikys pirmaji egzamina, B — studentas islaikys antraji egzamina, tai
A+B — studentas islaikys bent viena egzamina. Ivykiai A ir B yranepriklausomi ir sutaikomi, vadinasi,
P(A+B)=P(A)+P(B)- P(AxB)=P(A)+P(B)- P(A)<P(B)=0,6+0,5- 06>05=11- 0,3=08.

Pratimai
1. Egzamino bilietai sunumeruoti sveikais skai¢iais nuo 1 iki 30. Kokiatikimybe, kad
atsitiktinai moksleivio istrauktas bilietas yra 5 arba 7 kartotinis? Ats.: 1/3.

2. Dézéje yra4d spalvy rutuliai: 50 balty, 20 zaliy, 20 mélyny ir 10 raudony. Kokiatikimybeg,
kad atsitiktinai istrauktas rutulys yra raudonos arba mélynos spalvos? Ats.:0,3.

3. Dézéje yra 250 lempuciu. 100 lempuciy po 100 vaty, 50 — po 60 vaty, 50 —po 25 vatusiir
50 — po 15 vaty. Apskaiciuoti tikimybe, kad atsitiktinal paimtos lemputés galia nevirsija 60 vaty?

Ats.:0,6.

4. Karinés mokyklos kursantas laiko saudymo i taikinj iskaita. [skaita laikoma islaikyta, jei
kursantas gauna pazymij, ne mazesnj uz 4 (maksimalus balas — 5). Kokia tikimybé kursantui islaikyti
egzamina, jei zinoma, kad tikimybé uz saudyma gauti pazymi 5 lygi 0,3, o tikimybé gauti pazym; 4
lygi 0,5? Ats.:0,8.

5. Loterijoje yra 1000 biliety: is ju 1 bilietas islosia 500 lity, 10 biliety — po 100 lity, 50
biliety — po 20 lity ir 100 biliety — po 5 litus, o likusigji nieko neislosia. Martynas nusipirko 1 bilieta.
Kokiatikimybé, kad jisislos ne maziau kaip 20 lity? Ats.:0,061.

6. 1S 10 loterijos biliety, tarp kuriy 2 laimingi, atsitiktinal istraukiami 5 bilietai. Kokia
tikimybg, kad tarp istrauktyjuy bus bent vienas bilietas laimingas? Ats.:7/9.

7. Du sauliai nepriklausomai vienas nuo kito sauna i ta pati taikini. Pirmojo pataikymo
tikimybe lygi 0,8, antrojo — 0,6. Kokia tikimybé¢, kad i taikinj pataikys bent vienas saulys?

Ats..0,92.
8. Metami du kauliukai. Kokia tikimybé, kad bent viename is ju iskris 6 akys?
Ats.:11/36.
9. I8 nataraliyjy skaic¢iy eilés nuo 1 iki 1000 atsitiktinai imamas skai¢ius. Kam lygi tikimybeg,
kad jisdalusis 3 arbais 4? Ats..0,5.

Ats.:0,76.
11. Tikimybé, kad Jurga islaikys matematikos egzamina, lygi 0,7, kad neislaikys angly kalbos
egzamino — 0,1. kokia tikimybeé, kad Jurgaislaikys bent viena egzamina?
Ats.:0,97.
12. Du medziotojai vienu metu ir nepriklausomai vienas nuo kito sauna i zuiki. Zuikis
laikomas nusautu, jeigu pataiko bent vienas medziotojas. Kokiatikimybe, kad zuikis bus nusautas,

jeigu medziotojy pataikymo tikimybés lygios 0,8 ir 0,75? Ats.:0,95.
13. Metama moneta ir losimo kauliukas. Kokia tikimybe¢, kad iskris herbas, o kauliuko
atsivertusiy akiy skaicius bus lyginis? Ats.1/4.
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14. Pirmoje déz¢je yra 12 detaiy, is ju 5 nestandartinés. Antroje dézéje yra 20 detaliy, is ju 4
nestandartinés. I$ kiekvienos dézés atsitiktinai isimama viena detalé. kokiatikimybé, kad abi detalés

nestandartinés? Ats.: 1/12.
15. Metami du kauliukai. Kokia tikimybe¢, kad viename iskris nelyginis tasky skaicius, o
kitame — 6 taskai? Ats.:1/12.

16. Kambaryje nepriklausomai viena nuo kitos dega 2 lemputés. Tikimybe, kad valandos
bégyje neperdegs pirmoji lemputé lygi 0,9, o antroji — 0,7. Kokiatikimybé, kad valandos bégyje
perdegs abi lemputés? Ats.:0,03.

17. Moksleivisismoko 20 is 25 fizikos biliety ir 20 i$ 30 istorijos biliety. Kokia tikimybg,
kad: a) moksleivis islaikys abu egzaminus; b) moksleivis neislaikys nei vieno egzamino?

Ats.:a)8/15; b)1/15.

18. Metamos trys monetos. Kokia tikimybé, kad visose iskris skai¢ius?

Ats.:1/8.

19. Du sauliai, nepriklausomai vienas nuo kito, sauna i ta pati taikini. Pirmojo pataikymo

tikimybe lygi 0,9, antrojo — 0,8. Kokia tikimybé¢, kad bus pataikyta i taikini?
Ats.:0,98.

20. 15 30 sporto mokyklos moksleiviy 12 moksleiviy mokosi krepsinio, 15 —tinklinio, 5 —

tinklinio ir krepsinio, o kiti — kity sporto saky. Kokiatikimybe¢, kad atsitiktinai pasirinktas moksleivis

mokosi tinklinio arba krepsinio? Ats.:11/15.
21. Raskite tikimybg, kad atsitiktinai uzrasytas dvizenklis skaic¢ius bus 3 arba 5 kartotinis.
Ats.:7/15.

22. Saulys pataiko i taikinj su tikimybe 1/3. Jis $auna i taikinj 3 kartus. Apskai¢iuokite
tikimybes siy ivykKiy:

A —saulys nepataiké daugiau kaip 2 kartus;

B — saulys pataiké viena karta;
C —saulys pataiké du kartus;
D —saulys pataiké ne maziau kaip du kartus.
Ats.:8/27; 419; 2/9; 7/27.

23. Tikimybeé, kad studentas islaikys pirma egzamina, lygi 0,9, antra — 0,85, trecia —0,8.
Kokiatikimybé studentui islaikyti ne maziau kaip du egzaminus? Ats.:0,941.

24. Tikimybeé, kad saulys kiekvienu saviu pataikys i taikini, lygi 0,7. Jis sauna 4 kartus. Kokia
tikimybe, kad pirmigji du saviai nekliudys, o kiti du kliudys taikin;?

Ats.:0,0441.

25. Metami du kauliukai. Kokia tikimybeé, kad pirmajame iskris nelyginis akiy skaicius, o
antragjame — 5 akys? Ats.:1/12.
abi raketos pataikys i taikini? Ats.:0,56.

27. Tikimybé, kad pirmosios staklés per darbo valanda nesuges yra 0,9, antrosios — 0,95.
Kokiatikimybe¢, kad per darbo valanda sugestik vienos staklés, jel abi dirba nepriklausomai viena nuo
kitos? Ats.:0,14.

28. Du sauliai nepriklausomai vienas nuo kito sauna i taikinj. Pirmojo pataikymo tikimybé —
0,9, antrojo — 0,75. Kokiatikimybé, kad bent vienas saulys pataikys i taikinj?

Ats.:0,975.

29. Sukdamas “laimésrata” rata viena karta, berniukas ka nors laimi su tikimybe O,1.
Apskaic¢iuokite tikimybes jvykiy:

A —berniukas laimés viena karta, bandes 2 kartus;

B — berniukas laimés vieng karta, bandes 3 kartus;

C —laimés ne maziau kaip du kartus, bandes 3 kartus.

Ats.:0,18; 0,243; 0,028.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

26

30. Abiturientas laiko 2 stojamuosius egzaminus i aukstaja mokykla. Tikimybeé, kad jis
islaikys pirmaji egzamina, lygi 0,8, o antraji — 0,5. Kokiatikimybé, kad abiturientas islaikys abu
egzaminus? Ats..0,4.

31. Egzamino biliete yra 3 klausimai. Tikimybé¢, kad studentas atsakys i pirmaji ir antraji
klausima, lygi 0,9, o i treciaji — 0,8. Kokiatikimybé, kad studentas islaikys egzamina, jei reikia
atsakyti: 1) i visus tris klausimus;

2) norsi du klausimus? Ats.:1) 0,648; 2) 0,954.
32. Zaidime 5 i§ 36 laimima tada, kai atspejami bent trys skaiciai. Kokia laimejimo tikimybé?
Ats.:0,0127.

33. Krepsininkas meta tris baudas. Pataikymo tikimybés, metant pirma, antra ir trecia karta,
atitinkamai lygios 2/3, 3/4 ir 4/5. Kokia tikimybé, kad du is Siy trijy metimy bus taikltis?
Ats.: 13/30.
34. Stebimas dviejy nepriklausomy imoniy akciju kainy kitimas. Tikimybé, kad per ménes;
pakils pirmosios imonés akcijy kaina, yra 0,6; kad antrosios imonés, lygi 0,5. Apskaiciuokite tikimybe,

kad pakils bent vienos i§ imoniu akcijy kaina Ats.:0,8.
35. Tikimybé, kad studentui reikalinga knyga yra universiteto bibliotekoje — 0,9, o fakulteto
bibliotekoje — 0,5. Kokia tikimybé, kad studentas gaus knyga? Ats.:0,95.

36. Dvigjose dézutése yra skirtingu spalvy, bet vienodo dydzio ir formos piestukai. Pirmojoje
dézutéje yra 4 raudoni ir 6 juodi piestukai, o antrojoje — 3 raudoni, 5 meélyni ir 2 juodi piestukai. I8
abigju dézuciy atsitiktinai isimama po viena piestuka. Kokiatikimybé, kad abu piestukai bus raudoni?

Ats..0,12.

4. Salyginé tikimybé. Dviejy jvykiy sandaugos tikimybé. Pilnosios
tikimybés formulé. Bejeso formulé
Ivykio B tikimybé su salyga, kad ivyko ivykis A, vadinama sglygine tikimybe ir zymima
P(B/A). Jeigu m — skaicius vienodai galimy elementariyju ivykiy, palankiy jvykiui A, p — skaicius
vienodai galimy elementariyju ivykiy, palankiy jvykiui AB, o n—visy elementariyju ivykiy skaicius,

ta P(B/A):%:%:%. K adangi P(AB):E,oP(A):%, ta

~—1

P(B/A)=% rba P(A/B)J’((%f

P(A) P(B) |
1§ iy formuliy gauname, kad

P(AB)=P(B/A)P(A)=P(A/B)<(B)|
t.y. priklausomy jvykiy sandaugos tikimybé lygi vieno jvykio salyginel tikimybei, padaugintai
i§ tikimybés kito jvykio, nuo kurio priklauso pirmasis ivykis.
Jeigu yran priklausomy ivykiy A, A, LA, , ta
P(AlAZ KAn) = P(Al)xP(Az /Al)>P(A3/AlA2)><I(>P(An IAA, KAn) :
Tarkime, kad jvykis A gali jvykti kartu su vienu is jvykiy H,, H,,L_,H,, sudaranciy pilna
tarpusavyje nesutaikomy ivykiy aibg, tai jvykis A jvyks, jeigu ivyks bent vienas is jvykiu AH,,
AH,,..,AH .Vadinasi, A =AH, +AH, +L+AH,_ . Ivykiai AH,, AH,,L_,AH_ yratarpusavyje
nesutaikomi, todél P(A) = P(AH, )+ P(AH,)+L +P(AH ). Kadangi P(AH,)=P(A/H,)*P(H,),
P(AH,)=P(A/H,)(H,), .., P(AH )=P(A/H_ )x(H, ), ta
P(A)=P(A/H,)xP(H, )+ P(A/H,)P(H,)+ L+ PA/H,)P(H, )]
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t.y. ivykio A, galincio jvykti kartu su vienu i$ jvykiy H,, H,,L_,H_ , sudaranciu pilna
tarpusavyje nesutaikomy ivykiy aibe, tikimybe lygi kiekvieno is ty jvykiy tikimybiy ir atitinkamy
ivykio A salyginiy tikimybiy sandaugy sumai. Si formulé vadinama pilnosios tikimybeés formule.
Ivykiai H,, H,,L,H vadinami hipotezemis. Remiantis sia formule galima irodyti formulg

P(Hi/A):P(Hi)XP(A/Hi)_ P(Hi)XP(A/Hi)

PlA)  PIATHJP(H)+P(A/H,)P(H,) + L+ P(A/H, )P(H,)

kur i51,2,....n. Si formulé vadinama Bejeso formule.

Pavyzdziai

1. Metami du losimo kauliukai — raudonas ir baltas. Apskaiciuokite tikimybe, kad baltojo
kauliuko atsivertusiy akiy skaic¢ius bus didesnis uz 4, jei raudonojo kauliuko atsiverté 6 akys.

Sorendimas

Pazymékime A — baltojo kauliuko atsivertusiy tasku skai¢ius didesnis uz 4 ir B - raudonojo

kauliuko atsiverté 6 akys. Tada P(B) = 3—% . Kadangi ivykiui AB yratik 2 palankas jvykiai: (6;5) ir

2
(6;6), tai P(AB) = 3—26 . Lieka apskaiciuoti salygine tikimybe P(A /B)= % = 3—§ :% = %
36

2. 18 32 korty kaladés atsitiktinai viena po kitos istraukiamos 2 kortos. Kokia tikimybé, kad
pirmoji kortatazas, o antroji — karalius?

Sorendimas
Pazymékime A — pirmoji kortatizas, B — antroji korta— karadius. Aisku, kad, P(A) = 31'2 = %
=4 - -1.4_1
o P(B/A) =5 TR P(AB)=P(B/A)P(A) = TRt

3. Déz¢je yra 6 raudoni, 5 melyni ir 3 balti rutuliai. Paeiliui i§ dézés imami 3 rutuliai.
Apskaiciuokite tikimybg, kad pirmasis rutulys yra raudonas, antrasis— meélynas ir treciasis — baltas.

Sorendimas

Pazymekime ivykius:

A — pirmasis rutulys — raudonas;

B —antrasis rutulys — mélynas;

C —treciasis rutulys — baltas.

Apskaigiuosime P(A) = % = ; . Tikimybe, kad antrasis rutulys yra mélynas, kai pirmasis
isimtas raudonas rutulys, lygi P(B/A) = 1—53 Tikimybe, kad tresiasis isimtas rutulys yra baltas, kai
pirmasis isimtas rutulys — raudonas, o antrasis mélynas, lygi P(C/A xB) = % . Vadinasi, tikimybe¢, kad
pirmasis rutulys yra raudonas, antrasis — mélynas ir tregiasis — baltas, lygi P(A X8 >C) = P(A)

3 15

P(B/A)XP(C/AXB):—XEXE =— »0,04.
7 13 12 364
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4. 18 50 detaliy 15 pagaminta pirmajame ceche, 20 — antrgjame, o likusios — treciajame.
Pirmasisiir treciasis cechal isleidzia puikios kokybés produkcija su tikimybe 0,9, o antrasis su tikimybe
—0,6. Kokiatikimybé, kad atsitiktinai paimta detalé yra puikios kokybés?

Sorendimas

Pazymekime ivykius:

A —atsitiktinai paimta detalé yra puikios kokybés;

H, — detalé pagaminta pirmajame ceche;

H, — detalé pagaminta antrajame ceche;

Hs — detalé pagaminta treciajame ceche.

Tada P(H,) = % =03, P(H,)= % =04 ir P(H,)= % =0,3. [vykio A salyginés

tikimybés duotos: P(A/H,)=P(A/H,)=09, P(A/H,)=0,6. Taikome pilnosios tikimybes
formule: P(A)=P(A/H,)P(H,)+P(A/H,)P(H,)+P(A/H,)PH,) =
=09°0,3+0,6°0,4+0,9°03= 0,27+0,24+0,27=0,78.

5. Pirmojoje dézéje yra 8 balti ir 6 juodi rutuliai, o antrojoje — 10 balty ir 4 juodi rutuliai.
Atsitiktinai pasirenkama déz¢ ir rutulys. Paimtas juodas rutulys. Kokia tikimybé, kad rutulys buvo
paimtas i$ pirmosios dézés?

Sorendimas

Pazymekime ivykius:

A — paimtas juodas rutulys;

H; — pasirinkta pirmoji dézé;

H, — pasirinkta antroji dézé.

Tada P(H,)=P(H,)=0,5. Juodo rutulio pacmimo tikimybe, kai pasirinkta pirmoji déz¢, lygi
PA/H,)= % :g ir, kai pasirinkta antroji deze - P(A/H, )= % = % Pagal pilnosios tikimybeés
formulg apskaiciuojame tikimybe, kad paimtas rutulys juodas: P(A) = P(A/H,)xP(H, )+

31 21 3 2_5 o . . .
A/H,))¥PH,)= =x-+=x-=—+—=—_lesko tikimybg, kad paimtas juodas rutulys is
PATH,P(H, )= 00 +256 ==+ = . leskomuja tikimybe, ked paimias ysis
pirmosios dézés, apskaiciuojame pagal Bejeso formule:

1.3
Zx—
P(HllA) - P(Hl)P(A/Hl) - 2 7 :§ - 0,6
P(A) 5 5
14
Pratimai
1. 1. Zinome, kad P(A)50,3, P(B)50,2 ir P(A+B)50,4. Apskaiciuokite tikimybes jvykiu:
1) P(AB); 2) P(A/B); 3) P(B/A). Ats:1) 0,1; 2) 0,5; 3) %
2. 2. Metami du losimo kauliukai. Apskaiciuokite tikimybg, kad iskritusiy akiy sumalygi 7,
jel ju sandauga nevirsija 13. Ats.: 2%

3. Dézéje yra 20 vienodo didumo rutuliy. 8 balti rutuliai pazyméti skaitmeniu 1, 7 balti —
skaitmeniu 2, 3 juodi skaitmeniu 1 ir 2 juodi — skaitmeniu 2. Atsitiktinai traukiamas rutulys.
Apskaiciuokite tikimybg istraukti balta rutuli, kuris pazymétas skaitmeniu 2.

Ats.: Z )
9
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4. Monetamétomartol, kol atsivercia herbas arba kol tris kartus atsivercéia skaicius.

Apskaic¢iuokite tikimybe, kad moneta mesta tris kartus su salyga, kad pirma karta atsiverté skaicius.
Ats.: 0,5.

5. 18 34 egzamino klausimy studentas viena po kito traukia 2 klausimus. Egzamina studentas
islaiko, jeigu atsako bent i viena klausima. Apskaiciuokite tikimybe, kad studentas islaikys egzamina,
jeigu jisgerai zino atsakymus i 30 klausimy ir pirmuoju istrauké “nelaiminga” klausima.

Ats.: 0,107.

6. 1S 3 gamykly i parduotuve atvezé elektros lemputes. 25 % visy lempuciy pagaminta
pirmojoje gamykloje, 35 % lempuciu — antrojoje gamykloje ir 40 % - treciojoje gamykloje. Tikimybé,
kad pirmoji gamykla pagamino brokuota lempute, lygi 0,01, antroji — 0,008 ir trecioji — 0,007. Kokia
tikimybe, kad atsitiktinai paimta lemputé brokuotina? Ats.:0,0081.

7. Gautos detalés, pagamintos trimis staklémis. Pirmomis staklémis pagaminta 40 % visy
detaliy, antromis — 35 %, treciomis — 25 %. Pirmomis staklémis pagaminta 90 % pirmos rasies detaliu,
antromis — 80 % ir treciomis— 70 %. Kokia tikimybé, kad paimta detalé bus pirmos rasies?

Ats.: 0,815.

8. [déze, kurioje buvo 2 rutuliai, jdétas baltas rutulys. Po to is jos atsitiktinai istraukiamas
vienas rutulys. Apskaic¢iuokite tikimybe, kad istrauktas baltas rutulys, jeigu visi dézéje buvusiy rutuliy
spalvu kombinaciju variantal yra vienodai galimi. Ats.: g :

9. Dézéje sudétostokios detalés: 16 detaliy, pagaminty pirmajame bare, 24 — antrgjame ir 20
—trecigjame. Tikimybé, kad antrajame bare pagaminta detalé yra labai geros kokybgs, lygi 0,6,
tikimybg, kad pirmajame ir treciajame bare pagaminta detalé yra labai geros kokybés, lygi 0,8. Raskite
tikimybg, kad paimta detalé bus labai geros kokybés. Ats.: 0,72.

10. Medziotojas 3 kartus sauna | béganti serna. Tikimybé pataikyti pirmu saviu lygi 0,4, antru
—0,5, treciu — 0,7. Kad sernas krinta, pataikius viena karta, tikimybé 0,2, du kartus— tikimybe¢ 0,6.
Pataikius tris kartus, jis tikrai krinta. Raskite tikimybe ivykio, kad sernas bus nusautas.

Ats.: 0,458.

11. Vienoje déz¢je yra 6 balti ir 4 juodi rutuliai, antroje — 7 balti ir 3 juodi, trecioje — 8 balti.
Atsitiktinal pasirenkama viena is trijy déziy ir atsitiktinai is jos isimamos rutulys. Isimtas baltas
rutulys. Kokiatikimybé, kad jis isimtas i§ antros dézés? Ats.: 213
zmoniy grupés, kuria sudaré 400 motery ir 60 vyry, atsitiktinai pasirinktas zmogus pasirodé esas
daltonikas. Kokiatikimybé, kad pasirinktas vyras? Ats.: g

13. I8 10 studenty, atéjusiy laikyti egzamina, 3 yra pasiruose labai gerai, 4 — gerai, 2 —
vidutiniskai ir 1 —nepasiruosegs. Egzamino bilietuose yra 20 klausimy. Labai gerai pasiruosgs studentas
gali atsakyti i visus klausimus, gerai pasiruoses—i 16 klausimy, vidutiniskai — i 10, 0 nepasiruosgs — i
5. Atgitiktinai iskviestas studentas atsake i tris pateiktus klausimus. Kokiatikimybé, kad sis studentas
buvo labai gerai pasiruoses egzaminui? Ats.: 0,58.

14. Meskeriotojas turi 3 mégstamas zuklés vietas, kurias lanko su vienoda tikimybe.

Tikimybé, kad zuvis uzkimba, uzmetus meskerg pirmoje vietoje, yra % , antroje - % , otrecioje - % :

Zinoma, kad meskeriotojas meskere uzmeté 3 kartus, o istraukeé tik viena zuvi. Kokiatikimybe, kad jis
zuklavo pirmoje is mégstamy viety? Ats.: 0,36.

15. Grybautojas, paklydes miske, iséjo i laukyme, i$ kurios | jvairias puses eina 5 kelial.
Tikimybé iseiti is misko per valanda pirmuoju keliu lygi 0,6, antruoju — 0,3, treciuoju — 0,2, ketvirtuoju
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—0,1ir penktuoju — 0,1. kokia tikimybeé, kad grybautojas pasuko pirmuoju keliu, jei jisiséjo is misko
tikrai per valanda? Ats: 1_63 .

16. Pirmojoje dézéje yra 1 baltas ir 4 juodi rutuliai, antrojoje — 4 balti ir vienas juodas. 1§
pirmosios dézés atsitiktinai i1simtas vienas rutulys ir jdétas | antraja dézg. Po to i$ antrosios dézés
atsitiktinai isimtas vienas rutulys. Apskai¢iuokite tikimybe, kad rutulys yra baltas.

Ats.: 0,7.

17. 10 jaunuoliy iséjo grybauti. 5 is ju baravyka randa su tikimybe 0,6, trys — su tikimybe 0,5
ir kiti du — su tikimybe 0,3. Vienas vaikinas rado baravyka. Kokiatikimybé¢, kad baravyka rado
pirmosios grupés jaunuolis? Ats.: 0,59.

18. Pro degaling vaziuoja lengvosios ir krovininés masinos. Krovininés masinos sudaro 60 %
visy pravaziuojanciy masinu. Tikimybé, kad prisipilti degaly uzvaziuos lengvoji masina, lygi 0,2,
krovininé — 0,1. Prie degalinés privaziavo masina. Kokia tikimybeé, kad tai krovininé masina?

Ats.: § )
7

5. Nepriklausomi pasikartojantys bandymai. Bernulio formulé

Métome moneta. Pirma karta iskrito herbas, antra — vél herbas, trecia — skaic¢ius, ketvirta —
herbasir t.t. Tai, kad ketvirta karta metus moneta, iskrito herbas, visiskai nepriklauso nuo to, kas
iskrito, metus pirma, antra ir trecia karta. Cia yra nepriklausomy pasikartojanciy bandymy pavyzdys.

Kai jvykio A tikimybé kiekviename is bandymuy nepriklauso nuo kity bandymy rezultatuy,
bandymai vadinami nepriklausomais jvykio A atzvilgiu.

Sakykime, atliekant nepriklausoma bandyma, tikimybe, kad jvyks ivykis A, lygi p (0£ p£1),
o kad 3is {vykis neivyks, lygi g5 1-p. Apskaiciuosime tikimybe P, (k), kad, atliekant n nepriklausomy
bandymuy, ivykis A ivyks k karty. Tikimybé vieno sudétinio jvykio, kur, atlikus n nepriklausomy
bandymy ivykis A ivyko k karty ir nejvyko n-k karty, lygi nepriklausomy ivykiy tikimybiy sandaugai
AT7TB SATFB
PXp A X x> K = phg™ k. Bet jvykis A, atliekant n bandymuy, gali jvykti skirtinguose
bandymuose. Tokiy skirtingu sudétiniu ivykiy yratiek, kiek galima sudaryti deriniy i$ n elementy po k,
t.y. C*. Kadangi visi Sie sudétiniai jvykiai yra nesutaikomi, tai
P.(k)=Cip“a™"|

Si formulé vadinama Bernulio formule. Jeigu reikia apskaiciuoti tikimybe, kur, atliekant n
nepriklausomy bandymy, ivykis A jvyko tarp Kk, ir k, karty, tai naudojama formulé

K, K,
P.(k, £k £k,)=a P,(k)= & Cipa™"]|

k=k, k=k,

Apskaiciave tikimybes P, (k) su jvairiomis k reikimemis, matysime, jog pradzioje P, (k)
didéja, didéjant k, o nuo tam tikros reiksmeés k, pradeda mazéti. Vadinasi, egzistuojatoks k,, kad

P.(k,- )EP,(k,)£P,(k, +1) arba|[P+p-1Ek, £np+p]

n

Taigi, su k, reikime P, (k) igyjadidziausia reikime, t.y. |Ko] yra labiausiai tikétinas jvykio
A pasirodymy skaicius. Kadangi k, yrasveikasis skaicius, tai k, turi vienintelg reikSmg, kai intervalo
galai néra sveikieji skaicial, ir k,, turi dvi reikSmes k, =np+p-1ir k, =np+p, kai intervalo galai
yrasveikigji skaiciai.
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Kai skaigiai nir k yra pakankamai dideli, susiduriame su tikimybés P, (k) skaiciavimo
sunkumais. Laplaso formulés suteikia galimybe nors ir apytiksliai, bet Zymiai paprasciau apskaiciuoti

Sig tikimybe:
) o
P, (k) »
\/pn g\/np
an - np
P(k, £k £k, »F“
1 S I 5 Sanq @|
¢ia
()=e Fl)=g =L 5
j X)=———e 2 _\ 2
N Ot &
Siose formulése j (x) yralygine funkcija, o F (x) - nelygine. Siy funkciju reiksmes randamos
i$ lenteliy.
Kai n yradidelis, o p labai mazas skaicius, tai tikimybe P, (k) skaiciuojama pagal Puasono
formule:

Ik - |
P, (k)» ; kur | =np

Pagal Puasono formule skaiciuojamos dideliame bandymy skaiciuje retai pasitaikanciy ivykiu

tikimybes.
Pavyzdziai
1. Tikimybe pataikyti i taikini lygi 0,8. Kokiatikimybé pataikyti 7 kartusis 10?
Sorendimas
Cian510, p50,8, 51-0,850,2. Paga Bernulio formule
10>9>8 4 1
Pu(7)= CL(08) (02)' = o 225 02.
2. Zaidimo kauliukas metamas 5 kartus. Kokiatikimybe, kad 4 akys iskris ne maziau kaip 3
kartus?
Sorendimas
5 3 5 .0
Pk 9= 4 P10= R )+ ) =CIEI B L B0 R0, @00
£60 &6 ¢ &6g&6g &6 é&6g

55 ><(10>Q5+5>6+1) 276 _ 23 | 6,035,
6° 648

3. Moneta metama 1000 karty. Apskaic¢iuokite labiausiai tikéting herbo pasirodymy skaiciy.
Sorendimas
Cian51000, p50,5, tai np+p5 1000:0,5+0,5=500,5. Vadinasi, 500,5- 1£ k, £500,5 ir

k, =500. Gavome, kad labiausiai tikétinas herbo atsivertimy skaicius yra 500.

4. 10 % parduoty televizoriy per garantini laikotarpi reikalauja remonto. Kokiatikimybe, kad
i$ 64 parduoty televizoriy 6 pareikalaus garantinio remonto?
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Sorendimas

Cian564, k56, p50,1, q50,9. Skaiciuojame x = k-np_ 6-6401

= »-017; lentel¢je
Jnpg /640,109

randame, kad j (- 017) =j (017)» 0,3932. [statome i Laplaso formule Py, (6) »

=1 103932501638,
2,4

5. Tikimybé, kad pagaminta detalé yra nestandartiné, lygi 0,005. Apskaiciuokite tikimybe,
kad tarp atsitiktinai paimty 1000 detaliy bus 4 nestandartinés detalés.

Sorendimas

Kadangi n51000 yra palyginti didelis, 0 p50,005 pakankamai mazas skaiius, tai P, (4)
skai¢iuosime pagal Puasono formule. Apskai¢iuojame | =np =1000°0,005 =5 ir i§ lentelés randame

P (4) » 0,1755.

Pratimai

1. Saulio pataikymo i taikini tikimybe lygi 0,6. Raskite tikimybe, kad, soves 4 kartus, jis
pataikys ne maziau kaip 3 kartus. Ats.: 0,4752.

2. Sékly daigumas lygus 60 %. Kokiatikimybé, kad is 5 sékly sudygs ne maziau kaip
keturios? Ats.: 0,337

3. Tikimybé islosti loterijoje, turint viena bilieta, lygi 0,15. Kokia tikimybeé, kad islos bent
vienas is 4 biliety? Ats.: 0,478.

4. Tikimybe, kad saulys pataikys i taikinj, lygi 0,8. Saulys i taikinj sové 5 kartus. Kokia
tikimybe, kad pataikyta tris kartus? Ats.: 0,2048.

5. Krepsininkas meta keturias baudas. Kokia tikimybé, kad bus taikliis ne maziau kaip trys

metimai, jeigu bet kurj karta metant bauda sio krepsininko taiklaus metimo tikimybé yra 0,75?
Ats.:0,738.
6. Kiekviena karta saunant i taikini pataikymo tikimybé yra 0,6. Kokia tikimybé¢, kad saunant
5 kartus ne maziau kaip vienas ir ne daugiau kaip trys saviai bus taikltis?
Ats.:0,6528.
7. Moneta metama 10 karty. Kokia tikimybé, kad herbas iskris lygiai 3 kartus?
Ats.:15/128.

8. Dézutéje yra 6 balti ir 9 juodi rutuliukai. Vienas rutuliukas isimamas, isidémima jo spalva
ir dedamas atgal | dézute. Paskui i$ jos vél iSimamas vienas rutuliukas, isidémima jo spalvair
pastarasis taip pat dedamas atgal | dézute. Po to is dézutés isimamas dar vienas rutuliukas, vél
isidemima jo spalvair pastarasis taip pat dedamas atgal i dézute. Kokiatikimybe, kad visy trijy isSimty
rutuliuky spalva balta? Ats.:8/125.

9. Sviestuve yra 6 elektros lemputes. Tikimybe, kad lemputé perdegs per metus lygi 0,2.
Kokiatikimybe¢, kad per metus perdegs 2 elektros lemputés? Ats.:768/3125.

10. Losimo kauliukas metamas 3 kartus. Kokia tikimybe¢, kad 6 taskai iskris 2 kartus?

Ats.:5/72.

11. Turime sarasa Lietuvos seimy, auginanciy po 3 vaikus. Atsitiktinai is to saraso
pasirenkame viena seima. Apskaiciuokite tikimybes ivykiuy: 1) visi trys vaikai seimoje — berniukai; 2)
seimoje du berniukai ir viena mergaité; 3) seimoje dvi mergaités ir vienas berniukas; 4) seimoje trys
mergaités. (Laikykite, kad mergaités ir berniuko gimimo tikimybés yra lygios).

Ats.:1) 1/8; 2) 3/8; 3) 3/8; 4) 1/8.
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12. Laikant egzamina reikia atsakyti i 6 klausimus. Duoti keturi galimi kiekvieno klausimo
atsakymai, kuriuy vienas yrateisingas. Apskaiciuokite tikimybe spéjant atsakyti bent 1 5 klausimus.

Ats.:19/2%,

13. Tikimyb¢ islosti loterijoje lygi 0,08. Kokiatikimybe, kad is 5 pirkty biliety du bus
laimingi? Ats.: 0,05.

14. Tikimybe, kad 3aulys pataikys i taikinj, lygi 0,8. Saulys i taikinj sové 5 kartus. Kokia
tikimybe¢, kad pataikyta tris kartus? Ats.:0,2048.

15. Du vienodo pajégumo sachmatininkal zaidzia Sachmatais. Kas labiau tikétina: is 4 partiju
islosti 2 ar i$ 6 partijy islosti 3? Ats.:is 4 islosti 2.

16. Kokiatikimybg, kad 10 karty metus losimo kauliuka trys akys atsivers ne daugiau kaip 2
kartus? Ats..0,775.

17. Tikimybé, kad birzelio ménesj diena yra giedra, lygi 0,8. Kokia tikimybeé, kad is 7 savaités
dieny 5 bus giedros? Ats.:0,2753.

18. Tikimybé, kad saulys pataikys i taikini, lygi 0,8. Kokia tikimybé¢, kad bus taikltis 9 is 10
saviy? Ats.:2X4/5)°.

19. Keturis kartus metame losimo kauliuka. Kiekvieng karta zitrime, ar iskris daugiau nei 4
taskai. Apskaiciuokite tikimybes, kad stebimas jvykis jvyks: 1) du kartus; 2) tris kartus; 3) bent du
kartus; 4) bent tris kartus. Ats.:1) 8/27; 2) 8/81; 3) 11/27; 4) 1/9.

20. Zaidziame su lygiaveriu priesininku. Kas labiau tikétina: laiméti 4 partijasis 5 ar bent 6
is 8? Ats.:4i8 5.

21. Gamyklos produkcijos brokas sudaro 7,5 %. Atsitiktinai paimtos 39 detalés. Raskite
labiausiai tikéting standartiniy detaliy skaiciy. Ats.: 36ir 37.

22. Mokymo riimuose yra 410 dienos sviesos lempu. Tikimybé, kad lempa perdegs per metus,

lygi % . Koksyralabiausiai tikétinas skaic¢ius lempu, kurias per metus teks pakeisti naujomis?

Ats.: 45.
23. Losimo kauliukas metamas 240 karty. Kokj labiausiai tikéting skaic¢iy karty atsivers 6
akys? Ats.:40.
24. Tikimybeé, kad baravykas sukirmijes, lygi 0,2. Rasta 50 baravyky. Koks tikétiniausias
sveiky baravyky skaicius? Ats.: 40.
25. 80 % imoneés produkcijos yra auksciausios rasies. Kokiatikimybe, kad is 900 sios imonés
gaminiy auksciausios rasies bus ne maziau kaip 7007 Ats.: 0,9525.

26. Tikimybeé, kad knygos puslapyje yra klaidy, lygi 0,0025. Tikrinama 800 puslapiu knyga.
Kokiatikimybe, kad knygoje bus nuo 3 iki 5 puslapiy su klaidomis?  Ats.: 0,3068.

27. Elektroninéje schemoje yra 800 elementy, dirbanciy nepriklausomai vienas nuo kito.
Tikimybé, kad per savaite kuris nors elementas suges, yra 0,003. Kokiatikimybé¢, kad per savaite suges
2 elementai? Ats.: 0,26

6. Atsitiktiniai dydZiai ir jy charakteristikos

Daznai bandymo rezultatas yra atsitiktinis jvykis, kuri atitinka koks nors skaicius. Pavyzdziui,
mesdami losimo kauliuka, gauname viena i§ skaiciuy 1, 2, 3, 4, 5, 6. Atvirtusiy akiu skai¢iy laikysime
atsitiktiniu dydziu. Atsitiktiniais dydziais galime laikyti ir zmogaus tigj, sauléty dieny skaiciu per
ménes], autoavarijy skai¢iy per savaite ir t.t.

Atsitiktinis dydis yra toks dydis, kuris po bandymo igyja konkrecia skaiting reiksme. Norint
nusakyti atsitiktini dydi, reikia zinoti ne tik jo reiksmes, bet ir kaip daznai tos reiksmeés igyjamos, t.y.
reikia zinoti tikimybes, su kuriomis tos reiksmeés igyjamos. Atsitiktinius dydzius, kurie igyja baigtini
skaiciy reitksmiy, vadinsime diskreciaisiais atsitiktiniais dydziais. Atsitiktinius dydzius zymésime
raidemis X, Y, Z ir t.t. Atsitiktinio dydzio X reikSmes zymeésime raidemis x,, X,,K, X, , o tikimybes,

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

su kuriomis tos reiksmes ijgyjamos, zymeésime p,, p,,K,p, . Lentel¢, kurioje pateikiamos atsitiktinio
dydzio visos galimos reiksmés ir ty reilkSmiy igijimo tikimybés, vadinama atsitiktinio dydzio skirstiniu

X X, X, X,
P P, P2 Pn
Ivykiai “ A, - astiktinisdydis X igyjareiksmeg x,”, “ A, - atsitiktinisdydis X igyjareiksmg
X,", .., " A, -astiktinisdydis X igyjareiksmg X, ” sudaro pilnaja nesutaikomy ivykiy aibg, todél ty

ivykiy suma yra batinas jvykis:
PA, +A, +K+A )=P(A,)+PA,)+K+P(A )= |P.+P, *K+p, =1
Atsitiktinio dydzio matematine viltimi (vidurkiu) vadinsime atsitiktinio dydzio reikSmiy ir ju
tikimybiy sandaugu suma:

MX = lel +X2p2 +K+ann .

Binominio skirstinio matematine viltis .

Atsitiktinio dydzio X nuokrypiu nuo matematinés vilties MX vadinsime skirtuma X-MX.
Atsitiktinio dydzio X nuokrypio kvadrato matemating vilti vadinsime sio dydzio dispersija ir
zymésime DX:

DX =M(X - MX )’}

Binominio skirstinio dispersija [DX5npq}.

Dispersija parodo, kaip atsitiktinio dydzio reiksmés yra “issibarsciusios” apie jo matemating
viltj, t.y. jei DX yranedidelis skai¢ius, tai X reiksmes artimos matematinei vilciai, o jei DX yradidelis
skaicius, tai X reiksmeés labai skiriasi nuo matematinés vilties MX. Siuo atveju, statistiskai vertinant X
reiksmes, negalimateigti, jog MX savybés budingos daugeliui reiksmiy.

Atsitiktinio dydzio vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu vadinsime dydj [s_=~/DX ]

Atsitiktinio dydzio skirstinys gali bati pavaizduotas grafiskai tokiu biidu: Ox asyje atidedame
atsitiktinio dydzio X reikimes, o Oy asyje — ju atitinkamas tikimybes. Lauzté, jungianti taskus (x,;y, ),
vadinama pasi skir stymo daugiakampiu, arba poligonu.

Pavyzdziai

1. Metamos dvi monetos. Atsitiktinis dydis X yra skaiciaus atsivertimy skai¢ius. Uzrasykite
sio atsitiktinio dydzio skirstini.

Sorendimas

Sio bandymo elementarigji ivykiai yra: hh, hs, sh, ss. Atsitiktinis dydis X gali jgyti reiksmes

0, 1, 2. Sios reiksmes igyjamos su tikimybéemis % % % . Uzrasome atsitiktinio dydzio X skirstin;:
X 0 1 2
p | L |1 |1
4 2 4

2. | taikin; saunama tris kartus. Atsitiktinis dydis X yra pataikymuy i taikini skaicius.

0,2.
Sorendimas
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Atsitiktinis dydis X gali igyti reiksmes 0, 1, 2, 3. Turime nepriklausomy bandymuy serija, todél
tikimybes skai¢iuosime pagal Bernulio formule: P,(0) = (0,8)° =0,512; P,(1) = C1(0,2)'(0,8)° = 0,384;
P,(2)=c2(0,2)°(08)' =0,096; P,(3)=C3(0,2)°(0,8)° =0,08. Sudarome lentele:

X o | 1| 2|3

P 10512]0,384 | 0,096 | 0,08
Patikrinimas: 0,512+0,384+0,096+0,0851.

3. Duotas atsitiktinio dydzio skirstinys:

X -2 -1 1 2
p | L1 11
6 3 3 6
Apskaiciuokite matemating vilti ir dispersija.
Sorendimas
MX =- 25t - 1 41 + 25 = 0.
6 3 3 6
Sudarome atsitiktiniy dydziy X-MX ir (X-MX)? skirstinius;
X-MX -2 -1 1 2
(X-MX)* | 4 1 1 4
P i1 101
6 3 3 6
DX:4X£+1X}+1X}+4X£:2
6 3 3 6

4. Metamos trys monetos: 2 centy, 5 centy ir 10 centy. Atsitiktinis dydis X — atvirtusiy centy
suma. Raskite atsitiktinio dydzio X matemating vilti ir dispersija. Apskaiciuokite tikimybes jvykiuy:
P{x £10}; P12 £ x}; P5< X <12}.

Sprendimas
Galimos tokios bandymo baigtys: hhh, 2hh, h5h, hh10, 25h, 2h10, h510, 2510. Visos

bandymo baigtys vienodai galimos, todel p, = % Sudarome lentele:

x| 02|57 ]10|12]15]17
e I I I
8 1 8|8 |8 |8| 8| 8] 8

MX :%(O+2+5+7+10+12+15+17):8,5.

DX skaic¢iavimui sudarome nauja skirsting:

(X-MX)? (0-85)% | (2-85)* | (5-85)* | (7-8,5)° | (10-8,5)% | (12-8,5)* | (15-8,5)* | (17-8,5)°

p 1 1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8
DX = % (72,25+42,25+12,25+ 2,25+ 2,25+12,25+ 42,25+ 72,25) = % x258 = 32,25,
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P{x £10}=P{X=O}+P{X=2}+P{X=5}+P{X=7}+P{X=10}=g.
Pl12 £ X} = P{X =12} + P{x =15} + P{X :17}::;’.

P{5<X<12}:P{X:7}+P{X:10}:%.

Pratimai

1. Yra100 loterijos biliety. 30 biliety laimi po 1 Lt, 10 biliety po 5 Lt, 2 bilietai po 25 Lt,
likusigji — be laiméjimo. Laiméjimo dydis yra atsitiktinis dydis. Apskai¢iuokite sio dydzio matemating
vilti (t.y. koks laiméjimas vidutiniskai tenka vienam bilietui) Ats.: 1,3 Lt.

2. Raskite atsitiktinio dydzio X matemating viltj (vidurki), kai duotos ju pasiskirstymo

lenteles. 1) T 1727312122 [xT 212716 87 10
P | 0403]02]01 Pl02]01]02]01]04

Ats.: 1) 2; 2) 6,8.

3. Atsitiktinis dydis X yra pasirodziusiy tasky skaicius metus losimo kauliuka. Raskite jo
matematine viltj. Ats.:3,5

4. 15 dézés, kurioje yra 2 raudoni ir 3 juodi rutulial, atsitiktinai istraukiami 2 rutuliai.
Atsitiktinis dydis — raudony rutuliy skaicius. Raskite matemating vilti.

Ats.:0,8.

5. Parduota 1000 loterijos biliety po 1 Lt. IS ju du bilietai laimingi; vienas laiméjimas — 500
lity, kitas— 100 lity. Apskaiciuokite vidutini laiméjimo dydi (laiméjimo matemating vilti), jei pirktas 1
bilietas. Ats.:-0,4.

6. Raskite atsitiktiniy dydziy matemating vilti ir dispersija, kai duotos juy pasiskirstymo

lenteles: xT1T2131a 5
D 1111111 !13 1 2 | x = 0 L
= I e e e e e Pl 03] 04| 03
6| 6|6|6]|6]|6
3) 4)
X 5 7 10 15 X1 -21-110 1 2
P102]05]02] 01 P|01]/02(03|03]|0,1
5) 6)
X 4 6 7 X | 0 1 2 3
P 0,7 0,2 0,1 P|lo4|03]|02] 01
7) 8)
x| 5 7 | 10| 15 x| 271270172
P|02|05]02]01 P|01[02]03[03]01

Ats::1) 35;2,9;2) 0;0,6; 3) 8; 8;4) 0,1;0,3;5) 4,7, 1,2;6) 1;1;7) 8; 8; 8) 0,1; 0,3.

7. Loterijos skritulys suskirstytas i 10 vienody sektoriy, i$ kuriy 1 sektorius pazymétas
skai¢iumi 10,1-8,1-7,1-6,2—-4, 1 -1, 3—0. Bilietas, leidziantis sukti rata 1 karta, kainuoja 6
centus. Issuktas skaicius nurodo, kiek zmogus, pasukes rata, gauna centy. Sudarykite laiméjimo
dydzio pasiskirstymo lentelg, raskite vidutini laiméjimo dydji, laiméjimo dydzio dispersija ir viduting
kvadratini nuokrypi. Ats.:-2; 12,2; 3,5.

8. Metami 2 losimo kauliukai. X — atvirtusiy taskuy suma. Sudarykite atsitiktinio dydzio
skirsting ir pavaizduokite ji grafiskal (nubraizykite poligona). Raskite matemating vilti, dispersija ir
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vidutinj kvadratini nuokrypi. Apskaigiuokite tikimybes jvykiy {X £ 6}, {MX - s £X £MX +s}.
Ats.: 7, 5§; 2,4, E; E
6 12 3

9. Metamos dvi monetos. Atsitiktinis dydis X yra herbo atsivertimy skaic¢ius. Uzrasykite §io
dydzio skirstinj.

10. Loterijoje yra 1000 biliety. 200 biliety laimi po 1 Lt, 100 biliety — po 5 Lt, 80 biliety — po
20 Lt, 20 biliety — po 50 Lt. Laiméjimo dydis X yra atsitiktinis dydis. Uzrasykite jo skirsting ir
apskaiciuokite matemating vilt;. Ats.:3,3.

11. IS dézés, kurioje yra 2 balti ir 4 juodi rutuliai, atsitiktinai isimami 4 rutuliai. Atsitiktinis
dydis X yraistraukty juodu rutuliy skai¢ius. Apskaiciuokite sio atsitiktinio dydzio vidurkj, dispersija ir
kvadratini nuokrypi. Ats.:8/3; 16/45; 0,6.

12. Metamas losimo kauliukas. Jei atsivercia maziau nei 5 akys, tai Algis moka Martynui 10
centy, jei atsivercia daugiau nei 4 akys, tai Algis gauna is Martyno 20 centy. Atsitiktinis dydis— Algio
islosta suma. Raskite atsitiktinio dydzio matemating viltj ir dispersija.

Ats.:0; 200.
13. Is dézés, kurioje yra 2 balti ir 3 mélyni rutuliai, atsitiktinai istraukiami du rutuliai. Raskite
MX, kai X —istraukty balty rutuliy skaic¢ius. Ats.:0,8.

14. Loterijos skritulys suskirstytas | 16 vienodu sektoriu, i$ kuriy vienas sektorius pazymétas
skai¢iumi 14, du sektoriai pazyméti skai¢iumi 9, trys sektorial pazyméti skai¢iumi 4, keturi sektoriai
skaiciumi 1, visi likg sektoriai pazymeti skaiciumi O. Bilietas, leidziantis sukti rata viena karta,
kainuoja 4 litus. X — laiméjimo dydis — issuktas skai¢ius, minus bilieto kaina. Apskaic¢iuokite
matemating vilti ir dispersija. Raskite tikimybes jvykiuy: A —laiméjimo dydis X<0; B — laiméjimo
dydis -3£X<10. Ats.:-1; 133/8; 5/8; 9/16.

15. Kioske yra 34 zurnalai “Moteris’ po 4,5 Lt, 36 zurnalai “Ji” po 3,5 Lt, 16 zurnaly
“Laima’ po 5 Ltir 14 zurnaly “leva’ po 10 Lt. Atgtiktinis dydis X — paimto zurnalo kaina.
Apskaic¢iuokite atsitiktinio dydzio X matemating vilti. Ats.:4,99.

16. Medziotojas nutaré pabandyti laime, turédamas tik keturis sovinius. Pataikymo i béganti
kiski tikimybé lygi 0,25. Atsitiktinis dydis X —stviy i Kiski iki pirmo pataikymo skaicius.

Apskaic¢iuokite atsitiktinio dydzio X vidurki ir dispersija. Ats.:2,05; 1,57.
17. ] taikini Saunamactris kartus. Pataikymo tikimybé 0,4. Atsitiktinis dydis X — pataikymy
skai¢ius. Raskite matematinj vidurki ir dispersija. Ats.:1,2; 0,72.

18. Metamos 3 monetos: 1 cento, 2 centy ir 5 centy. Atsitiktinis dydis X — atvirtusiy centy
suma. Raskite atsitiktinio dydzio X pasiskirstyma, pavaizduokite ji grafiskai, apskaiciuokite
matemating vilti ir dispersija. Apskaiciuokite tikimybes ivykiy: { XE3}, { 5EX}, {2<X<5}.

Ats.:4; 15/2; 1/2; 1/2; 1/8.

19. Moneta metama 3 kartus. X — herbo pasirodymy skai¢ius. Raskite atsitiktinio dydzio
pasiskirstyma. Pavaizduokite ji grafiskali. Apskaiciuokite matemating viltj ir dispersija..

Ats.:3/2; 3/4.

20. Krepsininkas, kuris mesdamas bauda pataiko i krepsi su tikimybe 2/3, metatris baudas. X
— pataikymy skaicius. Apskaiciuokite matemating viltj ir dispersija.  Ats.:2; 2/3.

21. Moneta metama 5 kartus. Atsitiktinis dydis X — skaic¢iaus pasirodymu skaicius.
Apskaiciuokite matemating vilti ir dispersija. Ats.:2,5; 1,25.

22. Meskeriotojas kiekvienu meskerés uzmetimu pagauna zuvi su tikimybel/2. Atsitiktinis
dydis X — pagauty zuvy skai¢ius 6 kartus uzmetus meskerg. Raskite matemating viltj ir dispersija.

Ats.:3; 1,5.
23. Metamos 4 monetos . Atsitiktinis dydis X — skai¢iumi atvirtusiy monety skaicius. Raskite
matemating viltj ir dispersija. Ats.:2; 1.
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24. Metamos trys monetos. 10 centy, 20 centy ir 50 centy. Atsitiktinis dydis X — atvirtusiy

centy suma. Apskaiciuokite atsitiktinio dydzio matemating vilti ir dispersija.
Ats.:40; 750.

25. Laimés ratas padalytas i 16 lygiy sektoriy, kurie pazyméti skaiciais: 5—0,4—-2,6—-5ir 1
—10. Sie skai¢iai reiskia laimejimo dydi litais. Bilietas, leidziantis sukti laimes rata, kainuoja 2 Lt.
Atsitiktinis dydis X —issukto laiméjimo ir bilieto kainos skirtumas. Sudarykite atsitiktinio dydzio
skirstinio lentele. Pavaizduokite atsitiktinio dydzio skirstini grafiskai. Apskai¢iuokite atsitiktinio
dydzio matemating vilti, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.

Ats.:1; 61/8; 2,76.

26. Turime 10 vienody korteliy, ant kuriy uzrasyti skaic¢iai 1,6,1,4,4,6,4,4,6,1. Atsitiktinal
istraukiama viena kortelé, uzrasomas skaic¢ius ir kortelé dedama atgal. Po to istraukiama antra kortelé,
uzrasomas skaicius ir kortelé dedama atgal. Atsitiktinis dydis— uzrasyty skaiciy suma. Apskaiciuokite
matemating viltj ir dispersija. Ats..7,4; 412,64.

27. Losimo kauliukas metamas 3 kartus. Atsitiktinis dydis X yra atvirtusiy “sesiukiy”

skai¢ius. Sudarykite atsitiktinio dydzio skirstini. Apskai¢iuokite matemating vilti ir dispersija.
Ats.:1,08

28. Moneta metama 4 kartus. Atsitiktinis dydis X yra atvirtusiy herbu monety skaic¢ius.

Sudarykite atsitiktinio dydzio skirstinj. Apskaiciuokite matemating viltj ir dispersija.
Ats.:2; 1.

29. Saulys $auna i taikinj 4 kartus. Pataikymo tikimybe lygi 0,9. Atsitiktinis dydis X yra

pataikymuy skaicius. Raskite atsitiktinio dydzio matemating vilti ir dispersija.
Ats.:3,6; 0,36.

30. Tikimybeé, kad verslininko sandoris sckmingas, lygi 0,5. Tarkime, kad 5 nepriklausomi
verslininkai sudaré po 1 sandori. Sudarykite sckmingu sandoriy skaiciaus X skirstinj. raskite
matemating vilti ir dispersija. Ats.:2,5; 1,25.

31. Tikimybeé, kad tam tikros rasies elementas veiks bent 15 dieny, yralygi 0,8. Nupirkti 4
tokie elementai. Tegu X yra elementy, veikusiy bent 15 dieny, skai¢ius. Raskite atsitiktinio dydzio
skirsting, vidurkj ir dispersija. Ats.:3,2; 0,64.

Jvairus uzdaviniai
1. 15 20 gaminiy 3 yra nestandartiniai. Atsitiktinai pasirenkami 4 gaminiai. Kokia tikimybe,
kad visi 4 gaminial standartiniai? Ats.:»0,49.
2. 1 egzamino bilietus jtraukta 60 klausimy. Studentas ismoko 50. Kokia tikimybé, kad
studentas atsakys: a) i abu bilieto klausimus; b) tik i viena klausima; ¢) neatsakys né i viena?
Ats.:a) »0,69; b)»0,28; ¢)»0,03.
3. Kokiatikimybe¢, kad metant 2 zaidimo kauliukus, iskritusiy akiy suma bus ne mazesné
kaip 57 Ats.:5/6.
4. Tryssauliai — Antanas, Benas ir Cezaris Sauna i taikinj po viena karta. Antano, Beno ir
Cezario pataikymo i desimtuka tikimybés yralygios 1/4, 1/5 ir 1/6. Kokia tikimybé¢, kad pataikys i
desimtuka bent vienas saulys? Ats.:0,5.
5. Kortelése surasyti nataralieji skaiciai nuo 1 iki 15 imtinai. Atsitiktinai istrauktos dvi
kortelés. kokiatikimybe¢, kad tose kortelése parasyty skaiciy suma lygi 10?
Ats.:0,0381.
6. Dézéje yra6 vienodi kubiukai, paeiliui sunumeruoti nuo 1 iki 6. Kubiukai atsitiktinai
imami i$ dézés ir dedami i viena eile. Kokiatikimybe, kad jie bus isdéstyti numeriy didéjimo tvarka?

Ats.:1/720.
7. 18 6 nupirkty biliety 4 i pirmaja eile. Kokiatikimybé, kad i$ atsitiktinai istraukty 3 biliety
du yraipirmaja eilg? Ats.:0,6.
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8. Darbininkas aptarnauja 3 stakles. Tikimybé, kad per pamaina suges pirmosios staklés, lygi
0,15, antrosios— 0,1 ir treciosios — 0,12. Raskite tikimybg, kad per pamaina suges bent vienos staklés.
Ats..0,3268.
9. Studentasis 30 egzamino klausimy moka 25. Raskite tikimybe, kad studentas atsakys i
visus tris déstytojo pateiktus klausimus. Ats.:115/203.
10. Kokiatikimybg, kad atsitiktinai pasirinktas dvizenklis skaic¢ius dalijasi is 3 arbais 4?
Ats.:22/45
11. Du sauliai nepriklausomai vienas nuo kito sauna po viena karta i ta pati taikini. Pirmojo
pataikymo tikimybé lygi 0,7, antrojo — 0,9. Kokia tikimybé, kad pataikys bent vienas?
Ats..0,97.
12. Ant suolo atsitiktinai suséda 5 studentai. Kokiatikimybé, kad Saulius ir Agné sédés greta?
Ats..0,4.
13. Stalo teniso turnyre dalyvauja 12 studenty, burtais paskirstyty i du pogrupius po 6
zaidéjus. kokiatikimybé, kad 3 stipriausi zaidéjai pateks i ta pati pogrupi?

Ats.:3/11/
14. |5 36 korty kaladés, kurioje yra 4 tiizal, istrauktos 3 kortos. Kokia tikimybe¢, kad tarp ju
bus 2 tazai? Ats.:0,03.

15. Dézutéje yra 3 raudoni ir 2 melyni piestukai. Atsitiktinai i jos isimami 2 piestukal.
Atsitiktinis dydis X yraisimty raudony piestuky skaicius. Apskaiciuokite atsitiktinio dydzio
matemating vilti ir dispersija. Ats.:1,2; 0,36.

16. 1§ dézés, kurioje yra 2 balti ir 4 raudoni rutuliai, atsitiktinai istraukiami 2 rutuliai.
Atsitiktinis dydis X yraistraukty balty rutuliy skaicius. Apskaiciuokite matemating vilti ir dispersija.

Ats.:2/3; 16/45.

17. Loterijai atspausdinta 1000 biliety. 200 jy laimi po 1 Lt, 100 - po 5 Lt, 80 - po 20 Lt, 20 —
po 50 Lt. Kiek turi kainuoti bilietas, kad loterija biity nenuostolinga?

Ats.:3,3 Lt.

18. Metamas losimo kauliukas ir 2 centy moneta. Atsitiktinis dydis X yra atvirtusiy tasky ir
centy suma. Apskaiciuokite atsitiktinio dydzio matemating vilti ir dispersija.

Ats.:4,5; 3,9.
19. Moneta metama 6 kartus. Kokia tikimybé, kad herbas iskris 4 kartus?
Ats.:15/64.

20. Saulys $auna i taikinj 3 kartus. Pataikymo tikimybe lygi 0,6. Atsitiktinis dydis X yra

pataikymuy skaicius. Raskite atsitiktinio dydzio matemating vilti ir dispersija.
Ats.:1,8; 1,2.
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STATISTIKOS PAGRINDAI

Zodis statistika yra kiles i lotynisko zodzio status — valstybe. Statistika plagiaja prasme reiskia
skaitinés informacijos rinkima, sutvarkyma ir tyrima. Matematinés statistikos uzdavinys yra: istyrus
atsitiktinai parinkta objekty aibés dali pagal tam tikra pozymj, gauti pagristas iSvadas apie §io pozymio
pasiskirstyma visoje objekty aibéje.

1. Generaliné aibé ir imtis
Generaline aibé yra pagal tam tikra pozymi tiriamy objekty aibé. Atsitiktinal parinkta
generalinés aibés dalis vadinama imtimi.
Imties taris n yra imties elementy skaicius. Jei imties elemental surasyti didéjanciatvarka, tai
turime sutvarkytq imt, kuri vadinama imties variacine eilute.
Didziausios ir maziausios imties reiksmiy skirtumas vadinamas imties plociu:
r=Xg- X

mj-

Didziausios ir maziausios imties reiksmiy aritmetinis vidurkis vadinamas imties centru;
Xd + Xm
2

| mties mediana m vadinama variacinés eilutés vidurinioji reiksmeé. Jei tokios reiksmés dvi, tai
imamas ju aritmetinis vidurkis.

Stebéjimo duomenys paprastai surasomi i dazniy lentele, kurios pirmojoje eilutéje rasomos
skirtingos imties reikSmeés X, , 0 antroje — kiek karty si reiksme pasikartoja. Skaic¢ius, rodantis, kiek
karty elementas pasikartoja imtyje, vadinamas to elemento dazniu. Imties elemento santykiniu dazniu
f, vadinamas imties elemento daznio m, ir imties elementy skaiciaus n santykis:

c=

— mk
fk nlt
Dazniy lentele galima pavaizduoti grafiskai. Tereikia abscisiy asyje atidéti imties reiksmes, o
ordinatiy asyje — ju atitinkamus daznius arba santykinius daznius. Kreivé, jungianti atidétus taskus, ir
yradazniy lentelés grafinis vaizdas. Si kreivé vadinama poligonu.

Pavyzdys

Duotaimtis: 5,11,6,7,5,5,9,6,7, 7, 6, 10, 6, 8, 10, 9. Sudarykite imties variacing eilute,
apskaiciuokite imties plotj, centra ir mediana. Sudarykite dazniy lentelg, apskai¢iuokite santykinius
daznius. Apskaiciuokite dazniy bei santykiniy dazniy sumas. Nubraizykite poligona.

Sorendimas

Imties variaciné eiluté yra: 5, 5,5, 6,6,6,6,7,7,7,8,9,9, 9, 10, 10, 11. Didziausias imties
elementas x, =11, 0o maziausias- X, =5. Imties plotisr511-556. Imties centras ¢ = L;S =8.

Imties mediana lygi 7. Sudarome imties dazniy ir santykiniy dazniu lentele:

x, | 5| 6| 7] 8| 9]10]|1n
| 3] 4] 3| 1|3 ]| 2|1
i |34 3113121
“ 17 |17 |17 |17 | 17 | 17 | 17

Dazniy suma: 3+4+3+1+3+2+1517.
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Santykiniy dazniy suma: i+i+i+i+i+£+i:£:1,
17 17 17 17 17 17 17 17

Braizome poligona:

mk
5 “k"’!""!'”’!’”’!’”’!""!'”’!’”’F”’T”’F”’F”’\
4 777}77771777717777177771,77
£ T
24---+---
o
0 l Xy
0 1
Pratimai
1. Duotaimtis 3, 2, 5, 1. Sudarykite imties variacing eilute, apskaic¢iuokite imties plotj,
centra ir mediana. Ats.: 4; 3; 2,5.
2. Sudarykiteimties0,3; 0,1; 0,3; 0,2; 0,1 variacing eilute, raskite imties plotj, centra ir
mediana. Ats.: 0,2; 0,2; 0,2.
3. Atsitiktinai paimty 10 bulviu masé (gramais) yra: 40, 50, 60, 100, 60, 70, 50, 70, 100, 80.
Apskaic¢iuokite sios imties plotj, centra ir vidurki. Ats.:60; 70; 68.

4. Matuojant penkiolikos jauny medeliy aukstj, gauti tokie rezultatai (decimetrais): 5; 7; 9;
10; 6; 8; 5; 10; 7; 5; 8; 8; 9; 5; 9. Sutvarkykite imti. Lenteléje surasykite jos elementy daznius ir
santykinius daznius. Apskaiciuokite dazniy bei santykiniy dazniy sumas.

Ats.:15; 1.

5. Tikrinant 25 induose esancio pieno riebuma, gauti tokie duomenys (%):

11 32322417 22 35 42 32 22

22241717 27 3242 381424

27211432 17.

Sutvarkykite imtj. Lenteléje surasykite jos elementy daznius ir santykinius daznius.
Apskaic¢iuokite dazniy bei santykiniy dazniy sumas. Ats.:25; 1.

2. Imties vidurkis ir dispersija
Imties x,, X,, K, X, vidurkiu vadinamas aritmetinis vidurkis:

n
Jei imtis uzrasyta dazniy lentele

X, X, X,

m, m, : m,

tai tokios sugrupuotos imties vidurkis apskaic¢iuojamas pagal formule:

xX,m; +x,m, +K+x,m,
n
Imties x,, X,, K, x,, dispersija apskai¢iuojama pagal formulg:

X =
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S? = (Xl' ;)2 +(X2 - ;)2 +K+(Xn B ;)2
n

Jei imtis uzrasyta dazniy lentele

X, X, X,
m, m, : m,
tal sugrupuoty duomeny imties dispersija apskai¢iuojama pagal formule:

—\2 —\2 —\2
= (xl- x) m1+(x2- x) m2+K+(xk - x) m,
n
Imties dispersija S* apibiidina stebéjimo duomeny isbarstyma apie imties vidurki.
Imties x,, X,, K, X, vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu vadinama kvadratine saknisis imties
dispersijos:

s=/s?|

Pavyzdys

Matematikos egzamino rezultatai pateikti dazniy lentele:

Egzaminobalas | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Daznis 1 0 4 7 10 | 12 8 4 3 1
Apskaiciuokite imties vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.

Sorendimas
NS 1+0+4+7+10+12+8+4+3+1550.
X = 1°1+230+3:4+4:7+510+ 6312+ 7:8+8:4+9:3+10:1 _ 288

=5,76.
50 50
< = (L- 576)° 4+ (2- 576)° X0+ (3- 576)° x4+ (4- 576)° x7+(5- 576)" 10
50
, (6-576)° x2+(7- 576)" 8+ (8- 576)° x4+(9- 576)° 3+(10- 576)° 4 _
50
_ 22,6576 +30,4704 + 21,6832 + 5,776 +0,6912 +12,3008 + 20,0704 + 31,4928 + 17,9776 _
50

-16312 5265245 »18

Pratimai

1. Apskaiciuokiteimties2, 5, 2, 4, 2,5, 3,5, 8, 1, 8, 3 vidurki.

Ats.: 4.

2. Mantasis matematikos gavo tokius balus: 8; 8; 10; 9; 6; 7; 8; 6; 7; 8. Sutvarkykite imtj.
Apskaiciuokite imties centra, plotj, vidurki. Apskaiciuokite imties dazniy ir santykiniy dazniy sumas.
Ats.:8; 4; 7,7, 10; 1.
3. Kontrolierius 10 dieny tikrino gaminiy kokybe ir siomis dienomis nustaté tokius
nekokybisky gaminiy kiekius: 12, 8, 13, 4, 7, 17, 16, 5, 14, 18. Apskaiciuokite sios imties ploti, imties
centrg ir imties vidurki. Ats.: 14; 11;; 11,4.
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4. Duotaimties dazniy lentelé
Xk 1 2 3 5 6 7 8 9
M 2 3 1 3 2 5 4 5
Apskaic¢iuokite sios imties vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.
Ats.:6; 7,04; 2,65.
5. Parduotuvé per dvi dienas pardavé 50 vyrisky kojiniu, kuriy dydziai tokie:
27 28 31 26 25 27 28 28 30 27
26 27 25 28 29 28 27 25 26 27
28 26 26 27 28 29 28 26 27 28
29 27 28 27 30 26 27 28 28 29
30 28 27 26 25 28 25 29 29 30.
Imti uzrasykite dazniy lentele. Raskite imties vidurki ir dispersija. Nubraizykite poligona.
Ats..27,48; 2,13.
6. Apskaiciuokiteimties 5, 2, 1, 1, 3 vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.
Ats.:2,4; 2,032; 1,43.
7. Apskaiciuokiteimties 6, 6, 7, 4, 3, 1, 2, 1, 9, 5 vidurkj, dispersija ir vidutinj kvadratini
nuokrypi. Ats.:4,4; 5,028; 2,24.

8. Krepsininkas suzaidé 11 rungtyniy ir jose pelné tiek tasky: 8, 12, 9, 6, 14, 7, 14, 15, 5, 2,
18. Apskaiciuokite sios imties vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.

Ats.:10; 24,4; 4,94.

9. Krepsininkas po kiekvienos treniruotés dar papildomai meté 20 tritaskiy. Vienuolikos
treniruociy serijoje jo imesty tritaskiy skai¢iai buvo tokie: 13, 9, 7, 12, 14, 8, 10, 15, 11, 10, 12.
Apskaic¢iuokite sios imties vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi.

Ats.: 11; 5,64; 2,37.

10. Suolio j toli varzybose uzfiksuoti tokie rezultatai: 2,70; 2,75; 2,80; 3,30; 3,05; 2,65; 2,90;
3,95; 3,85; 2,85; 2,53. Nustatykite imties tiiri. Sutvarkykite ja pagal diduma. Raskite imties didziausia
ir maziausia reiksmes, imties plotj, imties centra, mediana. Apskaiciuokite imties vidurkj ir dispersija.

Ats.:11; 3,95; 2,53;1,42; 3,24; 2,85; 3,03; 0,228.

11. Bandomajame sklype tiriant morky derlinguma, buvo matuojamas ( 5 mm tikslumu)

morky ilgis. Gauti rezultatai pateikti lenteléje:

Morkosilgis 150 160 170 190 200

Skaicius 6 8 17 7 2

Raskite imties tari. Apskaic¢iuokite imties vidurki ir dispersija. Nubraizykite poligona.
Ats.:40; 170; 195; 13,9.

12. Vairavimo mokykloje buvo tikrinamas dviejuy grupiu kursanty reakcijos i sviesos signalo
pasikeitima greitis. Gauti tokie duomenys (sekundziy simtosiomis dalimis): 1-0s grupés — 36, 38, 58,
46, 24, 56, 40, 28, 52, 48, 26, 53, 41, 2-0s grupés — 24, 36, 30, 38, 40, 46, 48, 54, 44, 39, 41.
Sutvarkykite imtis pagal diduma, raskite im¢iy plocius, centrus, medianas, vidurkius ir dispersijas.
Palyginkite jas. Ats.:1) 34; 41; 41, 42; 129,84; 2) 30; 39; 40; 40; 69.

13. Matematikos varzybose moksleiviams buvo pasitlyta isspresti 20 uzdaviniy. Kiekvienas
uzdavinys vertinamas nuo O iki 10 baly. Siose varzybose dalyvavo Lukas ir Rimas, kurie pasieké tokiy
rezultaty:

Lukas—4,8,4,3,6,1,1,5,5,7,8,4,8,7,5,6,4,8,9, 4

Rimas—2,4,6,7,7,4,6,7,8,8,6,7,4,6,7,2,4,6, 8, 6.

Parasykite imciy variacines eilutes, raskite imciy ploc¢ius ir tarius. Lentelése surasykite iméiy
daznius ir santykinius daznius. Apskai¢iuokite imciy vidurkius, dispersijas ir vidutinius kvadratinius
nuokrypius. Kuriam moksleiviui geriau sekési dalyvauti varzybose?

Ats.: x155,35; §7»2,49; S »1,58; x.55,75; S?»1,27; S,»1,13. Geriau sekési Rimui.
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14. Besiruosdami krepsinio rungtynéms, du krepsininkal Saulius ir Paulius 20 karty po 10
metimy kiekviena karta met¢ is tos pacios vietos kamuoli i krepsi. Rezultatai buvo tokie:
Saulius

Metimy

. 1 (2 (3 (4|56 |7 |8 ]9 |10 (11 |12 (13 |14 |15 |16 (17 |18 |19 |20
serijos Nr.

[ krepsi
ikritusiy
kamuoliy
skaicius

Metimy
serijos Nr.

[ krepsi
ikritusiy
kamuoliy
skaicius

Parasykite imciy variacines eilutes, raskite imciy ploc¢ius ir tarius. Lentelése surasykite iméiy
daznius ir santykinius daznius. Apskai¢iuokite imciy vidurkius, dispersijas ir vidutinius kvadratinius
nuokrypius. Kuriam krepsininkui geriau sekési metyti 1 krepsi?

Ats.: x:55,75; S*»3,599; S »1,89; x.55,4; S?»3,24; S,»1,8. Geriau sekési Sauliui.
15. Saudydami i§ lanko i taikinj bandomosiose varzybose, sportininkai gavo tokius rezultatus:
Jonas-5,4,6,8,8,9,9,9,5,3,4;
Petras— 10,9, 8,4, 3, 2,5, 8, 8, 4;
Ignas-6, 7, 8,5,6, 7,5, 6,5, 6,5, 6.
Uzrasykite imtis dazniy lentelémis. Pavaizduokite imtis grafiskai. Apskai¢iuokite
vidurkius ir dispersijas. Kuris sportininkas pasirodé geriausiai?
Ats: X156,1; S/ »4,99; X256,1; S;»7,88; X, 56,1; S?»0,88. Ignas.

3. Stebéjimo duomeny grupavimas

Jeigu tyrimo metu duomeny gauname labai daug, tai su tokiais duomenimis sunku atlikti bet
kokius skaiciavimus ir nustatyti kokius nors désningumus. Skaic¢iavimams palengvinti stebéjimo
duomenys paprastai grupuojami. Grupuojant duomenis, intervalas, kuriame telpa visi stebéjimo
duomenys paprastai skaidomas i vienodo ilgio mazesnius dalinius intervalus.

Dalinio intervalo dazniu vadinamas imties reiksmiy, patekusiy i §j intervala, skaicius. Jis
zymimas n;; ¢iai —dalinio intervalo numeris.

Dalinio intervalo santykiniu dazniu vadinamas sio intervalo daznio n, ir imtiestirio n
santykis:

ni
F .
Daliniy intervaly dazniy suma lygi imtiestariui n, o santykiniy dazniy sumalygi 1.
Jei stebéjimo duomenis esame suskirste 1 k daliniy intervaly, be to, apskaiciave kiekvieno
dalinio intervalo daznj ir santykinj dazni, tai visus siuos rezultatus patogu surasyti i lentelg:

f. =
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Dadlinio intervalo | Dalinisintervalas | Dalinio intervalo Dalinio intervalo
numeis i [tiit.) daznis n, santykinis daznis f,
1 [tl’tz) nl fl
2 [tZ’t3) n2 f2
3 [t3’t4) n3 f3
K [tk;tk+l) Ny fi

Si lentelé dar vadinama klasifikuotos imties dazniy lentele.

Turédami klasifikuotos imties dazniy lentele galime nubraizyti imties grafika — diagramg arba
histogramg. Ox asyje atidedame dalinius intervalus, o Oy asyje atidedame daznius, jei braizome
diagrama ir santykinius daznius, jei braizome histograma. Po to virs kiekvieno dalinio intervalo
braizome stulpelj, kurio aukstis lygus dazniui arba santykiniam dazniui.

Diagrama ir histograma skiriasi tik masteliu.

Pavyzdys

Per 30 rungtyniy krepsininkas pelné atitinkamai 12, 23,20, 5, 17, 11, 25, 3, 17, 22, 9, 28, 25,
19, 8, 15, 23, 21, 13, 22, 25, 9, 17, 20,16, 28, 15, 18, 21, 16 tasky. Parinke dalinio intervalo ilgi,
sugrupuokite imtj, sudarykite dazniy lentele. Apskaic¢iuokite dazniy ir santykiniy dazniy sumas.
Nubraizykite diagrama ir histograma.

Sorendimas
Pasirinke dalinio intervalo ilgi lygu 5, sudarome dazniy lentelg:

Dalinio intervalo | Dalinisintervalas | Dalinio intervalo Dalinio intervalo
numeris i [tt.,) daznis n, santykinis daznis f,
1 [0;5) 1 0,03
2 [5;10) 4 0,13
3 [10;15) 3 0,1
4 [15;20) 9 0,3
5 [20;25) 8 0,27
6 [25;30) 5 0,17
Dazniy suma: 30 1
n, Diagrama
10 -
9 .-
8 B e
7 B e e [
6 B e e [
5 - _____
4 xr- - ____ ]
3 - ____ 1
2 - ____ 1
1
0 X
09  [510 [1015 [1520) [20;25) [25,30)
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¢ Histograma
0B
34—
os{ - [ |}
24— | -
015 4
014-------]
005§ |
0 X
09 [510 [1015) [1520) [20,25) [25;30)
Pratimai
1. Matuojant 25 induose esanciy druskos rigsties tirpaly procenting koncentracija, gauti
tokie duomenys:
2,66 2,96 2,88 2,57 2,71
2,70 3,21 2,58 2,91 2,89
2,83 3,20 3,00 2,69 3,02
3,17 2,92 2,67 2,64 3,14
3,24 3,19 2,77 3,06 3,23.

Paéme dalinio intervalo ilgi, lygu 0,1, sugrupuokite imties elementus, t.y. suskirstykite juos i
intervalus, kuriy ilgis lygus 0,1. Raskite daliniy intervaly daznius ir santykinius daznius. Sudarykite
dazniy lentele. Raskite daliniy intervaly dazniy bei santykiniy dazniu sumas. Nubraizykite histograma
ir diagrama.

2. Matuojant 40 astuoniolikmeciu merginy tigi, gauti tokie rezultatai (centimetrais):

168 157 174 170 164 175 167 172 161 169
171 176 166 172 180 156 175 183 168 164
170 164 173 152 174 168 160 178 171 166
169 162 176 172 163 175 166 170 158 168.

Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygu 5, sugrupuokite imtj, sudarykite dazniy lentelg, raskite
daliniy intervaly dazniy ir santykiniy dazniy sumas. Nubraizykite diagrama. Daliniy intervaly
santykinius daznius isreiske procentais, nubraizykite histograma.

3. Zymaus dailininko ekspozicija veiké 30 dieny. Zurnale buvo zymima apsilankiusiy
zmoniy skaic¢ius. Gauti tokie rezultatai:

60 43 80 35 42 65 68 74 84 46
40 38 26 62 53 53 71 56 79 36
43 35 30 42 50 42 28 62 26 30.

Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygu 10, sugrupuokite imti. Sudarykite dazniy lentelg.
Nubraizykite histograma.

4. Nuo obels nuskinta 50 obuoliy ir jie pasverti. Nustatytas toks svoris gramais.

65 64 68 55 77 99 40 46 52 80
74 70 23 30 58 46 80 69 60 25
33 50 60 74 8 67 62 22 39 60
74 80 55 92 95 38 78 69 49 30
92 97 50 43 64 40 80 66 90 50.

Imties intervalu laikydami intervala [20;100] ir dalinio intervalo ilgi pasirinkg 10,
sugrupuokite imtj. Apskaiciuokite daliniy intervaly daznius, santykinius daznius ir dalinio intervalo
vidurio reiksmes. Sudarykite klasifikuotos imties dazniy lentele ir nubraizykite diagrama.
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5. Norimaikurti privacia mokykla, kurioje mokslas bty mokamas. Taciau neaisku, kokia ji
turés paklausa ir kiek tévai pajégis mokéti uz savo siinaus ar dukros moksla. Todél buvo apklaustos 64
seimos, turincios vaiky iki 16 mety amziaus, kokia pinigy suma jie galéty skirti per ménes, jei vaikas
eity | Sia mokykla. Gauti tokie rezultatai (Lt):

80 10 20 40 60 50 8 90 8 S0 20 70 80 10 50 40
9 10 30 50 70 50 60 90 50 40 100 50 30 80 40 30
100 110 60 60 30 70 90 80 8 40 90 70 90 60 10 20
140 40 50 70 30 50 40 80 40 10 10 60 50 S0 100 30.

Raskite imties ploti. Apskaiciuokite vidurki, dispersija ir vidutini kvadratini nuokrypi. Dalinio
intervalo ilgi pasirinkg 20, sugrupuokite imtj ir sudarykite dazniy lentele. Nubraizykite histograma.
Ats..r'5130; x»56,4; S?»804,3; $»28,36.
6. Matuojant detalés apdorojimo laika, gauti tokie duomenys (minutémis):
5,2 49 61 53 52 48 53 55 53 49
58 55 53 49 58 53 55 62 53 57
Sudarykite variacing eilutg. Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygu 0,5, sugrupuokite imtj.
Nubraizykite diagrama.
7. Parduotuvé per viena ménesj pardavé keturiasdesimt moterisky sukneliy, kuriuy dydziai

tokie: 44 46 48 50 52 46 48 48 52 46
50 48 50 48 48 48 50 54 46 48
52 46 46 44 46 S0 46 44 48 48
46 48 44 46 48 44 48 44 48 50.

Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygu 2, sugrupuokite imtj ir sudarykite dazniy lentele.
Nubraizykite histograma daliniy intervaly santykinius daznius isreiske procentais.

8. Gamyklos ceche atlikti automobilio varikliy 30 cilindry skersmens nuokrypio nuo
vidurkio tikrinimai. Gauti tokie duomenys:

-0,012 -0,005 0,022 -0,012 0,021 -0,011 0,022 -0,010 0,017 0,008
-0,018 -0,005 0,008 -0,018 -0,005 0,008 0,017 0,003 -0,006 0,012
-0,012 0,07 0012 -0,004 0,012 0,001 -0,003 0,008 -0,001 0,001

Paémg intervalo ilgi 0,004, suklasifikuokite imtj, uzrasykite ja dazniy lentele. Apskaiciuokite
imties vidurki ir dispersija. Nubraizykite histograma.
Ats.: x50,002; S*»0,00013

9. Studenty sergamumui istirti buvo parinktos dvi grupés, kuriose yra 60 studenty. Praleisty
dieny skaic¢ius pateiktas lenteléje (vieno semestro laikotarpiu):

Praleisty
dieny [0:10) | [10:20) | [20;30) | [30:40) | [40:50) | [50;60) | [60:70) | [70;80)
Kaigius
zt(“‘?'?”t“‘ 25 16 10 4 2 2 1 0
alclus

Apskaiciuokite daliniy intervaly vidurio reilksmes ir santykinius daznius. Nubraizykite

histograma.

10. Seima per trejus metus sunaudojo elektros energijos kieki (KWh):
93 80 84 8 70 76 90 75 70 8 90 85
95 80 70 70 75 75 80 80 85 98 105 108
96 80 8 8 8 8 90 8 80 106 100 103.

Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygu 5, sugrupuokite imtj ir sudarykite dazniy lentele.
Apskaic¢iuokite imties vidurki. Nubraizykite diagrama.
Ats.: ;(»85,36.
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11. Matuojant 50 septyniolikmeciy jaunuoliy tgi, gauti tokie rezultatai (centimetrais):
166 191 171 189 182 173 179 156 171 162
183 188 185 177 165 173 167 175 176 180
177 160 181 168 174 178 187 192 184 190
175 148 186 163 170 196 183 175 158 176
177 182 179 178 185 184 172 180 173 183.
Raskite didziausia ir maziausia imties reikSme. Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygy 5,
sugrupuokite imtj ir sudarykite dazniy lentele. Nubraizykite diagrama.

12. Draudimo bendrové surinko duomenis apie apdraudziamy automobiliy kaina . Gauti tokie
duomenys (tukst. doleriu):

20 30 24 17 24 27 34 99 64 10 15 13

21 44 58 56 33 20 10 15 35 34 17 25

05 16 14 50 22 31 16 22 11 14 18 14

Apskaiciuokite imties vidurki ir dispersija. Dalinio intervalo ilgi pasirinke lygy 1,
sugrupuokite imtj ir sudarykite dazniy lentelg. Nubraizykite diagrama. Ats.: x»2,7; S*»3,6.

4. Daznis ir tikimybé

Sprendziant praktinius uzdavinius, ne visada pavykstarasti ijvykio tikimybe naudojantis
tikimybés apibrézimu. Tokials atvejais reikia pasikliauti ivykio A pasirodymo dazniu atliekant serija
bandymu. Jeigu N bandymu serijoje ivykis A ivyko mr karty, tai santykis % vadinamas statistiniu

dazniu, arbatiesiog dazniu.

Tais atvejais, kal zinomateoriné ivykio A tikimybeé, galimateoring tikimybg palyginti su to
paties jvykio statistiniu dazniu. Pastebéta, kad, didinant bandymy skaiciy, statistinis jvykio daznis
artéja prie to jvykio teorings tikimybés. Si daznio savybé neretai naudojama ir nezinomai jvykio
tikimybel apibrézti: skaicius, prie kurio artéja jvykio dasnis didinant bandymy skaiciy, vadinamas
ivykio tikimybe, arba statistine tikimybe.

Pavyzdys
Matemeatikas Dz. Kerichas, gamtininkas ir rasytojas G. de Biufonas, matematikas ir statistikas
K. Pirsonas atliko bandymus métydami moneta. Gauti tokie rezultatai:

Bandymy Kiek karty atsiverté

Bandytojas Kaidius herbas Daznis
Biufonas 4040 2048 0,5080
Kerifas 10000 5087 0,5087
Pirsonas 24000 12012 0,5005

IS lentelés matome, kad daznis yra artimas teorinei herbo pasirodymo tikimybei, kuri lyg 0,5.

5. Normalusis skirstinys

Jeigu bandymu skaic¢ius pakankamai didelis, o intervaly ilgis pakankamai mazas, tai, sujunge
stulpeliy virsainiy vidurio taskus, gausime kreive. Ta kreivé vadinama daznio pasiskirstymo kreive arba
atsitiktinio dydzio pasiskirstymo kreive. Histograma virsta kreive, kai atsitiktinis dydis gali igyti bet
kuria nagrinéjamo intervalo reiksme. Dazniausiai praktikoje pasitaikanti atsitiktinio dydzio
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pasiskirstymo kreivé yra varpo pavidalo. Ta varpo pavidalo kreivé vadinama normaligja pasi skirstymo
kreive, o tokia pasiskirstymo kreive turintis atsitiktinis dydis — normaliuojul.
Nustatyta, kad daugelis normaliyjy pasiskirstymo kreiviy panasios | funkcijos

PEET
j (x)= e =
J \/ES
grafika.
Zemiau pateikiamos dvi normaliyju pasiskirstymy kreives:
j (X) 50,5
51
+ X
X

Matome, kad normalioji kreivé visiskai nusakoma vidurkiu x ir vidutiniu kvadratiniu
nuokrypiu s. Funkcijos j (x) grafikas yra varpo formosir visas juo apribotas plotas lygus vienetui. Be
to, grafikas simetriskas x atzvilgiu.

Vienas i$ statistikos uzdaviniy — rasti tikimybg, kad mus dominantis atsitiktinis dydis pateks i
kuri nors intervala. Zinant, kad stebimas dydis turi normalyji skirstinj, tokias tikimybes galima rasti
statistinése lentelése. Ar tiriamasis skirstinys panasus i normalyji, parodo nubraizyta histograma.
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