INTEGRALINISSKAICIAVIMAS

NEAPIBREZTINISINTEGRALAS

1. Pirmyksté funkcija. Tiesioginisintegravimas

Diferencialinio skai¢iavimo pagrindinis uzdavinys — rasti funkcijos F(x)
iSvesting FI(X) 51(x) arbadiferenciala dF(xX) Sf(x)dx. Daznai tenka spresti atvirksting
uzdavinj —ieskoti funkcijos F(X), kai zinomasios funkcijos isvesting f(x) arba
diferencialas f(x)dx.

1 apibrézimas. Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pirmykste funkcija
atkarpoje [a;b], jeigu visuose sios atkarpos taskuose x teisinga lygybé

FI(x) 5f(x) arba dF(x) Sf(x)dx.

Pvz., funkcijos f(x) 5x° pirmykstes funkcijos F(X) intervale (- = ; =) yrassios

1 1 1 1
FOX)==x* FX)==x*+3 F(X)==x*-3 FX)==x*+C,nes
(x) 2 (x) 2 () 2 (x) 2

Fgx) = (% XY 6= (%x“ +3)6= (% X* - 3)¢= (%x“ +C)6= x° = f(x). Vadinasi, jei

funkcija f(x) turi vieng pirmykste funkcijq, tai ji turi jy be galo daug.
2 apibrézimas. Jeigu funkcija F(x) yra funkcijos f(x) pirmyksté funkcija, ta
reiskinys F(x)+ C vadinamas funkcijos f(x) neagpibréztiniu integralu ir zymimas simboliu

¢ F()dx.

Vadinasi ¢ f (x)dx = F(x) +C, kur C —const., F(x) Sf(x).

Veiksmas, kuriuo surandame duotosios funkcijos pirmyksté funkcija, vadinamas
integravimu.

Neapibréztinio integralo savybes:

. (

1 (Of (x)dx) = f(x);

2) d(c‘)f (x)dx)= f (X)dx;

3 F(¥=F(X)+C;

4)  of (Ndx =cqf (x)dx;

5) ¢(f0)+g())dx=¢ f (x+ ¢ g(xdx
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Pagrindiniy integraly lentelé:

1. (‘dx:x+C.
Xn+1
2. i x"dx= +C, (nt1)
0" n+1 ( )

3. C‘)C%:In|xl+c, (x* o).

X

a

+C, (a>0,at1)
Ina

4. c‘jaxdx =

5. (‘exdx=eX+C.
6. (‘sinxdx=-cosx+C.

7. (‘cosxdx=sinx+C.

dx
8. 0—‘ =tgx+C.
cos? x g

9, ‘d’z‘

- =-ctgx+C.
sin‘ X

10. c\)dix =arcsinx+C.
V1- X?

11. 07‘ dx =arcsin§+C.
val - x? a
dx
12. & =arctgx + C.
+ X2 X
dx 1 X
13. 07‘ =_arctg—+C.
a’+x*> a g a

14. (tgxdx = Injcosx| +C.

15. ¢ctgxdx = InjsinX +C.

16. 32 = Inftg X+ C.
nx 2
17. O— dx —Intg@+f‘+c
" Yeosx 84 2
dx 1 [x-a
18. 07‘ =—1In +C.
x?-a’ 2a |x+a
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+C.

= In‘x+\/x2 +a’

19. 5
V¢ a2
Pavyzdziai
1. ¢((3x* - 2sinx+ 6v/x)dx = (3x%dx- ngnxdx+66&dx=
3

1 3 2
=3(‘y<2dx- 2¢pin xdx+ 6c‘)xzdx=3x%- 2(- COSX)+6><XT+C = x% + 2C0SX + 4xy/X + C.

2

2 2
Sn“ X 1- cos” x 1
2. 2xdx = ¢ dx = @& dx e dx- (yix =tgx+x+C.
v Ocoszx 0 cos? X cos? X g

Pratimai

=

¢(2x+5)dx  Ats.: x> +5x+C.

2. (‘(12x3 - BX+ 4)dx; Ats.: 3x* - 3x? +4x +C.
3. (‘);a%x3 +§9dx; Ats:Ex7 +8x° - g+C.
e Xg 7 X

4, c‘{i/?-\/;+3)dx; Ats.:gxi/x_z-gx X +3x+C.

328/ x4/x
32

\(X2+1)2 . 1,
6. OTdX’ Ats.gx +2In|xl-

dx;. Ats.:x®+C.

1 +C.

X2 - A - 3x+2 3. sl 6Yx 2

5 dx; Ats.E +—-—+C
X

(x+1)?

Jx

dx; Ats.:éx2 x+gx X +24x +C.

9. c‘px . € <dx; Atse+1+C
Xg X

-1-O

C0S2X
10. O— -5-dx Ats.:-ctgx- tgx+C.
cos? xsin? x -4
11.  cotg®xdx; Ats:-ctgx- x+C.

\3- 2tg®x

12. .
Cos™ X

dx; Ats.:3tgx+ 2ctgx+C.
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13, gin?Xax As:X-9%.c
2 2" 2

14. % -dx Ats.: 2arctgx- 3arcsinx+C.

3

15. Ol—dx Ats: ?- x+arctgx+ C.

2. Integravimas kei¢iant kintamuosius

Integruojant kintamojo keitimo metodu, integralas ¢ f (x)dx pakeiciamas
integralu ¢ F (u)du, kuri lengva apskaiciuoti pagal kuria nors formule. leskodami
integralo ¢ f (X)dx, kintamaji x pakei¢iame nauju kintamuoju u: x5Sw(u). I3diferenciave
ta lygybe, gauname dx5Sw9(u)du. I pointegralini reiskinj vietoje x ir dx irase ju israiskas
per uiir du, gauname ¢ f (x)dx = ¢ f(j (u)) u)du = ¢F(u)du.

Apskaiciave integrala naujo kintamojo atzvilgiu, keitiniu usSc(x) vél griztame
prie kintamojo X.

Pavyzdziai

1. ¢(3x+2)°dx

Sorendimas. Imkime keiting 3x+ 2 = u, x:%u-g,
.
dx = {;aé—l u+ 29 du = 1 du. [state j duotq integralg, gausme
e3 3g 3
1 1 1 u® 1
q3x+2)°dx = ¢y° x=du == p*du==x—+C=—(3x+2)° +C.
d ) o' 3 30J 3 6 18( )
5x° +1=u, L
¢
\dex_du=(5x3+1)dx,_\ﬁdu 1du_1,, -
O5xe+1 7| du=15¢dx, |~ Oy 150U_1_n|u| -
xzdx=idu
15

:1—15In|5x3 +]1 +C.
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2X = U,
dx 1.du 1 u 1
3.0 =|du=2dx,|==¢ =ZInitg— + C ==Injtgx| + C.
O5in 2x . 20inu 2 g2 2 o
=3
SX:U’ idu
4. 5 lay=3nadx|=glnd =Ly WM -1 g0y
- SJ25- 9 1 | A52-u? In3-/5z. 7 In3 5
3¥dx=——du;
In3
+C:iarcsin§+c.
In3 5
Pratimai

1. @(2\/1+ X3 dx: Ats:%,/‘1+ x3 j+C.
3xdx 3

2. 0——: Ats:-—-+5- 2x? +C.
\V5- 2x? 2

. 62°dz

05247_2, Ats;:%ln‘Sz4 - 2‘+C.

L Z°dz | 1 3

5. c‘ps“ldx; Ats.: %es“l +C.

6. c‘psxz‘lzxdx; Atsx:%e‘r’xz'1 +C.

\/3x-1
\ € 2 4/ 3x-1
7. oidx; Ats.:—e +C.
A3x-1 3

8. C\FSX2+6X+5 (X+1)dX, AtS. . %e3x2+6>(+5 + C

4x%-3

9. (B 3dx  Ats: +C.
@ % In5
1 1
6% dx - 6¢

10. 0—‘ o Ats: +C.
2x3 16In6

. Stgx 81

(84
11. dx Ats.: +C.
Oécos2 X 5In8

12. ¢poslst? - 3t Ats::—ésin(Stz - 3)+C.
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< 1 1.

13. pos® tdt; Ats.: St+osin2t+C.
N 2 1 1 .

14.c¢in xdx; Ats.:§x+zsm2x+c.

~ 1.
15.(§m3xcosxdx; Ats.:zsm“x+c.

5x*dx 5 5
16. & ;. Ats:- —ctg\8x® - 2J+C.
OSin2‘8X3- 2) 24 g( )
5 -
17. c‘)%j; Ats:-gctgae%%c.
.o e 7}
Sn —
7}
18 07‘ bax . Ats.:arcsin2x+C
J9- 36x2
19. ¢ Adx ;. Ats.:arcsindx+C.
1- 16x>
*®/3 0
20. ¢ dx X Ats:@arcsiné\/gxﬁc
5- 3x? 3 5 g
21. c\)dix; Ats.: arcsin(x+2)+C
J1- (x+2)?
zz.c‘)dixz; Ats:arcsinx;zs+c.
4- (x- 3)

5dx 5
23. O : Ats.:—arctg2x +C.
%+12x2 6 g

24. 4du : Ats:z\l/:_0 \/?Z+C.

+6u?

arctg

25. c\)_l)r:x Ats:%w/(lnx)3 +C.

3
26. ¢ Xox Ats:zllarcsinx4+C.

Vi- X

27. c‘):osxsi n3xdx, Afs.:- % Ccos4x - % cos2x + C.

28. c‘):os3 xdx. Ats.:sinx- %sin3 x+C.
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sin® xdx axos’x 0
29. 07‘ ; AtS.: 24/C0S X -1=+C.
COS X g S @

« COsX

~_dx Ats.: 1In|1+ 2sin x| +C.
+2sin X 2

3. Integravimas dalimis

Tegu uSu(x) ir vSv(x) — kintamojo x funkcijos, turincios tolydzias isvestines.

Tada
d(uv) 5 udv+vdu,
udv5d(uv)+vdu.
Integruodami sios lygybés abi puses gausime
cudv=uv- cvdu.
Pavyzdziai
u=x, du = dx
1. oxsinxdx = = X(- cosx)- ¢}- cosx)dx =
O dv = sinxdx, v=-cos><J ( )-d )
= - XCOSX + (cosxdx = - Xxcosx+sinx+C.
2. (¢ cosxdx = u=e, du = edx, =e*sinx- cpinxe*dx =
1% dv=cosxdx, Vv=sinx ¢
u=e’, du = e*dx,

= =e*sinx- |- ecosx- (- cosx)e*dx] Gavomel
dv=sinxdx, v=- cost ( d ) ) ygybe

(€" cosxdx = e"sinx+e* cosx- ce*cosxdx, 2ce"cosxdx=e" (sinx + cosx),

Cp cosxdx = %ex(sin X + COS X).

Pratimai

1. ¢(xsinxdx, Ats.:-xcosx+sinx+C.
2. (Inxdx; Ats.: xInx- x+C.

3. (x’e’dx;,  Ats:x’e*- 2xe* +2e* +C.
4. (xe'dx; Ats.: e’ (x-1)+C.

5. O dx; Ats.:- %xe‘2X - %e‘zx +C.
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6. ¢fx- L™ dx, Ats.:%(x- 1)e> - %ezx +C.

7. ((1 x)sinxdx, Ats:(x- 1)cosx- sinx+C.

8. (‘xcosxdx; Ats.: Xxsinx + cosx + C.

9. Oxsin2xdx, Ats:- ECOSZX- %sin2x+C.

10. ¢¢” sin xdx; Ats.:%ex(sin X- cosX)+C.

11. (g™ cosxdx; Afs.: éezx (sinx +cos2x)+C.
N 1 2

12. cpretgxdx  Ats: xarctgx- EIn(1+ X )+ C.

13. (yarctgxdx Ats:%(xzarctgx+ arctgx - x)+ C.

14. ‘Inzxdx; Ats.: - In_x l+C.
X X X
< Xdx .
15. ——: Ats.:Insin x|xctgx +C.
sin? x
< Xdx
16. ——; Ats.1xtgx - Injcosx +C.
cos? x

17. (‘arccosxdx; Ats. : xarccosx - /1- x* +C.

18. c‘)i(/ﬂ_tgzx; Ats.: 1+ x*arctgx- In(x+\/1+ x2)+C.
1+x

19. (‘x3exdx; Ats.: ex(x3 - 3x% +6x- 6)+ C.

20. (‘In2 xdx: Ats:x(lnzx- 2Inx+2)+C.

4. Racionaliyju trupmeny integravimas

P, (x)
Q.(x)

atatinkamal n — ojo ir m— ojo laipsnio daugianariai. Racionalioji trupmenavadinama

Racionaliaja trupmena vadinama pavidalo trupmena, kur Py(X) ir Qm(X) —

taisyklinga, jei n<m, ir netaisyklinga, jei n>m.
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9

Bet kokia netaisyklinga racionaliaja trupmena, jos skaitikli padalijusis vardiklio,
galima pakeisti daugianario ir taisyklingosios trupmenos suma.

Integruojant taisyklingaja racionaliaja trupmena, ji isreiskiama paprastuju
trupmeny suma, t.y.

A . Bx+C

T Ir n

(X- a) (x2 + px+ q)

pavidalo trupmeny suma, kur kvadratinis trinaris x°+ px+q neturi realiy $akny, o
mir n—sveikigji teigiami skaicial.

Pavyzdziai

< 2x+1

0 5x+a

Sprendimas

1 dx.

Surandame vardiklio saknisir pointegralin; reiskin; pakeiciame dviejy trupmeny
suma

2x+1 _ A B

x?-5x+4 x-1 x-4’

cia Air B —koeficientai, kuriuos reikia rasti. Abi lygybés puses padauginame is
bendro vardiklio ir gauname

2x+15A(X-4)+B(x-1),

2x+15(A+B)x-(4A+B).

Sulygine koeficientus prie vienody x laipsniy, gauname lygciy sisteng

i A+B=2,

1ap+B=-1,

Issprende lygciy sistemg randame AS-1, BS3. Vadinasi

2x+1 _ -1 3
x*-5x+4 x-1 x-4

Dabar apskaiciuojame duotgj; integralg

< 2X+1 (X- 4,)3

dx dx
Oidx;o—‘ +30—‘ =-Inx- 4+3lnx- 4+C =In +C.
X2 - Bx+4 X- 1 X- 4 | ]l | 4{ x-1
2. ¢ 3x+1 dx.

QX+3)2(X- 5)
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10

Sprendimas

3x+1 A B C
(x+3/(x-5) x+3 (x+3f x-5
3x+15A(x+3)(x-5)+B(x-5)+ C(x+3)?,
3x+ 15 AX*+ 3AX-5Ax-15A+ Bx-5B+ Cx*+ 6Cx+9C,
3x+ 15 (A+C)x*+ (-2A+ B+6C)x+ (-15A-5B+9C).
Sulygine koeficientus prie vienody x laipsniy, gauname sisteny
i A+C=0,
L 2A+B+6C=3
{_15A- 5B+9C =1,

Issprende gauname A= - % B=1 C= %Talgl
< 3X+1 dx 1 dx -lln|x+31- 1 +
Orrarfe 9~ 4Ox+3 Oeraf "G5 4 X+3
+lln|x-5{+C=ll x5 1 ¢
4 4 |x+3 x+3
. TX*+26x-9

O ax® + ax? - 9
x* +4x3 + 4% - 9=(x2 +2x)2 -3F =(x2 +2X- 3)(x2 +2x+3)=
=(x- D(x+ 3)(x2 +2x+3),

7x% +26x- 9 _ A + B + Cx+D
X*+4x3 +4x%-9 x-1 x+3 x2+2x+3’

is cia

7x? +26x- 9= A(x+3)x? +2x+3)+ B(x- 1)(x? + 2x+3)+ (Cx+ D)(x- 1)(x+3)
sutvarke lygybés desine puse ir sulygine koeficientus prie vienody x laipsniy gausime
sisteny

i A+B+C =0,

} 5A+B+2C+D =7,

{9A+B- 3C +2D =26,

{ 9A-3B-3D=-9

issprende gauname AS1, BS1, C5-2, D5S5. Tuomet

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

11

. TX*+26x-9 X:\dx_|_\dx L - 2x+5
0x4+4x3+4x2-9 Ox-l 0X+3 0x2+2x+3
p2xt2- 7 dx=Inx- 4 +Inx+3- ¢ 2x+2 dx + & 7dx =Inx- 1+
Oz 2x+3 Ocvaxea™ Quiap+ (J2f

dx=|n|x- ]j+|n|x+:-1-

7

2

+ 7 arctgx—+1 +C.

24

X+1

2

(x - 1)(x + 3)

+C=In 5
X“+2X+3

+Inx+3- In‘x2 +2x+21 +——arctg

4 x*dx
Sprendimas
Duotoji trupmena netaisyklingoji, todel isskiriame jos sveikgjq dal;:
x4 %%-3
“x:3x% x%+3
3
3x*-9
9
Tada X! =x*>+3+ =x°+3++ 9 =
X2-3 X2'3 ()(- \/§XX+\/§)
2 &x- /3 x+33
x'dx _ x° 3J3, [x- 43
Todél 95— == +3x- ——In———=+C.
¢ x*-3 3 2 x+\/§

Pratimai

\ X . .
1. Ode’ Ats.: X - 4In|x+4{+C.

2
2. ‘(1:-)() dx; Ats:x+|n(x2+1)+C.
X“+1
4 3
3. X dX; Ats:%- X +arctgx+ C.

O +1

X;J"+C.
X

dx
4. ;o Ats |
(x- 1), ts.:In

5. ¢ dx ; Ats:llnw +C.
Ox +1)(2x- 3) 5 | x+1
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dx 1, Ix-2
6. C 7 Ats:=In +C.
Ovax-100 =7 x5
3
- C 22X+7 ; Ats:lnM +C.
X" +X-2 X+2
2
8. de; Ats:lnxz(x- 1)3()(- ZXJ,C_
X - 3X° + 2X

3

3
9. A2 2dx; Ats:%+x2+4x+8ln|x- 2|+C.

10. & 63)(_ 4 dx: Ats:lnx(x_ 22) +C.
x° - 4x (x+2)
2
11, &y 4 dx: Ats:lnM +C.
x- 2)(x- 3) X-3
3
12. & 22X+7 dx; Ats:ln(x_l) +C.
X+ X- 2 X+2
3x* +2x- 3 x3(x- 1)
13. & dx Ats.:In +C.
O x & X+
(x+1)° x? (x-12)°
14. 07‘ dx Ats.:—+4x+In +C.
X% - X 2 X
15. 5212 ax as:tem* 4c
X® - 2X X X

5. Kai kuriy trigonometriniy funkcijy integravimas

Skai¢iuojant (‘sinZ” xdx arba (‘0032” xdx pavidalo integralus, kai sinuso arba

kosinuso laipsnis lyginis, taikome laipsnio mazinimo formules:

sin2x=l- lcos2x, cos’ x=1+0032x.
2 2 2

Pvz., ¢pin®2x = C\ga% %cos4x§dx=%c‘)jx- %Cpos4xdx=%x+%sin4x+c.
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2n+1 2n+1

Skaiciuojant (sin“™" xdx arba (cos™ xdx pavidao integralus, kai sinuso

arba kosinuso laipsnis nelyginis, reikianuo nelyginio laipsnio atskirti viena daugiklj ir
ivesti nauja kintamaji, pazyméjus sinx5Su arba cosxSu.

Pvz., ¢cos’ xdx = ¢cos” xcosxdx = ((1 sin’ x)cosxdx= (cosxdx -
1.
- ¢pin® xd(sinx)=sinx- =sin®x+C.
¢sin” xd(sin x) 3

Skaiciuojant ¢sinaxcosbxdx, ¢sinaxsinbxdxir ¢cosaxcosbx pavidao

integralus, reikiataikyti formules:

sinaxsin bx=%(cos(a - b)x- cosfa +b)x)
cosaxcosbx = %(cos(a - b)x+cosfa +b )x)
sinaxcosbx:%(sin(a - b)x+sin(a +b)x).
~ 1,. . 1.. 1..
Pvz.,(ﬁn3x0085xdx=§dsn(- 2x)+sin8x)dx = - 5 Gin2xdx+ 2 5inBxax =

1 COS2X - 1 cos8x + C.
4 16
Skaiciuojant ¢ R(sin x;cosx)dx pavidalo integralus, reikia naudoti keitinj

tgg =t ir formules:

IS lygties tgg =t randame, kad x = 2arctgt, tai dx = ﬁdttz .
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2dt
O dx Rt . dt ot
Pvz. - =2 =2 -
G5 4cosx 05+41- 2 “O5i57-4- 42 2419
1+t2

1 t 2
=2x—arctg— +C =—arctg(itg2)+C.
arctg_+C =7 gitg)

Pratimai

cos® x

1. (‘yin3 xdx: Ats.:- cosx+ +C.

2. c‘pos3 xdx; Ats.:sinx- %sinsx+C.
. ) 1. 1 .
3. canxsmedx; Ats.:zsm2x- ES|n8x+C.
\ 4 3 1 . 1 .
4, oS xdx; AtS.:—xX+-=-sin2x+—sin4x+C.
8 4 32

5. (‘j;os4xcosxdx; Ats.: %sinSx + %sinSx +C.

6. (‘ﬁ n7xcos3xdx, Ats.:- %cos4x - 2—10 cosl0x + C.

7. ((L+2cosx)’dx  Ats:3x+4sinx+sin2x+C.

8. (f1- sin2x)*dx; Ats.:3—2X+c032x- sndx .
9. ¢pin® xcos® xdx; Ats.:g- S|n4X+C.

10. ¢gin® xcos® xdx;  Ats: 38X _sindx Sn8x
128 128 1024

dx X
11. & : Ats.:Intg=|+C.
cEnx g2
sin® x

12. c‘yin2 xcosxdx: Ats.: +C.
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6. Kai kuriy iracionaliyjy funkcijy integravimas

Skaiciuojant integralus, turingius v x2 - a%, Jx? +a?, Va? - x2 pavidalo

radikaly, naudojamasi trigonometriniais keitiniais:
1) x5asinu (arbax5acosu) integraluose, turinéiuose v x* - a° ;
2) x5atgu (arbax5actgu) integraluose, turindiuose v x* +a” ;

3) x5a/sinu (arbax5alcosu) integraluose, turinéiuose va® - x° .
Pavyzdziai
1. (V4- X*dx.

Sprendimas

Panaudokime keitinj xS2sinu; is ¢ia dxS2cosudu, V4- x? =+4/22 - 22sin?u =
= 2y1- sin®u = 2cosu. Turime
1+ cos2u

AV4- x2dx = (y.cosu2cosudu = 4(‘5;032 udu = 4(‘)7 du =
= 2(( du + (cosZudu) =2u+sin2u+C.

. . . X . . . X0
|5 keitinio x52sinu randameu=arcsmE, sin2u =sing arcsm§+=
e 7]

.. .. L. 2 2
_ 25irBrosin X SooBresin X0= 2 1- sin?BrosinX0= le- X xld-
e 2g e 2 é 4

29 29 2
X, xv4- x?

Gauname ¢\4- xzdx=2arcsinE

2
5 A dx
XV1+ x?
Sprendimas
S du s _ 1 o
Pazymeje xStgu, randame dx = ——, +1+x° =——.Vadinas
cos“u cosu
oWt ximosudu—o—‘ du —Inth+C
Ox«/1+x2 Ozosu tgu sinu 2|
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Kadangi cosu = tai smu—‘/ u_ snu__
Vi+x?’ \/1+x 92 " 1+cosu
X = X Jir ¢ dx IP| |
m . 9 V1+x* +1 Ox\/1+x ‘\/1+x +ﬂ
é N
X% - 1dx
3. 0T
Sprendimas
2
Panaudokime keitin; x=_i, tada dx=- (_:O“Z’u du, X 1=cosu ir
sinu sin“u X

- 2

v x? - 1dx cos’ u snu-1 1 )
07‘ =-F du=¢ du=u+ctgu+C =arcsin— +ct aE{‘arcsm—++C=
X Osinzu 0 sin“u g X gg Xg@

.1 1 .1
zacsn—+ [— - 1+C=acsn=+
2L 106 X

sin garcsm——

X@g

-1+C= arcsm1+\/x -1+C.

X

< dx 5 Judu Uu+l-1 10
- =|X=Uu-, = =2 2 =2 - = =
4 0—\/_+ ‘x us, dx 2udu‘ O,+1 20 411 du gi u+1E;du

= 2¢0ylu- og 2u- 2Inu+1+C = 2Jx- 2In{yx+1)+C.

Pratimai

. Xedx X XV9- x?

Ats.: 45arcsn—- ———+C.

Jo- x* 3 2

3 2 2
5 A x'dx Ats:-(x +8N4- X

Ja- x2

3¢ dx 'Ats:iln X

¥4+ x2 A+ X2 +4
4., 07 Ats.: In(x+\/9+x )+C
VI + x?

1.

+C.

+C.

+C.

5. O ——— X oas X
\/(1+ x2)3 ’ 1+ x?
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6. 0——— dx . AtS'ﬂ+C
x29- %2 - X .
2—
7. C\)7X4dx Ats:2arcsing+\/x2- 4+C.
X X

dx
8. O ——: Ats:ln‘xh/x2 - 4‘+C.
VX% - 4

X COAls — X 4C.
23

> 01/(16- x) 16116- x2

10, oK

Xy/1- X?
11. (‘)L; Ats:\/ﬂ- 5In(\/ﬂ+5)+C.
\V2x +5

xd
12. 0\)/(%; Ats.: 2(\/;- arctg\/;)+ C.

13. c‘y(zmdx; Ats.:2arcsin§- 2(2_ szﬂ:.

o ALS - arcsin£+C.(‘
X
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APIBREZTINISINTEGRALAS

7. Apibreéztinio integralo sgvoka
Sakykime, funkcijaf(x) apibrézta atkarpoje [a;b] . Padalykime atkarpa [a;b]

taskais a < x, < X <X, <...<X, =b inlygiy daliy, isrinkite kiekvienoje elementarioje
atkarpoje [xw1;x¢] bet koki taska jk ir pazymekime Dx, kiekvienos tokios atkarpos il gi.

Funkcijos f(x) integraline suma atkarpoje [a;b] vadinama suma

a fx, )Dx, = fx,)Dx, + f(x,)Dx, +...+ f(x, )Dx

1

J
k=: "

Funkcijos f(x) apibreéztiniu integralu atkarpoje [a;b] vadinamaintegralinés
sumos riba, kai didziausios is elementariyju atkarpy ilgis artéja prie nulio:

b

9f(x)dx:mI|Drxrk1®021f(xk)ka.

Apibréztinio integralo savybés
1. Baigtinio skai¢iaus funkciju agebrinés sumos apibréztinis integralas yra lygus
tu funkciju apibréztiniy integraly algebrinel sumai:

b b

2‘; f,(x) = f,(x)ldx = oyf, (x)ax ¢, (x)alx.

2. Pastovy daugikli galimaiskelti pries integralo zenkla:

b b

O (x)ax = koyf (x)ax.

a

3. Pakeitus integravimo rézius, apibréztinio integra o zenklas pakeiciamas

priesingu:
b a
of (x)dx = - &)f (x)alx.
a b

4. Apibréztinisintegralas, kurio integravimo réziai vienodi, lygus nuliui:
of (x)dx = 0.

5. Integravimo atkarpa galima skaidyti | dais:

b

b c
of (x)dx = ) (x)ax+ ¢)f (x)alx.
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8. Niutono — L eibnico formuleé
Funkcijos f(x) apibréztinis integraas, kai galimarasti atitinkama neapibrézting
integrala F(x), skaic¢iuojamas pagal Niutono-Leibnico formule¢:

of (= F () = Fb)- Fa)

Pavyzdziai

1, 82x+1)dx= (x2 + xﬁf (12 +1)- (0> +0)=2.

0

p
6 p .
2. ¢ginxdx = - cosx ° osP - & cosE Rgi= E+ﬁ =0.
P 6 g e b6gy 2 2
6
1 "
" dx 1 p e&epd_p
3. = arct = arctgl- arctg(- 1) == - ¢- ===—.
O g{-l gi- arctg(- 1) =7 - & ==
Pratimai
1 1
1 2x+5)dx Ats:12. 2. J3x? - 5x- 2)dx; Ats:105.
-3 -2
2 " x+1 1
3. X - —:dx Ats.: 2—. 4. dx. Ats:21=-.
%f 3 O/ 3
i J3
4 2dx 2
5. cposxdx  Ats:+/2. 6. ¢ - Ats: Zp.
o o s
"
'o2dx 2
7. ¢ . Ats: P 8. dx2+2x+1)dx; Ats.: 9.
J3 1- X2 3 -1
2
° 1 ® 3
0. dx3 +2x)dx; Ats.:-1-. 10. V/xPdx: Ats.:18=.
-1 4 1 5
27 1 2
dx e -1
11. A—=; Ats.:7,5. 12. fp'dx;  Ats:
O ¢ e
1 3 e
13. c‘psxdx; Ats: & 1. 14. c\)d_x; Ats.:1.
X
0 1
dx . dx p
15. OX—‘ : Ats.:Inl5. 16. 07‘ o AtS .
0 +2 - 0oNV9- x? 2
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9. Apibreéztinio integralo skai¢iavimas kintamojo keitimo metodu
Skai¢iuojant apibrézting integrala kintamojo keitimo metodu, i apibréztinio
b

integralo yf (x)dx, pakeitus u =y (x)arbax =j (u), gaunamas apibréztinisintegralas

kintamojo u atzvilgiu. Siuo atveju integravimo rézia air b atitinkamai pakeiciami réziais

air b, kurie randami i$ pradinio keitinio.

Pavyzdziai
3 _ _ I 5 4|5
1 d2x-1)3dx= 2x-1=u, du = 2dx, dx—Edu, _1y 3du=1xu— 68,
2 kaix=2,u=3 kai x=3, u=5; 23 2 43
2. 5 L Ox  _|lu=5x-1du= 5dxdx——du EC\P% _2 §9=g_
\'5X1 kai x=1Lu=4 kai x= 2u 9 =h 5 |45
Pratimai
° 1 Lodx 7
1. §4- x)*: Ats.:-=. 2. ¢ Y\
9( ) 4 Fax+1y 64
3 3 5
3. (3V3x- 1ox Ats:3. 4. /(2x- 1’dx; Ats.:12.
0 1
° ! 4 1
5. (W3x+1dx; Ats.:3. 6. d2x3+1) x2dx; Ats.:1—5.
0
2 2
7. dxz- 1)3xdx; Ats:lol. 8. ¢ 4de3; Ats:§.
1 8 0 [Xz - 1) 9
2 2f 1
9. (VX +1X%dx;  Ats.:52.
99 NG \/3X +1
3 30xdx 15 2 5
11. 675; Ats.: —. 12. 0‘/3smx+1cosxdx; Ats.:1—.
(¢ +1) 64 9
P
> . 2 8 sinxdx
13. 0‘ /1- cosxsinxdx, Ats.:-—=. 14. ¢ ;. Ats.:In1,25.
% 3 03 cosx
2
P P
15 5 cosxdx. Ats.: In15 16. : Xcosxdx: Ats.:e- 1.
. 027+Sinx’ : ) 93
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.
/N

17. fe 2dx; Ats:l-—e.
o 2
s 3
° dx 3-1
19. 07‘ o Ats T ——.
o COS” 2X 2
8
4xdx 8
21. & o Ats—.
[xz - 1)3 9
J5
3xdx
23. 07‘ : Ats: 3.
oV X2 +4
P
4
25. c‘pin4xdx; Ats.: 0,5.
0
J3
L dx p
27. o— Ats.: —.
JaN4- X? 2

J3- 2

4

18. AtS. :

ABin 2XdX;

-

074‘ . Ats: 2
2A16- X* 3

20.

R 4
A (4- 3x)°dx;  Ats:-132—.
15

0

22.

2
o A 2xdx

O +1

p

2% E\ 3cosxdx
' Boisi nx+1
6

Ats.: 2.

Ats.:15In15.

x| P

28. > Ats.:
+ X

18

10. Apibréztinio integralo integravimas dalimis

Jeigu funkcijos u(x) ir v(x) ir ju isvestinés yratolydzios atkarpoje [a;b] , tai

b

b b
c‘ydv = uva- (‘ydu.

Pavyzdys

! o = u=x du=d e
9( lefdx=dv v=¢*
Pratimai

1

1. (e dx; Ats:i(e2 +1)
0 4

2
3. c‘ydnxdx; Ats.:In4- %
1

apibréztinio integravimo dalimis formulé yratokia

L ¢ “dx = e*(x ) =1
0 90’ B o

2

2. c‘jnxdx; Ats.:In4- 1.
1

p
4. Cy(cosxdx; Ats.: - 2.
0
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P
2 4 2
e
5. ixsinxdx, Ats.: 1. 6. (XInx Ats:8ln4- 4- —.
o o ;
: p p 1
7. epresinxdx,  Ats:=—- 1. 8. Axarctgxdx Ats.: - =
o 2 O( TS
! 2
0. c‘jn2 xdx: Ats.:e- 2. 10. ¢yedx, Ats:1- —.
e
P
4 1 ? 8 7
11. xsin2xdx, Ats.:=. 12. C‘y@Inxdx; Ats.:=In2- —.
¢ 4 3 9
2 2p
13. ¢precosxdx,  Ats.:1- % g 14. )¢’ cosxdx; Ats.:4p.

11. Netiesioginiai integralai
1. Jeigu funkcijaf(x) tolydi intervale [a;+ =), tai

+¥

. b
of (b= fim o (k= fim, F (), = i #(6)- #(e)

2. Jeigu funkcijaf(x) tolydi intervale (- = ;b], tai

b b

of (x)dx = lim Of( x)dx = lim F(x)b =F(b)- lim F(a)

v a® -¥ a® -¥ a a® -¥

3. Jeigu funkcijaf(x) tolydi intervale (- = ;+ =), tai

+¥ c +¥

of (X)dx = f (x)dx+ f (x)dx.

Tais atveais, kal ribos baigtinés, sakoma, kad netiesioginiai integral ai
konverguoja; priesingu atveju jie diverguoja.

Pavyzdziai
+¥ b b

1. c‘pinxdx= lim c‘pinxdx=- Iimcosx{ =- lim cosb +1.
o b®—¥0 b® - ¥ 0 b® - ¥

+¥
Kadangi - t!(!)rr; cosb neegzistuoja, tai integralas ¢yinxdx diverguoja.
0

g o XX llmOd(x2+4)=lIimln(x2+4*o=llim(ln4- infa? +4))°=- .

_¥X2+4 2ae-¥ ¥ y?2 4 4 Da®-¥ a 2a@-¥ a
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Integralas diverguoja.
3 U dx a0 dx i ° d(x+1)
. — O O = 07
¢ X2 H2x+2 L (x+1)% 41 o (x+2)7 41 2@ (x+1)° +1

+¥ b
+1im @ d(le) = lim arctg(x + % + ||m arctg x+1* = lim(arctgl- arctg(a+1))+
b®+ X+1) +1 a®-¥ 0 a@-¥

: p _p P P :
+ lim(arctglb+1)- arctgl)=—+=+ - = =p. Integralaskonverguoja.
lim (arcig(b+1)- arctgl) =7+ 7+ -~ =p. Integ guoj

Pratimai
+¥ +¥
.dx . . . dx p
1. . Ats :diverguoja 2. . Ats =
10; gua) L+ X
0 +¥
dx . . dx p+/5
3. O—‘ ;. Ats.: diverguoja. 4, 07‘ t..—.
G x+1 90 X +4x+9 S
+¥ ) +¥
5. (‘)xe'X dx; Ats.:0,5. 6. (‘)xe'xdx; Ats.: 1.
0 0
+¥ 0
dx X+1 . .
7. ¢ o Ats. 1. 8. 0—‘ dx; Ats.:diverguoja
oxIn? x Ix+1 9o

+¥

+¥
9. (Oxcos2xdx; Ats.:diverguoja. 10. c\)zdix; Ats.:1- In2.
) X (1 x)

12. Apibreéztinio integralo taikymai

Ploks¢ios figaros plotas

1. Kreivinés trapecijos, apribotos funkcijos f(x)Z 0 grafiko, abscisiy asiesir
tiesiy x5a bei x5b, plotas skaiciuojamas paga formule

Y Y51

2. . Kreivinés trapecijos, apribotos funkcijos f(X)£0 grafiko, abscisiy asiesir

tiesiy x5a bei x5b, plotas skaiciuojamas paga formule
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ySi(x)

3. Jei figura, ribojamakreivés f(x), abscisiy asiesir tiesiy xX5a bel x5Sb, yra
abiejose pusése abscisiy asies, tai
Y

Thne oL

a4 O \U S=o)f (x)ax+ o)f (x)alx.

4. Jei figira ribojadvigu funkciju y5Sf(x) ir ySg(x) grafikai, tai jos plotas lygus
Y y5I1(x)

S=f(®- g(x))dx.

ySg(x)

Pavyzdziai
Apskaiciuoti figiros, apribotos kreiviy y5x4, x51, xX52, y50, plotg.

Sprendimas

[

2 3 3 3
y5X S:c\y(zd)(:x_zzz__l_:Z: =,
31 3 3 3 3

\/

1 2

2. Apskaiciuokite figiros, apribotos kreiviy y56x-x*7 ir y5x-3, plotg.
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Sprendimas
Pirmiausia randame ty kreiviy
susikirtimo tasky abscises.Tuo tiksu
y5x-3  sprendziame lygtj 6x-x-75 x-3; i dia
gauname x; 51, x,54. Tada

5 \ S=86x- x2-7-x+3)dx=

1
;‘{SX- X? - 4)dx=§gx2 - X—; 4x%411

=40- % 16- §+}+4:4,5.
3 2 3

y56x-x-7

Pratimai

Rasti figtry, apriboty linijomis, plotus:

1. 2x+3y59, y50, x5-1, x54; Ats.:10.
2.y-3x5-1y50, x52, x54; Ats.:16.
3. 4x+5y=20, x=0, y=0; Ats.:10.

4. y=x*+1,y=0, x=0, x=2; Ats.: 4%.

5.y=3x*+3, y=0, x=-2, x=1; Ats/:18.
6. y=-x*+9, y=0; Ats.:36.

1., _ _ —a 411
7.y=- §x +3, y=0, x=-2,x=3 Ats.llg.

8. y=-x*+6x-5, y=0, x=2, x=3; Ats.: 3%.

9. y=-x*+8x+4, y=0; Ats.:120.
10. y=-x*+5x-4, y=0; Ats.:4,5/
11. y=-x*+6, x+y=4; Ats.:4,5.

;
12. y=x?, x-2y=-6; Ats.:7—.
y y 48

13. y=iz, y=7-3x; Ats..0,5.
X
14. y=x?, y=2x-x% Ats.:1/3.

15. y=x>-2x+2, y=2+4x-x% Ats.:9.
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16.y=x-2x+2, 2x+y=6; Ats.: 10% .

17.y=2x%4x+3,x+2y=6;/us;1%%.

18. y=4-x?, y=0; Ats.: 3—32

19. xy=4 x=1,x=4,y=0; Ats.:8In2.
20. y=Inx, x=e, y=0; Ats.:1.

Sukinio taris
1. Jei kreiviné trapecija, apribota kreivés y5f(x) ir tiesiy y50, x5a, x5b,

sukama apie asj OX, tai gauto sukinio taris lygus

0
Y

b
Vy =p ¢y’ dx

2. Jel kreiviné trapecija, apribota kreivés xX5f(y) ir tiesiy x50, yS5a, y5b,

sukama apie asj QY, tai gauto sukinio tirislygus
Y

b
V, =p ()*dy

o X

3. Jel kreiviné trapecija, apribota kreivés y5f(x) ir tiesiy y50, xX5a, x5b,

sukama apie asj QY, tai gauto sukinio tirislygus

Y

==

b
Vo =2p Oydx
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4. Jei figira, apribotakreiviy y51(X) ir ySg(x) (f(X)Z9(x)) ir x50, ySa, y5Sb,

sukama apie asj OX, tai gauto sukinio tarislygus

Pavyzdziai

1. Figira, apribotakreiviy y5x2, x52, y50 sukama apie OX aji.

Apskaiciuokite gautojo sukinio tirj.

2

y5Sx

b 2
Vy =p oy dx dxz)zdx=p x
a 0

5

32

510 5p

2. Figira, apribotakreiviy y5x%, y54, x50 sukama apie OY &i.

Apskaiciuokite gautojo sukinio tir;.

_ 4\ d B y2 4_&
pooyy p > lo .
2 2
Pratimai

b
Vy :p(‘y<2dy=|jei y=x2,tai x=,[yir a:O,b:4|:

Apskaiciuokite tarius sukiniy, kurie gaunami duoty kreiviy apribotas figiras

sukant apie OX &si:
1. y?52x, x53, y50:;
2.y’56x, x50, x55, y50;
4.y5x, x51x54, y50;
5.y53x,y50, x52;
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6. y52x-x%, y50;

7.y5x3, y50,x52;
8.xy54,x51, x54, y50;

9.y5x°, y=vx;
10. y=(x-1)?, y=1;

11y=+4- x*, x-y+2=0, y=0;
12. y=x, y=} , X=3;
X

NG X

13.y=—,y=—,
y 4 y 5

14. y=sinx, y=gx, 0£x£B;
p 2

15. y=sinx, y=cosx, y=0, O£ XE% ;

28

Ats.. —p.

Ats..=—p.
Ats.:12p.
Ats.. —p.
Ats.: —p.
Ats.:8p.
Ats.:8p.

Ats.:

Ats.: P .

Ats:: plp - 2).

Apskaiciuokite tarius sukiniy, kurie gaunami duoty kreiviy apribotas figiras

sukant apie OY &ij:

16. y=2x-x2, y=0;

17. y=x+/x, x=4, y=0;
18. y=x3, x=0, y=8;

19. x%-y?*=4, y=-2, y=2;

20. y=Inx, x=2, y=0;
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Ats.: —p.
3I0

512
Ats..—p.
7 P

Ats.:19,2p.

64
Ats.: —p.
3 P

Ats.: 2p8%ln2- §9
e

4y
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