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Pagrindinés savokos

o Aclektros kritvis — elektrinio lauko Saltinis, kurio pagrindiné charakteristika nusakoma jéga, vadi-
nama elektromagnetine saveika. Visa elektriniy ir magnetiniy reiskiniy visuma yra ivairios A pasi-
reiSkimo formos. Skiriami du salyginiai tipai: teigiamas ir neigiamas. Gamtoje A visada yra disk-

retinis dydis, taciau elektrodinamikoje daZnai laikomas tolydZziu. Matuojamas kulonais, [q]= 1C.

Taip pat svarbus dydis yra kriivio tankis. Tolydaus kriivio atveju jis Zymimas p ; [p] =1 % ;
m

e Auzdaroje fizikingje sistemoje teigiamy ir neigiamy kriiviy suma yra pastovi;
o A clektros srové — kryptingas kriivininky arba jelektrinty makroskopiniy daleliy judéjimas. Ati-

tinkamai A vadinama laidumo ir konvekcine srove. Srové, sukelta laike kintanc¢io elektrinio lauko,

. . .= A
vadinama slinkties srove. Srové [I ] =1A, srovés tankis [ j] =1—;
m

o A clektromagnetinis laukas — materijos forma, charakterizuojanti saveika tarp judanciy ir neju-
danciy elektros kruviy. Gamtoje A pasireiskia dvejopai — tolydZiai bei diskretiSkai (pvz., fotonai).
A saveika sklinda Sviesos greiciu. A salyginai skirstomas i elektrini ir magnetini (tai priklauso nuo
pasirinktos koordinaciy sistemos. Pvz., sistemoje, nejudancioje kriivininko atzvilgiu, tas kriivinin-
kas sukurs tik elektrini lauka, o judancCioje sistemoje — ir magnetinj).

o A clektrinis laukas — viena 1§ elektromagnetinio lauko pasireiSkimo formy, nulemianciy saveika

tarp nejudanciy kruvininky arba tarp elektrinio lauko ir nejudanciy kriivininky. A yra vektorinis
. [z \Y
dydis, [E]: 1—;
m

o A magnetiné indukcija — viena i§ elektromagnetinio lauko pasireiskimo formy, nulemianciy sa-
veika tarp judanc¢iy kriivininky ir sroviy arba tik elektromagnetinio lauko ir sroviy. [é]: IT. A
sudaro kitus tris elektromagnetinio tenzoriaus sandus.

Elektromagnetinj lauka apibidina Lorenco jéga F = q(E + [\7 ,E]). Jei v arba B lygu nuliui, tuomet F = gE ;
jei E=0, F = q[ﬁ,é]. Taigi Lorenco jéga galima apibiidinti kaip: a) jéga, kuria vienetinis elektrinis laukas
veikia vienetinj kriivi; b) jéga, veikianti vienetini kriivininka magnetiniame lauke, kuri yra statmena v ir

B.

Elektrodinamikoje jvedami papildomi dydziai: D — elektriné indukcija, H — magnetinio lauko stipris.

—~ = —~ - A 1 . . . .= .
D=¢,E; [D] =1 < , B= pOH;[B] =1—. gy, =— . Palyginus matavimo vienetus, matyti, jog D susijgs
m m c

sup,o0H —suj.

— —

Taigi nagrinéti elektromagnetini lauka medziagoje uztenka Siy dydziu: H, 7, D, p, Eir B.



Elektromagnetinio lauko lygtys diferencialiniame ir integraliniame pavidale

Elektromagnetini lauka visiskai apraSo Maksvelo lygtys:

- oD -
To 8'[ j
-~ 0B
tE=—— 2
ro = (2
divD=p. (3)
divB=0. 4)
(2) lygtis
5":0 5}0 20
rotE=[V,E]= i i ﬁ
ox Oy Oz
E. E, E.

: oz oz o - 0B L
Matyti, kad, jei E = const, tai ir B =const. Ar gali biti taip, kad E #0, o _E =07 Kitaip tariant, ar
gali egzistuoti kintantis erdvéje elektrinis laukas, kuris nekuria magnetinio lauko? Prisiming, kad
rot grad ¢ = 0 bet kokiam ¢, galime teigti, jog elektrinis laukas E oc gradp = V¢ nekurs magnetinio lau-

ko. Tokie laukai vadinami potencialiniais. Laukai, apraSomi rotoriumi, vadinami stikuriniais. Jei tik £

neproporcingas V¢, atsiranda B.

L

Tarkime, turime konttra (1 pav.), kurio ilgis L, o ribojamas plotas S. Su-
integruokime:

? - B <

L rotE,dS )=—|| —,dS | 5

AL [lodas)=-]| 3 ©
Pagal Stokso teorema, i;(rotgl,db: )= f(gl,di ), ia dS yra statmenas konti-
1 pav. § L

ro plokStumai. Pastarasis integralas dar vadinamas vektoriaus A cirkulia-
cija uzdaru konttiru. Tuomet:
R - 0B -
rotE,dS )=¢\E,d/ |=—|| —,dS | 6

o)) -{{ 5.5 ©
Tegu kontiiras nekinta laike, tuomet S=const ir

§(E.ar)=-2[(B,05)- Lo, )

] dr dt

¢ia (E,d§ ) — magnetinio lauko srautas per pavirSiaus ploto vieneta, o j;(E ,dl ) — darbas, kurj atlieka vie-
L

netinis krivis, apeidamas uzdaru konttru. (7) formulé, taigi ir (2) lygtis, apibudina Faradéjaus elektro-

magnetinés indukcijos désni.



(4) lygtis
Suintegruokime (4) lygti uzdaru tiriu (2 pav.):

‘ p JV.dedV:lOdV:O. (8)
) Pritaike Gauso désni [divA dV = [(4,dS ) (¢ia S — to tario pavirsius) (8) lyg-
4 S

¢iai, gauname

e [aivB av = [(B,d5)=0. )

Taigi per uzdarq pavirsiy magnetinés indukcijos srautas visada lygus nuliui — magnetinio lauko linijos

yra uzdaros, neturi nei pradzios, nei pabaigos.
(1) lygtis

Fbl

Tegu turime ilga apvaly laidininka ir jokie dydziai nepriklauso nuo laiko;

9 0.15 &ia rotH = j. Tuomet:
= ot
| | """\/‘A I(f’d 0):1, (10)
k #3 )u_ \_ So
& Tegu strypo ilgis bei kampas a taip pat neturi reikSmés.
[(votr7.aS)= [(7.a5)= [ (.45, )=1. (11)
J N s S,
3 pav. Suskaiciuojame H cirkuliacija atsizvelgdami i (11):
[ (rotr7,aS)=§(A.a7)=1. (12)

9

L

Taigi matome, kad H yratik p funkcija. Suskai¢iuokime H cirkuliacijq kitaip:
2n
[ﬁ(rotH( ,p-da- ao) mH p)p da:J.Ha(p)p da=2nH,(p)p=1.
0

IS ¢ia

Ha(p):#- (13)

IS (13) matyti, kad laido kuriamas magnetinis laukas tiesiogiai proporcingas / ir atvirkS¢iai proporcingas

atstumui p. (13), kartu ir (1) lygtis apibiidina atskirq Ampero désnj.

(3) lygtis

Integruokime (3) lygti visu turiu ir pritaikykime Gauso teorema:
[divDay = [ pdv = ¢ = §(D.d5) (14)
Vv Vv N

Tegul p pasiskirstes sferiSkai simetriSkai. Tuomet patogiau naudoti sfering koordinaciy sistema (4 pav.):

4



dS = %7, sin @ dé da.

Kadangi D nuo kampuy nepriklauso:

%% [divDdv =[(D.dS)=¢q. (16)
. — 4 N
L1 & . ; : b (}' ~
DI (D,r2770 sin@ do da)= D,r*sin@ d6 da (17)
KT }
) TN < Taigi D yra funkcija tik nuo r.
2n b
» d j(f),dg): D.(r)r? '[da_[siné? d@ = 4nD,(r)r* = q.
N 0 0
pav. I§ ia
q
D (r)= . 18
(r)=7 (18)
Kadangi D = ¢E,
q
E(r)= ; 19
)= e (19)

Padauging (19) 1§ kokio nors kriivio g, , gauname:

qlEr(”)ZF(r)Z#~ (20)
0

Taigi (20), o kartu ir (3) lygtys apraso Kulono désnj.

Kravio tvermés désnis ir srovés tolydumo lygtis

Suskaiciuokime divergencija (1) Maksvelo lygties:
div rot H = div%—? +divj =0, 21)

nes divergencija bet kokio vektoriaus rotoriaus lygi nuliui. ISkéle diferencijavima prie§ divergencijos

zenkla, bei pritaike (3) Maksvelo lygti, gauname:
8,0 .=
—+divj =0. 22
o T (22)
Pastaroji lygtis vadinama kritvio tvermés désniu arba srovés tolydumo lygtimi.

Tegul p — laiko ir koordinaciy funkcija. Ieskokime pilnos p iSvestinés pagal laika:

dp_0p 0pdx dpdy dpi_0p, 0p, O, 3 _dp,

V.4V —+V

v,gradp).
&t o oxor oy ozor or tox Yoy or o (v gradp)

Pareikalave, kad kriivis nekisty laike, turésime:
2—'?+ (ﬁ,gradp): 0. (23)

Palyging pastaraja lygti ir sarysi div(pﬁ): pdivy +(\7, gradp), matome, kad labai patogu biity, jei bi-

tudivv = 0. Taip gali buti tik tada, jei v = rot;l, &ia A — kazkoks vektorius. Tokiu atveju



dp :a—‘t’+ div(p7)=0. (24)

Uzrasykime sroveés tanki Sitaip:
j= [Z,gradpl 1§ ¢ia
divj = (gradp,rq‘g;l): (17 , gradp). (25)

Suintegruokime visu tiiriu, kuriame yra kriivis:

I g_[;dV = _I diV] dv = —J. (j ,d§ ): —1, nes integralas yra tik laiko funkcija.
4 )

Vv

d d dg
Ly =—1=Sg=m1=-% 26
dzlpd ar? dr (26)

Jei kruvis nekinta laike, (2—'0 =0,1r 18 (23) bei (25) iSplaukia

=
divf =0; (27)

Taigi sroveés tankio linijos yra uzdaros.

Elektromagnetinés medziagy savybés

Vakuume
(28)

Elektriniam laukui sklindant ne vakuumu (darant prielaida, kad medziaga neveikia elektrinio lauko Salti-
niy), elektrinés slinkties vektorius pakis: D- DO = P. P vadinamas elektrinés poliarizacijos vektoriumi.
Visiskai analogiskai ir magnetiniam laukui: B- EO =M. M - medziagos imagnetéjimo vektorius.

Paprastai 13priklauso tik nuo E,0 M —nuo H (arba B). Tuomet galima uzraSyti:

P= SOKEE =KD,

_ _ _ (29)
M =p,x,H =k B,,
¢ia x — elektrinis (magnetinis) proporcingumo koeficientas.
Taigi galime taip uzraSyti:
13:13+[)0:SOKEE+SOE=80(1+KE)E=5E, (30)

B=p,(1+x,)H =pH.
Bendru atveju, u ir ¢ yra tenzoriai: D = 8E, B = iH. Mazdaug prie§ 20-imt mety buvo atrastos chirialinés

aplinkos, kuriose
- _ 31)

Netiesinése aplinkose paprastai naudojama P = SOKEE . Bendru atveju P = SO(KEE +d; (E )2 + )



Laidininkuose j = 6E, — srovés kryptis nebiitinai lygiagreti elektriniam laukui.

Elektromagnetinio lauko vektoriy krastinés salygos

Turime dvi aplinkas — 7 ir 2 (4 pav.). Pasirinkime ttrio elementa, kurio
aukstis 4, tiiris — V, apimanti abi medziagas, ir kertantj skiriamaja riba plotu
S. Tarkime, kad kriivis yra tik skiriamojoje riboje ir yra tolygiai pasiskirs-

tes. Tuomet Maksvelo lygtys igaus toki pavidala:

rotI:I:a—D+q'+ n,ka'lx,y,zeS,’ (32)
ot 0,kaix,y,z¢eS.
rotE = —a—B, (33)
Ot
— 9 k i el S:
divD = pr o002 €S (34)
0,kaix,y,z¢S.
divB = 0. (35)
Suintegruokime (34) lygti bet kokiu tiiriu ¥, kurio viena dalis yra vienoje aplinkoje, kita — kitoje:
[divDdy = [ pdv + [ &dv. (36)
V V V
Pritaikome Gauso teorema:
[(D.dS)=[ pav + [ as. 37)
visas v S
[ (5.05)= [(D.45, )+ [(D.as, )+ [(D.d5,) (38)
Sisas S S S,

Tarkime, kad # — 0. Tuomet V' — 0. Parinkime plotui § krypti n , sutampancia su §;. Tuomet
5’1 = —5’2 = S. Kadangi

lim j pdV =0, (39)

h—0

galime uZraSyti

(40)

i§ Cia (Dl N7} )— (Dz 7] )— & =0 bet kuriame taske. Dar galime taip uZzraSyti: (Dl - 132 N7} ) =¢£. Tai ir yra
krastiné salyga elektrinio lauko indukcijai: pereinant dviejy aplinky skiriamaqji pavirsiy, elektrinés induk-
cijos vektoriaus statmenyjy pavirsiui sandy skirtumas lygus pavirsiniam kriivio tankiui. Si lygtis tinka bet
kokiam atvejui, bet kokiai medziagai, taciau kruvi galime rasti tik Zenklo tikslumu.

Jei kriivio néra, peré¢jimas yra tolydus.



Analogiskai, 1§ (35) lygties gauname, kad (El —Ez,ﬁ): 0,t.y., pereinant dviejy aplinky skiriamqji pavir-
Siy, magnetinés indukcijos vektoriaus statmenieji pavirsiui sandai nekinta.

Zinoma sarysi J-rot;ldV = —I [;1, ds ] pritaikykime (32) lygciai:
vV S

jrotﬁdV:j@dmjjdmjﬁdV. (41)
4 4 8t 4 vV
Erdvini integrala pakeic¢iame pavirSiniu:
~[|A.a8]=~]|#,.a5, |- [|..05, ] [[A.a5, ] 42)
g § > Sf:O,kai h—0
Kadangi
ygolVa—Dd lim 1 jdv =0, lim i Adv = ! 7ds,
[l,.a5)= [[a,.ibs, [|A,.a5]=~[[A,.ii}s.
s, S, S, S,
tai

lim rotHdV——.[[Hl,n}LS' J-[Hz,n}iS IndS arba

h—>0
j([n i, - i, |-ihs =, 43)
nes i, —H,|=7j , o [#i,d|=[fiiid, +54;]=[i.i] 4, +[7,5]) 4 =[1.5) 4, Sa # L5 — vienetiniai

vektoriai.
Taigi pereinant dviejy aplinky skiriamqji pavirsiy, lygiagreciy pavirsinio magnetinio lauko vektoriaus
sandy skirtumas moduliu lygus pavirsinés srovés tankio moduliui.

Dekarto koordinaciy sistemoje pasirinkime 7 = Z,. Tuomet:
H,—H,=AH =% AH, +ii,AH, +Z,AH;
ﬁ = '%.077)( + J_}Ony;
7. 8% |= 57, + 50 = 7
560 .)_;0 Z0
fiadl=| 0 0 1 |=—%AH, +5,AH,;
AH,  AH, AH,

T, + o, =%, (- AH ) )+ 5, (AH ),

H, kuria pavir§inés srovés x komponenté.



Jei néra pavirsiniy sroviy, magnetinio lauko stiprio sandai, lygiagretiis pavirsiui, pereinant per ribq kinta
tolygiai.

Analogiskai galime uZzrasyti elektriniam laukui: [ﬁ,El - Ez]z 0: pereinant dviejy aplinky ribq, lygiagre-
tits pavirsiui elektrinio lauko sandai nekinta.

Taigi elektromagnetinio lauko kraStines salygas galime uzrasyti taip:

(7.5,-D,)=¢,
ii,B,—B,)=0,
( _'1 3 ) (44)
[, i, - )=,
i E — E,|=0
Jei viena 1§ aplinky — laidininkas, tai jame néra nei magnetinio, nei elektrinio lauko. Tuomet (44) lygtys
supaprastéja:
(A’Dl):Dn :é:’
(5.8,)=5,=0, (43)
.11, ]-7.
[n E ]: 0.

D =¢. Kadangi D, iSmatuoti negalime, iSmatuojame E,, ir randame ¢.

B =0. Normaliné B komponenté visada lygi nuliui.

|
—
7%
(@]
.
)

i, i, |=[.im, +5H =[50, |=[A,5]H, = .
H, 17,H, =]
AnalogiSkai [ﬁ,E ]ES =0, E, =0; — pavirSiuje yra tik statmena komponenté. Turint idealy laidininka, uz-
tenka pareikalauti, kad Es= 0, ir Maksvelo lygtims galima rasti sprendini.
Dielektrikams [ﬁ JH, - H, ]= 0. Jeigu néra pavirSiniu kriiviy ir sroviy, tai i§ elektrinio lauko ir magnetinio

lauko indukcijos tangentiniy komponenciy tolydumo seka elektrinio lauko ir magnetinio lauko indukcijos

normalinés komponentés tolydumas.

Pointingo teorema, elektromagnetinio lauko energija
Pasinaudokime sarysiu
divla,EJ: (E,roté)— (&, rotl;). (46)

Tegu d = E, b = H. Tuomet, pasinaudoj¢ Maksvelo lygtimis, gausime:

div|E, H]_—[ ‘Zf j (E ‘2—? ]‘j:—[H 65113 ] [E %It) J (7.£) (@7)

(46) formulé ir iSreiSkia Pointingo teorema.

Papraséiausiu atveju D = ¢E, B = 1B, tuomet galime parasyti:



div[ E.A )=~ 2((E.D)+(f.B)}-(].E). (48)

(48) formulé — Pointingo teorema diferencialiniu pavidalu. Vektorius IT = [E,H ] vadinamas Pointingo

vektoriumi.

Suintegruokime (47) turiu V:
ldiv[E‘,FI}lV - l([E,Hlﬁ): B l%{(E,ﬁﬁ (3,8 - l(}',E)dV. (49)

(49) lygtis — Pointingo teorema integraliniame pavidale.

Tegu niekas nepriklauso nuo laiko. Tuomet (48) atrodys taip:
J(E.}aS)=-[(G.Ehov. (50)
N 14

Desinioji lygybés pusé apibiidina galia, nes pointegracinis reiskinys iSreiskia galios tanki.

Tegu srové teka apvaliu be galo ilgu laidu (3 pav.). Kadangi laido laidumas ne begalinis, galios Omo dés-

nis:
] =Z,j, =OF,Z,; laido i3oréje
I:[ _ 0(0] _ _.OHa
2np
/50 &O 20
[E JH ]: =0 0 E, =-p,E,H,.=> Pointingo vektorius nukreiptas i laidininka.
0 H, 0
IS 5 pav.:

—dS, =dS, =7 pdpda;
dS, = 5, Rdadz.
Laukas arti laidininko:
(ﬁ,dﬁ): (= ByE,H . +F, pdpda)+ (- p,E,H By R, (dadz) = =R, E, H dadz.
S I
[ (F.as)= —! s —-!'IEZdz S -!.Ezdz - 1,U. (51)

N

potencialy skirtumas
Taigi Pointingo vektoriaus srautas lygus galiai tam tiiriui, kurj riboja tas pavirsius.

Pointingo vektorius nukreiptas 1 laido viduy, 1 ten eina elektrinio lauko galios srautas. Taigi - galios

srautas 1 ploto vieneta.

10



Reikia, kad bty [(F1,dS)=0. Kadangi £ S, (£, 7] dS)=0.
S

Tarkime, turime déZg, kurios pavirsius superlaidus, o viduje — dielektrikas. Tuomet:

ELM lauko energijos tankis
CED) (B ——[(7E)ar [ (ED)e3 (7B ar. o)
Vv vV

energijos kitimo greitis

I pastarojo integralo matyti, kad elektromagnetinio lauko energija:

W, =%(E,D)+%(ﬁ,§) (53)
W, =%(*,D)=%3E2,WM =%ﬂH2. (54)

Skaliariskai padauginkime (1) lygties abi puses i§ Eir, prisiming (46), gausime:
(E. ot )= (A, rotE ) div|E, f |
Pritaike (2):

(F.rotfl )= _(Hz_fj _ai[E, A1) 15 cia

W (5.5)--an[e. )| ( 6;] (E%_Dj

(55)
~ 21 10 (= =\ (= =
=—div|E,H |+——\H,B ,DJ;
.} -2 (5.8)- 2.0
Maksvelo lygtys kompleksiniame pavidale
Prisiminkime Furjé vaizdavima:
1 o0 0 )
= e dt & — | F(o)do, (56)
Nl AL j Je
.. 2 g . .
la w=2nv = - - ciklinis daznis.
Furjé vaizdas egzistuoja, jei
j /() dr < oo, (57)

t.y. ft) yra kvadratiskai integruojama funkcija (dar kartais vadinama L; funkcija). Tuomet ir F(w) — kvad-
ratiSkai integruojama funkcija.

Parsevalio lygybé:

T| fe) de =T|F(a))|2da)<oo. (58)

11



Furjé vaizdas gali egzistuoti ir tada, kai I | f (t]zdt =00, pvz., jei f(f)=1. Tokios funkcijos Furjé vaizdas —

—00

Dirako f-ja.

Furjé transformacija galime iSskleisti:

00

(t)cos cordt

1 7 .1
N |/ st =i |
ReF(-w)=ReF (o),
ImF (-w)=-ImF (o).

Pritaikykime Furje transformacija elektriniam ir magnetiniam laukui:

jE(x,y,z, a))ei“”da).

1
Vo,

E(x,y,z,t) =

OE(x, y,z,t)

ot Vf__

IE x,v,z,0)ioe do.

0
I xy,za) 1“”da)—

—00

rotH (x, ,Z, t =rot

J'@(x,y, z,0)"dw.

1
Vo 2,

Nagrin¢kime paprasciausia atveji, kai D(x, y,z,t) =¢E (x, y,z,t). Tuomet

jrotH x,y,z,0)e " do =

r

Iiwé(x,y, z, a))ei””da) +

= miw

' deo.

1=
+EJL(X,,V,Z,CO

DB(x, y,2,0)= ﬁ [ Dlx,y, 2,0t

Su tikslumu funkcijos, kurios integralas lygtis nuliui, galime uzrasyti:

rotH(x, y,z,)e'™ =

iot

= ia)é(x,y,z,a))e +
+ z(x, y,z,0)".
Kadangi eksponenté niekada nevirsta nuliu:

rotﬁ(x, V,Z, a)) = ia)é(x,y, z, a))+ z(x,y, z, a))

Taigi Maksvelo lygtis kompleksiniu pavidalu atrodo taip:

J. £(¢)sin wrdr; i§ Gia matyti, kad

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)
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rotH (x,y,z,0)=iwD(x,y,z,0)+ j(x,y,z,0),
rotE(x, y,z,0) = —iwB(x, y,z,0)

~ (66, 67, 68, 69)
divﬁ(x,y,z,a)) =0,

divé(x, .z, a)) = p.
Tegu 5(t) = & = const, J(l‘) = o = const. Tuomet D = gE. Perrasom (66):

rotH =iweE + o E, kadangi j = oF. Taip pat:

I] X, V.2, a) 1“”‘da): Iaﬁ(x,y,z,w)e‘w’dw.
- V21 o,
Ir
= . = . =1 o\= . .O\= . =
rotﬂ:1a)g§+1a)0'§,—:1a)(g+,—j§zlw(g—l—jﬁzla)gﬁ. (70)
i@ i@ 0]

IS pastarosios lygties galime uzrayti, kad ¢ =&'—1i¢g". Tadiau $is uzraSymas néra teisingas, nes, jei
b =z b b

o — 0, kompleksiné varza artés | begalybg. Teisingas uZraSymas bty toks:
§:5+n0'5(a))—ig, (71)
@

&a 8(w) — Dirako funkcija.

Priezastingumas ir kompleksiné skvarba
Remkimés trimis prielaidomis:

e pasekmé visada seka po priezasties,

e visos praeityje sukeltos pasekmés susideda (su atitinkamais jtakos koeficientais) ir nulemia duotu
metu vykstanti procesa (superpozicijos principas). Poveikio itaka be galo i praeiti nutolusiu mo-
mentu — nykstami maza,

e saveika — invariantas laiko postimio poziiiriu.

Tuomet elektrinio lauko indukcija:

D(t)= ! jg(t—to)E(to)dto, tia (72)

0,7 <0,
#0,t>0.

t>1t,,ir g(t)z{

Pazymékime ¢ —¢, = 7. Tuomet ¢, =¢—r7;dt, =—dz. Ir:

\/ﬂ '[ d7z = \/;_nig(r)E(t—r)dr. (73)

Tegu egzistuoja Furje vaizdai:

E(t) ;71: £E Co)em)tda) E t—7 : ;n .[OE Co)ei”)te_i“”da),

13



D)=~ [ Plok“do= = [o() - [ ok e ot -

00

j e(r)e " drdo.

1 % . 1
- E 10t
Tom JEek o]

(o)

e d. (74)

0=z Jo)

Taigi jei priezastingumo principas galioja, ¢ tampa kompleksiniu dydziu. Dél priezastingumo principo

atlickamas darbas ir prarandama energija.

L T e(r)e"dr =

. . (75)
;n ‘([g(z' cos(wr dz'—l\/lz_n-([g(r)sin(a)r)dr:g'—ig".
Tebus @ =w—1y. Suraskime }/LO\/;,_R'([S(T)eindT:%W.([S(T ¢ ¢ d 7. Pazymékime:
§:u+iv=J-£(T)e_”cosa)rdf—ifg(r)e"” sinordr, (76)
0 0

Gau=f(w,y),v=f (@), odaugiklis N praleistas. Suskai¢iuokime u, v i§vestines pagal o, y:
n

ou = —jre_” 8(r)sinan'dr, v =|re™” 5(r)cosa)z'dr,
oo 3 ow
. . (77)
ou _ —J.z'e*” ¢(r)coswrdr, v _ —J‘z’e*” ¢(7)sinwrdr.
oy 0 oy 0
Matyti, kad & — analizin¢ funkcija, nes patenkinamos Kosi — Rymano salygos
ou _ v
dw oy’
g (78)
a__ v
oy 0w’
Dabar
l_)(a)) eiwt ZEE(Q)) eiwt, (79)
¢ia buvo padauginta 1§ eksponentés, kad atsirasty priklausomybé nuo laiko. Kadangi
=& —ig"=e"+&" e, kur o= arctgg—,, (80)
&£
(79) galime taip perraSyti:
. ia)(tfﬁj %ZN .
Q(a))elwt — 8!2 +8"2E(a))e o) _ |£|E(a)) em)(t—At) . (81)

(81) lygtyje matyti, kad, kai ¢t =¢,, D <E — pasireiSkia vélavimas.
14



IS principo, Zinodami vieng ¢ dalj (v arba v), galime rasti kita (konstantos tikslumu), nes Kosi — Rymano

salygos jas susieja. Pasinaudokime Kosi integraline formule:

s(0)= 1 mg(@)d%_ 82)

2mi o~ @

limL, MZLJ‘MZE(@) (83)
R 2711 W, — O 2mi w,— 0

Gali biiti, kad @,,® gulés ant kontiiro. Tuomet (82) integralas egzistuos tik pagrindine Kosi prasme.

Pointingo teorema elektromagnetinio lauko vidurkiams (harmoniskai kintan¢iam

laukui)
Tegu
A(t) = A4, cos ot — A sin o,
o)
B(t) = B, cos wt — B, sin ot.
Galime uZrayti ir kitaip: 4(¢)=Rede'”, kur A=A, +i4,, nes
Ae' =(A,+i4,)(coswt +isiner) =
= A, coswt + Asinor +i( Asinwt + A cos ot ),
arba dar kitaip: A(7) = %(z_élei"” + A*e'i’”’). Tas pats taikoma ir B(¢). Suskai¢iuokime A(¢)B(¢):
A(1)B(t)= A.B, cos’ ot + A B, sin wt cos ot +... =
(92)

- l(él_}em‘” +A'B e+ (41_3* + A*lj)).
4

SuskaiCiuokime  sandaugos  A(7)B(¢) integrala per perioda. Kadangi % I A(t)de =0,

17 . 1¢(1 2 I 1
—I51n2wtdt=—j(——cos wt]dz‘:— r—jcosza)tdt=—,gauname:
T T2 2 2 T 2

7 2 T 93)

— l\)l'_'

H(t)= (He"‘”+151* e*i“”), (94)

Pritaike (91) — (94) sarySius, gausime:

15



S(ED)= 2 (ED)e+(E.5 )™+ (E.D)+(E.D') =
B (95)
ot

—io{(E.D)e +(ED)e ™)

:iia){_(E’l__j)GZiwt_(E*’l__j*)e—Zia)t_(]Z[’B)QZimt_(Izl*’B*)e—Zia)t} _ (96)
1 = oo L2ier R —2iawt TE T
~AGE) ([ E)e ([ E)-(Z.E))

Dél techniniy sunkumy visada matuojamas tik intensyvumas — I1 vidurkis. Suvidurkinus per perioda, visi
nariai, padauginti i§ eksponentés, bus lygiis nuliui. Taigi Pointingo vektoriaus vidurkis priklauso tik nuo
galios tankio srauto.

ISveskime svarbig formulg.

—iawt

Atskirai sura$ykime kintamuosius, priklausan¢ius nuo €' ir e

{rotE:—in, o {rotE* =—iwB, o
_ e ~. ... le 97)
rot H =iwD - j; rotH =iwD —j .
Kadangi div[é,ﬁ} = (Z;,rotﬁ)—(&,rotl;),
le[EH ]:(E ,rotE)—(E rot H ):
98
—io(i"B)+io(E.D)~(E.]) o

(Re div[E,EI*] — I1 vidutiné verté)
(98) sarysis — Pointingo teorema elektromagnetinio lauko vidurkiams (arba harmoniskai kintanciam

elektromagnetiniam laukui)(su tikslumu iki /).

.. o= s .
Ivedamas kompleksinis Pointingo vektorius 11 = E[}_ﬂ H ] Jo srautas per pavirSiy:

fl0.a8)=—2[(E.5)av 2 [( B)av—2[(7 .E)av ©9)

Daznai iSmatuoti galime tik integraliniame pavidale. [veskime kompleksines dielektrines ir magnetines

skvarbas ¢ =¢'—i¢", u= p'—iu" PerraSom (99):
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Esﬁ(lj,dg):g(—g”ﬂg’)j (E.E) dV—%(ﬂ”Hﬂ)j(H q') dV—%j(f,E)dV-

(100)
Atskirkime realig ir menama dalis
Reffj(,d8) =—25" [(E.E')av - 22 [ (.8 )av -1 re [(7.E) (101)
S 2 Vv 2 Vv 2 vV -
tmff(1,45) = 22 [(E.E")av - 22 [ (i, 8')av —m [ (', E) (102)
N 14 2 Vv 2 14 -

(101) formule — Pointingo vektoriaus srauto vidurkis per tiirio pavirSiy. Jei m > (0, gauname, kad srautas

neigiamas, t.y. Pointingo vektorius nukreiptas | medziaga — vyksta absorbcija. Net jei m =0, srautas vis

. « . . .o . . vy o . . . . . G =k ok
tiek neigiamas, ir absorbcija taip pat pasireiskia (dél vélavimo). Kadangi e =¢'—i—, 0o j =0E , ma-
o <

tome, kad srovés tankis o jskaitomas du kartus.

Tarkime, turime idealaus laidininko dézg; jos viduje — vakuumas. Sroviy jokiy néra, srautas iseiti taip pat
negali (arti pavirSiaus E L d S, taigi [T L dS, (121, dS) =0), tuomet i$ (102) seka:

%V(E,E*)dvz%"j(g,g*)du (103)

Taigi tame tiryje elektrinio lauko amplitudés kvadrato vidurkis yra lygus magnetinio lauko amplitudes
kvadrato vidurkiui.

Prisiming, kad rezonansiniame kontiire rezonanso metu elektrinio lauko energija lygi magnetinio lauko

energijai, matome, kad tokia laidininko déz¢ gali veikti kaip rezonatorius.

Harmoniniai virpesiai, neapibréztumo principas

Prisiminime Furjé vaizdus:

1 o0
t)=—— | F(w)e” dw; F (o e’ dt. 104
f)= g [ () vy j f( (104)
0,f<a,
Jei f{t) — baigtiné f-ja, t.y., jei f(¢)=1#0,b<t<a,,tuomet F(w) — begaliné.
0, >b.

Kodé¢l begaling funkcija galime naudoti vietoj baigtinés? IS neapibréztumo sarySio AEA¢ >/ gauname:
VAt > 1, (105)
nes AE =hv, hivAt > h.

Suskaiciuokime fizikoje daznai naudojama integrala / = I e ™ dx, dar vadinama Gauso funkcija. Ka-

—00

dangi eksponent¢ visada teigiama, tai /> 0.

17



o0 00

IzzT “"de “ydy Ije dxdy

Polingje koordinaciy sistemoje dS=dxdy=pdpde, ir:

) 2 )

r :J‘pe””’2 dp_[da 227'5_“677['02 dnp’ =1.

0 0 0

L 2
Taigi /= 1. Tegu f(¢)=Ae (A’) . Sios funkcijos Furjé vaizdas bus toks:

0

Fw)=— | e_"(ffj e dr. (106)

Kadangi o =2nv ir

2 2
L vionve=a| [ L +i2VAtL—V2Al‘2+V2At2 =
At At At

t .Y 4nVAL t .Y AP
=m| —+1VAt | — =x| —+1vAr | +
At 4r At 47

b
2
_‘%
o : @’ A? o’A? o @’ AP
A J. +1vAt - de=Atdx JAf - J. o d AAt -
€ € = .
00

e 4n dt = —.¢ 4n e 4n .
k4 NG N

Taigi matome, kad AL yra funkcijos f{(7) tikriné verté Furjé operatoriui.
\2n
Tegu turim periodini (bet baigtini) signala (6 pav.):

mim 1= cosay =267 (g o),

v \/ \/ U \/ \/ \/ v Kai AtAw,U 1, gauname neslopstant; harmoninj signala. Jo Furje

vaizdas:

2\/Z_[Te = “’°’”’dt+I [t]ei(”"””’)dt}
LU

(wp-o) A (@ +o) A
= AAt [e dn o 4e 4m J

221

Tegul 1), F(w) yra tokios, kad | f(¢)

=l,kai oll @, =0,kai oll @,

a))‘ —2% 5. Pasinaudokime Parsevalio lygybe (58),

b

bei vidurkio teorema J‘f(x)dx =(b-a)f(&).¢e(a,b):

Atlf (8, = Ao|F ()] =17,

Ado|f () [F(a,) =W =0,

18



WZ

AtAw = > > #0,
£ ()] |F (@)
2
AtAw > #
s | VP
AtAw > const. (109)

Fizikoje AtAw > h.
Yra transformacijy, panasSiy i Furjé, taCiau realiy ir kuriy tiesioginiai ir atvirkstiniai vaizdai nesiskiria,

pvz., Hartlio:

H(w)= f(t)(cos ot +sinwr)dt,

T

8'—'.8

(110)

f(t)= (cos ot +sinawrt)d w

(-] (o
Elektromagnetinio lauko vektoriy lygtys

Tegu Maksvelo lygtys yra tenkinamos ir D = ¢E, B = uH. 1§ (4) lygties gauname, kad divB = udivH =0,

taigi divA = 0. Be to, tarkime, kad laukas yra diferencijuojamas. Tuomet i (1):

= 0 = - o0’ = oy o
rotrotH:ga—rotE+r0tj :—gy?H+r0tj;1s ¢ia
t t

2
—AH+graddiVH+gya—2H—rot]’ =0,

2

Aﬁ—gy%ﬁz—rot]. (111)

Pazymékime j = oF + Jp» Cia jp — pasalings srovés. Tuomet:

_. 0’ 0 -
AH — ¢ —H oc—H=—rot]. 112
Ho Py Jo (112)

Jei magnetinis laukas tenkina Maksvelo lygtis, tai ju sprendiniai yra ir (112) lygties sprendiniai. Tegu
c=0,/,=0:
2

Aﬁ—gy%ﬁzo. AHA!!! (113)

(113) galime perrasyti ir taip:
0’ ol 0’
X, (AHX _gﬂny]-i_ Yo (AHy —gﬂyHyj'FZo (AHZ —SILI?HZJ =0. (1 14)
Taip bus tik tada, kai kiekviena komponenté bus lygi nuliui, ir:
0’ 0’ 0’ ol ol

PN ATy ¥ I Ay Oy ) 115
T e T T T T g T T2 Mo (115)
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. . .. 1
Gavome bangos lygti, kurios greitis v=——

N

Pritaikykime panaSius veiksmus ir elektriniam laukui:

rotrotE=—,u£rotIrI=—y£(5iﬁ+]’); (116)
ot ot\ ot

2
—AE + grad divE + g,u%E = —,uag]. Pasinaudojam (3):
¢ ¢

. P o - 0 -

—-AE+grad—+su—E=-u—j,
8 £ ”aﬁ ”atj

AE —¢ —ZE—l rad p + 9 velgi j=cE+7], ir
'uétz gg P ,Uat], gl J Jp>

- 0° - 0 - 1 0 -

ANE—su—F—-ocu—FE=—g¢radp+u—7;. 117
Ho u E=—gadptu—j, (117)

Jei laidumo néra, j = 0, p = 0, ir vél gauname bangos lygti:
AE -gu—E =0. (118)

Jei tarsim, kad

B _ (119)
E(t) = E(x, y,z)e'”,
Gausime
Alfl(x, y,z)ei”’—gy(—a)z)—iaya)lfl(x,y,z)ei“” = rot;'(x,y,z)ei“”;
AH ¢ + gya)zﬁ —ia,ua)l-} e'” =rot }p e';
- 2 .O -
AH + o y(g—l—j=rot]p; (120)
@
Jei 0 = 0, gauname Helmholco lygti, arba lauko lygti harmoniniams svyravimams:
AH + o eH =—rot . (121)
o =
Daznai — H ~ 0, tuomet
ot
. o -
AH—g,uaH=O. (122)

Gavome difuzijos lygti. Difuzijos budu, staigiai mazinant tiirj, galima gauti labai stiprius magnetinius lau-

kus.
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Elektrodinamikos uzdaviniy sprendiniy vienareikSmiskumas
Tegul turime du Maksvelo lygéiy sprendinius E,, H,;E,,H,. Tuomet AE =E, —E,,AH = H, - H, taip

pat bus Maksvelo lyg€iy sprendiniai. Tuomet Pointingo teorema atrodys taip:

[p([AEAH] ds)%%{ [(AE, )dV+yj(AH AH)dV}ra.[( AE)dV =0. (123)

Galimi du atvejai:
1. Uzdara sistema. Tuomet dS L H L E, ([AE,AI:I],dg) =0, ir

2ot

vV

19 [ I(AE #)dV+,uJ'(AI:I,AFI)dV} = —O"[(AE,AE)dV. Kadangi i§vestiné neigiama, kairé-
4 4

<0
je lygybeés puséje dydis turi mazéti. Tadiau, kai t =0, AE = AH = 0, taigi sprendiniai vienareiks-
miai.

2. Atvira sistema. Sprendiniai bus vienareik§miai, kai llmm([AE AH ] ds ) 0. Kadangi S oc 7’

tai | AE,AH | turi artéti { nulj greiciau, nei r~, ir abu dydziai turi artéti { nuli grei¢iau nei . Ts-

spinduliavimo salyga: lim‘rE‘ =0, lim rH\ =

r—0

Ploksciosios elektromagnetinés bangos

Plokscioji banga — tai banga, kurios fazé plokStumoje nekinta, o amplitudé nepriklauso nuo koordinaciy.

Ja galima apraSyti lygtimi:
o= el ), (124)

0 7 =X+ Yoy +72, K =Rk, + Yok, +7k,, it (k.7 ) = xk, + yk, +zk, . Istatykime (124) { bangos lygti:

(@

0’ ol
Ap—eu—s;- Y > =divgradp —eu— Y > =0. (125)
6—2(0 = Ae'™ a—ze"‘"* e e =k 4 ei(w’f(lgf)) ) (126)
ox’ ox’ *
Ap=— (K +k2 412 ) e ), (128)
[—(k2 4K +k} )+ 0% |9 =0, (129)
a)zg,uz(kf+ky2+kj):k2, (130)
kZ
o’su=k’ k2+k_22 . (131)
k, k, k,
Pazymékime — =cosa, —— P =cos f, ;— cos y. Tuomet cos” o +cos” f+cos’ y =1, ir
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k =k(X,cosa+y,cos B+Z,cosy)= ki

leSkokime Maksvelo lygc€iy tokio pavidalo sprendinio: EO =FE ei(%(k 7) . Tuomet:

rot H, =1wek,,

rot E, = —iwuH,,

_ (132)
divH, =0,
divE, =0.
rot H ei(m_(w)) =e' rot H -iEr) iwee™ E e_i(”); el
rot H e (k7) 2 iweE eﬂ(lz F),
. o (133)
rot e ) = —iouHe (<7)
E — pastovus vektorius, taigi galime pritaikyti tapatybe rot fa = f rota —[Ez, grad f ] :
rot Be ) = 7)ot B — [E, grad e_i(lg’;)] = —[E, grad & E7) }
=0
(k7 - 0 . 0 - 0\ Liw vk iz R _ _ (k7 L= ik
grade (£7) :(x0§+y05+zogje e e :—1(xokX +Yok, +zokz)e Fr) e )
Taigi —ik — tikriné verte gradiento operatoriui, ¢ia k — kovektorius.
rot Be °7) = —[E,i EJ e 1F7) - —i[l;, E] & 7). (134)
Pritaike (133) lygti:
—i[l;,l?] e ) _ ouH efi(”), i (k) (135)
F.E | = wufl. Taigi H=——[%,E. 136
H g

o
k =ik = iiw gy,ﬁ:iw@[ﬁj]:\/g[ﬁ,ﬁ]. (137)
wp M

Vadinasi, jei pasirinkom EO =) ei(wtf(k’;)), HO jau negalime rinktis laisvai, nes EO 1 1—70 (ploksciai ban-

gai — visada).

Reikalaukime, kad bty tenkinamas Ampero désnis:

rot H efi(l;’;) =iweE efi(”),
71(12 ,;)
o

€

1 ~ =7 -i(EF) . = ik
—rot[k,E]e (k’)=1a)5Ee (k’>:
o

—i[/g,[lg,ﬁﬂziwzgyi
o=k,
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[/E’,[/E,Eﬂ:E(/E,E)—E(/E,/E):/E(/E,E)—/&E, (138)

k(k,E)=0,

k LE. (139)
Taigi H L E,H L k,E L k. Kaduoda k kryptis? Suskai¢iuokime kompleksinj Pointingo vektoriy:

T R e L[S

2 2 2 2| ou
| | (140)

~Som [k(E,E)—E(E,k)}:k—za)ﬂ(E,E)

Kadangi ReIl — galios vidurkis, tai k kryptimi pernesama galia.
I = =y 1 /= =
WE=55(E0,E0)=55(E,E), (141)
1 1 ’ 1
~ . £ IR Y . = =y

Wy =5u(H0,H0)=5u( ;] ([7.E])[7.E])=e(E.E): (142)
Matome, kad W, =W,, (vidutiniam tankiui).
Makroskopinio kiino atveju, ‘E ‘ o« U,|H ‘ oc 1. Tuomet galime taip uzrasyti:
v_lE_ EE) £, S sl 7 o .
7 =1 = =,[—=Z. Siuwo atveju Z reikSty aplinkos bangine varzq. Orui

4] [ fne) v
U
| lE |
Z =120 Q. Z parodo tik santyki ‘T , ir jokios fizikinés prasmés neturi.
H

Panagrinékime toki Maksvelo lyg¢iy sprendini: EO =E ei(m(k’;)), H, 0 = H ei({m(k’;)) . Tuomet

rot E, = —iwuH,.

2

Ago—g,u%go: —(kf +k; +k; —a)zg,u)(p =0,

—ixk, 2 —ixk,
axz 1.X1 __kx e 1.X1 ,
82 ixk __k2 ixk,
2 X
ox
ei(a)t—(—l?,?)) _ ei(a)t+(l€,?))’
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. / 7 = 1 -/= = D e .
H=- ﬁ[”,E], I1 :——k(E,E ) Matome, kad sprendiniai i§ esmeés nesiskiria, tik galios srautas
Y7,

nukreiptas { priesinga puse. Be to, Zenklas keiciasi tik prie H , bet ne prie £ . Sprendiniai nevienareiks-

miai, nes zenkla galime rinktis laisvai.

Ploks¢iy elektromagnetiniy bangy poliarizacija

Tegu elektromagnetiné banga sklinda Z asies kryptimi, o elektrinis laukas svyruoja XZ plokStumoje:

g, =5, Eel ") (143)

E, :

r T E . = E . = — & i(wt-kz

H, = /—[n,EO]z /—[ZO,EO]:yOEx /—e( k). (144)
7 7 7

Nagrinékime realiame pavidale:

E=%E, Ree"" ™ =3 E, cos(wt—kz);

H= \/Ej/OEx cos( ot —kz);
Y7

Xo Vo 2%
[2,,E,]=|0 0 1|=¥E.. (145)
0 0

Tegu banga — tiesiskai poliarizuota. Tuomet W, = gE 2 cos’ (a)t — kz) =W,.

E= )?O%Ex cos(a)t—kz)+)70%Ex sin (@t —kz) +

1 " | (146)
+X, EE" cos (ot —kz)+ 3, EEX sin(wt—kz)=E, + E,.

E,

lEx)“c0 sin(a)t—kz)+lEX)70 cos(awt —kz)+
H—F 2 2 —f,+ 4, (147)
U

+%Ex)?0 sin (@t — kz) +%Ex)70 cos (@t —kz)

X—O yo 20
nesHU[Z,E]=[0 0 1|=-%E,.
0 E, 0

E,, H, tenkina Maksvelo lygtis ( E,, H, — irgi).

Raskime elektrinio ir magnetinio lauky energiju (ne vidurkiy) tankius.

1 ey 11 .
W, :EE(EI’El):?ZgE’? (0052 (ot —kz)+sin’ (a)t—kz)) = cE?. (148)

11
247
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AnalogiSkai gausime, kad W,, =W, . Matome, jog tankis nepriklauso nuo laiko (kas harmoniniam dydZiui
nebiidinga).
Poitingo vektorius:

M=[E,H]=%(EH -EH,)=

250\/%? (cos2(a)t—(lg,f))+sin2(a;t_(lag)))zgo\/%if‘ (149)

E' =%, sz cos (@t —kz)+ 3, l;‘ sin (@t —kz). (150)

1 = 1 = 1

E =XE +y,E,

H'=%H +y,H.
Pointingo teorema:

diV@z%{%(ﬁ,E)+§(ﬁ,H)}. (151)

const

const

Matome, kad Pointingo teorema tenkinama, nes abi (151) lygybés pusés lygios nuliui. Be to, virpesiai
vyksta plokstumoje, statmenoje ploktumai XY, t.y., [10Z,.

Energija XZ plokStumoje:

E2
W.(x,z)=¢ 4" cos’ (wt —kz),

E2
Wy(x,z)=¢ 4* sin® (ot —kz).

Energija YZ plokStumoje:

2

W, (y,z):ga" sin® (ot —kz),

2

W, (y,z):gi" cos’ (ot —kz).

Taigi, elektromagnetiné banga sklinda tarsi virpamasis kontiiras — jei viena komponenté sin® désniu, tai
kita — cos”.

Galima bangas uzrasyti ir kitaip:

. E [# ei((ut—kz)+e—i((ut—kz) ~ ei(mzkz)_ei(mkz)}
X + - ,
1
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Kadangi

cos (ot —kz) = cos wt cos kz + sin wt sin kz,

sin (@t — kz ) = sin wt cos kz — cos ot sin kz.
tai

. E L E . . . .

| =—=(X, cos wt cos kz + X, sin et sin kz) +—=( 3, sin wt cos kz — ¥, cos wt sin kz ),
2 2
. . E . . .
E = 5 (X, cos ot + 3, sin et ) cos kz +—= (X, sin wt — 3, cos wt ) sin kz, (152)
;C(,) const P(’) const

Operacija, apibréziama
x'=xcosa+ysina,
y'=xsina-ycosa, (153)
zZ'=z;

vadinama koordinaciy sistemos pasukimu, kuris ir buvo atliktas (152) lygtyje.

Paziturékime, kaip bégant laikui, kis elektrinis laukas. Kadangi z = const, o

|%, cos t + 3, sin wt| = \/(fco,?co )cos® ot +2(X,, ¥, ) cos ot sin ot +( 3y, ¥, )sin® ot =1,
gauname, kad elektrinis laukas sudarytas i§ dvieju apskritimu besisukanc¢iy bangy.
Panagrinékime elektrinio lauko matematines savybes.

E, =%E +¥,E, =%,sin(wt —kz)+ 3, cos (ot —kz),

— —

Xo Yo 2o

rotE, =|0 0 2:—)?0—
Oz
E, E, 0
rot E, = {—)?0 2sin(cw,‘ —kz)+ 3, icos(a)t -~ kz)} =
Oz Oz

= g(kfo cos (ot —kz)+kp, sin(a)t—kz)) = k(g;‘c}) cos(a)t—kz)+§sin(a)t—kz)j = kE,.

Taigi, rot E, = kE,,rot H, = kH, ; apskritai poliarizuotos bangos E,H yra rotoriaus operatoriaus tikrinés

funkcijos. Tuomet i§ Maksvelo lygciu seka:
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58—E=kﬁl,
ot
aHl:—kﬁl;
ot
o/ =\ k = 0/ =\ Kk [ =~ (154)
\/EE(J;El)zﬁ\/;HI’ _ 5(\/; 1)=Tﬂ(ﬂH1),
8, —= k- 0 = ko -
\/;5(\/; 1):_\/;\/ZE1; 5(\/; 1)=_E(€E1)

Pasizymékime \/;ﬁl = ﬁ , «/EEI = é, ir isiveskime bangine funkcija ¥ = E+iH . Tuomet vietoj (154)
galime taip paraSyti:

OE OH  k

—+i—=—=(-iE+H),

o o @( )i§éia

vk

TN

i :w\/E:a) ir

.0

151//—0)1//. (155)

0 0 -
1th—y =hoy <>1h—y =Hy.
o TV V=RV
Maksvelo lygtis (apskritai poliarizuotos bangos) virsta Sredingerio lygtimi. Elgiasi kaip dvieju lygmeny

sistema. Skersinés magnetinés bangos statmenos Pointingo vektoriui.

Sukurinés elektromagnetinés bangos

Ieskokim tokio Maksvelo lyg€iy sprendinio:

E(x,p,2,t)= {U (x.)%, -2, %W}e"‘” Sia (156)

2 2
Cia k = w./gu, be to, 2—lzj+f;—l2] =0 (dvimateé Laplaso lygtis).
X y

Tegu D =¢E,B = pH. Turi buti

rot E = —iwuH,
(157), (158)

rot H =iweE.

Uztenka dviejy lyg€iy, nes

div uH =—_idivrotE= 0, ding:O:_idivrotﬁ =0.
10 10
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— —

Xo Yo 2

-~ |0 0 0| .CE ﬁ(aE 16Ej%8E
rotE=— — —|=X,—+ Zy—==
ox 0Oy oz oy 0z k Ox oy (159)
E. 0 E.
=—iwu(H 3+ H 5, +H_Z).

Matome, kad (157) lygtis tenkinama. Kadangi
E =U(x, y)ei(“”_kz),

1 aU i(wt—kz)
.= ; tai
Tk 8x
. 2 . 2
[:.]:L )_C. _laU ﬁ _lkU+i8U _EOaU ei(wt—kz).
o k Oxoy k ox® oy
——
H, H, H.

Pazitirékime, ar bus tenkinama (158) lygtis:

OH, OH,) . (6H oH j _
rot H = X, + ~—-—=|+Z,
oy 0Oz oz  Ox
2
E:.I-L)'EO 6U kU—Ea +%, k- 8U o°’U
lwe ou 8y k k 8x6y axay

i 00U i(wt—kz
A = ell@r )
ox k ox ox* k o

— 1 aU wt—Kkz - 1 aU a)t
E=-5 {(xok U)+5,- 0+zo(—1ka—j} i “:{ U (x,)-2 0 G‘x} “ . (160)

X

(159) ir (160) yra (156) lygties sprendiniai. Taciau neaiSku, i kuria pusg sklinda elektromagnetiné banga

nes magnetinio lauko vektorius turi tris komponentes, o elektrinio — tik dvi. Suskai¢iuokim Pointingo

vektoriy:

I1= l[é, ﬁ[*} = l{xo (E,H: = E.H,)+ 5, (E.H; - EH)+%,(EH, - E,H)|.

Sustacius gausime:

Il=

2 2
1 Xy 1 UO_U_LZO_UGIZJ + Y| — 12 8U8U+U8U kU? ——Ua
ox k° Ox Ox k~ Ox0y Ox oy k ox’

Plokscios bangos Poitingo vektorius turéjo tik realig dali (galios vidurkis). O ¢ia X, y, kryptimi — tik

menama dalis, o Z, kryptis — tik reali. Rell0k UZ,. Taigi, galia ir ¢ia perneSama Z, kryptimi, taciau

vektoriai nukreipti ir kity asiy kryptimis.

Suskaiciuokime realias dalis:
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E =X,U cos( ot —kz)+Z, %%—Usin(a)t—kz),
e

2 2
]f]:L ¢ LOU cos( ot —kz)+y,| kU - 16(2] cos(a)t—kz)+206—Usin(a)t—kz) .
“k ox0oy k ox oy

Tuomet

2
1:I=[E,FI]= ! {—)?ola—U[kU llcaax jsm(a)t kz)cos(wt —kz)+

2 2
(l@_Ul@__Ué_Uj sin (@t —kz) cos (wt —kz) + ZOU(kU—l 2 ljjcosz (a)t—kz)}
k ox k oxoy k Ox

) 1 . 1
Kadangi sin xcosx = E sin 2x,cos” x = 5 + E cos2x,

2 2
1:I=—l {—* la—U[kU—la Ujsm2(a)t kz) [la—Ula——UaU}1n2(a)t—kz)

2ou )| Uk ox k ox k ox koxdy oy

U(w il j
Oox

2
~Z,U| kU - 19U — |cos2(wt —kz)p+
k ox 2ou

(161)
Atsiranda dviejuy tipy nariai, priklausantys nuo sinuso arba kosinuso. Kai galia perneSama Z, kryptimi,
tiek (xz), tiek (yz) plokStumose vyksta sukimasis. Jei amplitudés vienodos, suksis apskritimu.

Pavyzdélis: tegu U = x> — »*. Tuomet

2 2
8U+8 =2-2=0,

ox> oy’

2 2

ou :O,G—U—Zxa—Uz—Zy,ag]:Z
oxoy ox oy ox

E=5%(x* _yz)cos(a)t—kz)+20%Sin(wt—kZ),

]:'I =ﬁ)70k(x2 _yz)cos(a)[—kz)—%Sin(a)t—kZ)—ZOZySil’l(a)l—kZ),

1
2u

+Z, (x2 —yz)(x2 -y —%Jcos2(a)t—kz)+

I

[—XOZx(xz —y° —%jsin2(a)t—kz)+)702y(x2 —yz)sin2(a)t—kz)+

2;/1 Z, (x2 —yz)k(x2 -y —%j

Kai x=0,y =0 (koordina&iy pradZioje), I1=0 (galia lygi nuliui). Matome, kad amplitudé¢ didéja (ploks-

¢iai bangai ji yra pastovi).
Kai U = 4 = const , gauname plok$¢iaja banga (optiniai kompiuteriai, kristalai). Taigi, elektromagnetinés
bangos néra visiskai skersinés (I:I nebitinai L E ar k ) .
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Apibendrintos skersinés elektromagnetinés bangos

Ar gali buti skersinés bangos, kuriy amplitudé priklauso nuo koordinaciy?

Tegul:

K=k,
E(x,y,z,t)= ()?OEX (x,9)+ ¥ E, (x,y)>ei(wr(1€,z)) ;

Fl(x,y,z,t) = ()?OHX (x,y) +3,H, (x,y))ei(wtf(lg’z)).
SuraSom | Maksvelo lygtis:

rotE(x,y,z,t) = —ia)yﬁ(x,y,z,t);
rotﬁ(x,y,z,t) = iwaE(x,y,z,t);

ydivﬁ(x, y,z,t) =0;

gdiVE(x,y,Z,t) =0.

D=¢E,B=uH .
iot

Suprastinkime i§ €' :

E=XE +¥,E, H=%H +5,H,.

. . . oF E o
rot Ee™ = X 1kE, e~y ikE, e +Z | —- %, |- T
} ox Oy

UZzrasom kiekviena komponentg atskirai:
: —ikz _  : —ikz
1kE e =—iouH e ™.

—ikE e =—iouH e*.

%, _%E, e =0.
ox Oy

rotHe ' =iwEe™™.
Analogiskai

1kH e =iouE, e .
—ik" e =iwuE e'*.

aH}’ _% e—ikz =0.
ox Oy

divEe ™ =0,

OF .
OE, (%% O e =0;
ox oy oz



oH A
OH, (S O leie =,
ox oy 0Oz
kE, +ouH , =0;
kE, —ouH , =0;
kHy —weE =0;
kH, +oeE, =0.

OE, OE, 0.9 | OE
ox Oy “ox oy
OH, oH, _oH,6 OH

-—==0; +—==0.
ox 0Oy ox Oy

Sugrupuojam:
KE, +ouH =0;
k" —o'su=0=k=*w\su
weE, +kH, =0.

kE —wuH  =0;
{ ' ’ K —a’su=0= k= *o\su

—weE, +kH, =0.

OE, O

X

ox Oy

OF
9, +—==0.
ox Oy

5

OH , OH

ox Oy -

oH
oH, +—==0.
ox 0Oy

b

f(EO):u(x,y)Jriv(x,y):u+iv.
v __ou,

ox oy’

ou _ov

ox  ox

TeguE, =u,B =v Jtai

Hx:—\/gv;
Y7,

)) ei(mx—(lé,z)) .

E(x, v, z,t) = ()?Ou (x,y) + fov(x,y
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H(x,y,z,t)= \/E(—J?Ov(x,y) + P (x,y)) el e egzistuoja tokios skersinés bangos.
U

I1= %[E,I:[} = %20 (EXHy -EH, ) = %\/E(u ‘u+v-v) — Z, kryptimi banga skersin¢ (visuose kabeliuo-
7

se sklinda tokio tipo bangos).
Tegu

f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y).

Ex(x,y):ui,Ey(x.y):v;

IS to kad
H=-*p - |p - |2,
wp H z
H, L Ly
o iz iz

E= (x,p,2,8) = (Zu+ Fv) ei([w_(lg’z)) :

H (x,y,2,t) = \/%(—fcov + Yot ) ei(m_(lz’z)) .

Jei u =v =const, gauname ploksc¢ia banga. Taigi atskiras apibendrinty bangy atveja.

Jei turim analizing funkcija, tai jos modulis apibréztas. Jo prasmé:

Raskim kompleksini poitingo vektoriy I:

X, Yo Z
|E.H|=|E, E, O:EO(EXH;—EyH:):ZO\/E{ U V-V J
0

H* H* analizinés funkcijos modulis
X y

Tarkim turime du laidus

dl =%, dx+y,dy;

!

dS=—p,dx-I+%,dy-1;1=1;
(D,dS)=£[f|(£.d5)=0;

#=h

S St
—_—
&=
o
~
N —
kS
[\ ]

“wf—h
S
o
e
I
=
—
=
o
&
I
S
IS
I
a
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d e .
T” =1lgio vieneto induktyvumas ;
1

— Sl
€= (E.al) |
L
f(7.45)
L=
D’](Hdi) ’
L

Ploksc¢ia elektromagnetiné banga laidzioje aplinkoje

Tegul i laidzia aplinka pateko elektromagnetinis laukas. LaidZioj aplinkoj sroviy néra; & = &' — igg", y72
0]

Ploksciy elektromagnetiniy bangy atspindys ir lGzio désnis

Tegu turim dvi aplinkas, atskirtas plok$c¢iu skiriamuoju pavirSiumi. &,k ,,k, pasirenkam taip, kad jie pri-

klausyty plokstumai (zy). Be to, pazymékime ‘l;k‘ = ‘/;a‘ =k,

|

. = Zyk, cos S+ Yk, sin [,

|

, =—Z,k cosy+ y,ksiny,

I

P

I$skirkime du atvejus:

k p‘ = k,. Tuomet galime uzrasyti:

= Z,k, cosa + yk, sina.

(179)

1. E Lkritimo plok§tumai. Tuomet E || X,. Pasirinkime z # 0, kad neprarastume kai kurios informa-

cijos. Tada:
_.k _ X—’OEk ei(a)t—(kk 7 ))’
= _ i(wr—(k, 7
Ea = OEa e( ( ))’

(180)

(181)
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Padarykime prielaida, kad visi vektoriai k& yra vienoje plokstumoje, be to, tenkinamos krastinés saly-

gos (jei tenkinamos Maksvelo lygtys ir néra p,n, uztenka dviejy krastiniy salygy). Tuomet i§ (179) ir

(181) i8plaukia:
1, =Z,c0s B+ y,sin 3,
n, =—Z,C08 y + y,siny, (182)
1, =Z,cosa+y,sina.
Dabar suskaic¢iuokime magnetini lauka:
- - Xo 370 Eo -
. - i(wt—(%, 7
H, = —l[ﬁk,Ek]= —L10 sinf cospf ~e( (k7)) _
llll ILll Ek 0 O ( 1 83)
= /i (V,E, cos B—Z,E, sin 3)- glor-tir))
H
AnalogiSkai gauname, kad
H, =- fﬂEa (Vg cOSy+Z,siny)- ei(m_<k“f)),
# (184)
H, = &Ep (Vg cOsa—Z,sina)- {5 )
H
Dabar:
(lzk,F) =kzcos f+k ysinf,
(Ea,F)z—klzcosy+k1ysin7, (185)

Prisiming, kad skiriamasis pavirSius yra z = z,, ir suprasting i§ e

(lzp,F):kzzcosaJrkzysina.

iot

# 0, gausime, kad tangentinés skiria-

majam pavirS$iui komponentés:

—ikjzycos B —ikjysinf ikizgcosy —ikjysiny __ —ikyzgcosa —ik,ysina
E e e +E, e e =E, ¢ e ,

& _ s . & . . .
_1Ek COS,B-C 1klzocosﬂe ikiysinf _ _1Ea Cosyelklzocos;/e ikyysiny — (186)
V A \ 4
E i ik v
— _2EP cosae ikyzycosa e ik, ysina )
H,

Kadangi krastinés salygos tenkinamos bet kokiems y, eksponentés su y turi buti lygios (nes visi y taskai

ekvivalentiski):

k sin f =k siny =k, sina. (187)

IS pastarosios formulés iSplaukia Snelijaus désniai: =y, kritimo kampas lygis atspindzio kampui. Taip

pat gauname, kad
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sinf _ &t % (188)
sina Ly Vv,

Dabar (186) sistema suprastéja:

—ikz, cos ik z, cos —ikyzycosa
Eke 120 ﬂ+Eaelo 7:Epe 220 ,

81 —ikyzgcos B gl ikzycosy 82 —ik,zycosa (189)
—FE, cosB-e "~ |—FE cosye"™ = |[—=F cosae "7,

V4
H, Hy Hy

Jei tarsim, kad zinome Ey, gausime:

/—cosﬂ
klcosﬁ’ kzcosa) Zy
b
f—cos,b’—i— f—cosa
/—cosﬂ / cosa
ltll /u2 —leoklcosﬂ
/—cosﬂ+ / cosa

(190) formulés vadinamos Frenelio formulémis. Eksponentiniai nariai juose parodo fazés pokyti. Jei bu-

(190)

tume pasirinke z =0, $ia informacija biitume praradg; paprastai ji néra svarbi, tac¢iau kai kuriose srityse,
pvz., praskaidrinimo optikoje, ji yra esminé.

2. H 1 kritimo plok§tumai. Tuomet

A =z u ), (191)

Padauginkime abi iSraisSkos H = \/E[ﬁ E ] puses vektoriskai i§ 7. Gausime:
7

/J I _ o = o = = —
—\n,H |=|\n,\n,E||=n(n,E)-E(n,n)=-E. 192
Vola A= a]a E]|=a(a.E)- E(i.n) (192)
Matyti, kad Siuo atveju gautume tas pacias Frenelio formules, tik reikéty u keisti i ¢ ir atvirk$céiai, o £ —1

H.
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