IVADAS

Algoritmy analizés objektas yra algoritmai. Nors algoritmo savoka yra laikoma pirmine matema-
tikos savoka, nereikalaujancia apibréZimo, daznai algoritma apibiidina kaip baigting sekg tiksliy
komandy (instrukciju), nurodandiy kaip rasti nagrinéjamo uzdavinio sprendinj.

Beveik visus algoritmus galima suskirstyti i dvi dideles klases: kombinatorinius algoritmus
ir skaitinius algoritmus. Kombinatoriniai algoritmai operuoja su diskreciais (= kombinatoriniais)
objektais: sveikaisiais skaiciais, baigtinémis aibémis, grafais, matricomis ir pan. Skaitiniai algorit-
mai paprastai yra skai¢iavimo metody realizacijos, t.y., algoritmai sprendZiantys ivairaus pavida-
lo matematines lygtis su realiais koeficientais arba optimizuojantys realaus argumento funkcijas.
Nagrinédami algoritmus, mes pagrindini démesj skirsime kombinatoriniams algoritmams. Taigi,
algoritmy analizés kursa galima laikyti skaic¢iavimo metody kurso analogu diskre¢ioje matemati-
koje: skai¢iavimo metodai taiko matemating analiz¢ (pvz., diferencialines lygtis) tolydiems uZda-
viniams spresti, 0 kombinatoriniai algoritmai taiko diskrecia matematika diskretiems uzdaviniams
spresti. ISvardinsime tik keleta kombinatoriniu uZdaviniy pavyzdZiu:

1. Reikia sudaryti optimaly paskaity tvarkarasti Vilniaus Universiteto MIF fakultete.

2. Reikia rasti trumpiausia marsruta, praeinanti po 1 karta per kiekvieng i§ n miesty, kai duoti
atstumai tarp ty miesty (taip vadinamas keliaujancio pirklio uzdavinys; trumpiau: KPU).

3. Reikia paraSyti programa, gerai ZaidZiancia Sachmatais.

Diskretiis uZdaviniai daZniausiai yra susij¢ su varianty perrinkimo problema. Kadangi ga-
limy duoto uzdavinio sprendiniy skaicius dazniausiai biina baigtinis, tai iSnagrinéj¢ visus ga-
limus variantus ir juos iverting (t.y., priskirg kiekvienam variantui jo vertg), mes galétume iS-
sirinkti geriausia sprendini. Taip elgiasi taip vadinami brutalios jégos (angl. brute force) al-
goritmai. Deja, praktikoje mes daZnai susiduriame su taip vadinama kombinatorinio sprogimo
problema: jei uzdavinys yra pakankamai didelis (toks, kurio mes be kompiuterio pagalbos ne-
begalime iSspresti), tai galimy varianty skaiCius labai greitai auga ir pasiekia tokj kieki, kurio
negalima perrinkti ir su geriausiu pasaulyje kompiuteriu. Pavyzdziui, ieSkant optimalaus keliau-
jancio pirklio marSruto, norint apkeliauti n miesty, gali tekti nagrinéti (n — 1)! skirtingy mar$ruty
(plg. 20! = 2432902008 176 640 000); norint iSnagrinéti visas galimas Sachmaty partijos pozi-
cijas n éjimy j prieki, gali tekti perrinkti apie 202” = 400" variantu, nes kiekviename ¢&jime tiek



baltieji, tiek juodieji gali turéti po 20 skirtingy galimybiy (plg. 400'° = 1048576 x 102°). Todél
kombinatoriniai uzdaviniai natdiraliai suskyla i dvi grupes:

e uZdaviniai, kuriems yra Zinomas polinominio sudétingumo algoritmas, arba paprasti (angl.
tractable) uzdaviniai, pavyzdziui, trumpiausio kelio tarp dviejy miesty radimo problema, ir

e uZdaviniai, kuriems néra Zinoma jokio polinominio sudétingumo algoritmo, arba sunkiis
(angl. intractable) vzdaviniai, pavyzdZiui, aukS¢iau minétas KPU.

Pagrindinés algoritmy analizés nagrinéjamos problemos yra §ios:

(1) algoritmo sustojimo problema: reikia nustatyti, ar konkretus algoritmas, pritaikytas konkre-
tiems pradiniams duomenims, baigs darbg ar dirbs be galo;

(2) algoritmo korektiskumo (teisingumo) problema: reikia nustatyti, ar konkretus algoritmas
iSduos atsakyma, sutampanti su tikruoju nagrinéjamo uzdavinio sprendiniu;

(3) algoritmo sudétingumo problema: reikia nustatyti, kiek Zingsniy daugiausia atliks konkretus
algoritmas iki sustojimo, ar jis uzbaigs darba per mums priimting laika, ir ar Siam algoritmui
uzteks turimy atminties resursy;

(4) algoritmo efektyvumo problema: nustacius algoritmo sudétinguma, reikia jvertinti, kiek jis
yra efektyvus, t.y., ar tai yra pats geriausias galimas algoritmas nagrinéjamam uZdaviniui
spresti, ar galima rasti geresnj algoritma,.

Pavyzdys 1. Duotas sveikasis teigiamas skaicius n. Reikia rasti jo faktoriala n!. Panagrinékime
toki algoritma;

function faktorialas = fact1(n)
1 :=1;
faktorialas := 1;
while ¢ < n do
1 =1+ 1;
faktorialas := faktorialas - ;

1. Pirmiausia jrodysime, kad algoritmas fact1l baigia darba (sustojimo problema). Pakanka
irodyti, kad ciklas while néra begalinis. Ciklo pradZioje kintamasis ¢ = 1. Kadangi pirmoji vidiné
ciklo komanda prie ¢ prideda 1, o antroji komanda kintamojo 7 nekeicia, tai po n—1 ciklo iteracijos
1 tampa lygus n, ir ciklo vykdymas yra nutraukiamas.

2. Dabar jrodysime algoritmo korektiskuma, t.y., kad atsakymas tikrai bus faktorialas = n!.
Programy verifikacijos principus pasiilé angly informatikas Hoare!. Pazymékime raide p teigini

'C. Anthony R. Hoare (g. 1934). Hoare ine$é¢ svarby indélj i programavimo kalby teorija ir programavimo me-
todologija. Jis pirmasis apibréZé programavimo kalba, leidZiancia irodinéti programy korektiSkuma ju specifikaciju
atzvilgiu. Hoare pasitlé algoritma Quicksort, kuris dabar yra vienas i§ placiausiai naudojamy ir iStyrinéty riiSiavimo
algoritmy.



“faktorialas = 4! ir ¢ < n”. Pirmiausia jrodysime, kad §is teiginys yra invariantiskas ciklo
atzvilgiu.

Programoje fact1l naudojama cikla schematiskai galime pazymeéti “while sqlyga do S”. Tei-
ginj p vadina invariantiSku tokio ciklo atzvilgiu, jei teiginys “(p & sqlyga){S}p” yra teisingas.
Uzrasas p{S}q reiskia, kad programos segmentas S yra dalinai teisingas pradinés prielaidos p
ir galutinés prielaidos q atZvilgiu, t.y., jei p yra teisingas prie§ pradedant vykdyti .S, tai ir g bus
teisingas 1 karta jvykdzius S. Tarkime, kad prie§ prasidedant ciklui teisinga p & sqlyga, t.y., tei-
singa faktorialas = 4! ir i < n. Naujos kintamuyjy 7 ir faktorialas reik§més bus ipew, = @ + 1 ir
faktorialasyey = faktorialas - (i +1) = (i + 1)! = ipew!. Kadangi i < n, tai inew =7+ 1 < n.
Taigi, teiginys p yra teisingas ciklo gale; vadinasi, p yra invariantiskas Sio ciklo atZvilgiu.

Norédami baigti jrodyti programos fact1 korektisSkuma pasinaudosime programy verifikacijoje
ciklui while naudojama isvedimo taisykle (p & sqlyga){S}p F p{while sqlyga do S}(—sqlyga
& p), kuri sako, kad jei teiginys p yra teisingas prie§ ciklo vykdyma, tai teiginys —sqlyga & p yra
teisingas uzbaigus cikla.

Kadangi pries§ pradedant ciklg turime ¢ = 1 < n ir “faktorialas = 1 = 4!, tai prie§ ciklo
vykdyma teiginys p yra teisingas. Pagal auk$ciau pateiktg taisykle uZbaigus cikla bus teisingas
teiginys (—sqlyga & p), t.y., bus teisinga konjunkcija ¢ > n & faktorialas = i! & i < n. Gauname,
kad ¢ = n ir faktorialas = n!. Taigi, programa fact1 yra korektiska.

3. ApskaiCiuosime algoritmo factl sudétinguma. Laikydami vienoje eilutéje uzraSytos ko-
mandos vykdyma 1 Zingsniu, gausime, kad algoritmas factl sustoja po Li(n) = 3n Zingsniy.
Pavyzdziui, kai n = 2, bus jvykdytos tokios komandos:

1= 1;

faktorialas := 1;
1<2?

t=1+1=2;
faktorialas :=1-2 = 2;
2 < 2?

4. Panagrinékime, ar galima rasti efektyvesnj algorima skaiciaus faktorialui skaiciuoti. Paban-
dykime ta pacia programa uzrasyti su ciklu for:

function faktorialas = fact2(n)
faktorialas := 1;
if n > 1 then for i := 2 to n do faktorialas := faktorialas - 7;

Kadangi realizuojant ciklg for kiekvienoje ciklo iteracijoje prie ciklo kintamojo ¢ bus pridedama
po 1 ir kiekviena karta bus tikrinama ciklo pabaigos salyga ¢ = n?, tai ir Sio algoritmo sudétingu-
mas bus Ly(n) = 3n,kain > 1, ir Ly(1) = 2, kain = 1.

Panasy sudétinguma gausime ir realizuodami faktorialo skaiciavimg rekursijos pagalba:



function faktorialas = fact3(n)
if n = 1 then faktorialas := 1 else faktorialas := fact3(n — 1) - n;

Kreipimasi i funkcija fact3 laikant atskiru Zingsniu, algoritmo fact3 sudétingumas gaunasi L3(n) =
3n — 1. Pavyzdziui, kai n = 2, bus jvykdytos tokios komandos:

2=17
call fact3(1)
1=1?

faktorialas := 1;
faktorialas :=1-2 = 2;

Kadangi funkcijy iSkvietimas praktiSkai reikalauja daugiau laiko, negu paprastos priskyrimo ko-
mandos, reikéty tikétis, kad algoritmas fact3 praktisSkai bus létesnis uz algoritmus factl ir fact2.
Pastaryjuy vykdymo laikas priklausys nuo pasirinkto kompiuterio ir kompiliatoriaus.

Visy trijy auk3ciau pateikty algoritmy sudétingumas tiesiSkai priklauso nuo skaiciaus n, todél
Siy algoritmy vykdymo laikas skirsis labai nezymiai. Pridékime dar viena “kvaila” algoritma,
tinkantj kompiuteriui, kuris moka tik sudéti sveikus skaicius, bet nemoka jy dauginti:

function faktorialas = fact4(n)

faktorialas := 1;

if n > 1 then for i := 2 to n do
sumfakt := faktorialas;
for j := 2 to i do sumfakt := sumfakt 4 faktorialas;
faktorialas := sumfakt

Kadangi §is algoritmas turi dviguba cikla, tai jo sudétingumas bus Ly(n) = O(n?).2

Visi 4 algoritmai buvo realizuoti su Matlab programa 700 MHz kompiuteriu. Papildomai n!
dar buvo skai¢iuojamas su vidine Matlab funkcija prod(1 : n), kuri randa masyvo [1,2,3,...,n]
elementy sandauga ir su Matlab funkcija gamma(n + 1), kur gamma(z) = [;°t* e tdt ir
yra zinoma, kad gamma(n + 1) = nl. Lenteléje pateikiame visy 6 algoritmy i$naudota CPU
laika mikrosekundémis (1 mikrosekundé = 10~ sek.). Kadangi Matlab laika matuoja tik Simtujy
sekundés daliy tikslumu, tai kiekvienas algoritmas buvo kartojamas cikle 100000 karty.

Algoritmas n=5 n=10 n=20 n = 50

factl 38.464  80.488 162.127  404.050
fact2 24.577  42.690  76.018 175.392
fact3 87.946 179.047 359362  906.222
fact4 85.803 258.583 844.149 4438.480
prod 10.796  11.105 12.424 13.540

gamma 437.719 581.236 298.690  298.150

*Primename, kad Zyméjimas f(n) = O(g(n)) reiskia, kad IN € Nir 3¢ > 0: f(n) < cg(n) Vn > N.



Gauti rezultatai rodo, kad vidiné Matlab funkcija prod neilgus masyvus daugina praktiskai
per pastovy laika, nepriklausomai nuo masyvo ilgio. Si funkcija sprendZia nagrinéjama uzdavinj
efektyviausiai. IS Siy paskaity autoriaus pateikty algoritmy “nugaléjo” algoritmas fact2, naudojan-
tis cikla for. Rekursyvus algoritmas, kaip ir reikéjo tikétis, veikia ilgiau uZ iteracinius. Keistoka
funkcijos gamma(z) laiko kitima nesunku paaiskinti: kai z < 12, $i funkcija yra skaiciuoja-
ma iteratyviai, o kai x > 12, yra naudojamos apytikslés formulés. Todél didesnéms argumento
reikSméms funkcijos reikSmé apskai¢iuojama greiciau.

ISnagrinétas pavyzdys rodo, kad algoritmo sustojimo ir korektiSkumo nagrinéjimas yra gana
nuobodus ir varginantis uZsiémimas. Gal biit galima $i uZsiémima pavesti kompiuteriui, t.y., su-
kurti universalia programa, kuri pagal duota programa P ir jos iéjimo duomenis I atsakyty, ar
programa kada nors sustos. [rodysime, kad tokios programos neegzistuoja, t.y., sustojimo proble-
ma yra algoritmiskai neiSsprendZiama.

Visas galimas programas, parasytas kuria nors pasirinkta programavimo kalba, galima koduoti
natiiraliaisiais skaiCiais, t.y., sugalvoti taisykle, kaip kiekvienai programai P priskirti jos koda
(P) € N. Tarkime, kad egzistuoja programa H su dviem jéjimais, skai¢iuojanti funkcija

1, jei P(I) sustoja;

HALT((P),I) = {07 jei P(I) dirba be galo.

Tada galima sukonstruoti programa K, kuri programai H i abu jéjimus paduoda programos P
koda (P) ir tikrina, kam lygus atsakymas HALT ((P), (P)). Jei atsakymas yra 1, programa K
nukreipia | amzing cikla. Jei atsakymas yra 0, programa K sustoja ir iSduoda vieneta. Taigi,
programa K ({P)) sustoja tada ir tik tada, kai savo kodui pritaikyta programa P((P)) nesustoja.
Ji skaiciuoja daling funkcijq

, jei P({P)) nesustoja;
me:{;ﬁﬂﬁghi$?

kur ? reiSkia, kad funkcijos reikSmé yra neapibrézta. Dabar imame programos K koda (K)
ir paleidziame su juo programa K. Gauname prieStaravimg: K ((K)) sustoja tada ir tik tada, kai
K ((K)) nesustoja. Gautas prieStaravimas jrodo, kad neegzistuoja sustojimo problema sprendZian-
¢ios programos H.

AnalogiSkai yra jrodoma, kad ir algoritmo korektiSkumo problema yra algoritmiSkai neis-
sprendZiama, t.y., neegzistuoja programos, kuri patikrinty ar pritaikius programa P iéjimui I, jos
iS¢jimas bus O. Kitaip sakant, funkcija

1, jei P(I) = 0;

CORRECT((P), 1,0) = {0, priesingu atveju

néra algoritminé.
Kadangi algoritmy korektiSkumas yra nagrinéjamas programy verifikacijos kurse, algoritmy
analizéje pagrindini démesj skirsime algoritmy sudétingumui ir efektyviy algoritmy konstravimui.



Pademonstruosime, kad sugalvoti greitesnj algoritma gali biiti dar svarbiau, negu sugebéti i§ esmés
padidinti procesoriaus greitj.

Pavyzdys 2. Tarkime, kokiam nors uzdaviniui yra Zinomas O(n?) sudétingumo algoritmas ir néra
jokio geresnio algoritmo (tokio sudétingumo, pavyzdziui, yra kai kurie maksimalaus srauto tinkle
radimo algoritmai). Tarkime, konstanta, jeinanti { O apibrézima yra lygi 5. Jei superkompiuteris
sugeba atlikti 1 milijarda operacijy per sekundg, o personalinis namy kompiuteris — 1 milijong
operacijy per sekunde, tai uzdavinj dydZio n = 1000 pirmasis kompiuteris spres 5 - 10'2/10° =
5000 sekundziy = 1 h 23 min. 20 sek., o antras kompiuteris — 5- 1012 /10% = 5000000 sekundziy
= 57 paros 20 h 53 min. 20 sek. Aisku, namy salygomis nepavyks iSspresti tokio uzdavinio, nes
per ta laikg bent kartg dings elektra arba namiSkiams atsibos per naktis diizgiantis kompiuteris.

Dabar tarkime, kad per keleta mety, investavus milijardines 1éSas, pasaulyje pavyko 10 karty
pagreitinti superkompiuterj (iki 10 milijardy operaciju per sekunde) ir 10 karty pagreitinti perso-
nalinius kompiuterius (iki 10 milijony operaciju per sekundg). Tada superkompiuteris $j uzdavini
i§spres per 8 min. 20 sek., na o paprastam mirtingajam su savo personaliniu kompiuteriu atsakymo
reikés laukti 5 paras 18 h 53 min. 20 sek.

Taciau gali biti ir kitaip. Viena ryta koks nors genialus matematikos olimpiadininkas pliauks-
teli sau per kakta ir rékia: “Radau algoritma sudétingumo O(n?3)”. Tarkime, kad konstanta vél
lygi 5. Tada senuoju superkompiuteriu §j uzdavinj spresime 5 - 109 /10? = 5 sekundes, o senuoju
geruoju namy PC-iuku — 5 - 109 /10% = 5000 sekundZiy = 1 h 23 min. 20 sek., t.y., tiek laiko
kiek naudodamas sena algoritma sugaiSo superkompiuteris.

ISvada 1. Geras algoritmas geriau uZ gerq kompiuteri!
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