4 skyrius

Uzdaviniy sudétingumo klasés

4.1 Kalbuy ir uZzdaviniy rysys

Abstrakc¢iu uzdaviniu vadiname sarysi Q C I x O, kur [ yra iéjimy (duomeny) aibé, o O yra
i8éjimy (galimy sprendiniy) aibé.
Pavyzdys 4.1.1 (Uzdavinys SHORTEST-PATH). Duota grafas G = (V, E) ir dvi to grafo
vir§iinés vq,vy € V. Rasti trumpiausia kelia K (v1,vs) (kelio ilgiu laikome jj sudaranciy briau-
ny skaiCiy). Cia 1éjimy aibé yra grafy aibés ir jy vir§iiniy pory aibés Dekarto sandauga, t.y.,
I ={(V,E,v1,v9)}, 0i8¢jimy aibé yra aibé grafo virSaniy baigtiniy seky: O = {{u1,...,u,}:
U; € V}

Trumpiausio kelio radimo uzdavinys SHORTEST-PATH C I x O yra optimizavimo uzda-
vinio pavyzdys.

Pavyzdys 4.1.2 (Uzdavinys PATH). Duota grafas G = (V, F), dvi to grafo vir§anés vi,vy € V
ir nattiralusis skaicius k € N. Rasti, ar grafe G tarp vir§iniy v; ir vy egzistuoja kelias K (vy,vs2),
ne ilgesnis uz k, t.y., toks, kad | K (vy,v2)| < k.

Tai yra egzistavimo uzdavinio pavyzdys. Kadangi atsakyma “taip” galima koduoti 1, o atsa-
kyma “ne” — 0, tai egzistavimo uzdaviniy i§¢jimy aibé yra aibé {0,1}. Pazymeje I = {(V, E,
v1,v2,k)}, kur k € N, gauname, kad PATH C I x {0, 1} yra egzistavimo uzdavinys.

I8 8iy pavyzdziu matyti, kad bet kurj optimizavimo uzdavinj () atitinka egzistavimo uzdavinys
E, o atskira optimizavimo uzdavinio atveji ¢ = (i,0) € @ atitinka atskiry egzistavimo uzdavi-
nio atvejy aibé {e(k) = (i,k,0'): k € N} C E. Cia abstrakéiu uZdaviniu vadiname to paties
tipo uZdaviniy klase (tai ka mes 1 skyriuje Zyméjome U ), atskirais uZdavinio atvejais vadiname
konkrecCius tos klasés uzdavinius (U € Uf).

Parodysime (ne visai grieZtai), kad nagrinéjant uzdaviniy sudétinguma, galima apsiriboti eg-
zistavimo uzdaviniais. Kaip ir ankséiau, uzdavinio @ atskiro atvejo g = (i,0) € @ dydziu |q|
vadiname parametra n, apibudinantj ¢ dydj klaséje Q).

101



Tegu f:N — N. Uzdavinj @ vadiname f-sunkiu, jei egzistuoja algoritmas A, kurio sudé-
tingumas sprendziant uzdavinj ()

TIMEA(q) = Q(f(lg])) Vg€ Q.

Lema 4.1.1. Nagrinéjant uZdaviniy sudeétingumaq, galima apsiriboti egzistavimo uZdaviniais, t.y.,
jei f:N — N ir egzistavimo uZdavinys E yra f-sunkus, tai ir ji atitinkantis optimizavimo uZda-
vinys Q yra f-sunkus.

Irodymas. Tarkime, @) ir E yra vienas kita atitinkantys optimizavimo ir egzistavimo uZdaviniai,
ir uzdavinys F yra f-sunkus. [rodysime, kad tada ir uzdavinys @ yra f-sunkus.

Tarkime, kad uzdavinys () yra paprastesnis uz uzdavinj F, t.y., egzistuoja algoritmas A toks,
kad TIME A(q) = o(f(lq|)) Vg € Q. Kaip jau auk$¢iau minéjome, kiekvieng ¢ € () atitinka
aibée {e(k)} C E. Beto, |q| = |e(k)|, nes egzistavimo uZdaviniui reikia ty pac¢iy duomenu,
kaip ir optimizavimo uzdaviniui, papildomai dar nurodant natiiralyji skaic¢iy k. Pridéje dar viena
Zingsnj prie algoritmo A mes gautume algoritma B, sprendZiantj bet kurj uzdavinj e(kg): tam,
kad i8spresti e(ko), reikia pirma i$spresti @), o po to gauta sprendinj palyginti su skaiiumi kg .
Aisku, kad algoritmo B sudétingumas tada bty

TIMEp(e(ko)) = o(f(IQ]) = o(f(le(ko)])),

o tai priestarauty prielaidai, kad uzdavinys F yra f-sunkus. [J

Remdamiesi $ia lema, toliau nagrinésime tik abstrak¢ius uzdavinius @ C I x {0,1}.

Konkreciu uZdaviniu vadiname sary$i U C {0,1}* x {0,1}. Taigi, konkretaus uzdavinio
duomenys yra nuliy bei vienety seka, o jo sprendinys yra skaicius O arba 1. Vietoje abstrak¢iy
uzdaviniy galima nagrinéti konkre€ius uzdavinius, naudojant kodavimq e: I — {0,1}*. Tada bet
kurj abstrakty uzdavinj @ C I x{0,1} atitiks konkretus uzdavinys & = e(Q) C {0,1}* x{0,1}.
Naudodami abstrak¢iy uzdaviniy kodavima, galésime lyginti ivairaus tipo uZdaviniy sudétinguma,
(uZdaviniy apie grafus, logines formules bei schemas, veiksmy su matricomis ir pan.).

Sakysime, kad algoritmas A sprendZia konkrety uzdavini 4 = e(Q) C {0,1}* x {0, 1} per
laika O(f(n)) ir Zymésime T% (n) = O(f(n)) jei Vi € {0,1}*,

Ta(i) = O(f(I]),

kur |i| yra zodZio i € {0,1}* ilgis. Sudétingumo klase P vadinsime aibg¢ konkreciy uzdaviniu,
kuriems egzistuoja algoritmai, sprendZiantys tuos uZdavinius per polinominj laika, t.y.,

P = {U: 3A3k tokie, kad TY (n) = O(n*)}.

Kadangi naudodami j¢jimy aibés kodavimg e: I — {0,1}* abstrakCius uzdavinius galime
koduoti konkreciais uzdaviniais, tai galime kalbéti ir apie polinominio sudétingumo abstrakcius
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uZdavinius. Taciau reikia susitarti, kokji kodavimg galima naudoti. Pasirodo, koduojant aibg [
skirtingais budais, vienu atveju konkretus uzdavinys e(Q) gali priklausyti aibei P, o kitu atveju
gali nepriklausyti. Taip, pavyzdZiui, gali atsitikti, natiiralivosius skaicius koduojant dvejetainiu
pavidalu ir “vienetainiu” pavidalu (t.y., skai¢iy n koduojant n + 1 vienetu), nes antrasis kodas bus
eksponentiSkai ilgesnis uz pirmaji.

Funkcija f:{0,1}* — {0, 1}* vadiname polinomiskai apskaiciuojama, jei egzistuoja polino-
minio sudétingumo algoritmas A, kuris randa f(z). Dukodavimus ey, ey: I — {0,1}* vadiname
polinomiskai susijusiais, jei egzistuoja polinomiskai apskaiciuojamos funkcijos fi2, fo1: {0,1}* —
{0,1}* tokios, kad

fi2(e1(i)) = ea(i) ir  far(ez(i)) = ei(i) Viel.

Lema 4.1.2. Tarkime, Q C I x {0,1} yra abstraktus uZdavinys ir du kodavimai ey,ey yra
polinomiskai susije. Tada e1(Q) € P <= e2(Q) € P.

Irodymas. Kadangi teiginys yra simetri$kas, tai pakanka ji irodyti tik i viena pusg¢. Tarkime,
kad e1(Q) € P, ty., egzistuoja algoritmas A ir egzistuoja nataralusis skailius k tokie, kad A
sprendzia e1(Q) per laika O(|ey(i)|¥) Vi € I. Be to, egzistuoja algoritmas B ir egzistuoja
natdiralusis skai¢ius [ tokie, kad B randa e (i) i§ e (i) per O(|e2(7)|") Zingsniu.

Norédami i$spresti uzdavinj ez (@), taikome algoritmy A ir B kompozicija. Duota Zodj e (%)
i§ pradziy pateikiame algoritmui B, kuris randa Zodj e (i) per polinominj laika, ir to ZodZio e1 (7)
ilgis yra ne didesnis uZ algoritmo B Zingsniy skaiCiu: |e1(i)| < T < |e2(i)|. Po to Zodj e (i)
pateike algoritmui A, gauname sprendinj « € {0, 1}. Bendras Zingsniy skaiCius bus

O(lex(8)[*) = O(le2(8)|™).
Taigi, e2(Q) € P. O
Siame skyriuje koduodami abstrak¢&ius uzdavinius laikysimés reikalavimo, kad kodavimas bi-

ty polinomiskai susijes su standartiniu kodavimu. Standartiniu kodavimu vadiname kodavima eg,
kuris:

(1) nataraliuosius skaiéius koduoja dvejetainiu pavidalu, t.y., eg(n) = ajag...ax, kur k =
llogon|+1,jein >0,ir k=1,jei n=0;

(2) baigting aib¢ A koduoja zZodZiu, sudarytu iS tos aibés elementy koduy:
eo(A) = eo(a1)#eo(az)# ... #eoan);

(3) grafa koduoja ZodZiu, sudarytu i$ to grafo vir§niy aibés ir briauny aibés kody: eg(G) =
eo(V)#eo(E) ir t.t.
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Sis reikalavimas leis laisvai operuoti su abstrak¢iu uZdaviniy sudétingumu. UZdavinio duomeny
i € I koda e(i) € {0,1}* toliau Zymésime kampuotais skliausteliais, t.y. vietoje e(7) rafysime
tiesog (i), laikydami, kad kodavimas yra polinomiskai susijes su standartiniu.

Jei turime abécéle X, kalba vadiname bet kokia aib¢ Zodziy toje abécéléje. Taigi, kalba
vadiname bet kokia aibe L C X*. Toliau visur naudosime abécéle {0,1} ir kalba vadinsi-
me bet kokia aibe L C {0,1}*. Kadangi kiekvienas konkretus uZzdavinys yra atvaizdavimas
u : {0,1}* — {0,1}, tai kiekviena konkrety uZdavinj U atitinka kalba Ly = u~!(1), tai yra
aibé ZodZiy, kuriems uzdavinio U sprendinys yra lygus 1. PavyzdZiui, kalba

PRIME = {10,11,101,111, 1011, ...}

atitinka abstrakty egzistavimo uZdavini, ar duotas nattiralusis skai¢ius yra pirminis.

Taigi Siame skyrelyje mes pademonstravome, kad kalbant apie uzdaviniy sudétinguma, vietoje
optimizavimo uZdaviniy galima apsiriboti egzistavimo uZdaviniais, pastaruosius galima koduoti
konkreciais uzdaviniais, kuriy duomenys sudaryti tik i$ nuliy ir vienety, o konkrecius uzdavinius
atitinka kalbos abécéléje {0,1}. Tai mums leidZia vietoje uzdaviniy sudétingumo klasiy toliau
nagrinéti kalby sudétingumo klases

4.2 Sudétingumo klasé P

Algoritmas A iSsprendZia kalba L, jei Vx € {0,1}*
1, xe€l,

A(ac):{()’ x ¢ L.

Algoritmas A priima kalba L, jei
Alz) =1<= =z € L.

Taigi, jei Zodis nepriklauso kalbai L, tai i§sprendZiantis algoritmas iSduoda atsakyma O, tuo tarpu
priimantis algoritmas iSduoda atsakyma O arba niekada nesustoja.
Sudétingumo klase P vadiname polinomiskai iSsprendZiamy kalby klase:

P ={L C{0,1}": 3 algoritmas A toks, kad A i§sprendZia L per polinominj laika}.
Pavyzdys 4.2.1. Riboto ilgio kelio tarp dvieju grafo virSiiniy egzistavimo uzdavinj atitinka kalba

PATH = {(G,u,v,k): G = (V, E) — grafas,u,v € V, k > 0 — sveikasis skaiCius,
ir egzistuoja kelias K (u,v) i§ u i v ilgio < k}.

Kadangi yra Zinoma nemazai polinominiy trumpiausio kelio radimo grafe algoritmy (pvz., Deikst-
ros), tai pritaike tokj algoritma duomenims G, u,v ir jo gauta rezultata (trumpiausio kelio il-
gi) palyging su skai¢iumi k, gauname polinominj algoritma, i$sprendZiantj kalba PATH, taigi
PATH € P.
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{0, 1} {0, 1}

Ly / Ly

Pav. 4.1: Polinominé redukcija.

Turing’o masinos sustojimo problema atitinka kalba
HALT = {(M, x): Turing’o masina M duomenims x sustoja, t.y., M (z)] }.

Yra Zinoma, kad $i problema algoritmiskai neiSsprendziama, taciau egzistuoja (nepolinominis)
algoritmas, priimantis kalbga HALT. Sis algoritmas — tai universali Turing’o masina U, mo-
deliuojanti M (x) darba. Jei M (x)/|, tai ir maSina U ((M,x)) sustos, t.y., priims zodj (M, x).

Pavyzdys 4.2.1 rodo, kad algoritmiSkai i§sprendZiamuy ir priimamy kalby klasés skiriasi. Ta-
Ciau jei mes apsiribosime tik polinominio sudétingumo algoritmais, tai Sios klasés sutaps.

Lema 4.2.1.
P ={L C{0,1}": Jalgoritmas A toks, kad A priima L per polinominj laikq}.

Irodymas. Kadangi kokia nors kalbg L iSsprendZiantis polinominis algoritmas yra kartu ir kalba
L priimantis algoritmas, tai pakanka tik parodyti, kad jei egzistuoja kalba L primantis polinominis
algoritmas A, tai egzistuoja ir kalbg L iSsprendZiantis polinominis algoritmas A’. Kadangi A
polinominis, tai atsiras konstantos ¢ > 0 ir k € Z tokios, kad A(x) sustoja po ne daugiau kaip
T = c|z|* Zingsniy kiekvienam x € L. Algoritmas A’ bus universalaus algoritmo modifikacija.
Jis modeliuoja algoritmo A(x) darba ir skaiiuoja Zingsnius. Jei po 7' Zingsniy algoritmas A(x)
dar nesustojo, tai algoritmas A’(x) sustoja ir iSduoda atsakymg 0. Jei A(z) sustoja kuriame nors
Zingsnyje t < T, tai A’(x) irgi sustoja ir i8duoda atsakyma sutampantj su A(z) atsakymu. [

Kalba L, vadinsime polinomiskai redukuojama i kalba Lo ir Zymésime L1 <, Lo jei egzis-
tuoja polinomialiai apskaiCiuojama funkcija f tokia, kad

x € L1 < f(z) € Ls.
Polinoming redukcija iliustruoja 4.1 pav. Norint nustatyti, ar * € L; pakanka nustatyti ar

f(a:) € Lo.
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Ay

Pav. 4.2: Lemos 4.2.2 irodymo schema.

Pavyzdys 4.2.2. Apibrézkime kalbas
EULER-CYCLE = {(G): G — Euler’io grafas}

ir

EVEN-SEQUENCE = {((k1,...,kpn)): k1,..., ky yra lyginiai sveikieji skaiCiai }.
Kadangi yra Zinoma teorema, kad grafas yra Euler’io tada ir tik tada, kai visy jo virSiiniy laipsniai
yra lyginiai, tai polinominis algoritmas F' randantis duoto grafo visy virSiiniy laipsnius polino-
mialiai redukuos kalba EULER-CYCLE j kalba EVEN-SEQUENCE: EULER-CYCLE <,
EVEN-SEQUENCE.

Polinominé redukcija leidZia lengvai jrodyti kalby priklausomybeg klasei P redukuojant vienas
kalbas i kitas (t.y., nereikia konstruoti tiesioginio iSsprendziancio algoritmo).

Lema 4.2.2. Jei L, Sp Loir Ly € P, taiir L1 € P.

Irodymas. Tarkime, kad A, yra polinominis algoritmas i§sprendZiantis kalbg Lo ir F' yra poli-
nominis algoritmas apskaiciuojantis funkcija f tokia, kad x € Ly <= f(z) € Ly. Konstruosi-
me polinominj algoritma A, i$sprendZiantj L.

Algoritmas A; bus paprasciausia algoritmy F' ir Ay superpozicija (Zr.4.2 pav.). Norint nusta-
tyti ar « € L; reikia apskaiCiuoti f(x) ir gauta rezultata pateikti kaip duomenis algoritmui A,.
Jo atsakymas rodys ar z € L;. Kadangi dviejy polinomy suma yra polinomas, tai algoritmas bus
polinominis. [J

4.3 Sudétingumo klasé NP

Klasg NP galima apibrézti kaip klase kalby L, kurioms egzistuoja nedeterminuota Turing’o masi-
na M priimanti L per polinomini laika, t.y., V& € L atsiras skaiciavimo medZio Saka, kurioje M
sustoja po ne daugiau kaip po O(|z|*) Zingsniy ir i¥duoda atsakyma 1. Pateiksime kita klasés NP
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apibréZima, kuris leidZia Zymiai palengvinti irodymus, kad nagriné¢jamos kalbos priklauso klasei
NP. Yra jrodyta, kad Sie apibrézimai yra ekvivalentas.

Sakysime kad algoritmas A (turintis 2 jé¢jimus) patvirtina zodi x € {0,1}* jei egzistuoja
kitas Zodis y € {0,1}* toks, kad A(z,y) = 1. Zodi y vadinsime ZodZio  liudijimu. Kalba L
vadinsime patvirtinta algoritmo A, jei

L ={x €{0,1}": egzistuojay € {0,1}" toks, kad A(z,y) = 1}.

Sudétingumo klase NP vadinsime aibe kalbu, kurios gali buti patvirtintos per polinominj laikq,
naudojant polinominio ilgio liudijimus. Taigi, L € NP tada ir tik tada kai egzistuoja polinominis
algoritmas A, turintis du j&jimus, ir egzistuoja sveikas skaicius [ toks, kad

L = {z € {0,1}": egzistuoja liudijimas y € {0,1}* ilgio |y| = O(|z|') toks, kad A(z,y) = 1}.
Pavyzdys 4.3.1. Panagrinékime kalbg
HAM-CYCLE = {(G = (F,V)): G — Hamilton’o grafas}.

Niekam dar nepavyko surasti polinominio algoritmo iSsprendziancio $ig kalba. Bandant perrinkti
visus galimus Hamilton’o ciklus, gausime O(n!) sudétingumo algoritma. Taliau, tarkime, pas
jus ateina draugas ir sako: “Zinai, a§ tavo grafe G radau Hamilton’o cikla” bei pateikia jums
virStiniy seka H . Aisku, kad tokiu atveju nesunku rasti polinominj algoritma, kuris patikrina ar
ta seka [ tikrai bus Hamilton’o ciklas. Tereikia patikrinti ar H yra vir§iniy aibés V' keélinys ir
ar tikrai aibéje E egzistuoja briaunos jungiancios gretimas (o taip pat paskuting ir pirmaja) sekos
H virdiines. Tam pakanka O(n?) operaciju (n = |V|). Taigi, sekos H kodas y = (H) bus
liudijimas, kad jusy grafas G yra Hamilton’o grafas, ir kalba HAM-CYCLE priklausys klasei
NP.

Akivaizdu, kad jei kalba L priklauso klasei P, tai ir jos papildinys L (arba co-L), kuris
apibréziamas kaip B
L={0,1}\L={2x€{0,1}": 2 ¢ L}

taip pat priklauso klasei P (tereikia algoritmo i8sprendziancio kalba L atsakymus atimti i§ 1). Ar
tai galioja ir klasei NP, néra zinoma. PavyzdZiui, neaiSku, ar kalba NONHAMILTON, kur

NONHAMILTON = {0,1}* \ HAM-CYCLE = {(G): G néra Hamilton’o grafas}

priklauso NP, nes §iuo atveju yra sudétinga rasti polinominio ilgio liudijima, kad duotame grafe
neegzistuoja Hamilton’o ciklo.
Sudétingumo klase co-NP vadinsime aibg kalby

co-NP = {L: L € NP}.
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NP = co-NP

(b)

(d)

Pav. 4.3: Sudétingumo klasés P, NP ir co-NP.

Lema 4.3.1. P C NP.

[rodymas. Bet kuriam zodziui x € {0,1}* liudijimu y paémg tusCia Zodi, gauname, kad tas
pats algoritmas kuris polinomiskai iSsprendZia kalbg L, kartu ir patvirtina ta kalba per polinomini
laika. Taigi, L€ P = L € NP. 0

Lema 4.3.2. P C co-NP.

Irodymas.  Akivaizdu, kad klasé¢ P yra uzdara papildinio atzvilgiu, ty., L € P <= L € P
(uZtenka algoritmo atsakymus 1 ir O sukeisti vietomis). Todél pagal anksteng lema L € P = L €
co-NP. U

Keturi galimi klasiy P, NP ir co-NP tarpusavio sary$iy variantai yra vaizduojami 4.3 pav.
Kuris variantas yra teisingas, kol kas néra Zinoma. Dauguma tyrinétojy linke manyti, kad labiau-
siai tikétina yra situacija (d):

P € NP Nco-NP C NP, co-NP.

4.4 Sudétingumo klasé NPC

Kalba L vadiname NP -sunkia, jei L' <p L kiekvienai L' € NP. Kalba L vadiname NP -pilna,
jei:

(1) LeNPir
(2) L yra NP -sunki.

NP -pilny kalby klas¢ Zymésime NPC. Dabar parodysime, kad NP -sunkios kalbos betarpiskai
siejasi su problemos “P = NP ?” sprendimu.

Teorema 4.4.1. (1) Jei bent viena NP -pilna kalba yra polinomiskai issprendZiama (priklau-
so P), tai P = NP.
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Pav. 4.4: Sudétingumo klasés P, NP ir NPC.

(2) Jei bent viena NP -pilna kalba néra polinomiskai issprendZiama (nepriklauso P), tai ir
visos kitos NP -pilnos kalbos néra polinomiskai issprendziamos (P N NPC = ().

[rodymas. Tarkime, kad L € NPC ir L € P. Jei L' € NP, tai pagal NP -pilnumo apibréZima
L <p L, taigi pagal 4.2.2 lema ir L' € P. Taigi, NP C P, o tai reiskia, kad P = NP.

Norédami jrodyti antra teoremos dalj tarkime, kad L € NPC ir L ¢ P. Jei atsirasty kalba L’
tokia, kad L' € NPC ir L' € P, tai kadangi L <, L', pagal 4.2.2 lemg gautume L € P, o tai
priestarauty pradinei prielaidai. [J

Pav. 4.4 vaizduoja tris galimus klasiy P, NP ir NPC tarpusavio sarySiy variantus. Dauguma
tyrinétojuy linke manyti, kad teisingas yra variantas (c):

PCNP, NPCCNP ir PNNPC=4.

Kadangi NP -pilni uzdaviniai yra tokie svarbiis algoritmy sudétingumo teorijoje, tai kiekvieno
naujo uzdavinio jtraukimas i §ia klase vertinamas kaip naujas mokslinis rezultatas. Siuo metu yra
Zinoma keli Simtai, o kartu su jvairiomis ty paciy uzdaviniy versijomis gal ir keli tokstanc¢iai NP -
pilny uZdaviniy. Norint jrodyti, kad kalba L yra NP -sunki, reikia irodyti, kad i kalbg L galima
polinomialiai redukuoti bet kurig kita klasés NP kalba. Tiesiogiai tai irodyti bina gana sunku.
Taciau jei mes tai tiesiogiai irodytume bent7 vienai kalbai, tai visoms kitoms kalboms galima biity
taikyti tokia lema:

Lema 4.4.1. Jei L' <, L ir L' € NPC, tai L yra NP-sunki. Be to, jei L € NP, tai tada
L € NPC.

[rodymas. Kadangi L’ yra NP -sunki, tai kiekvienai L” € NP turime L” <, L’. Polinominé
redukcija tenkina tranzityvumo désnj (dviejy polinomy suma vél bus polinomas), todél gauname
L" <, L, taigi L yra NP-sunki. Jei dar Zinoma L € NP, tai pagal apibrézima L bus NP -pilna.
O

Si lema mums duoda paprasta biida kaip jrodyti, kad kuri nors kalba L yra NP -sunki:

(1) Reikia jrodyti, kad L € NP.
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Pav. 4.5: ISpildoma Biilio schema.

(2) Reikia pasirinkti jau zZinoma NP -pilna kalba L’.

(3) Reikia pateikti algoritma F realizuojanti funkcija f:{0,1}* — {0,1}*, kuri kalbos L’
ZodZius atvaizduoja i kalbos L Zodzius.

(4) Reikia jrodyti, kad bet kokiam x € {0,1}* bus teisinga x € L’ tada ir tik tada kai
f(z)e L.

(5) Reikia irodyti, kad algoritmas F' yra polinominio sudétingumo.

Pirmasis uzdavinys, kuris mums leis praverti klasés NPC duris ir ikisti i tarpduri koja (t.y., §i
uzdavinj) bus Bilio schemos i$pildomumo uzdavinys CIRCUIT-SAT.

4.5 Uzdavinys CIRCUIT-SAT

Siame skyrelyje nagrinésime Biilio schemas su neribotu jéjimy skai¢iumi (“unbounded fan-in cir-
cuits”, angl.), t.y., sudarytas i§ funkciniy elementy &, V, —, kur elementai & realizuoja bet kokio
ilgio konjunkcijas z; & --- & z, o elementai V realizuoja bet kokio ilgio disjunkcijas z1V---Vz;.
Bilio schema S su n iéjimy 1, ..., x, ir 1 i$¢jimu vadiname ispildoma, jei egzistuoja kintamu-
ju x1,...,x, reikSmiy rinkinys (aq,...,ay) € {0,1}" toks, kad istadius i schemos S jéjimus
reikSmes x1 = aq,...,x, = Q, Sios schemos i§¢jime gauname reikSme 1. Pav. 4.5 vaizduoja-
ma schema S yra iSpildoma, nes parinke jéjimy reikSmes z; = z92 = x3 = 1, schemos i$¢jime
gauname 1.

Kadangi Bilio schemos yra orientuotieji Zymétieji grafai, jas galima koduoti nuliukais ir vie-
netukais bet kuriuo biidu, naudojamu koduoti grafams. Taigi, kiekvienai schemai S galime pri-
skirti jos koda (S). Jei schema S turi n jéjimy ir m funkciniy elementy, tai akivaizdu, kad jy
skaiCius yra ne didesnis uz schemos kodo ilgi (n,m < (S)), nes kiekvienai grafo vir§inei koduoti
prireiks bent vieno bito. Pazymékime

CIRCUIT-SAT = {(S): S — i8pildoma Bilio schema}.
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Akivaizdu, kad jei Biilio schema turi n jéjimuy, tai perrinkus visas galimas jy reikSmes (aq, ..., ay)
€ {0,1}" galima nustatyti, ar duotoji schema yra i$pildoma (brutalios jégos algoritmas). Kai
schemos dydis polinomiskai priklauso nuo i¢jimy skaifiaus, gauname, kad brutalios jégos algorit-
mas yra eksponentinio sudétingumo schemos kodo ilgio atZvilgiu. Deja, nieko geriau uzdaviniui
CIRCUIT-SAT néra Zinoma.

Teorema 4.5.1. CIRCUIT-SAT € NPC.

Irodymas. Pagal NP pilny kalby apibrézima reikia irodyti, kad:
(1) CIRCUIT-SAT € NP ir
(2) uzdavinys CIRCUIT-SAT yra NP -sunkus.

(1) Liudijimu bus schemos S i¢jimy reik§miy rinkinys y = (a1, ..., @) € {0,1}", kuriam
schemos S i§¢jimo reik§me bus lygi 1. Liudijimo ilgis yra ne didesnis uz schemos kodo ilgj |({S)|.
Kadangi kiekvienas funkcinis schemos elementas turi ne daugiau kaip |(S)| i¢jimy, o paciy ele-
menty taip pat yra ne daugiau kaip |(.S)|, tai per polinominj Zingsniy skaiCiy galime apskaiéiuoti
kiekvieno funkcinio elemento bei schemos i$éjimo reikSme. Taigi, egzistuoja polinominio sudé-
tingumo algoritmas A(z,y), toks, kad (S) € CIRCUIT-SAT « Jy: A((S),y) = 1 ir liudijimo
y ilgis yra polinominis.

(2) Tegu L — bet kuri kalba i§ klasés NP. Jrodysime, kad L <,, CIRCUIT-SAT. Konstruo-
sime polinominio sudétingumo algoritma, F', kuris bet kuriam Zodziui = € {0, 1}* priskirs schema
S = F(z) tokia, kad x € L tada ir tik tada, kai S yra iSpildoma, t.y., (S) € CIRCUIT-SAT.

Kadangi L € NP, tai egzistuoja polinominis algoritmas A(x,y), patikrinantis kalba L per
polinominj laika. Galime laikyti, kad algoritmas A yra programa, paraSyta Zemo lygio kalba, nau-
dojancia atminties adresus. Tada kompiuterio atmintyje programa A yra saugoma kaip komandy
sarasas, kur kiekviena komanda sudaro operacijos kodas, operandy adresai kompiuterio atmintyje
ir adresas, kur reikia jraSyti operacijos rezultata. Specialioje atminties vietoje laikomas komandy
skaitiklis KS, saugantis adresa komandos, kurig reikés vykdyti. Vykdant programa, §is adresas
nuolat keiciasi, nurodydamas arba sekancia komanda, stovinéia po jau ivykdytos, arba kurig nors
kitag komanda, jei buvo vykdoma salyginé ar ciklo komanda.

Laikysime, kad be vykdomos programos ir komandy skaitiklio kompiuterio atmintj dar sudaro
procesoriaus registrai, pradiniai programos duomenys ir darbiné atmintis (Zr. 4.6 pav.). Fiksuota
atminties buseng (t.y., atminties Iasteliy (bity) reikSmes tam tikru laiko momentu) vadinsime kon-
figiiracija. Vienos komandos vykdyma atitinka ankstesnés konfigiiracijos atvaizdavimas i nauja
konfigiiracija, kuri atlieka kompiuterio procesorius. Kadangi bet kuri konfigiiracija yra nuliuky ir
vienetuky rinkinys, tai §j atvaizdavima galima realizuoti Balio schema M . Kadangi pagal algo-
ritmy savybes kiekviena komanda turi biiti elementari, tai visada galima iSsirinkti toki komandy
rinkinj, kad vienai komandai ivykdyti pakaks polinominio dydZio Bulio schemos (priklausomai
nuo konfigiiracijos ilgio).
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i&jimai

co A KS | procesoriaus registrai z Y darbiné atmintis

SO
7

c1 A KS | procesoriaus registrai x Y darbiné atmintis

NN
7

co A KS | procesoriaus registrai T Y darbiné atmintis

S\

/N

/N

/N

7

Cr(n) A KS | procesoriaus registrai T Y darbiné atmintis

iSéjimas

Pav. 4.6: Kompiuterio konfigiiracijy seka, atitinkanti algoritmo A(z,y) darba. Konfigiracija c;
vaizduoja kompiuterio bliseng po i-ojo algoritmo A Zingsnio. Pradinéje konfigliracijoje cq vi-
sy bity, iSskyrus liudijimo lauka ¥y, reikSmés yra fiksuotos. Kiekviena konfigliracija i sekancig
perdirba Biilio schema M . Jungtinés schemos i$¢jimas yra vienas iS darbinés atminties bity.
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Pazymime 7'(n) algoritmo A Zingsniy skailiy blogiausiu atveju duomenims ilgio n. Tegu
k > 1 yra tokia konstanta, kad T'(n) = O(nF) ir liudijimo y ilgis taip pat yra O(n*). Taip visada
galima pasirinkti, nes algoritmo A sudétingumas yra polinominis jo j&jimo ilgio atZvilgiu, o jo
iéjimo ilgis yra n + |y|, kur |y| savo ruoztu yra polinomas n atzvilgiu.

Dabar algoritmo A darba galime vaizduoti T'(n) konfigtiracijy seka cg,ci, ... s CT(n) > Kur
prading konfigiiracija co sudaro programa A, komandy skaitiklis KS, procesoriaus registrai, pra-
diniai duomenys x ir y bei darbiné atmintis. Konfigiiracijq ¢; padavus i schemos M iéjimus, jos
iS¢jimuose gauname konfigiiracija ¢;41 (i = 0,1,...,T(n) — 1).

ApraSysime algoritma F', kuris pagal duota = konstruoja schema S tokia, kad S biity iSpil-
doma tada ir tik tada, kai egzistuoja liudijimas y toks, kad A(z,y) = 1. Algoritmas F' pirmiau-
sia apskaiCiuoja n = |z| ir konstruoja Bilio schemg S’, sudaryta i§ T'(n) schemos M kopiju.
Sios schemos j¢jimas bus pradiné skai¢iavimo A(z,y) konfigiiracija, o i§¢jimas bus konfigtiracija
CT(n) - Dabar schema S nesunku gauti i§ schemos S’. Pirmiausia schemos S’ j¢jimus, atitinkan-
Cius programa A, komandy skaitiklj, procesoriaus registrus, prading darbinés atminties konfigiira-
cija ir i¢jima x, fiksuojame, t.y., prijungiame tiesiai prie Zinomy jy reikSmiy. Taigi, laisvi lieka tik
schemos iéjimai, atitinkantys liudijima y. Antra, visus schemos S’ i$¢jimus ignoruojame, i$sky-
rus vieng, kuriame gaunmas algoritmo A(z,y) darbo rezultatas. Sis i¥¢jimas ir bus konstruojamos
schemos S i$éjimas.

Lieka irodyti, kad:

(a) S yra iSpildoma tada ir tik tada, kai egzistuoja poliniminio ilgio liudijimas y toks, kad
A(z,y)=11ir

(b) algoritmas F' yra polinominio sudétingumo n = |z| atZvilgiu.

(a) Tarkime, kad egzistuoja polinominio ilgio liudijimas y toks, kad A(x,y) = 1. Pateike Sias
y reik§mes schemos S jéjimuose, gausime, kad jos i§¢jimas yra lygus 1 (nes sutampa su A(x,y)
i$¢jimu), taigi schema S iSpildoma. Ir atvirksciai, jei S iSpildoma, tai atsiras jéjimas y toks, kad
S(y) = 1, o tai reiks, kad ir A(x,y) = 1. Kadangi schemos S jé¢jimams igskirta lygiai O(n*)
bity, tai liudijimo ilgis bus polinominis |z| atzvilgiu.

(b) Irodysime, kad schema S yra polinominio dydZio ir algoritmas F' yra polinominio sudé-
tingumo n = |x| atzvilgiu. Pirmiausia jrodysime, kad kiekviena konfigiiracija ¢; yra polinominio
dydzio n = |z| atzvilgiu. Programos dydis nepriklauso nuo x ir yra konstanta, kaip ir komandy
skaitikliui bei procesoriaus registrams skirta atmintis. [éjimo x dydis yra n, o liudijimo y dydis
yra O(n*). Kadangi algoritmas A daro ne daugiau, kaip O(n*) Zingsniu, tai jam reikalingos
darbinés atminties dydis taip pat yra polinominis n atzvilgiu. Taigi, kiekviena konfigiiracija yra
polinominio dydZio n atzvilgiu, o viena schema M taip pat yra polinominio dydZio konfigliracijos
dydzio atzvilgiu. Kadangi tokiy schemy M skaiius T'(n) taip pat yra polinominis n atzvilgiu,
tai ir schema S bus polinominio dydZio n atzvilgiu. Akivaizdu, kad ir ja konstruojantis algoritmas
F bus polinominio sudétingumo. [J
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4.6 Kiti NP-pilni uzdaviniai

Nagrinésime Bilio formules vir§ bazés B = {&,V,—, —,<}. Formul¢ F(zy,...,x,) iSpil-
doma, jei egzistuoja kintamuyjy reik§miy rinkinys (o, ...,a,) € {0,1}", paverciantis formulg
teisinga: F(aq,...,q,) = 1. Pavyzdziui, Balio formulé F(x1,x9,x3) = =(z1 — x2)&x3 yra
iSpildoma, nes F'(1,0,0) = 1. Pazymékime

SAT = {(F): F — iSpildoma Bilio formulé}.
Teorema 4.6.1. SAT € NPC.

Dabar nagrinésime specialaus pavidalo Bilio formules vir§ bazés By = {&,V,—}. Litera
vadinsime kintamaji arba jo neigini, t.y., p, —p yra literos. Elementarigja disjunkcija vadiname
skirtingy litery disjunkcija. Normaligja konjunkcine forma (CNF, angl.) vadiname bet kokig skir-
tingy elementariy disjunkciju konjunkcija;

F=D1&Dyk - & Dy, kur D; = a7} \/---\/:cgf (zi; # x4,) it Dy # D,.
Pagaliau normaliaja konjunkcing forma vadinsime 3-normaligja konjunkcine forma (3-CNF, angl.),
jei kiekviena jos elementarioji disjunkcija yra sudaryta i§ lygiai 3 skirtingy litery. PaZymékime

3-CNF-SAT = {(F'): F yra iSpildoma 3-normalioji konjunkciné forma}.

Pavyzdziui, jei F(p,q,7) = (pVqVr)&(-pV-qV-r)&(pV-qV-1)&(-pVqV-r),
tai (F') € 3-CNF-SAT, nes F'(1,1,0) = 1.

Teorema 4.6.2. 3-CNF-SAT < NPC.

Paprasta (t.y., be kartotiniy briauny ir kilpy) grafa vadiname pilnu, jei bet kurios dvi jo virSi-
nés yra sujungtos briauna. Pilni grafai, turintys n virStiniy yra zymimi K,,. Kadangi kiekviena
briauna turi du galus, tai pilnas grafas K, turi n(n — 1)/2 briauny.

Grafo klika vadiname bet kokij pilng jo pografi. Klikos dydziu vadiname jos virStiniy skaiciy.
Pavyzdziui, bet kuris grafas, turintis n virStniy ir m briauny turi lygiai n kliky dydzZio 1 ir m
kliky dydzio 2. Optimizavimo uzdavinyje MAX-CLIQUE reikia duotame grafe surasti maksi-
malaus dydZio klika. Ji atitinkantis egzistavimo uzdavinys CLIQUE klausia, ar duotame grafe
egzistuoja bent viena klika dydzio k£ € N:

CLIQUE = {(G, k): grafe G egzistuoja klika dydzio k}.
Teorema 4.6.3. CLIQUE € NPC.

Grafo G = (V, E) virfininiu denginiu vadiname jo vir§tniy poaibi V' C V' toki, kad kiek-
vienai briaunai (u,v) € F turime u € V' arba v € V' (arba abu atvejai teisingi). Taigi, vir§unés
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i§ aibés V' “uzdengia” bent vieng kiekvienos briaunos gala. Vir§uninio denginio dydZiu vadiname
jo virStiniy skai¢iu. Optimizavimo uzdavinyje MIN-VERTEX-COVER reikia rasti mazZiausia
duotojo grafo virStinini dengini. Jj atitinkantis egzistavimo uzdavinys VERTEX-COVER klau-
sia, ar egzistuoja duotojo grafo virSiininis denginys dydzio k € N:

VERTEX-COVER = {(G, k): grafas G turi vir§aninj denginj dydzio k}.

Teorema 4.6.4. VERTEX-COVER € NPC.
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