2 skyrius

ALGORITMU KONSTRAVIMO
METODAI

2.1 Metodas “‘Skaldyk ir valdyk”

Metoda “skaldyk ir valdyk” (lot. divide et impera; angl. divide-and-conquer) nuo senovés Romos
laiky sékmingai naudojo Simtai valdovy ir karvedZiy. Pasirodo, kad Sis principas yra naudingas ne
tik politikoje, bet ir algoritmy kiirime. Si principg jau keletg karty naudojome ir mes (Zr. binario-
sios paieSkos, didZiausio ir maZiausio aibés elemento paieskos ir riSiavimo salaja algoritmus).

Daznai pradinj uzdavinj galima suskaidyti i keleta maZesniy tos pacios klasés uzdaviniy, ku-
riuos i§sprendg, nesunkiai randame ir pradinio uZdavinio sprendini. Rekursyviai tgsdami §i skaldy-
mo procesa, mes pagaliau gauname mazus uzdavinius, kuriems i$spresti pakanka keliy operaciju.
Bendras algoritmo sudétingumas priklauso nuo maZesniy uzdaviniy kiekio, juy dydZio ir nuo skai-
¢iaus papildomy operaciju, kurios reikalingos i§ maZesniy uZdaviniy sprendiniy formuoti didesniy
uzdaviniy sprendinius. Naudojant §j metoda, algoritmo sudétingumas L(n) rekurenciai i$sireiskia
per to paties algoritmo sudétinguma maZesnéms parametro n reikSméms. Pasirodo, galima jrodyti
teorema, kuri duoda bendra tokiy rekurenciy sasajuy sprendinj. Norint rasti konkretaus rekursyvaus
algoritmo sprendini, pakanka Sio algoritmo parametrus istatyti i bendra sprendini, gaunama pagal
§ig teorema.

2.1.1 Teorema “skaldyk ir valdyk”

Teorema 2.1.1. Tarkime, n = b*, ir mums pavyko uzdavinj dydZio n suskaidyti i a to paties
tipo uZdaviniy, kurie yra b karty maZesni uZ pradini uZdavinj. Jei tokiam skaidymui ir pradinio
uZdavinio sprendinio formavimui i§ Siy maZesniy uZdaviniy sprendiniy reikia cn® operacijy, tai

35



tokio algoritmo sudétingumas issireiskia rekurencigja sasaja

L(n) = aL(%) + en,

kura > 1, b>1, ¢,d > 0 yra sveiki skaiciai.
Tada algoritmo sudétingumas bus

O(n?), jei a < b,
L(n) =< O(nlog,n), jeia="b?
O(n'osv @), jei a > b4,

Irodymas. Kadangi n yra sveikojo skaiciaus b laipsnis, tai galime pratesti rekurenciaja formule:

n

L(n) = aL(b) + cn?
= a<aL<b%> +c<%)d) + en?
n n\¢ n\4
= a? <aL<b—3) +c<b—2) > +ac<g) + en?

2
3. (n d a a
—aL<b—3>+Cn <1+ﬁ+bm>

k—1
ok n d a a
=a L(b—k)+cn <1+ﬁ+"'+m>

. 4 a k1
= aQa L(l)+cn <1+b—d+"'+m>.

Kadangi L(1) = const, tai belieka susumuoti skliaustuose stovinéig geometring progresija su
progresijos vardikliu a/b?. (Kai kuriems uZdaviniams dydis L(1) gali biti neapibréztas, nes
uzdavinys dydzio n gali neturéti prasmés. Tokiu atveju sustojame ne po k rekursijos zingsniy, o
po ko < k zingsniy, kur kg < k yra didZiausias natiiralusis skaicius, kuriam uzdavinys dydzio
n/bko turi prasme. Kadangi L(n/b*) yra konstanta, tai tokiu atveju pirmasis démuo paskutinéje
lygybéje gali padidéti tik konstanta karty, o antrasis démuo, t.y., geometrinés progresijos suma,
gali tik sumaZzéti, nes visi progresijos nariai yra teigiami. Kadangi mes jrodinéjame virSutinj jverti
su tikslumu iki konstantos, tai gausime ta patj.)

Nagrinésime 3 atvejus.

1. Kai a < b?, geometriné progresija yra maZéjanti. Kadangi progresijos nariai yra teigiami,
tai Sios baigtinés progresijos suma bus maZesné uz analogiskos begalinés progresijos nariy suma,
o be galo mazéjancios geometrinés progresijos suma visada yra konstanta. Gauname

L(n) = 0(a”*®") + O(n?) = O(n?),
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nes
aloss ™ — (blogb a)logb n_ (blogb n)logb a_ plogya

ir log,a < d.
2. Kai a = b?, kiekvienas geometrinés progresijos narys yra lygus 1, todél jos suma yra lygi
k = log, n. Taigi, §iuo atveju

L(n) = O(n'°® %) + O(n?log, n) = O(nlog, n).

1—g™

1—q

3. Kai a > b?, taikome geometrinés progresijos sumos formule S,,, = b;

k
a
dk_l

a ]

alogb n

o

L(n) = O(n'8) 4 cnd :oW%%+o@d ):mﬂ&w

nd

<

Teorema jrodyta. [J

Pavyzdys 2.1.1. Binariosios paieskos algoritmui (Zr. 1.6) gauname

L@):L(%)+1,

taigi a = 1, b = 2, ir d = 0 (konstanta c nesvarbu kokia). Kadangi 1 = 29, tai pagal teorema
L(n) = O(logyn).

Pavyzdys 2.1.2. RiiSiavimo salaja algoritmui (Zr. 1.8.1) gauname
L(n) = 2L<g) +n,

taigi a = 2, b= 2, ir d = 1. Kadangi 2 = 2!, tai pagal teorema L(n) = O(nlogyn).

Pavyzdys 2.1.3. Rekursyviam aibés didZiausio ir maZiausio elemento paieSkos algoritmui (Zr. 1.7.1)
gauname

Lm):2L<g>+2,

taigi a = 2, b = 2, ir d = 0. Kadangi 2 > 2, tai pagal teorema L(n) = O(n). Skyrelyje 1.7.1
mes gavome tikslesnj virSutinj $io algoritmo sudétingumo jverti L(n) = %n — 2. Sis pavyzdys
rodo, kad tuo atveju, kai mus domina ir koeficienty dydZiai algoritmo sudétingumo israiskoje, Sios
teoremos taikyti negalima, nes ji nustato sudétinguma tik su tikslumu iki pastovaus daugiklio.

Dabar pateiksime dar du metodo “skaldyk ir valdyk” panaudojimo pavyzdZius.
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2.1.2 Sveikuju dvejetainiu skaiciu daugyba

Kiek operaciju su bitais reikalinga, norint sudauginti du sveikuosius dvejetainius skaicius ilgio n?
Iprastas daugybos “stulpeliu” biidas reikalauna O(n?) operaciju, nes reikia sudéti n dvejetainiy
skaiciy ilgio n:

1101
1010
0000
1101
0000
1101
10000010

Pazymeékime §j uzdavinji MULT_INT. Jrodysime, kad LMULT-INT () = O(n!°823), kur log, 3 ~
1.59. Si rezultata 1962 m. jrodé Karacuba ir Ofman.

Tarkime, kad mums reikia sudauginti dvejetainius skaicius z ir y vienodo ilgio n. Pirmiausia
nagrinésime atveji, kai n = 2. Tada z ir y galime suskaidyti j vienodo ilgio dalis:

X

Y
Tada skaiciy = ir y sandauga xy galésime uZrasyti pavidalu
ay = (a2"? +0)(2"? +d)=a-c- 2"+ (a-d+b-¢)- 22 +b-d.
Taigi, $iai sandaugai rasti reikia 4 daugybos operacijuy su dvejetainiais skaiciais ilgio n/2, o taip
pat keliy sudéties ir postimio (t.y., daugybos i§ 2 laipsnio) operacijy. Pasirodo, pakanka ir 3

daugybos operaciju. Pazyméje

u:= (a+0b) (c+d),

w = b-d,

gauname
zy=v-2"+ (u—v—w)-2"% +w.

Kadangi visoms sudéties, atimties ir postimio operacijoms tereikia O(n) operaciju su bitais, tai
gauname rekurencia sudétingumo sasajq

L(n) = 3L<g) +0(n),
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i§ kurios pagal “skaldyk ir valdyk” teorema (a = 3, b = 2, d = 1) i¥plaukia L(n) = O(n'°823).

Misy irodymas turi vieng trikuma: mes visur skaiciavome operacijas su dvejetainiais skaiciais
ilgio n/2, tuo tarpu sumos a+b ir c+d, ieinancios i viena i$§ sandaugu, galéjo bati ir ilgio n/2+1.
Siuo atveju uZraSome

a+b=ay-2"% 40,
C+d:C1'2n/2+d17
kur aq,c; € {0,1}, by ir dy yrailgio n/2. Kadangi
(a+b)(c+ d) =ajcy - 2" + (a1d1 + blcl) . 2n/2 + by - dy,

tai i§ paskutinés lygybés matyti, kad ir sandaugai (a+b) - (c+ d) pakanka 1 daugybos tarp skaiCiy
ilgio n/2, papildomai panaudojus O(n) operacijy su bitais sudé¢iai ir postimiams.

Liko i¥nagrinéti atveji, kai parametras n néra 2 laipsnis. Siuo atveju Jk: 2F-1 < n < 2F =
n'. Papilde skaicius z ir y i§ priekio nuliais, gausime skaiCius ilgio n’, kuriems teorema jau

jrodyta. Kadangi n’ < 2n, gauname L(n) < L(n') = O((n/)'°823) = O(nlo823),

2.1.3 Matricy daugyba Strassen’o metodu

Nagrinésime kvadratiniu n-osios eilés matricy daugybos uzdavini MATRIX_MULTIPLICA -
TTON. Skaiciuosime, kiek tokiy matricy daugybai reikia aritmetiniy, priskyrimo ir kitokiy opera-
ciju. Sio uzdavinio sudétinguma pazymékime M (n). Pasinaudoj¢ standartiniu matricy daugybos
algoritmu, gauname trivialy virSutinj jvertj M (n) = O(n?3). I§ tiesy, jei C = AB, tai matricos
C elementai gaunami pagal formulg

n
Cij = Z a; kb,
k=1

taigi kiekvienam matricos C' elementui rasti pakanka 2n — 1 aritmetiniy operaciju, o tokiy ele-
menty skaicius yra lygus n?.

1969 m. Strassen pasiilé matricy daugybos algoritma, kurio sudétingumas yra O(n!'°#27),
kur log, 7 < 2.81. Pagrindiné §io algoritmo idéja buvo ta, kad vietoje standartinio matricy 2 x 2
daugybos biido, naudojancio 8 daugybos ir 4 sudéties operacijas, Strassen pasitilé formules, kurios
leidZia tokias matricas sudauginti, panaudojus 7 daugybos ir 18 sudéties operacijy. Pirmiausia

irodysime dvi lemas.

Lema 2.1.1 (Apie matricu daugyba blokais). Jei n yra lyginis skaicius ir C = AB, tai padalije
matricas A, B | vienodo dydZio (n/2) x (n/2) pomatrices, mes galésime matricos C' tokio pat
dydZio pomatrices isreiksti per matricy A ir B pomatrices:

<A11 A12><B11 B12>:(Cn 012)
Az A By1 B Cyy Cxn)’
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kur
Cn = A11Bi1 + A12Bay,
Ci2 = A1 B2 + A12Boaa,
Co1 = A21B11 + A2 B,
Cog = A21 B2 + A2 Bas.

[rodymas. Tegu c;; yra bet kuris matricos C'1; elementas. Tada

n n/2 n
cij =Y awbej = Y awbrj + Y, aikbij,
=1 k=1 k=n/2+1

taigi ¢;; yra matricos A1 i-osios eilutés ir matricos B11 j-ojo stulpelio sandauga plius matricos
A19 i-osios eilutés ir matricos Bo j-0jo stulpelio sandauga. AnalogiSkai yra jrodoma ir likusiy
pomatriciy elementams. [J

Lema 2.1.2. Dvi matricas dydZio 2 x 2 galima sudauginti, panaudojus 7 daugybos ir 18 sudéties

operacijy.
(011 012) _ (an a12) (bn b12)
- 9
C21 €22 a1 azz ) \bar boo

reikia elementus c¢;; iSreiksti per matricy A ir B elementus. ApibréZiame papildomus kintamuo-
sius m;:

Irodymas. Turime

ms = a11(bia — b2o) all x 2 stulp.),
me = agz(ba1 — b11) a22 x —1 stulp.),
my = (a1 + a22)b11 (2eil. x b11),

mi = (012 — agz)(bgl + b22) (2 stulp. x 2 eil.),
mo = (a11 + agg)(bn + bgg) (iStl‘iZ. X iStI‘iZ.),
ms3 = (a11 — agl)(bll + b12) (1 stulp. x 1 eil.),
my = (CL11 + a12)bao (1 eil. x 622),

(

(

kur skliaustuose “koduojame” formules, kad jas lengviau bty jsiminti (eilutés elementus visada
imame su pliusu, o stulpelio antraji elementa visada su minusu). Dabar matricos C' elementus
nesunku iSreiksti per auksc¢iau iSvardintus kintamuosius:

c11 = m1 +mo — my + Mg,
Cl12 = My + M5,
C21 = Mg + My,

Co2 = Mo — M3 + ms — my.
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Patikrinkime, pavyzdZiui, antrg lygybe:
c12 = my +ms = (a11 + ai2)bae + a11(biz — ba2) = a11bi2 + aiaboo.

AnalogiSkai jrodomos ir kitos lygybés. Nesunku suskaiCiuoti, kad elementams c;; rasti buvo
panaudota 7 daugybos ir 18 sudéties ar atimties operacijuy. [J

Teorema 2.1.2. Dvi kvadratines matricas dydzio n x n galima sudauginti, panaudojus O (n'°827)
operacijy.

[rodymas. Pirmiausia tarkime, kad n = 2*. Pagal 1 ir 2 lemas norint sudauginti dvi n-os eilés
matricas, pakanka sudauginti 7 matricas dydzio (n/2) x (n/2) ir dar panaudoti O(n?) sudéties
bei atimties operacijy. Taigi,

n

M(n) = 7M(2) +0(n?),

i§ kur pagal teorema “skaldyk ir valdyk” gauname, kad M (n) = O(n'°®27) (a = 7, b = 2,
d=2).

Jei n néra 2 laipsnis, tai Jk: 2871 < n < 2¥ = n/. Papilde matricas A ir B iki eilés n’
nuliais ir remdamiesi nelygybe n’ < 2n, gauname L(n) < L(n') = O((n/)°827) = O(nlo827).
O

Naudojant tenzoring algebra, Strassen’o virutinj jvertj véliau pavyko pagerinti iki O(n2379),
Deja, i§skyrus Strassen’o algoritma, kurj galima taikyti ir praktiSkai, kiti jverciai yra daugiau
“sportinio” tipo, nes prie§ n laipsni juose stovi milziniSkos konstantos. Trivialus apatinis Sio
uzdavinio sudétingumo jvertis yra €2(n?), nes algoritmo rezultaty skai¢ius (matricos C' elementy
skai¢ius) yra n?. Todel jdomu, kiek dar galima priartinti apatinj ir vir$utinj jvercius viena prie
kito.

2.2 Dinaminis programavimas

Ankstesniame skyrelyje nagrinétas “skaldyk ir valdyk” metodas remiasi rekursyviu uzdavinio
skaidymu “i§ virSaus Zemyn” | vis maZesnius uZdavinius. “Skaldyk ir valdyk” metodas yra efek-
tyvus tada, kai rekursija yra isbalansuota, t.y., uzdaviniai yra skaidomi i kelis mazdaug vienodo
dydZio uZdavinius. Tuo tarpu kai naudojame neisbalansuotq rekursija, Sis metodas gali tapti la-
bai neefektyvus. Tai demonstruoja Zemiau pateikiamas pavyzdys su Fibonacci skaiciais. Tokiais
atvejais daznai padeda dinaminis programavimas.

Dinaminis programavimas — tai uzdavinio sprendimo metodas “i§ apacios i virSy”. Pirmiau-
sia mes iSsprendZiame visus paprasciausius duoto uZdavinio atvejus, t.y., maZiausius dalinius uz-
davinius ir jsimename gautus rezultatus. Remdamiesi gautais sprendiniais, randame didesniy da-
liniy uZdaviniy sprendinius ir t.t. Sis metodas yra efektyvus tada, kai patiy maZiausiy daliniy

41



uZdaviniu néra labai daug (t.y., kai juy skaicius polinomiskai priklauso nuo pradinio uZdavinio dy-
dZio) ir kai pradinio uzdavinio sprendiniui rasti mums nereikia visy anksciau gauty rezultaty, o
pakanka tik tam tikros juy dalies.

Dinaminis programavimas dazniausiai taikomas tokiems uzdaviniams, kuriy objektas yra su-
tvarkyta aibé, ir kada pavyksta rasti rekurenting priklausomybe tarp daliniy uzdaviniy sprendiniu.
Panagrinésime keletg tokiy uZdaviniu.

2.2.1 Fibonacci skaiciai

Dar XIII amZiuje i§leistoje knygoje Liber Abaci italy pirklys Fibonacci'! suformulavo jZymuji
uzdavini apie triusius. Tarkime, saloje apsigyveno porelé triusiy (patinélis ir patelé). Yra Zinoma,
kad sulauk¢ dvieju ménesiy amZiaus pora triusiy kas ménesj atveda porelg triuSiuky: patinélj ir
patele. Reikia nustatyti, kiek pory triusiy bus saloje po n ménesiy. Pazymeéje triusiy pory skaiciy
po n ménesiy F'(n), nesunkiai randame rekurenciaja sasaja F'(n) = F(n — 1) + F(n — 2) su
pradine salyga F'(0) = 0, F(1) = 1. Taigi, labai nesunku paraSyti tokia rekursyvia programéle
skaiCiui F'(n) rasti:

function fib1(n)
if n = 0 then fibl := 0
else if n = 1 then fibl :=1
else fibl := fibl(n — 2) + fibl(n — 1)

Deja, net ir nedideléms n reikSméms (n ~ 40) §i elementari programa dirbs labai ilgai. Tai
lengva matyti i§ rekursijos medZio, vaizduojamo 2.1 pav. Yra Zinoma, kad Fibonacci skaiciy
santykis F'(n -+ 1)/F(n) apytiksliai yra lygus (1 + v/5)/2 ~ 1.6, taigi F(n) ~ 1.6". Kadangi
rekursijos medZio lapuose stovi vienetai, tai lapy skaicius bus didesnis uz F'(n), taigi programa
fibl daugiau negu F'(n) ~ 1.6™ karty rekursyviai kreipiasi i save.

Pav. 2.2.1 matote tris grafikus, kurie absoliuciai sutampa. Pirmasis grafikas vaizduoja CPU
laika (sekundémis), kurj sugai$o Matlab programa fib1, skai¢iuojant Fibonacci skaiCius F'(15) =
610, ..., F'(30) = 832040, antrasis yra funkcijos f(n) = F'(n)/14000 grafikas, ir tre¢iasis —
funkcijos g(n) = ((1 + v/5)/2)""2/12000 grafikas. Taigi, tokio algoritmo sudétingumas auga
eksponentiskai.

Akivaizdu, kad rekursyvia programa fib1 galime pakeisti nerekursyvia programa, jsimindami
tarpinius rezultatus masyve F' (vietoje masyvo galime naudoti ir 2 kintamuosius, bet mes nebe-
taupysime):

"Fibonacci (1170-1250). Fibonacci (sutrumpinta nuo filius Bonacci, t.y., “Bonacci stinus”) gimé Italijos mieste
Pizoje, todél dar yra Zinomas Leonardo i§ Pizos vardu. Jis buvo pirklys ir daznai keliaudavo i Artimuosius Rytus, kur
susipazino su araby matematikais. Savo knygoje Liber Abaci jis supazindino europiecius su arabiskaja skaiciavimo
sistema ir aritmetiniy veiksmy algoritmais. Sioje knygoje Fibonacci ir suformulavo uzdavinj apie triusius. Fibonacci
taip pat parasé knygas apie geometrija, trigonometrija bei Diofanto lygtis.
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F(4) F(3)
F(?»)/\F(z) F(Q)/\F(l)
N N\ N
F(2) F(1) F(1) F(0) F(1) F(0)
N
F(1) F(0)

Pav. 2.1: Programos fib1 rekursijos medis.

15 20 25 30

Pav. 2.2: CPU laiko sanaudos (sekundémis), rekursyviai ieSkant Fibonacci skai¢iy F'(15)—F(30).
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0/1
1 2

Pav. 2.3: Programos fib2 skaiciavimo schema.

function fib2(n)

F(0):=0; F(1) :=1;

if n > 1 thenfor i =2 tondo F(i):=F(i—2)+ F(i — 1);
fib2 := F(n);

Programa fib2 pradeda nuo Fibonacci skai¢iy F'(0) ir F'(1) ir randa paeiliui visus Fibonacci
skai¢ius F'(2), F(3),...,F(n), kiekviena karta naudodama tik dvi paskutines reik§mes. Tai ir
yra dinaminis programavimas. Algoritmas fib2 yra tiesinio sudétingumo. Realizavus ji Matlabe,
Sis algoritmas randa bet kurj i§ skai¢iy F'(15)—F(30) grei¢iau, nei per 0.01 sek. Dar daugiau,
per 0.01 sek. algoritmas fib2 randa F(1476) ~ 1.307 - 103%®. Vietoje rekursijos medZio, kurj
naudoja programa fib1, programa fib2 naudoja tiesinio dydZio gardelg, pavaizduota 2.3 pav.

2.2.2 Matricu daugybos tvarka
Tarkime, mums reikia sudauginti ilga staciakampiy matricy seka:
My x My x -+ x My,

kur kiekviena M; yra r;_1 X r; dydZio matrica (¢ = 1,2,...,n). Naudojant standartini matricy
daugybos algoritma, norint sudauginti m X n matrica A i§ n x k matricos B, reikés O(mnk)
aritmetiniy operaciju. Siame skyrelyje laikysime, kad jy reikés lygiai mnk. Matricy daugyba néra
komutatyvi, taigi matricy sukeisti vietomis negalime. Taciau kadangi matricy daugyba yra aso-
ciatyvi, t.y., A(BC) = (AB)C, tai bendras operacijy skai¢ius priklausys nuo matricy daugybos
tvarkos.

Pirmiausia panagrinékime, ar §io uzdavinio negalima biity iSspresti pilno varianty perrinkimo
budu (“brutalios jégos™” algoritmu). Pazymékime K (n) skaiCiy skirtingy daugybos tvarky, kai
duota n matricy. Akivaizdu, kad

K1)=1 ir Kn)=> Kk)Kmn—-k), n=23,..., 2.1)

nes seka My, Mo, ..., M, bet kurioje vietoje k = 1,2, ...,n—1 perskyre i du posekius My, ...,
My, ivr Mgy, ..., M,, mes galime abiejuose posekiuose matricas dauginti bet kuria tvarka, taip
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gaudami K (k)K(n — k) skirtingy daugybos tvarky. Skai¢ius K (n) vadina Katalano skaiciais.
Yra Zinoma, kad Katalano skaiiai auga eksponentiskai: K (n) ~ 4"71/(n/7n), taigi pilnas
perrinkimas yra labai neefektyvus.

Rekurencioji sasaja (2.1) duoda mums idéja, kaip rasti geriausia matricy daugybos tvarka:
perskyrus matricy seka My, Ms, ..., M, iduposekius My, ..., My ir My, ..., M,, reikia pa-
sirinkti optimalia daugybos tvarka pirmajame posekyje ir optimalia daugybos tvarka antrajame
posekyje. Pazyméje m;; maziausia operaciju skaiCiu, reikalinga norint sudauginti bet kurias pra-
dinés sekos matricas nuo 4 iki j, ty., matricas M;, M;yq,...,M; (1 < ¢ < j < n) gauname
rekurenciaja sasaja

i<k<j (2.2)

Mmij = min (mg, + mg41,5 + 7%;17“197“]'), 1< 7,

Naudodami Sig sasaja, mes galime i§ pradZiy rasti optimalig bet kuriy dviejy i$ eilés sekoje
stovin€iy matricy daugybos tvarkq (Siuo atveju vienintelé galima tvarka ir bus optimali), po to
optimalia bet kuriy trijy i$ eilés stovin¢iy matricy daugybos tvarka ir t.t., kol rasime optimalig i$
eilés stovinCiy n matricy daugybos tvarka. Visas indeksu poras i, j, kurias perzilrés dinaminio
programavimo algoritmas, galima pavaizduoti trikampe matrica:

L1 1,2 ... 1,n-1 L,n
2,2 ... 2n-1 2,m

n—1ln—1 n—-1n
n,n

Sunumeruokime §ios matricos istriZzaines, pradedant nuo pagrindinés istriZainés ir einant deSinio
virSutinio matricos kampo link: diag = 0,1,...,n—1. Kiekvienos istrizainés diag = ¢ elementy
reik§més priklauso istrizainése 0,1,...,7 — 1 stovinCiy reikSmiy. Taigi, pradéj¢ nuo pagrindinés
istrizainés ir judédami deSinio virSutinio matricos kampo link, po n —1 iteracijos rasime optimaly
operacijy skaiCiy my,, . Tai daro procediira Matrix_Order, pateikiama Zemiau. Kitoje trikampéje
matricoje best mes saugosime optimalias k reikSmes, kurios duoda minimuma formuléje (2.2).
Naudodama $ias reikSmes, procedira Show_Order(1,n) leis mums rekursyviai atstatyti optima-
lia matricy daugybos tvarka.

procedure Matrix_Order(r)
for i := 1 to n do m[i,i] :=0;
for i :=1ton do
for j := 1 to n do best[i, j] := 0;
for diag:=1ton —1 do
for i := 1 to n — diag do
j =1+ diag;
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ml[i, j] := maxinteger;
for k:=itoj—1do
mnew := mli, k] + m[k + 1,j] +r[i — 1] - r[k] - r[j];
if mnew < mfi, j] then
m[i, j] := mnew; best[i, j| ;= k;
end
end
end
end
return m[1, n}, best

procedure Show_Order(i, j)
if - = j write M, ;
else & := best(i,7);
write "("; Show_Order(i, k); write "*"; Show_Order(k + 1, j); write ")"
end

Akivaizdu, kad bendras abiejy algoritmy sudétingumas yra O(n?).

Pavyzdys 2.2.1. Tarkime, duotos 4 matricos M7, My, M3, M, dydzio atitinkamai 10 x 20, 20 x
50, 50 x 1 ir 1 x 100. Gauname

m(1,2] = 10000, m[2,3] = 1000, m[3,4] = 5000

m[1,3] = min{m[2, 3] + r[0] - r[1] - r[3],m[1,2] 4+ r[0] - r[2] - 7[3]} = 1200,

m[2,4] = min{m[3,4] + r[1] - r[2] - r[4], m[2, 3] + r[1] - r[3] - 7[4]} = 3000,

m[1,4] = min{m[2,4] + r[0] - r[2] - r[4], m[1, 2] + m[3,4] + r[0] - [2] - 7[4],
m[1,3] + r[0] - r[3] - r[4]} = 2200,

0 masyvas best atrodo taip: best[1,2] = 1; best[2,3] = 2; best[3,4] = 3; best[1,3] = 1
best[2,4] = 3; best[1,4] = 3. Tada procedara Show_Order(1,n) duoda tokia optimalia $iy
matricy daugybos tvarka: (My * (Ma * M3)) * My.

2.2.3 Kauprinés uzpildymo uzdavinys

Vagis jsibrové i sandelj, kuriame yra N rasiy daikty. Daikty dydziai yra size[1], ... ,size[N], o ju
vertés val[l],...,val[N], kur size[i],val[i] € NVi = 1,..., N. Vagis turi kupring, kurios talpa
M € N. Kiek kiekvienos riiSies daikty turi paimti vagis, kad jy dydziy suma nevirSyty kuprinés
talpos, o ju bendra verté buty maksimali ? Bendra pripildytos kuprinés daikty verte vadinsime
kuprinés kaina. Toki pat uzdavinj tenka spresti ir | Zygi iSsiruoSusiam turistui.

Si uzdavinj galime apsukti i§ kito galo. Tarkime, kad mes kazkokiu biidu uZpildéme kuprine.
O dabar pagalvokime, kurios raiSies paskutini daikta vertéjo iSsirinkti. Tarkime, kad mes Zinojome
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optimalias visy mazesniy kupriniy kainas cost[0], cost[1],. .., cost[M — 1]. Tada kiekvienos ra-
Sies ¢ daiktams mes galéjome patikrinti, kokia gausis kuprinés kaina, jei prie M — size[i] talpos
kuprinés optimalios kainos mes pridésime i-osios rusies daikto vertg val[é], ir iSsirinkti daikta,
kuriam 8i suma bus didZiausia.

Taip mes gauname rekurenciaja sasaja kuprinés kainai cost:

{ cost[0] = 0,

cost[i] = Iﬁ;lx{cost [i — sizelj]] + vallj]},

kur maksimumas renkamas nagrinéjant tik tuos j, kurie tenkina salyga i — size[j] > 0. Taigi, mes
galime dinamiSkai rasti optimalig kaina visoms kuprinéms, kuriy talpa yra mazesné uz M, o tada
galésime gauti ir optimalia M talpos kuprinés kaing. Dinaminio programavimo algoritmas atrodo
taip:

procedure knapsack_packing(size, val, M, N)
for i := 1 to M do cost[i] := 0; end;
for j :=1to N do
for i :=1to M do
if ¢ — size[j] > O then

if cost[i] < cost[i — size[j]] + val[j] then
cost[i] := cost[i — size[j]] + val[j];
best[i] := j;
end
end
end
end

return cost, best

Masyvas best yra naudojamas geriausiam kuprinés uzpildymui jsiminti. best[i] = j reiskia,
kad optimaliai uZpildant kupring talpos 7, paskutinj reikia déti j -osios risies daikta. Sio algoritmo
sudétingumas yra O(M N). Taigi, jei kuprinés talpa auga ne greiciau, kaip koks nors polinomas,
t.y. M = O(N*), tai dinaminio programavimo algoritmas taip pat bus polinominio sudétingumo.

Pavyzdys 2.2.2. Tarkime, yra duota 5 rusiy daiktai (A, B, C, D ir E) ir yra Zinomi jy dydziai bei
verteés:

i 1 2 3 4 5

sizeli] 3 4 7 8 9
vali] 4 5 10 11 13
name[if/ A B C D E

Kuprinés talpa yra 17. Pritaik¢ algoritma, po 5 iteracijy gauname masyvus cost ir best, vaizduo-
jamus 2.1 lenteléje. Si lentelé rodo, kad paskutinis daiktas turi biti rasies C. Kadangi jo dydis
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t 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

j=1

costfii 0 0 4 4 4 8 8 8 12 12 12 16 16 16 20 20 20

best][i] 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2

costfii 0 0 4 5 5 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22

best]i] 1 22 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
i=3

costii 0 0 4 5 5 8 10 10 12 14 15 16 18 20 20 22 24

best][i] 1 221 3 2 1 3 3 1 3 3 1 3 3
j=4

costfii 0 0 4 5 5 8 10 11 12 14 15 16 18 20 21 22 24

best][i] 1 2 2 1 3 4 1 3 3 1 3 3 4 3 3
i=5

costfii 0 0 4 5 5 8 10 11 13 14 15 17 18 20 21 23 24

best][i] 1 2 21 3 4 5 3 3 5 3 3 4 5 3

nameli] A BBACDTET CT CET CTCTDE C

Lentelé 2.1: Dinaminis kuprinés pakavimas sveikaskaitiniu atveju.

yra 7, 0 name[17 — 7] = C, tai prieSpaskutinis daiktas taip pat buvo rasies C. Pagaliau prieSpries-
paskutinis daiktas buvo rasies A, nes name[3] = A. Taigi, jei kuprinés talpa yra 17, tai optimalus
sprendimas yra déti daiktus A, C, C, kuriy bendra verté yra 24.

2.3 Paieska su grizimu

Sprendziant kai kuriuos kombinatorinius uzdavinius du auk$c¢iau iSnagrinéti metodai (‘“skaldyk ir
valdyk” bei dinaminis programavimas) gali biiti nepritaikomi arba neefektyviis. Tokiu atveju daz-
nai belieka perrinkti visus galimus uzdavinio sprendinius ir iSsirinkti tinkama. Pilnas perrinkimas
dar yra vadinamas brutalios jégos (brute force, angl.) metodu.

Siame skyrelyje panagrinésime sprendiniy perrinkimo metoda, kuris yra efektyvesnis uZ bru-
talios jégos metoda. Naudojant §j metoda, blogiausiu atveju vis tiek tekty perrinkti visus variantus,
taCiau vidutiniSkai perrinkimas gaunasi mazesnis.

2.3.1 Sprendiniy medis

DaZnai pradini uZdavini Py galima suskaidyti i kelis dalinius uZdavinius Pi,..., Py, kuriuos
iSsprend¢ gausime uzdavinio Py sprendinj. Kiekvieng dalini uZzdavini P; vél galime suskaidyti i
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Pav. 2.4: Sprendiniy medis (neskaidiis uZdaviniai paZymeéti staciakampiais).

maZzesnius uzdavinius Py, , ..., Py, ir t.t. UZdavinj vadiname neskaidZiu, jei:
(a) galime lengvai rasti to uzdavinio optimaly sprendinj;

(b) galime parodyti, kad to uzdavinio optimalus sprendinys bus blogesnis uz kita, jau gauta,
sprendini;

(c) uZdavinys yra neleistinas, t.y., jis neturi sprendinio.

Taigi, uzdavini P, atitinka medis, kurio Saknis yra pradinis uzdavinys Py, o lapai yra ne-
skaidiis uzdaviniai (Zr. Pav. 2.4). Naudojant §j medi, i$ kai kuriy daliniy uZdaviniy sprendiniy
mes gauname pradinio uZdavinio sprendini. Todél Sis medis yra vadinamas sprendiniy medZiu.
Priklausomai nuo uzdavinio, galima naudoti jvairias sprendinio paieS$kos sprendiniy medyje stra-
tegijas. Pavyzdziui, sprendZiant keliaujancio pirklio uzdavinj arba ieSkant iSéjimo iS labirinto yra
naudojama paieska gylyn. leskant grafo minimalaus karkaso arba trumpiausio kelio tarp dvieju
grafo virSiiniy yra naudojama paieska platyn. Brutalios jégos algoritmas perziiiri visas sprendiniy
medZio vir§ines ir randa optimaly sprendinj. Godus algoritmas kiekvienoje vir§tnéje renkasi lo-
kaliai geriausia medZio briauna. Tokiu biidu godus algoritmas perzidiri tik viena sprendiniy medzio
Saka ir gauna sprendini, kuris nebutinai yra optimalus. PaieSka su griZimu yra tarpinis metodas
tarp Siy dviejy kraStutinumy. Paieska su grizimu perziiiri dali sprendiniy medZio ir randa optimaly
sprendini. Geriausiu atveju pakaks perziiiréti vieng medZio Saka, blogiausiu atveju teks perZitiréti
visg sprendiniy medj.

Pastaba 2.3.1. Sprendiniy medis ir paieSkos tokiame medyje efektyvumas priklauso nuo pasi-
rinkto pradinio uzdavinio skaidymo i maZesnius biido. Pavyzdziui, spresdami keliaujancio pirklio
uZdavinj i§ pirmo miesto, galime visus galimus sprendinius suskirstyti { n — 1 grupe: sprendiniai,
i kuriuos jeina briauna (1,2), sprendiniai, i kuriuos jeina briauna (1,3), ..., sprendiniai, i ku-
riuos jeina briauna (1, 7). TaCiau galimus marSrutus galima skaidyti ir { dvi grupes: sprendiniai, i
kuriuos jeina briauna (1,2), ir sprendiniai, i kuriuos $i briauna nejeina.
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2.3.2 Paieskos su grizimu algoritmas

Paieska su grizimu — tai paieSkos sprendiniy medyje biidas, kuri galime taikyti kai sprendiniai
tenkina tam tikras savybes.

Tarkime, kad sprendinj galima uZraSyti vektoriumi (a1, as,...), kur a; € A; ir A; yra pilnai
sutvarkytos aibés. Pradéje nuo tuscio vektoriaus () ir pazyméje S; C A aibe galimy kandidaty i
ay,imame a; = min Sy (t.y., pirmaji aibés S elementa) ir gauname dalinj sprendinj (a;). Toliau
nagrinégjame Sy C Ay ir t.t., kol randame neskaidaus dalinio uzdavinio sprendinj (a1, ..., a;,)
arba uzdavinys tampa neleistinas. Jei sprendinys (a1, ..., a,) néra optimalus, griztame sprendiniy
medyje vienu lygiu aukStyn ir renkamés kita kandidata i a,, vieta. Jei perrinkus visus aibés S,
elementus, mes vis dar nerandame optimalaus sprendinio, tada griztame i n — 1 lygi, renkamés
nauja kandidata { a,_; vieta ir vél leidZiameés i lygi n. §1; paieskos su griZimu metoda galima
aprasyti tokia procedira:

procedure backtracking(A4q,...,A,)
k:=1;
Sy := geri(A1); /* Medzio Saky atkirtimas */
while £ > 0 do
while (Sj # () do
ar = min(Sk);
Sk = Sk \ {ak};
if ((a1,...,ax) yra leistinas galutinis sprendinys then save (a1,...,ax);
k:=k+1;
Sy, := geri(Ay); /* MedZio $aky atkirtimas */
end while
k:= k — 1;/* GrjZimas */
end while

2.3.3 n valdoviy uzdavinys

Turime Sachmaty lenta n x n (n > 1). Reikia joje sustatyti n valdoviy taip, kad né viena valdoveé
negrasinty né vienai kitai valdovei (valdové grasina visiems tos pacios vertikalés, kurioje ji stovi,
laukeliams, o taip pat visiems tos pacios horizontalés ir visiems dviejy istriZainiy laukeliams).
Atlikus pilng perrinkima nesunku isitikinti, kad kai n = 2,3, uZdavinys neturi sprendinio. Kai
n = 4, gana nesunkiai rasime galima sprendinj. Taciau kai n = 8 (klasikiné Sachmaty lenta),
uzdavinys jau tampa sunkiai jveikiamas be kompiuterio pagalbos.

Pabandykime 8 valdoviy uZdaviniui pritaikyti paieSkos su griZimu algoritma. Brutalios jégos
metodas duoda C§, ~ 4,4 - 10° varianty. Akivaizdu, kad dvi valdovés negali stovéti vienoje
horizontaléje bei vienoje vertikaléje. Tai reiSkia, kad kiekvienoje vertikaléje ir kiekvienoje hori-
zontaléje bus lygiai po 1 valdove! Taigi, sprendinius galime vaizduoti vektoriais (vq,vs,...,vg).
Toks sprendinys reiskia, kad 1-o0ji valdové stovi laukelyje (1, v1), 2-0ji valdové laukelyje (2, v2)
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Pav. 2.5: 4 valdoviy uZdavinys.

ir t.t. Be to, kadangi v; # v;, kiekvienas sprendinys yra skaiciu 1,2, ...,8 kélinys. Taigi, lieka
8! = 40320 galimy sprendiniy, kuriuos galime pavaizduoti sprendiniy medziu (medis turés 8!
lapy). To medzio $aknis bus tuscias sprendinys (), t.y. tusia Sachmaty lenta. Pirmoje horizon-
taléje galime pastatyti 1-a valdove i bet kurj laukelj v; = 1,2,...,8. Kadangi radus pozicija,
kur 8 valdovés negrasina viena kitai, mes gauname, kad ir §iai pozicijai simetriskos lentos vidurio
linijos atZvilgiu pozicijos (o taip pat pozicijos, gaunamos pasukus lenta 90, 180 arba 270 laipsniy
kampu) tenkina Sig savybe, tai pakanka nagrinéti 4 galimus kandidatus | vy vieta: v; = 1,2, 3, 4.
Kadangi lentos kampe (ju yra 4) gali stovéti tik viena valdové, tai mes galime pirmos valdovés
nestatyti i laukelj v; = 1, nes tokj sprendinj mes gausime pasuke reikiamu kampu pozicija, kur
valdove stovi kitame lentos kampe. Lieka 3 kandidatai i vy vieta, taigi sprendiniu medZio lapy
skaiCius sumazéja iki 3 - 7! = 15120.
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Tarkime, 1-aja valdove statome i laukelj (1,2) (t.y., v1 = 2). Bandydami 2-3 valdove statyti |
laukelius (2,1) arba (2, 3), i8 karto gauname neleistinus sprendinius. Lieka laukelis (2, 4). Tada
3-iai valdovei tinka laukelis (3, 1) ir t.t. Nukirsdami sprendiniy medZio pomedZius su Saknimis
(2,1) ir (2, 3), mes atkirtome dvi dideles $akas su 2 - 6! = 1440 lapy. Taigi, paieSka su grizimu
$i uzdavinj sprendzia labai efektyviai.

Pav. 2.5 matome sprendiniy medj, kuris gaunasi sprendZiant 4 valdoviy uZdavinj paie$kos
su grizimu metodu. SkaiCiai greta poziciju Zymi medZio virSiiniy apéjimo tvarka. Naudojanti
simetrijomis vidurio linijos atZvilgiu ir postikiais, 1-ai valdovei liecka vienintelis laukelis (1,2).
Pilnas sprendiniy medis turi 1 + 1+ 3 4+ 6 4+ 6 = 17 virSaniy. Sprendinj gauname, perzitréje tik
7 virSunes.

2.3.4 Aibiu skaidiniai

Aibés A = {a1,...,an} denginiu vadiname netusCia jos poaibiy Seima B = {Bi,..., B}
(B; C A), dengianlig aibg A: A C By U---U By. Jei aibés B; poromis nesikerta, t.y.,
B; N Bj = 0, tai $eima B vadiname aibés A skaidiniu.

Minimalaus skaidinio uzdavinys. Duotas aibés A denginys B = {Bj,..., By} ir poaibiy B;
kainos c¢;. ISrinkti i§ denginio B pigiausig aibés A skaidini, t.y. rasti By C B: By — aibés A

skaidinys ir
Yooa< ) o«

i: B;€By i: B;eC
kiekvienam A skaidiniui C C B.

Pavyzdys 2.3.1. Tegu A = {a,b,c,d,e, f}, By = {a,b}, By = {c¢,d}, Bs = {e, f}, By =
{a,c,e}, By = {a,c, f}, B¢ = {b,d,e}, By = {b,d, f}, B = {By,...,Bz}, ir kieckvieno
poaibio B; kaina yra lygi 1. Nesunku jsitikinti, kad minimalus aibés A skaidinys bus By =
{Bjy, Br}, kurio kaina yra lygi 2.

Minimalaus skaidinio uZdavinys turi jvairius pritaikymus. Pateiksime tik vieng i§ jy. Tar-
kime, kazkoks sandélys ar didmeninés prekybos bazé aptarnauna n uZsakovy, kuriems reikia
pristatyti ivairius produktus, laikomus Siame sandélyje. Kadangi ty produkty kiekiai néra dideli,
tai keliems uZsakovams juos galime pristatyti viena masina. Yra Zinoma k tokiy marSruty, kai
masina iSvyksta i§ sandélio, aplanko keleta uZsakovy ir vél griZta i sandéli. §iq marsruty ilgiai
yra ci,...,c,. Reikia surasti, kiek masiny ir kokiais marSrutais reikia pasiusti, kad biity aptar-
nauti visi uzsakovai ir kad marSruty ilgiy suma bty minimali. PaZyméje uZsakovy aibe raide
A: A = {u,...,u,}, kiekvieng marsruta, aplankantj uzsakovus w;,,...,u;, , galime laikyti
aibés A poaibiu {u;,,...,u;, },ir gauname minimalaus skaidinio uzdavinj.

Kiekvieng n-aibés k-denginj atitinka dvejetainé matrica, turinti n eiluéiy ir k stulpeliu. Sios
matricos stulpeliai yra poaibiy B; charakteringieji vektoriai x(B;) € {0,1}", tokie, kad

1, jeia; € Bj,
i = {0, jei a; ¢ B;.
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PavyzdZiui, auksciau pateikto pavyzdZio 2.3.1 denginj B atitinka matrica

1 001 1 00
1 0 0 0 0 1 1
01 01 1 00
01 00 0 11
0 01 1.0 10
0 01 01 01

Denginj B atitinkanciai dvejetainei matricai minimalaus skaidinio uzdavinys skamba taip: iSrinkti
maZiausia skaiciy stulpeliy tokiu, kad kiekvienai eilutei 7 = 1,...,n lygiai vieno i $iy stulpeliy
1-asis elementas bty lygus 1 (o kituose stulpeliuose Sioje eilutéje stovéty visi nuliai).

Taikysime minimalaus skaidinio uZdaviniui paieSka su grizimu. Pirmiausia denginj 5 atitin-
kancios matricos stulpelius suskaidome i n bloky (po vieng kiekvienam aibés A elementui) taip,
kad ¢-ojo bloko stulpelius atitinkantys poaibiai turéty elementa a;, bet neturéty né vieno iS ele-
menty ay,...,a;—1. Kai kurie i§ §iy bloky gali biti tusti. Bloko viduje stulpelius iSrikiuojame
juos atitinkanciy poaibiy kainy augimo tvarka. Po §iy matricos pertvarkymy poaibius B; pernu-
meruojame tvarka, atitinkancia nauja stulpeliy tvarka. Tarkime, kad denginys B = {S1,..., Sk},
kur {S1,...,Sk} yrapoaibiai {By,..., By} i8déstyti nauja tvarka.

PavyzdZiui, aukSciau pateikta pavyzdj 2.3.1 atitinka pertvarkyta matrica

11 1[0 0/0]0
10 0[1 1]0]0
lo 1 1]0 010
M=t 0001 1]1]0]|
01 0[1 0]0]1
00 1]0 1]0]1

sudaryta i$ bloky My, Ms, M3, Ms. Bloka M; sudaro stulpeliai, atitinkantys poaibius S; =
By, S = By ir S3 = Bs, bloka M, sudaro stulpeliai, atitinkantys poaibius Sy = Bg ir
S5 = Bry, bloka M3 sudaro stulpelis, atitinkantis poaibj Sg = Bs, ir bloka M5 sudaro stul-
pelis, atitinkantis poaibj S7 = Bs.

Pazymékime dalini minimalaus aibés skaidinio uZdavinio sprendinj tam tikru algoritmo vyk-
dymo momentu S, jo kaing — c, geriausia aibés A skaidini, rasta iki §io momento, — S,o jo
kaing — ¢. Aibé E C A bus aibé visy poaibiy 5; € S padengty aibés A elementy.

1. Konstruojame bloking matricg M ir priskiriame pradines reikSmes:
S:=0; E:=0; ¢c:=0; ¢:= 0.

2. p:=min{i|r; ¢ E};
Aibe S7 pazymime Zyme, rodancia, kad $i aibé yra panaudota.

3. Pradedant nuo paZymétos aibés bloke p, nagrinéjame aibes S? jy indekso ¢ didéjimo tvarka.
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(a) Jei randame aibe S? tokia, kad S? NE=0irc+ 05 < ¢ (kur c? yra aibés Sﬁ-) kaina),
tai pereiname i Zingsnj 5.

(b) PrieSingu atveju (t.y. jei blokas p uzsibaigé arba radome aibg Sf tokia, kad ¢ + cg >
¢), pereiname | Zingsnj 4.

4. Dalinio sprendinio S pagerinti nebegalima. Jei S = () (t.y. baigési 1-asis blokas), tai
STOP; geriausias sprendinys yra S.
PrieSingu atveju paSaliname i$ sprendinio S paskuting aibg S fc pakeiciame jo kaina: c :=
c— cf,g, pasaliname aibés S,i elementus i§ E: F := E\ S!, pazymime aibe S/,lC 41 pasali-
name ankstesng Zyme bloke p := [ ir pereiname i Zingsnij 3.

5. Papildome sprendini: S := SU{S}}, E:= EUSY, c:=c+c}.

Jei rastas pilnas sprendinys, t.y. £ = A, tada atnaujiname geriausias reik§Smes S := S,
¢ := c ir pereiname | Zingsnj 4.
PrieSingu atveju pereiname i Zingsnj 2.
Pastaba 2.3.2. Jei §io algoritmo 4-ame Zingsnyje aibé S/,lC bloke [ buvo paskutiné, tai algoritmas
grizes 1 Zingsni 3 neranda aibés S,lg 41 ir vél pereina | Zingsnj 4, t.y., i§ sprendinio S paSalina dar

vieng aibe.

Pritaikysime paieSkos su griZimu algoritma pavyzdZiui 2.3.1. Gauname:

=0, E:=0,c:=0, ¢:= o0;
=1, S:={51}, E :={a,b}, c:=1;
:38 {81,856}, E :={a,b,c,d}, c:=2;

:=5,8 :={851, 56,57}, F:={a,b,c,d,e,f} = A, c:=3, S := {51, 56,57}, ¢:=3;
= {51,56}, c: =2, E:={a,b,c,d}, p:=3;
={S1}, c:=1, E:={a,b}, p:=1;
=0, c:=0, E:=0;
={S2}, E:={a,c,e}, c:=1;
2, §:={852,85}, E:={a,b,c,d,e,f} = A, c:=2, S = {52,855}, ¢:=2;
{S9}, c:=1, E:={a,c,e}, p:=1;
=0, c:=0, E:=0;
={Ss3}, E:={a,c, f}, c:=1;
=0, c:=0, E:=0; STOP.
Taigi, optimalus sprendinys yra S := {Ss, S5}, kurio kaina lygi 2.

Wi &”h 6”3 030)030)“3@“303

2.4 Saku ir réZiy metodas

Saky ir réZiy metodas — tai paiefka su grizimu, kai mes optimizuojame tikslo funkcijq Cost,
t.y., sprendZiame optimizavimo uzdavinj C'ost — min ir mokame sprendiniy paieskos medzio
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pomedZiuose gaunamy sprendiniy kaing i$ anksto aprézti i§ apacios apréziancios funkcijos Bound
pagalba. Taigi, Saky ir réZiy metoda charakterizuoja 4 poZymiai:

1. Sprendiniams S = {aq,...,ax} yra apibréZta jy kaina Cost, turinti §ias savybes:
e (Cost > 0;
e Cost(ay,...,ax—1) < Cost(ay,...,ax), pavyzdZiui, daznai funkcija Cost tenkina

lygybe Cost(ay,...,ar) = Cost(ay,...,ax—1)+ Cost(ay).

2. Sprendiniams S = {ay,...,a} yraapibréZtas jy kainos apatinis réZis Bound, turintis §ias
savybes:
e Bound(ay,...,ar) = Cost(ay,...,a) vidinéms sprendiniy medZio vir§inéms, t.y.
daliniams (dar ne pilniems) sprendiniams ir
e Bound(ay,...,ar) = Cost(ay,...,ar) medzio lapams, t.y., galutiniams sprendi-
niams.

3. Yra pateiktas sprendiniy paieSkos i$siSakojimo i naujas Sakas budas, t.y., aibiy A;, naudo-
jamy paieskos su griZimu algoritme, parinkimo biidas.

4. Yra pasirinkta kokia nors medZio vir§liniy perrinkimo strategija. Galimos strategijos yra
DFS (paieSka gylyn), BFS (paieska platyn), BeFS (geriausios virSiinés prioritetinio pasirin-
kimo strategija) ir kitos. Strategija BeFS Saky ir réZiy metode rekomenduoja kiekvieng karta
rinktis tag medZio vir§iing, kurios réZis yra maZiausias i§ dar nenagrinéty medZio virStniy.

Zinoma, Saky ir réZiy metodas tinka ir tiems uZdaviniams, kur reikia rasti maksimalios vertés
sprendinj ( Cost — max), tik tada reikia naudoti virSutinius réZius ir rinktis vir§ting su didZiausiu
réziu.

Pateiksime bendrg Saky ir réZiy metodo algoritma, laikydami, kad naudojamés misria DFS—
BeFS strategija, t.y., sprendiniy medyje vykdome paieska gylyn, tik pasirenkant kurig nors i§ k
galimy Saky renkamés ne iS eilés, o pagal maZiausia apatinj réZi.

procedure branch&bound(Ay,..., 4,)

MinCost := oo,

Cost :=0;

k:=1;

for a € Ay do find Bound(a);
S1 = Aq;

while £ > 0 do
while (S), # () and Cost < MinCost) do
ap :=a € S: Bound(ay,...,ar_1,a) = mineg, Bound(ay,...,ax—1,b);
Sk = Sk \ {ak};

55



Cost := Cost(ay,...,ar);

if ((a1,...,ax) yraleistinas galutinis sprendinys and Cost < MinCost) then
MinCost := Cost; save (ay,...,a;) end;
k:=k+1,;

for a € A, do find Bound(aq,...,ax_1,a);
Sk :={a € Ay: Bound(ay,...,ax_1,a) < MinCost};
end while
k=k—-1;
Cost := Cost(ay,...,ax);
end while

Pademonstruosime Saky ir réziy metodo taikyma keliaujanc¢io pirklio ir darby paskirstymo
uzdaviniams.

24.1 Keliaujancio pirklio uZdavinys (KPU)

Keliaujancio pirklio uzdavinys (KPU) (angl. TSP — traveling salesman problem). Duota n
miesty {1,2,...,n} iratstumy tarp ty miesty matrica C' = (C[i, j]), kur C[i, j] = dist(7, 5) > 0.
Reikia rasti trumpiausia marsSrutg per visus miestus, kuris per kiekviena miesta praeina lygiai
vieng karta. Toki uZdavini tenka spresti keliaujanciam pirkliui, kuris nori aplankyti keleta miestuy,
parduoti ten savo prekes ir griZti i pradini miesta, kuriame jis gyvena. Tai bene labiausiai iSgarséjes
kombinatorinis uZdavinys, kuriam daug mety buvo bandoma surasti polinominio sudétingumo
algoritma arba irodyti, kad tokio algoritmo neegzistuoja. Deja, niekam nepavyko padaryti nei
viena, nei antra.

§1 uzdavinj sprgsime bendriausiu atveju, laikydami, kad atstumy matrica néra simetriné, ir
atstumai netenkina trikampio taisyklés C[i, j] < C[i, k] + C[k, j|. Tokia situacija, kai atstumas
i§ miesto ¢ i miesta j skiriasi nuo atstumo i§ miesto j | miesta %, praktiSkai gali pasitaikyti
dél vienos krypties keliy ir kity priezas¢iy. Taigi, perfrazuojant KPU uZdavini grafy kalba, mums
reikia orientuotame svoriniame grafe rasti trumpiausia Hamiltono cikla. Fiksuojant pradini miesta,
kuriame gyvena misy pirklys, gauname (n—1)! skirtingy Hamiltono cikly (i§ pirmo miesto galima
eiti | bet kuri i§ miesty 2, 3, ..., n, i§ kiekvieno i3 $iy miesty galima eiti i bet kurj i§ likusiy n — 2
miesty ir t.t.). Taigi, sprendZiant §j uzdavinj brutalios jégos algoritmu, sudétingumas bty L(n) =
O(n!) (kai kiekvienas miestas su kiekvienu kitu miestu yra sujungti keliais, neinanciais per kitus
miestus), nes marSruty skai¢iy dar reikéty dauginti i§ O(n) operaciju, reikalingy 1 marSruto ilgiui
apskaiciuoti.

Taikysime KPU uZdaviniui Saky ir réZiy metoda:

1. MarSruto M = i; — ig — - - — iy kaina Cost(iy, ... i) = Cli1, i) + Cliz, i3] + -+ +
Clig—1,1k] yra neneigiama funkcija ir tenkina nelygybe

COSt(il, e ,ikfl) < COSt(il, e ,ik) = COSt(il, e ,Z'kfl) + C[Z'kfl, ’Lk]
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2. Kadangi i$ kiekvieno miesto turime kaZkuriuo keliu i$eiti, tai kiekvienas miestas ¢ i optima-
laus marSruto kaing jnes indéli, ne maZesnj uZ trumpiausio kelio i§ miesto 4 ilgj min j; C [i, 7]
Taip gauname preliminary apatini réZi bet kurio marsruto ilgiui:

n

Cost(M) > 3 _minCli, j].
i=1 77"

Taciau mes turime ne tik iSeiti i$ kiekvieno miesto, bet turime ir pro kazkur i ji ateiti. Todél
mes turime jvertinti ir jeinanciy keliy ilgius. Kadangi bet kuris kelias ¢ — 7 miestui j
yra jeinantis, o miestui ¢ iSeinantis, tai mes negalime i$ karto jvertinti ieinanciy keliy in-
délio per matricos C' stulpeliy minimumus. Pirmiausia reikia matrica C' suprastinti, i$
kiekvieno jos elemento atimant eilutés, kurioje stovi tas elementas, maziausia elementa
(kad mums netrukdyty nuliai, atstumg i§ bet kurio miesto i save mes laikome begaliniu:

Cli,i] = oo Vi = 1,...,n). Suprasting, gauname matrica C’. Dabar jau galime rasti
apatini iverti, kuris tinka bet kuriam marsrutui. Kadangi jokio marSruto dar neturime, tai
yra sprendinys (aq,...,ax) (Zr. branch_and_bound algoritma) dar yra tuscias, tai §j réZj

zymésime Bound (1):

Bound (D) = Z min C[i, j| + Z min C'[i, j].

i=1 j=1

Veéliau, kai marsrutas ilgés, atstumy matricoje vél atsiras keliu, kuriy ilgi reikés iskaityti i
ieSkomo marsruto ilgi, ir apatinis réZis tam marSrutui augs.

3. Sprendiniy medi Sakosime atsizvelgiant i tai, ar mes i ieSkoma marSruta jtraukiame konkrety
kelig ¢ — j, ar ne. Taigi, pirmame sprendiniy medZio lygyje visi galimi marSrutai pasidalins
i dvi grupes: marsrutai, i kuriuos jtrauktas pasirinktas kelias ¢ — j ir marSrutai, kuriuose
néra §io kelio. Kiekviena grupé vél dalinsis i dvi grupes, priklausomai nuo to, ar i marSruta
itrauksime kazkokj kit kelia ir t.t.

Apibrésime taisykle, pagal kuriag mes renkamés Sakojimui naudojama kelia ¢ — j. Su-
prastinus prading atstumy matrica C' pagal eilutes ir stulpelius, gauname matrica C", kuri
kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje turi nuliniy elementy. Tarkime, C[i, j] yra
toks elementas. Tada tuose marSrutuose, kuriuose nebus kelio ¢ — 7, biitinai turés biiti du
keliai ¢ — k ir Il — j, kur k = j ir [ # 4. Todél visiems tokiems marSrutams jy apatinis
rézis dar padidés dydziu

DJi, 7] = min C"[i, k] + min C"[k, j].
[ 3} = min C7i, K] + min C7[k, j]

Kadangi mes stengiamés atkirsti kuo daugiau pomedZiy, tai sickiame, kad apatiniai réZiai
biity kuo didesni. Taigi, Sakojimui naudojamo kelio pasirinkimo taisyklé yra tokia: imame
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pora (7, 7), tokia, kad C"[i,j] = 0 ir

Dli,j] = DIk, 1].
[4, J] i [k, 1]

4. Naudosime BeFS strategija: i§ visy dar nenagrinétuy, bet jau turinCiy réZius, sprendiniy me-
dzio virStniy mes rinksimés virStine su maziausiu réziu.

Pavyzdys 2.4.1. Duota atstumy tarp miesty matrica

co 25 40 31 27
5 oo 17 30 25
C=[19 15 o 6 1
9 50 24 oo 6
22 8 7 10 o0

Rasti trumpiausia Hamiltono cikla M .
Pirmiausia prastiname matrica:

oo 25 40 31 27\ |-25 oo 0 15 6 2
5 oo 17 30 25 -5 0 oo 12 25 20
C=119 15 oo 6 1 -1 —C' =118 14 oo 5 0
9 50 24 oo 6 —6 3 44 18 oo O
22 8 7 10 o© -7 15 1 0 3 o0

-3
co 0 16 3 2

0 oo 12 22 20
— C"=118 14 o0 2 0
3 4 18 >~ 0
15 1 0 0 oo

Gavome apatinj rézj Bound(()) = 47. Norédami i$sirinkti optimaly kelig $akojimui, matricos
C” nuliniams elementams apskaiivojame rézio poky¢ius D[i,j]: D[1,2] = 3, D[2,1] = 15,
DI[3,5] = 2, D[4,5] = 3, DI[5,3] = 13, DI[5,4] = 2. Taigi, visus marSrutus skaidome i dvi
grupes: (1) marSrutai, i kuriuos jeina kelias 2 — 1, ir (2) marSrutai, i kuriuos $is kelias nejeina.
Atitinkamas sprendiniy medZio vir§ines pazymime 21 ir 21 (Zr. pav. 2.6).

Vir§iné 21 gauna réZj Bound(21) = Bound(0)+ D|[2,1] = 62. Apskailiuosime vir§inés 21
rézi. Kadangi kelias 2 — 1 tikrai priklauso visiems §io pomedZio marSrutams, galime iSbraukti
matricos C' antra eilut¢ ir pirma stulpeli. Gauname matrica C'; (8alia eiluciy ir stulpeliy raSome
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Pav. 2.6: Sprendiniy medis, gaunamas taikant KPU uZdaviniui $aky ir réZiy metoda.

likusiy miesty Zymes, kurias toliau naudosime matricos elementy indeksavimui):

2 3 4 5

1/c0 15 3 2

0y = 3/14 oo 2 0
444 18 oo O

501 0 0 oo

Matricos C elementas C1[1,2] = oo, nes jis atitinka kelia 1 — 2, kurio nebegalima naudoti,
nes jau buvo panaudotas kelias 2 — 1. Atémeg i$ pirmos eilutés 2 ir i§ antro stulpelio 1, randame
suprastinta matrica

2 3 4 5
l/00 13 1 0
C,,_313oo20
74143 18 ~ 0
50 0 0 oo

ir virSanés 21 rézj 47 + 3 = 50. I8 matricos C}' randame, kad toliau sprendiniy medj Sakojame,
naudodami kelig 4 — 5. VirSuné 45 gauna rézj 50+ D[4, 5] = 68. Isbrauke matricos C7’ ketvirta
eilute ir penkta stulpeli, randame nauja matrica C's, ja prastiname:

2 3 4 2 3 4

l/oco 13 1 l/oco 12 0
02:3(13 00 2) — ;':3(11 00 o)
50 0 0 50 0 0
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ir randame virsiinés 45 rézj 50 + 3 = 53. Toliau $akojame, naudodami kelia 1 — 4. Vir$iné 14
gauna rézj 53 + D[1,4] = 65. ISbrauke matricos C¥ pirma eilutg ir ketvirta stulpelj, gauname
matricg

2 3

3/11 oo
Cs = 5( 0 0 > ’
i§ kurios matyti, kad i§ miesto 3 privalome eiti | miestg 2, o i§ miesto 5 tada lieka eiti tik | miesta 3.
Kadangi radome gauto trivialaus dalinio uzdavinio sprendini, tai vir§iné 14 yra nebeskaidoma,
t.y., ji yra sprendiniy medZio lapas. Miisy rastas marsruto M; =2 -1 —-4 — 5 — 3 — 2 ilgis
yra Cost(M;) = 53 + C3[3,2] = 64.

Kadangi Bound(45) > 64 ir Bound(14) > 64, tai atkertame sprendiniy medZio pomedZius
su Saknimis 45 ir 14. Liko iSnagrinéti pomedj su Saknimi 21. Tai palickame kaip uzduotj skaity-
tojui. Siame pomedyje ir slepiasi optimalus marirutas )/ opt =2—3—95—4—1— 2, kurio
ilgis yra 62.

Koks Saky ir réZiy metodo sudétingumas KPU uZdaviniui? AiSku, tai priklauso nuo duomeny
ir blogiausiu atveju gali tekti perrinkti visus (n—1)! marSruty. Eksperimentiskai buvo apskai¢iuo-
ta, kad atsitiktinei atstumy tarp miesty matricai vidutinis sudétingumas yra fggg(n) = 0(1.26")
(zr. [RND, p. 145]).

2.4.2 Darbuy paskirstymo uzdavinys (DPU)

Darbu paskirstymo uzdavinys (DPU) (angl. JAP — job assignment problem). Duota n asmeny
A = {a1,a9,...,a,} ir n darby D = {dy,ds,...,d,} bei darby kainos matrica C, kurios
elementai C/[i, j] nurodo suma, kurig reikés sumokéti asmeniui a;, jei jam paskirsime darba d;.
Reikia rasti optimaly darby paskirstyma, t.y., tokia bijekcija f:{1,2,...,n} — {1,2,...,n},
kurios kaina "

Cost(f) = ; Cli, /@)=  min  Cost(g),
kur indeksy aibe {1,2,...,n} pazyméjome I. Kitaip sakant, kiekvienai matricos C' eilutei i
reikia priskirti vienintelj matricos C' stulpeli f (i), taip, kad skirtingoms eilutéms baty priskirti
skirtingi stulpeliai ir tokio priskyrimo kaina biity maZiausia. AiSku, kad visy galimy tokiy bijekciju
yra n!, taigi brutalios jégos algoritmas atlikty L(n) = O(n - n!) operaciju. Patikrinsime, ar $is
uZdavinys tenkina savybes, reikalingas norint taikyti Saky ir réZiy metoda:

1. Daliniai $io uzdavinio sprendiniai bus injekcijos {1,2,...,k} — {1,2,...,n}, kurias Zy-

meésime J = (ji,Jj2,...,Jk), Kur j; reiSkia stulpelio numerij, priskirta eilutei 7. Tokiy

injekcijy kaina Cost(J) = 2F_, C[i, 7;] yra neneigiama funkcija ir tenkina nelygybe

COSt(jh o 7.7‘]{71) < COSt(jlv cee 7]]6) = COSt(jlv cee 7jk71) + C[]k*lvjk]
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2. Panagrinésime dvi apréZiancias funkcijas, kurias galima taikyti Siam uzdaviniui:

n
Boundy (j1, ..., jk) = Cost(ji1,...,Jk) + Z mjinC[i,j]
i=k+1

ir N
Bounds(j1,...,jk) = Cost(j1,...,Jk) + Z min C4, j],
i=k+1"7

kur pirmasis réZis grindziamas tuo, kad priskyrus darbus pirmiesiems k asmenuy, likusiems
n — k asmeny taip pat turésime priskirti darbus, ir tai mums maziausiai kainuos tiek, kiek
gautysi kiekvienam asmeniui priskirus pigiausia darba. Antrasis réZis gaunamas panasiai,
tik i$ visy galimy darby jau atmetame pirmyjuy k& asmeny uZimtus darbus su numeriais i$
aibés J = (j1,...,Jk). Akivaizdu, kad Sios apréziancios funkcijos tenkina nelygybes

Bounds(j1, - -, ji) 2 Bound1(j1, ..., ji) = Cost(ji, ..., jk)-

3. Sprendiniy medi lygyje &k = 1,2,...,n — 1 Sakosime pagal tai, kurj i$ likusiu n + 1 — k
darby mes priskirsime darbininkui su numeriu k. Sprendiniy medZio vir§ines Zymeésime
Jk|Clk, ji], kur ji. € I\ {j1,...,Jk—1} — k-ajam darbininkui priskiriamo darbo numeris.

4. Naudosime miSria DFS—BeFS strategija: sprendiniy medyje vykdome paie$ka gylyn, o ly-
gyje k pasirenkant kurig nors i§ n + 1 — k galimy Saky renkamés ne i§ eilés, o pagal
maziausig apatinj réZi.

Pavyzdys 2.4.2. Duota darby kainy matrica

2 4 5
C=12 7 10].
5 3 7

Rasti optimaly darby paskirstyma Jopt = (j1, j2, j3) -
1. Sprendziame duota uzdavini, taikydami pirmajq apréZiancia funkcija Bound;. Turime:

3
Boundy(0) = > minC[i,j] = 7.
=1 7

Pirmame sprendiniy medZio lygyje turime 3 virSanes 1|2, 2|4 ir 3|5 su réZiais atitinkamai 7, 9 ir
10 (zr. 2.7 pav.). Pagal BeFS strategijg renkameés virSang 1|2. Si vir§ané turés du pomedZius su
Saknimis 2|7 ir 3|10, kuriy réziai bus 16 ir 15. Pagal BeFS strategija renkamés vir§ing 3|10 ir
joje gauname pirma sprendinj J; = (1,2, 3), kurio kaina yra Cost(.JJ;) = 15. Kadangi vir§inés
2|7 rézis yra didesnis uz 15, tai ja atkertame. Toliau griZztame i pirma lygj, renkameés vir§ang 2|4
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St

127] =16 |3[10] =15

Pav. 2.7: Sprendiniy medzio, gaunamo naudojant DPU uZdaviniui apréZiancia funkcija Bound,
fragmentas.

Pav. 2.8: Sprendiniy medis, gaunamas naudojant DPU uzdaviniui apréZiancia funkcija Bounds.

ir t.t. Paliekame skaitytojui kaip uzduot; isitikinti, kad Siam uzdaviniui teks perziaréti beveik visa
sprendiniy medj, kol rasime optimaly darby paskirstyma, Jqps .
2. Naudojant antraja apréZiancia funkcija Bounds, turime:

3
Boundy(0) = > minC[i,j] = 7.
=1 7

Dabar pirmame sprendiniy medZio lygyje turime 3 virStnes 1|2, 2|4 ir 3|5 su réziais atitinkamai
12, 13 ir 10 (Zr. 2.8 pav.), todél renkamés virsing 35. Si vir§ané turés du pomedzius su Saknimis
1]2 ir 2|3, kuriy réZziai bus 10 ir 17. Taigi, renkamés virSting 1|2 ir joje gauname pirma sprendinj
J1 = (3,1,2), kurio kaina yra Cost(J;) = 10. Kadangi rasto darby paskirstymo kaina yra
mazesné uz visy $iuo metu turimy medZio vir§iiniy réZius, tai paieSka baigta: pats pirmasis rastas
sprendinys ir bus optimalus: Jop = J1 = (3,1,2).

Sis pavyzdys parodo, kaip svarbu yra parinkti gera apréZiandia funkcija, kad ji leisty atkirsti
kuo didesn¢ sprendiniy medzio dalj.
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1 zZaidéjo ¢&jimas

2 zaidéjo éjimas

Pav. 2.9: Zaidimo kryZiukai—nuliukai medZio fragmentas.

2.5 Paieska zaidimu medziuose

Nagrinésime Zaidimus, kuriuos ZaidZia du Zaidéjai, pradédami i§ pradinés pozicijos ir paeiliui da-
rydami po 1 ¢jima. Abu Zaidéjai mato vienas kito éjimus, ir Zaidimas yra determinuotas, t.y., jame
nenaudojami tokie atsitiktiniai elementai, kaip kauliuky meétimas. Toki Zaidima galima vaizduoti
medziu, kurio vir§iinés yra galimos zaidimo pozicijos (Zr. 2.9 pav.). Simetriskas pozicijas galime
vaizduoti viena virstine. Jei kuris nors zaidé¢jas 1 éjimu gali patekti i$ pozicijos a i pozicija b, tai
medzio virStines a ir b sujungiame lanku. Pozicijas, susidarancias po pirmo Zaidéjo éjimo medyje
zZymeésime skrituliukais, o po antro Zaidéjo ¢jimo — staCiakampiais. MedZio lapai yra galutinés
zaidimo pozicijos, kuriose vienas i§ prieSininky laimi arba Zaidimas baigiasi lygiomis. Jei lai-
mi 1-asis Zaidéjas, tokiai pozicijai priskiriame verte 1, jei laimi 2-asis Zaidéjas, priskiriame vertg
—1 (t.y., mes save laikome 1-uoju Zaidéju), o jei Zaidimas baigiasi lygiomis, pozicijai priskiriame
skaiciy 0.

Tuose zaidimuose, kur galime rasti pilng Zaidimo medj, mes galime nustatyti kokiu rezultatu
baigsis Zaidimas, jei abu prieSininkai darys geriausius &jimus, t.y., 1-asis Zaidéjas i§ visy galimy
¢jimy rinksis toki ¢jima, kuris veda i vertingiausia pozicija, o 2-asis Zaidéjas rinksis tokj éjima,
kuris veda i pozicija, maziausiai vertingg 1-ajam Zaidéjui. PavyzdZiui, nesunku parasyti programé-
le, kuri nustatys, kad abiems prieSininkams darant geriausius éjimus, Zaidimas kryZiukai—nuliukai
visada baigsis lygiomis.

Deja (o i8 tikryju, laimei, nes prieSingu atveju iSnykty populiariis Zaidimai), daZnai Zaidimy
medziai biina tokio dydZio, kokij sunku net isivaizduoti. Imant, pavyzdziui, kad vidutiné Sachmaty
partija trunka 50 éjimy, o kiekvienoje pozicijoje baltieji turi apie 20 éjimy, o juodieji i kiekviena
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Pav. 2.10: Zaidimo medis, kai Zinomi laiméjimai gain visuose medZio lapuose.

baltyjy éjima apie 20 atsakymu, gauname, kad tokios partijos Zaidimo medis turés 20'%° virsiiniy!
Tokiu atveju vietoje galutinés pozicijos vertés yra naudojamos funkcijos, nusakancios tos pozicijos
gerumg 1-ojo Zaidéjo atzvilgiu. Tarkime, gain yra tokia funkcija, bet kuriai pozicijai (medZio
vir§anei) priskirianti realy skaiciu. Jei abu Zaidéjai naudosis tokia pat pozicija jvertinancia funkcija
gain, tada jie naudos taip vadinama MAXMIN strategija: 1-asis Zaidéjas rinksis ¢jima, vedantj i
virSiine su didZiausia gain reikSme, o 2-asis Zaidéjas rinksis éjima, vedant] i virS§iing su maZiausia
gain reikSme.

Panagrinékime Zaidimo medi, pavaizduota 2.10 pav. Tarkime, 1-asis Zaidéjas apskaiciavo du
¢jimus 1 priekj (t.y., savo €jima, prieSininko atsakyma, ir savo 2-3ji ¢jima) ir rado, koki laimé&;ji-
ma jis gauty kiekvienoje pozicijoje, kuri gali susidaryti po 2 éjimy. Kurj éjima, b ar c, jis turi
pasirinkti?

Jei 1-asis Zaidéjas daro éjima b, o prieSininkas atsako éjimu d, tada 1-asis zaidéjas i$ dvie-
ju galimybiy renkasi 5, nes pozicijoje h jo laiméjimas yra didesnis. Taigi, jei antrasis Zaidéjas
atsakys d, tai 1-asis zaidéjas turés persvarg +8. AnalogisSkai gauname, kad antrajam Zaidéjui
i ¢jima b atsakius éjimu e 1-asis Zaidéjas turés persvara +9. Kadangi tai Zino ir antrasis Zai-
déjas, tai i§ dvieju gain reikSmiy jis rinksis mazesne, ir vir§iné b gaus reikSme¢ gain(b) = 8.
AnalogiSkai MAXMIN strategijos pagalba randame gain(c) = 1. Taigi, 1-asis Zaidéjas rinksis
€jima b.

I§ tikryjy Siame pavyzdyje mums nevertéjo perzidiréti viso zaidimo medzio. Zaidimy medZiuo-
se taip pat galima taikyti $aky ir réZiy metoda. Zaidimo medZio pomedZiy atkirtimus, gaunamus
Saky ir réZiy metodo pagalba, vadina «-atkirtimais ir (3-atkirtimais. Dar karta panagrinékime me-
dj pavaizduotg 2.10 pav. Rade¢ laiméjimo dydj pozicijoje d, gain(d) = 8, mes gauname virSutinj
jverti laiméjimui virSanéje b: gain(b) < 8, nes prieSininkas rinksis &jima d arba dar blogesni.
Todel pozicijoje j rade reikSme 9, mes galime nebenagrinéti pozijos k, nes po prieSininko ¢&jimo
e mes ir taip jau laimétume 9, todél jis Sio &jimo nesirinks, nes turi geresnj éjima d. Tokig situacijq
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Pav. 2.11: Zaidimo medis su «- ir (-atkirtimais.

vadina [ -atkirtimu (Zr. 2.11 pav.).
e Taigi, §-atkirtima turime, kai:
1. jus esate virSiinéje, kurioje yra jiisy eilé daryti éjima (virSiné e misy pavyzdyje);
2. jus radote Sios virSiinés (e) ivertj ir jos tévo (b) iverti;
3. virSiinés tévo jvertis yra maZesnis arba lygus jos pacios jverciui;
4. §i virSuné turi vaiky, kurie dar nenagrinéti.

Jei iSpildytos Sios keturios salygos, visus pomedZius, kuriy Saknys yra minéti nagrinéjamos
vir§tinés vaikai, galime atkirsti.

Atkirte pozicija k, mes randame gain(b) = 8, todél gauname apatinj jvertj virSinei a:
gain(a) > 8. Nusileidg Saka ¢ Zemyn ir aplanke vir§tnes [ ir m, randame laiméjima vir$a-
néje f: gain(f) = 1. Sis rezultatas duoda virSutinj jvertj virsinei c: gain(c) < 1. Sis jvertis
i§ karto rodo, kad éjimo ¢ mes nesirinksime, nes jau radome geresni &jima b, taigi pomedi su
Saknimi g galime atkirsti. Toki atkirtima vadina «-atkirtimu (Zr. 2.11 pav.).

e Taigi, «v-atkirtima turime, kai:

1. jus esate vir§iinéje, kurioje yra prieSininko eilé daryti éjima (vir§tiné ¢ misy pavyzdy-
je);

2. jus radote Sios vir§iinés (c) ivertj ir jos tévo (a) iverti;

3. virSiinés tévo jvertis yra didesnis arba lygus jos pacios jverciui;

4. $§i virSuné turi vaiky, kurie dar nenagrinéti.
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Jei iSpildytos Sios keturios salygos, visus pomedZius, kuriy Saknys yra minéti nagrinéjamos
vir§tinés vaikai, galime atkirsti.

Nesunku pastebeti, kad «-atkirtimai yra sutinkami lyginivose Zaidimy medZio sluoksniuose,
o [-atkirtimai — nelyginiuose. Pabaigai iSnagrinékime dar vieno Zaidimo medj.

Zaidimas nim

Zaidimo nim pradZioje yra duota keletas kriiveliy akmenuku. Kiekvienas Zaidéjas paeiliui gali
paimti i$ bet kurios krtivelés (bet tik i$ vienos!) bet koki skaiciy akmenuky. Tas, kuris paims pas-
kutinj akmenuka, pralaimi. (Tai viena i§ §io Zaidimo versijy. Dar yra Zinoma versija, kai paémgs
paskutinj akmenuka laimi, ir kitokie variantai.) Kiekviena galutiné Sio Zaidimo pozicija gauna ver-
te +1 (laiméjo 1-asis Zaidéjas) arba —1 (laiméjo 1-asis Zaidéjas), nes lygiyju Zaidime nim negali
bati. Negalutinéms Zaidimo pozicijoms galima priskirti jvercius, naudojantis MAXMIN princi-
pu. Tarkime, turime pozicija P, kurioje éjimo teisg turi 1-asis Zaidéjas. Tada gain(P) = +1,
jei egzistuoja toks 1-ojo Zaidéjo ¢jimas, kad kaip beatsakytu jo prieSininkas, 1-asis Zaidéjas, ir
toliau rinkdamasis geriausius €jimus, laimés. Jei i bet kurj 1-ojo Zaidéjo ¢€jima prieSininkas gali
atsakyti tokiu éjimu, po kurio abiems prieSininkams besirenkant geriausius &jimus, 1-asis Zaidéjas
pralaimes, tai gain(P) = —1.

Panagrinékime, koki €jima turéty daryti pirmasis Zaidéjas, kai pradiné padétis yra 221, t.y.,
Zaidziama su 3 krivelém akmenukuy. Jis turi 5 galimus éjimus, po kuriy gali susidaryti 3 skirtingos
pozicijos 211, 22 ir 21 (Zr. 2.12 pav.). Nagrinéjame galimus 2-ojo Zaidéjo éjimus kiekvienoje
i§ $iy poziciju. Jei i$ pozicijos 211 2-as zaidéjas paeina i pozicijg 2 1, tai 1-asis Zaidéjas paima i$
1-o0s kruvelés abu akmenukus ir laimi. Todél 2-as Zaidéjas rinksis é¢jima, vedanti i pozicija 111, i§
kurios 1-as Zaidéjas bus priverstas pereiti | pozicija 11 ir pralaimés. Kadangi i$ prieSininko reikia
tikétis blogiausio (MIN), tai pozicija 211 gauna jvertji —1. Tuo paciu mes galime nebenagrinéti
2-0 Zaidéjo éjimo, vedancio i§ padéties 211 i padéti 11, nes jau radome geriausig éjima 2-am
Zaidéjui (o -atkirtimas, Zr. pav.2.12; ¢ia nebereikia Zinoti virStinés 21 1 tévo jvercio: kadangi téra
tik dvi galimos reikSmeés +1 ir —1, tai tévo jvertis tikrai bus didesnis arba lygus uZ virStnés 211
iverty, lygy —1).

Taigi, pirmajam Zaidéjui geriau nesirinkti ¢jimo, vedancio i pozicija 2 1 1. PanaSiai iSnagrinéje¢
visus variantus, gaunamus pozicijoje 22, randame, kad Sioje pozicijoje po bet kurio 2-0 Zaidéjo
¢jimo 1-asis Zaidéjas laimi. Taigi, pozicija 22 gauna jverti +1, ir mes radome geriausia 1-0jo
Zaidéjo &jima pradingje pozicijoje, kuri taip pat gauna jverti +1 (MAX). Tuo paciu mes galime
nebenagrinéti Zaidimo pomedzio su $aknimi 2 1 (/3 -atkirtimas).

2.6 Godaus algoritmai

Spresdami kombinatorinius uZdavinius, mes daZznai susiduriame su situacija, kai galimy sprendi-
niy skaicius yra baigtinis, ir teoriskai brutalios jégos algoritmo pagalba mes galétume §j uzdavinj
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Pav. 2.12: Pilnas nimo zaidimo medis.

iSspresti, taCiau perrinkimo varianty skaicius yra toks didelis, kad praktiSkai pritaikyti brutalios
jégos algoritma néra jokios vilties. Jei nepavyksta Siam uzdaviniui rasti polinominio sudétingumo
algoritmo, taikant dinaminj programavima arba metoda “Skaldyk ir valdyk™, tada daZnai tenka at-
sisakyti vilties rasti tiksly (optimaly) §io uzdavinio sprendini. Tokiais atvejais galima bandyti rasti
apytikslj sprendini, taikant euristinius algoritmus. Algoritmg vadiname euristiniu, jei: (a) jis randa
nebitinai optimaly, bet gana gera sprendini ir (b) ji realizuoti praktiskai galima paprasciau uz bet
kurj Zinomg tiksly algoritma. Vienas i§ daZniausiai taikomy ir paprasciausiy euristiniy algoritmy
yra godus algoritmas.

Pagrindiné godaus algoritmo idéja — kiekviename Zingsnyje pasirenkame lokaliai optimaly
sprendinj. Jei brutalios jégos algoritmai apeina visa sprendiniy medj, o Saky ir réZiy algoritmai
perziiiri dalj sprendiniy medZio, tai godus algoritmas paprastai praeina tik viena sprendiniy me-
dZio Saka. Godis algoritmai randa gana gera sprendini, taciau labai daZnai §is sprendinys biina
neoptimalus. Tam, kad algoritmas galéty pasirinkti lokaliai optimaly sprendini, reikia:

(a) mokeéti jvertinti, kuris sprendinys tam tikru momentu yra geriausias; tam paprastai naudoja-
ma funkcija, nusakanti sprendinio vertg;

(b) mokéti patikrinti, ar pasirinktas dalinis uZdavinio sprendinys yra leistinas, t.y., ar ji bus
galima praplésti iki pilno sprendinio.
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Pazyméje kandidaty i sprendinius sarasa raide C', o dalinj sprendinj raide S, galime suformu-
luoti bendro pavidalo gody algoritma;

procedure greedy(C)
S := (; /* PradZioje sprendinys yra tus&ias */
while (not solution S and C # () do

x := select(C);

C:=C\{z};

if feasible(S U {x}) then S := SU{z};
end while;
if (solution(,S)) then return S else return ();

2.6.1 Minimalaus denginio uzdavinys

Aibés denginys buvo apibréztas skyrelyje 2.3.4, kur naudodami paieskg su griZimu sprendéme
minimalaus aibés skaidinio uzdavinj.

Minimalaus denginio uZdavinys. Duotas aibés A denginys B = {Bi,...,B}. ISrinkti i§
denginio B trumpiausig aibés A dengini, t.y. rasti By C B: By — aibés A denginys ir |By| < [C]
kiekvienam A denginiui C C B. Galima spresti ir bendresnj minimalaus denginio uzdavini, kai
poaibio B; kaina yra ne vienetas, o c;, ir reikia rasti pigiausia aibés A dengini.

Pavyzdys 2.6.1. Tegu A = {a,b,c,d,e, f}, By = {a,b,c}, By = {a,d}, B3 = {b,e}, By =
{¢,f}, Bs ={e}, B={B,...,Bs5}. Nesunku jsitikinti, kad minimalus aibés A denginys bus
By = {Ba, B3, Bs}.

Suformuluosime du praktikoje sutinkamus minimalaus denginio uZdavinius:

1. Gamybos procese gamyklai prireiké n detaliy, laikomy k& sandélivose. Reikia rasti maZiau-
sig kieki sandéliu, i$ kuriy galima atsigabenti visas reikiamas detales.

2. | ekspedicija nori vykti k£ Zmoniy, i$ kuriy kiekvienas yra jvaldgs keleta profesiju, reikalin-
gu ekspedicijoje (geologo, metereologo, gydytojo, viréjo ir t.t.). Reikia iSrinkti maZiausia
grupe zmoniy, sugebanciy dirbti visus n reikiamy darbuy.

Minimalaus denginio uZdavini galima iSspresti brutalios jégos algoritmo pagalba: imame
kiekviena i§ 2* aibés B poaibiy C ir tikriname, ar C yra A denginys; po to i§ visy denginiy
iSrenkame trumpiausia. Deja, praktiniuose uzdaviniuose skaicius & gali biiti gana didelis, todél
Sis algoritmas turi daugiau teoring reikSme.

Dabar suformuluosime gody algoritma. Taikant §j algoritma minimalaus denginio uZdaviniui
iSsirenkame poaibj B;, € B, uzdengiantj daugiausia aibés A elementy, ir jtraukiame j biisima
sprendinj. PaSaling jau uzdengtus elementus i§ aibés A ir i§ visy poaibiy B;, vél renkamés dau-
giausia likusiy aibés A elementy uzdengiantj poaibi B;, € B ir t.t., kol uZdengsime visus aibés
A elementus.
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function B, = set_cover(A, B)
By :=0;
while A # () do
find Bj € B: ’B]’ = max{\Bl\, ceey ‘Bk
B := B, U{B;}; A:= A\ Bj;
for i =1:k do B; := B; \ B; end for;
end while;

s

Nesunku jvertinti, kad §io algoritmo sudétingumas yra Lgrcedy (1, k) = O(nkmin(k, n)), nes
ciklas while bus vykdomas min(n, k) kartu, o cikle for operacija B; := B; \ B; gali pareikalauti
n elementariy Zingsniy.

Pritaike §j algoritma pavyzdZiui 2.6.1 gauname neoptimaly sprendinj B, = {B1, B2, B3, B4}
dydzio 4. Sio uZdavinio optimalus sprendinys yra {Bg, B3, B4} dydzio 3. Galima jrodyti, kad
blogiausiu atveju godaus algoritmo rastas denginys gali biiti O(% log %) karty didesnis (kai n, k —
00) uZ optimaly denginj.

2.6.2 Kuprinés pakavimo uzdavinys realiy svoriy atveju
2.6.3 Minimalus grafo karkasas

2.6.4 KPU sprendimas, taikant euristinius algoritmus

Keliaujancio pirklio uzdavinys (KPU) buvo apraSytas skyrelyje 2.4.1. ISvardinsime keleta euristi-
niy algoritmy, kuriuos galima taikyti Sio uzdavinio sprendimui.
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