1 skyrius

KOMBINATORINIAI OBJEKTAI IR
ALGORITMAI

Paprasciausi kombinatoriniai objektai yra sveikieji skaiciai, aibés, sekos, medZziai ir grafai. Panag-
rinésime galimus jy vaizdavimo biidus. Nuo pasirinktos duomeny struktiiros ir nuo jos programi-
nés realizacijos daznai priklauso realizuojamo algoritmo Zingsniy skaicius. Realizuojant konkrety
algoritma efektyviausias nagrinéjamy objekty klasés realizacijos budas priklauso nuo:

(1) kam mes tuos objektus naudosime, ir

(2) kokias operacijas su jais atlikinésime.

1.1 Sveikieji skaiciai

Kombinatoriniai algoritmai daZniausiai operuoja sveikaisiais skaiciais. Kadangi visada 1 bita ga-
lima paskirti skaic¢iaus Zenklo kodavimui, tai laikysime, kad sveikieji skaiciai yra neneigiami.

Sveikuju skaiciuy vaizdavimas skaiciavimo sistemoje su pagrindu . Labiausiai paplitgs svei-
kuju skaiciy vaizdavimo biidas yra skaiciaus vaizdavimas pozicinéje skaiciavimo sistemoje su pag-
rindu r:

N = (dydy—1 ... d1do)r = do + dir + dor? + - -+ + dir™,

kur 0 < d; < rirdg # 0, jei N # 0. Nataralusis skai¢ius » > 1 vadinamas sistemos pagrindu.
Kasdieniame gyvenime naudojame pagrinda 10, o kompiuterio atmintis ir programavimo kalbos
naudoja pagrindus 2, 8 ir 16. Pateiksime gerai Zinoma algoritma kaip rasti skaiciaus N iSraiSka
r-¢je skaiiavimo sistemoje:

do = 0;
q:=N;



k:=0;
while ¢ # 0 do

di := qmod r;
q:=lq/r];
k:=k+1;

ifk#AO0thenk:=F%k —1
Pavyzdziui, 1319 = 11012, nes 13=6-24+1,6=3-240,3=1-2+1ir1 =0 -2+ 1.

Sveikuju skaicCiy vaizdavimas miSrioje skaiCiavimo sistemoje. Kartais sveikieji skaiciai yra
vaizduojami misrioje skai¢iavimo sistemoje su pagrindais 1,71, ..., Tk—1:

k—1
N =dy + dirg + dorgri + dsrorire + -+ - + dy, H i,
=0

kur 0 < d; < ryirdy # 0,jei N # 0. Peré¢jimo nuo deSimtainés skai¢iavimo sistemos prie misrios
skaic¢iavimo sistemos su pagrindais rq, 71, . . . , 71 algoritmas yra visiSkai panasus i ankstesniame
skyrelyje pateikta algoritma:

do = 0;

q:=Nj;

k:=0;

while ¢ # 0 do
di := g mod ry;
q:=lg/rxl;
k:=k+1;

ifk#0thenk:=F%k —1

Pavyzdys 1.1.1. Skaiciuojant laika, naudojame miSria skai€iavimo sistema su pagrindais 60, 60, 24,
7,52, pavyzdziui 1000000 sek. = 1 sav. 4 d. 13 val. 46 min. 40 sek., nes 1000000 = 16666-604-40,

16666 = 277 - 60446, 277 =11-24+4+13,11 =1-7T4+4ir1 = 0-52 4 1. Beje, $ig skaiciavimo

sistema jau naudojome ivado 2 pavyzdyje, skai¢iuodami CPU laika!

Pavyzdys 1.1.2. Kartais sveikieji skaiCiai yra iSreiSkiami per faktorialus:

t.y., miSrioje skaiCiavimo sistemoje su pagrindais 1,2,..., k.



Sveikuju skaiciu vaizdavimas liekany vektoriais. Kai sveikieji skaiciai yra dideli, dvejetainéje
skai¢iavimo sistemoje jy iSraiSkos tampa ilgos, todél veiksmai su tokiais skaiciais reikalauna daug
dvejetainiy operaciju. Pasirodo, veiksmams su dideliais sveikaisiais skaiciais galima sukonstruoti
efektyvesnius algoritmus, operuojancius ne su paciais skaiciais, o su liekanomis, gautomis dalinant
tuos sveikus skaicius i§ pasirinkty maZesniy sveikuju skaiciy. Tai, kad pagal liekany vektoriy
pries 2000 mety. Todél veiksmai su liekanomis yra vadinama moduline aritmetika, arba kinieciy
aritmetika.

Teorema 1.1.1 (Kinieciu teorema apie liekanas). Tegu po,p1 - .., pr_1 yra poromis tarpusavyje
pirminiai natiralieji skaiciai. Lyginiy sistema

u = ro (mod py),
u = r1 (mod p1),

u = 7p—1 (mod pp_1)
turi vienintelj sprendinj v € 7: 0 < u < pop1 -+ - Pr—1-

Taigi, kiekvieng sveikaji skaiciy u: 0 < u < pop1 - - - px—1 vienareikSmiSkai atitinka jo lie-
kany vektorius (rg,r1,...,7,—1). Tai reiSkia, kad vietoje to, kad atlikinéti veiksmus su dideliais
sveikais skaiCiais, mes galime juos koduoti liekany vektoriais, po to atlikti tuos veiksmus su lieka-
nomis ir gautg rezultata (liekany vektoriu) vél paversti sveikuoju skaic¢iumi. Skai¢iavimus galima
dar labiau pagreitinti veiksmus su liekany vektoriais atliekant lygiagreciai su k procesoriy.

Pavyzdys 1.1.3. Mes galime sudaryti daugybos lentele visiems natiraliesiems skaiciams, maZzes-
niems uZ Simtg (t.y., matrica M dydZio 100 x 100). Tada tokiy skaiciy daugyba bus vykdoma
labai greit: i - j = M(i,j). Pasirinke, pavyzdZziui, tarpusavyje pirminius skaicius 99, 98,97
ir 95, mes galésime greitai atlikinéti veiksmus su sveikais teigiamais skaiCiais maZesniais uz
99 - 98 - 97 - 95 = 89403 930. Tarkime, reikia atlikti veiksma 9999 - 6666 + 12345678. Ne-
sunku patikrinti, kad Siuos skaiCius atitiks tokie liekany vektoriai (atitinkamai moduliu 99, 98, 97
ir 95): 9999 ~ (0,3,8,24), 6666 ~ (33,2,70,16) ir 12345678 ~ (81,30, 3,48). Sudauging
pasirinktais moduliais vektorius (0, 3, 8, 24) ir (33, 2, 70, 16), gauname vektoriy (0, 6, 75, 4). Tai-
gi, atsakymas bus liekany vektorius (0,6, 75,4) + (81,30, 3,48) = (81, 36, 78,52). Vienintelis
sistemos

81 (mod 99),
36 (mod 98),
78 (mod 97),
= 52 (mod 95)

u
u
u
u

sprendinys yra u = 78999 012. Tai ir yra ieSkomas atsakymas.



1.2 Sekos

Priminsime keleta apibrézimy i$ aibiy teorijos. Multiaibe arba Seima vadiname aibg su pasikar-
tojanciais elementais, t.y., rinkini bet kokiy objekty, kur vienodi objektai gali pasikartoti keleta
karty. Pilnai sutvarkytg baigting multiaibe vadiname baigtine seka arba vektoriumi. Pilnai su-
tvarkyta begaling multiaib¢ vadiname seka. Terminas “pilnai sutvarkyta” reiSkia, kad kiekvienam
sekos elementui yra priskirta jo vieta; sukeit¢ du nelygius sekos elementus vietomis, gausime jau
kita seka. Baigtinés sekos pavyzdys gali buti Zodis bet kokioje abécéléje A: u = ujus . . . Uy, Kur
u; € A. Begalinés sekos pavyzdys yra pirminiy skaiciy aibé

P=1{2,3,57,11,13,17,19,...}
arba visy galimy Zodziy abécéleje A = {ay,aq,...,a,} aibé
A* ={ay,...,an,a1a1,a102, . .. ,0,0n, a1010471, . ..},

kur trumpesni ZodZiai stovi prie§ ilgesnius, o vienodo ilgio Zodziai yra iSdéstyti leksikografine
tvarka, t.y., taip, kaip Zodyne. Kombinatoriniai algoritmai operuoja su baigtinémis sekomis arba
baigtiniais begaliniy seky fragmentais. Todél toliau Zodis “seka” reiks baigting seka.

Nuoseklus seky vaizdavimas. PaprasCiausias seky vaizdavimo budas yra sekos S = {s1, s9,
..., Sp} elementus saugoti nuosekliai iSdéstytus masyve ilgio n. Sis bidas leidZia lengvai surasti
sekos elementa pagal jo numerj, taciau yra nepatogus, kai tenka i seka jtraukti naujus elementus
arba Salinti elementus i sekos. Tada tenka perstumti ir kitus sekos elementus.

Seky vaizdavimas saraSais. Dinaming seka S = {si,s2,...,5,} patogu vaizduoti saraSu.
Kiekvieng saraso elementa sudaro informaciné dalis, kur talpiname pacius sekos elementus, ir
adresiné dalis, kuri nurodo kokiu adresu rasime kita sekos elementa. Pradiniu momentu toks sara-

Sas atrodo taip:
DI

Sekos vaizdavimas sgraSais leidzia greitai vykdyti elementy jterpima ir Salinimg i$ sekos. IS
kitos pusés, Sis bidas néra patogus, kai norime rasti ¢-3ji sekos elementg s;. Be auk$c¢iau pavaiz-
duoto paprasto saraso dar naudojami dvigubai susieti sarasai, kuriy elementus sudaro ankstesnio
elemento adresas, informaciné dalis ir sekancio elemento adresas.

Seku vaizdavimas charakteringaisiais vektoriais. Kai nagrinéjamos sekos yra didesnés Zino-

mos sekos A = {aj,as,...,a,} posekiai, tai seka S = {s1,s9,...,5,} galima vaizduoti jos
charakteringuoju vektoriumi x(S) = (K1, K2, ..., kp), kur
o 1, jeis; € A;
v 0, jeisigéA.

10



Nikolajus
(1623-1708)

B

Jakobas I Nikolajus Johanas I
(1654-1705) (1662-1716) (1667—1748)

| P N

NikolajusI  Nikolajus I  Danielius Johanas II
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782) (1710-1790)

VAN

Johanas III Jakobas II
(1746-1807) (1759-1789)

Pav. 1.1: Bernoulli matematiky giminés medis.

Kadangi charakteringojo vektoriaus koordinatéms uZtenka 1 bito atminties, tai Sis seky vaizdavimo
biidas leidZia sutaupyti atminti, jei nagrinéjami posekiai yra tankis, t.y., jiems priklauso didelé
dalis sekos A elementuy.

Pavyzdys 1.2.1. Pirminiy skaiciy, maZesniy uZ milijong yra 78498. Kiekvienam skaiciui skiriant
po 1 Zodj iS 4 baity, tokiy skaiciy seka, vaizduojant ja nuosekliai, uzims 78498 ZodZius. Kadangi,
iSskyrus skaiciy 2, visi kiti pirminiai skaiciai yra nelyginiai, tai pirminiy skai¢iy, maZesniy uZ mi-
lijona, seka P galima vaizduoti kaip nelyginiy nataraliyjy skaiciy sekos {1,3,5,7,9,...,999999}
poseki su charakteringuoju vektoriumi «(P) = (0,1,1,1,0,1,1,0,...,0}. Tokiam vektoriui rei-
kés 500000/32 = 15625 zodziy atminties, t.y., apie 5 kartus maziau, negu pirmuoju badu.

1.3 Medziai

Medziais yra vadinami neorientuoti jungis grafai be cikly (Zr. 1.5 skyreli). Sakniniais medZiais
vadiname medZius, kuriy viena virSiiné yra iSskirta is kity ir vadinama Saknimi. Kadangi medZiai
yra jungls ir neturi cikly, tai Sakniniame medyje i§ medZio Saknies 7 i bet kurig jo virSing v
egzistuoja vienintelis kelias (ta pacia briauna galime eiti tik vieng karta). Visos Siame kelyje
sutinkamos medZio vir§inés u yra vadinamos virSiinés v protéviais. Jei vir§iné u yra vir§inés v
protévis, tai vir§iing v vadiname vir§tinés u palikuoniu. Jei (u,v) yra paskutiné kelio i§ Saknies r
1 vir§iing v briauna, tai vir§tiné u yra vadinama vir§inés v tévu, o vir§iiné v yra vadinama vir§iinés
u vaiku. Jei kelios vir$iinés turi bendra téva, tai tos vir§iinés yra vadinamos broliais.

Kadangi tiksly grafo apibréZima mes pateikiame tik 1.5 skyrelyje, tai ¢ia pateiksime rekursyvy
Sakninio medzio apibrézima;

(1) Viena virS§iné r yra Sakninis medis su Saknimi r.
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Pav. 1.2: Binarieji medziai auk$cio 1.

(ii) JeiT1,T5,..., T, yra Sakniniai medZiai su Saknimis r1, 2, . .., 7y, tai prijunge nauja virSa-
ne r ir sujungg ja briaunomis su kiekviena virStne r1, 73, . .., y,, vél gauname Sakninj medj
su Saknimi 7.

Kadangi algoritmuose paprastai naudojami tik Sakniniai medZiai, tai toliau Sakninj med;j va-
dinsime tiesiog medZiu. AukSc¢iau pateikti terminai rodo, kad medZiais yra patogu vaizduoti gimi-
nystés rysius (tokie medZziai yra vadinami genealoginiais medZiais). Pavyzdziui, 1.1 pav. vaizduoja
Bernoulli matematiky giminés med;.

Binariuoju medZiu vadiname medi, kurio kiekviena vir§tné turi ne daugiau kaip 2 vaikus,
ir kiekvienam vaikui yra Zinoma, ar jis kairysis, ar deSinysis vaikas (taigi, virSiné gali turéti ir
vieng vaika, ir tas vienas vaikas gali biti ir deSinysis!). Pav. 1.2 matome 4 skirtingus binariuosius
medzius. Rekursyviai binarieji medZiai apibréZiami taip:

(i) Tuscia aibé yra binarusis medis.

(ii) Jei 11,15 yra binarieji medziai, tai prijunge nauja virStng 7 ir sujunge ja briaunomis su
kairiojo pomedZio $aknimi r; ir deSiniojo pomedZio Saknimi 79, vél gauname binaryji medi
su Saknimi r (jei kuris nors pomedis tuscias, tada su juo nejungiame).

Vaizduojant medZius kompiuterio atmintyje, kiekvienai virSiinei yra skiriamas jrasas, sudary-
tas i§ informacinés dalies ir vienos ar keliy nuorody. Pagrindiniai medZiy vaizdavimo biidai yra
Sie:

1. Tévy nuorodomis, t.y., kiekvienai viriinei nurodant jos téva. Sis biidas yra naudojamas
rekursyviuose algoritmuose, kai norime iSsaugoti informacija apie tai, i§ kurios virS§tinés
mes atéjome. Taciau jis yra nepatogus, kai reikia surasti virStinés palikuonius. Be to, jis
netinka binariesiems medZiams, nes nurodant tik téva, neaiSku, ar vaikas yra kairysis, ar
desinysis.

2. Vaiky nuorodomis, t.y., kiekvienai vir§iinei nurodant visus jos vaikus. Siuo atveju reikalinga
Zinoti, kiek daugiausia vaiky gali turéti medZio virSunés. Jei maksimalus vaiky skaiCius
lygus m, tai kiekvienas irasas turés m nuorody. Kadangi daugelis nuorody gali biiti tusc¢ios
(NIL), tai §is buidas reikalauna daug atminties. Taciau jis labai tinka binariesiems medZiams,
kur m = 2.
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Pav. 1.3: Medzio pavyzdys.

3. Kiekvienai virSiinei nurodant jos kairyji vaikq ir desinyji brolj (angl. left-child, right-sibling).
Vaizduojant medzius Siuo buidu, kiekvienai virSiinei reikia tik dviejuy nuorodu.

Pavyzdys 1.3.1. Visais 3 iSvardintais biidais pavaizduosime medj i§ 1.3 pav. Vietoje nuorody
naudosime masyvo indeksus.

1. Tévy nuorodos:

Indeksas INFO Tévas

1 A NIL
2 B 1
3 C 1
4 D 1
5 E 3
6 F 3

2. Vaiky nuorodos:

Indeksas INFO 1 vaikas 2 vaikas 3 vaikas

1 A 2 3 4

2 B NIL NIL NIL
3 c 5 6 NIL
4 D NIL NIL NIL
5 E NIL NIL NIL
6 F NIL NIL NIL

3. Nurodant kairyji vaika ir deSinyjj broli:

Indeksas INFO Kairysis vaikas  DeSinysis brolis

1 A 2 NIL
2 B NIL 3
3 c 5 4
4 D NIL NIL
5 E NIL 6
6 F NIL NIL
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1.4 Aibés

Kadangi algoritmai operuoja tik su baigtinémis aibémis, tai sunumeravus kuria nors tvarka duotos
aibés elementus, §i aibé virsta seka. Taigi aibéms tinka visi vaizdavimo biidai, kurie yra naudojami
sekoms vaizduoti:

1. Nuoseklus vaizdavimas.
2. Vaizdavimas sarasais.
3. Vaizdavimas charakteringaisiais vektoriais.

Kartais biina patogu aibes vaizduoti dar vienu biidu:
4. Misku.

Misku vadiname vieng ar keleta medZiy. Tarkime, kad visos nagrinéjamos aibés yra poromis
nesusikertantys didesnés aibés A poaibiai. Kiekvienam poaibiui identifikuoti i$skiriame i§ kity
bet kuri to poaibio elementq ir ji vadiname poaibio vardu. Tarkime, kad mums daZnai reikia rasti,
kuriame poaibyje yra duotas aibés A elementas x (operacija FIND(x)), o taip pat daznai reikia
sujungti du poaibius su vardais z ir y | viena naujg poaibj (operacija UNION(z, y)). Tada $iuos
poaibius galime vaizduoti medZiais, kuriy Saknys yra poaibiy vardai. Realizuojant tokia struktiirg
kompiuterio atmintyje kiekvienam aibés elementui (medZio virStunei) pakanka saugoti nuoroda
i jos téva. Pradiniu momentu laikome, kad kiekvienas aibés elementas sudaro poaibj i§ vieno
elemento, t.y., jis yra medZio Saknis. Operacija UNION(z, y) reik§ dviejy medziy su Saknimis z
ir y sujungima i vieng nauja medj su Saknimi z arba y, o operacija FIND(x) reik$ paieSka miske.
Toks aibés vaizdavimo budas leis atlikinéti minétas dvi operacijas greiCiau, negu tai leidZia kiti
aibés vaizdavimo biuidai.

Pavyzdys 1.4.1. Duota aibé A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, suskaidyta i 4 poaibius

(1,6,[7),8,11}, {2, {345}, {9,[10],

kur kvadratéliais paZyméjome poaibiy vardus. Tokia struktiira galéjo susidaryti, pavyzdZiui, vyk-
dant $tai tokia UNION operaciju seka aibéje A:

UNION(8, 11);
UNION(6, 11);
UNION(6, 7);
UNION(L, 7);
UNION(4, 5);
UNION(3, 4);
UNION(9, 10)

T e R

4
3
9
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Pav. 1.4: Aibés A vaizdavimas miSku.

(7) ©) 19
© © @) G ©
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Pav. 1.5: Pertvarkyta aibé A.

Tada 8ig aibe atitiks miSkas, pavaizduotas 1.4 pav. Tarkime, kad dabar reikia sujungti poaibius, {
kuriuos pateko elementai 11 ir 5. Tai atliks tokia programélé:

x = FIND(11);
y := FIND(5);
if © # y then UNION(z, y)

Operacija FIND(z) galima realizuoti, naudojant keliy suspaudimq. Tai reiskia, kad kuriame nors
medyje eidami viena Saka i$ elemento x | medzio Saknj, mes jsimename visas praeitas virsiines,
o rad¢ medZio Saknj y kei¢iame visy juy nuorodas i y. Tai leidZia nuolat riboti medZiy gylj ir tuo
paciu pagreitinti operaciju FIND vykdyma. Taigi, naudojant keliy suspaudima, triju auksciau
nurodyty operaciju, pritaikyty miskui i§ 1.4 pav. rezultatas bus miskas, vaizduojamas 1.5 pav.
Galima jrodyti, kad naudojant keliy suspaudima ir medzio Saky balansavima (atliekant operacija
UNION) m FIND ir UNION operacijy galima jvykdyti per O(ma(m, m)) zingsniy, kur ae(m, n)
yra “atvirkitiné Akermano funkcija”. Si funkcija auga taip létai, kad praktikoje galime laikyti, kad
a(m,n) < 4, ty., gauname praktiskai tiesinj sudétingumg, (Zr. [KLR, 22.3]).
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1.5 Grafai ir ju vaizdavimas

1.5.1 Grafo apibrézimas ir pagrindinés savokos

Grafu vadiname pora G = (V, E), kur V' yra bet kokia netusc¢ia aibé, o E yra bet kuris aibés
pory i§ V' elementy multipoaibis. Jei tos poros yra vektoriai, tai grafa vadiname orientuotu grafu
arba orgrafu. Jei poros yra tiesiog aibés V' multipoaibiai, tai grafa vadiname neorientuotu arba
tiesiog grafu (“multi” ¢ia pridéjome todel, kad gali bati ir poros {v,v} € E, kur v € V). Aibé
V vadinama grafo G virsiniy aibe. Orgrafuose pora e = (u,v) € E vadiname lanku ir sakome,
kad lankas e = (u,v) jungia orgrafo G virSanes w ir v. Dvi poros (u,v) ir (v, u) orgrafe reiskia
du skirtingus lankus. Neorientuotuose grafuose virSiniy u,v € V pora taip pat Zymeésime (u, v).
Jei e = (u,v) € FE, tai pora (u,v) vadiname grafo G briauna ir sakome, kad briauna e = (u, v)
jungia grafo G virSanes w ir v. Taip pat sakoma, kad briauna (lankas) e = (u,v) yra incidentiné
(-is) vir§inéms w ir v. Neorientuotuose grafuose dvi poros (u,v) ir (v, u) reiskia ta pacia briauna.

Auksciau apibréZti grafai ir orgrafai gali turéti kelias vienodas briaunas (lankus), kurios vadi-
namos kartotinémis briaunomis (kartotiniais lankais). Taip pat tokie grafai gali turéti ir kilpas, t.y.,
briaunas (lankus) pavidalo e = (v,v) € E. Kai kuriuose vadovélivose grafais vadinami tik grafai,
neturintys nei kartotiniy briauny, nei kilpy (mes tokius grafus vadinsime paprastaisiais grafais),
tuo tarpu musy apibrézti grafai ten vadinami pseudografais. Grafai su kartotinémis briaunomis,
bet be kilpu, yra vadinami multigrafais. Taigi, sprendZiant bet kuri uZdavini, susijusi su grafais,
visada reikia pasitikslinti, ar kalbama apie orgrafus ar neorientuotus grafus ir ar grafai gali turéti
kartotiniy briauny bei kilpu. Apibendrindami, gauname i§ viso 8 galimus variantus: grafai gali
biti 2 tipy (orientuoti ir neorientuoti), o kiekvieno tipo grafai dar gali bati 4 raSiy: be kartotiniy
briauny ir kilpy, be kartotiniy briauny bet su kilpom, be kilpy bet su kartotinémis briaunomis ir
pagaliau su kartotinémis briaunomis ir kilpomis.

Be auksciau iSvardinty grafy, grafy teorija taip pat nagrinéja taip vadinamus svorinius grafus.
Svorinis grafas — tai trejetas G = (V, F,w), kur V' yra vir§iiniy aibé, F yra briauny (lanky) aibé
irw: F — R yra svoriné funkcija, kiekvienai briaunai (lankui) e priskirianti svori w(e). Vietoje
realiyjy skaiciy aibés R, briauny svoriai gali biiti i§ kitokios aibés, pavyzdziui R™ = [0, 00) arba
N ={0,1,2,...}. Briaunos e = (u,v) svoris w(e) dazniausiai reiskia atstuma tarp virSiniy w ir
v, taciau jis gali turéti ir kita prasme. Pridéje prie aukSc¢iau iSvardinty 8 grafy varianty svorinius
grafus bei orgrafus, viso gauname jau 10 galimy varianty. Visi jie yra pavaizduoti 1.6 pav.

Orgrafo vir§unés v jéjimo laipsniu indg(v) vadiname i $ia vir§ing jeinanciy lanky skaiciy, o
nés v jéjimo laipsniu dg(v) vadiname i §ig virSing jeinanCiy briauny skaiéiy. Keliu, jungianciu
dvi orgrafo virSines u ir v, vadiname lanky seka K (u,v) = {(vg,v1), (v1,v2),..., (Vk—1,vk)},
kurioje v9 = u, vp = v ir du gretimi sekos lankai turi bendra virSane. Kelia K (u,v) sudaran-
¢iy lanky skaiCiy k& vadiname kelio K (u, v) ilgiu. Vietoje lanky i$vardijimo kelia K (u, v) daznai
apibrézia i$vardijant tik vir§tnes, per kurias eina $is kelias: K (u,v) = {u,v1,...,v5_1,v}. Ne-
tuscia kelia K (u,u) vadiname ciklu. Pav. 1.6 pavaizduotas orgrafas G turi cikla C' = {121}.
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€1

1 2 P — 1 2
€2 €2 €3 3
3 3 3
Gl GQ G5
€1
1 2 1 €1 2 1 1 2
€3
€2 (] €3 1 2
3 3 3
G6 G7 GlO

Pav. 1.6: Skirtingy rasiy grafai bei orgrafai. (G; — paprastas grafas, Go — grafas su kilpomis,
(G5 — multigrafas, G4 — grafas, G5 — svorinis grafas, Gg — paprastas orgrafas, G; — orgrafas
su kilpomis, Gg — multiorgrafas, (G9 — orgrafas, G19 — svorinis orgrafas.

AnalogiSkai keliai ir ciklai yra apibréZiami ir neorientuotiems grafams. Oilerio® ciklu vadiname
cikla, praeinantj kiekviena grafo briauna (lanku) lygiai po viena karta. Hamiltono* ciklu vadiname
cikla, praeinantj per kiekviena grafo virStng lygiai po vieng karta.

Toliau nagrinésime baigtiniy grafy vaizdavimo badus. Grafo G = (V, E) virSaniy skaiciy
Zymeésime raide n, o briauny (lanky) skaiciy raide m. Taigi, |V| = nir |[E| = m,kurn = 1,2, ...
irm=0,1,2,.... Kai m = 0, grafo G briauny aibé yra tuscia. Toks grafas yra sudarytas i$
n izolivoty virSiniu. Jis vadinams fusciu grafu ir Zzymimas O,,. Jei grafas yra paprastasis, tai

*Leonhard Euler (1707-1783). Leonardas Oileris gimé kalviny dvasininko $eimoje netoli Bazelio, Sveicarija.
Budamas 13 mety, jis istojo i Bazelio universiteta studijuoti teologijos, taciau véliau émeé studijuoti matematika ir
biidamas 16 mety gavo filosofijos magistro laipsni. 1727 m. Petras Didysis ji pakvieté i Sankt Peterburga, kur Oileris
gyveno iki 1741 m. 1741-1766 m. jis gyveno Berlyne ir dirbo Berlyno Akademijoje, o likusj gyvenimg praleido Sankt
Peterburge. Oileris buvo nepaprastai produktyvus mokslininkas, paraSes vir§ 1100 knygy ir straipsniy. Po savo mirties
jis paliko tiek neatspausdinty rankras¢iy, kad prireiké 47 mety iSleisti visiems jo darbams! Oileris ine$é savo inasa
tiek jvairiose matematikos srityse (skaiciy teorijoje, kombinatorikoje, matematinéje analizéje), tiek ir jos taikymuose
muzikoje bei laivy statyboje. Paskutinius 17 gyvenimo mety Oileris buvo aklas, taciau jo fenomenalios atminties déka
tai né kiek nesumazino jo mokslinio produktyvumo.

*William Rowan Hamilton (1805-1865). Zymiausias airiy mokslininkas Wiljamas Hamiltonas gimé Dubline tei-
sininko Seimoje. Budamas 3 mety, jis jau skaité ir skai¢iavo, o sulaukes 8 mety mokeéjo lotyny, graiky ir hebrajy kalbas.
Turédamas 17 mety jis susidoméjo astronomija ir matematika. Dar bidamas studentu, jis tapo Airijos Karaliskuoju Ast-
ronomu ir juo buvo iki pat mirties. Hamiltonas pasieké svarbiy rezultaty optikoje, algebroje ir dinamikoje. Algebroje
jis pasitlle taip vadinamus kvaternionus. 1857 m. jis sukliré geometrinj Zaidima, kurio idéja pardavé prekybos agentui.
Vienoje i$ Sio Zaidimo versijuy reikéjo rasti cikla, praeinantj per dodekaedro virStines lygiai po 1 karta.

17



bet kurios dvi jo virStinés yra sujungtos ne daugiau kaip viena briauna. Be to, briaunos jungia
tik skirtingas vir§tines. Taigi paprastasis grafas turi ne daugiau kaip C'2 briauny, t.y., 0 < m <
C? = n(n — 1)/2. Grafas, kuriame kiekviena vir§iiné¢ yra sujungta su kiekviena kita virsiine,
yra vadinamas pilnu grafu ir zymimas K,,. Matome, kad paprasti grafai visada turi m = O(n?)
briauny. Jei m = o(n?), tai grafa vadiname retu®. Jei m = Q(n?), tai grafa vadiname fankiu®.
Taupant kompiuterio atmintj, priklausomai nuo to ar grafas yra retas ar tankus, dideliems grafams
vaizduoti gali biiti taikomi skirtingi budai.

1.5.2 Grafy vaizdavimo budai

TeguG = (V,E),kur V = {v1,v9,...,v,}ir E = {ey, €9, ..., ey} Vaizduojant grafus kompiu-
terio atmintyje jvairiomis stuktiromis, laikysime, kad sveikieji skaiciai yra vaizduojami ZodZiais
ilgio [. Pvz., jei Zodi sudaro 4 baitai, tai [ = 32.

Grafinis vaizdavimo budas. Nedidelius grafus patogu vaizduoti grafiSkai plokscia diagrama,
kurioje kiekviena vir§iné v € V vaizduojama tasku (arba mazu apskritimu) su greta prirasyta zy-
me v, o kiekviena briauna e = (u, v) vaizduojama tiesés atkarpa ar kitokia linija, jungiancia taskus
pazymétus w ir v (i linija negali daugiau eiti per jokia kita grafo virSting). Jei grafas orientuotas,
tai lanka (u, v) atitinkanti linija savo antrame gale turi rodyklg, nukreiptg i virSane v (Zr. 1.6 pav.).
Kadangi ne kiekviena grafa galima pavaizduoti plokscia diagrama taip, kad briaunos nesusikirs-
ty, tai reikia atkreipti démesi, kad paprasti briauny susikirtimo taskai nelaikomi grafo vir§inémis.
Sprendziant su grafais susijusius uzdavinius, daznai biina patogu pradinj grafa grafiSkai vaizduoti
kompiuterio ekrane ir su pelyte kaitalioti $io grafo virSiines bei briaunas.

Gretimumo matrica. Grafo (arba orgrafo) G = (V| E) gretimumo matrica vadiname matrica
A= (aij), kur

ai; = { 1, jei (j{i,vj) € E,

0, priesingu atveju.

Taigi, gretimumo matricos A elementas a;; yra vienetas, jei vir§ines v; ir v; jungia briauna (t.y.,
Jjos yra gretimos), ir nulis prieSingu atveju. Gretimumo matrica kartais dar yra vadinama sujungimy
arba jungumo matrica. Multigrafams gretimumo matricoje vietoje 1 ir O tiesiog imame dvi virSu-
nes jungianciy briauny skai¢iy. Svoriniuose grafuose gretimumo matricos elementai yra briauny
svoriai (jei dvi skirtingos virSiné€s v; ir v; néra sujungtos briauna, tai laikoma a;; = oo). Tokia
matrica dar vadinama svorine arba atstumy matrica.

Sf(n) = o(g(n)), jei lim, o £ = 0.

f(n) = Q(g(n)),jei IN € Nfr(%)c > 0: f(n) = cg(n)Vn > N.
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Pateiksime 1.6 pav. vaizduojamu grafy gretimumo matricas:

0 1 1 010
Ar=110 0|, A4s=1[10 0],
1 00 1 00
0 1 1 010
A, =11 1 0], A-=(0 1 0],
1 0 0 1 0 0
01 3 0 1 2
As=11 0 0], As=10 0 0],
3 00 1 00
01 3 01 2
A,=11 1 0], Ag=(0 1 0],
3 0 0 1 0 0
0 1 3 0o 1 2
A5= 1 0 OO), Al():(oo 0 OO)
3 oo 0 1 oo O

ISvardinsime akivaizdZias paprasto grafo gretimumo matricos savybes:

1. Matrica A dvejetainé, t.y., A € {0,1}"".

2. Matrica A simetriska, t.y., a;; = aj; Vi, = 1,2,...,n.

3. Matricos A jstriZainé yra sudaryta i§ nuliy, t.y., a;; =0Vi=1,2,... n.

4. Matricos A i-osios eilutés (stulpelio) suma yra lygi virSinés v; laipsniui:
n n
Zaij = Zaji = dg(vi) Vi = 1,2,... ,n.
j=1 j=1

Nesunku pastebéti, kad tokiai matricai reikés n? bity arba n]n /I[ zodZiy atminties (nauja eilutg
talpiname nuo naujo ZodZio pradZios).

Gretimumo struktiira. Grafo (arba orgrafo) G = (V, E) gretimumo struktiira vadiname n sa-
raSy pavidalo
Vi — Vi1 — U2 — - — Uik, i:1727"'7n7

kur vi1,vi2, ..., vy, yra tos virSinés, kurios su virSine v; yra sujungtos briaunomis (lankais).
PavyzdZziui, grafo G gretimumo struktiira bus

1—2— 3 —nil
2—1—nil
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3—1—nil

Matome, kad gretimumo struktarai reikes 2(2m + n)l bity arba 2(2m + n) zZodziy atminties
(pusé atminties bus skirta rodykléms, nurodanc¢ioms kito saraso elemento adresa).

Incidenciju matrica. Grafo be kilpy G = (V, E) incidencijy matrica vadiname n X m matricg
B = (bij)a kur
b — { 1, jei virSiiné v; yra incidentiSka briaunai e;;
* 0, priesingu atveju.
Taigi, incidenciju matricos B elementas b;; yra vienetas tada ir tik tada, kai vir§iiné v; yra vienas
i§ briaunos e; galy.
Orgrafo be kilpy G = (V, E) incidencijy matrica vadiname n x m matrica B = (b;;), kur

1, jeiej = (v, vg);
bij =< —1, jeie; = (vg,v;);
0,  jei virSuné v; néra incidentiSka lankui e;;

Pavyzdziui, grafy G ir G incidencijuy matricos bus

1 1 -1 1 -1
B1 = 0 1 ir B6: 0 —1 1
1 0 1 0 0

I§vardinsime paprasto grafo incidencijy matricos savybes:
1. Matrica B dvejetaing, t.y., A € {0,1}"™.

2. Matricos B i-osios eilutés suma yra lygi virStinés v; laipsniui:
n
Zaij = dg(vl) Vi = 1,2,... , .
j=1

3. Matricos B bet kurio stulpelio suma yra lygi 2.
Incidencijy matricai reikés nm bity arba n|m /[ Zodziy atminties.

Briauny masyvas. Vienas i§ paprasciausiy (or)grafo vaizdavimo biidy yra iSvardinti visas jo
briaunas. Kadangi grafas gali turéti ir izoliuoty virSiiniy, tai reikia ne tik iSvardinti visas briau-
nas, bet ir nurodyti grafo virStniy skaiciy n. Taigi briauny masyvu vadinsime vektoriy b =
(TL, V11, V12,0V21,0V22,...,Um1, Umg), kur e; € E — €, = (’Uz‘l, ’Uz‘g) (Z = 1, N ,m). Pavyzdiiui,
grafus G ir G atitiks vektoriai by = (3,1,3,1,2) ir bg = (3,3,1,1,2,2,1). Dar patogiau yra
lanky (briauny) pradZias saugoti viename masyve (p), o galus kitame (g).

Briauny masyvui reikia (2m + 1)I bity arba 2m + 1 ZodZziy atminties.
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Grafy vaizdavimo biido pasirinkimas priklauso nuo sprendZiamo uZdavinio ir nuo to, kiek
grafas gali turéti briaunuy, t.y., ar jis yra tankus ar retas. Jei mes taupome atminti, tai retiems
grafams ekonomiskiausi biidai yra grafo vaizdavimas briauny masyvu arba gretimumo struktira,
o tankiems grafams — gretimumo matrica. Kadangi pereiti nuo vieno biido prie kito pakanka
O(n?) operaciju, tai algoritmu, kuriy sudétingumas yra > const - n2, vykdymo laikas nepriklauso
nuo grafo vaizdavimo biido!

1.6 Algoritmai ir ju sudétingumas

Nors algoritmo savoka paprastai sieja su programomis bei kompiuteriais, $is Zodis jau yra Zinomas
daugiau kaip tikstantj mety. Jis kiles i§ Zymaus Ryty mokslininko al-Khowarizmi’ vardo. XII
amZiuje Europoje pasirodé Sio mokslininko traktato apie aritmetikg vertimas i§ araby i lotyny
kalba, kuris vadinosi “Dixit algorizmi” (“Al Chorezmis pasaké”). Kadangi Siame traktate buvo
apraSomi veiksmai su skaiciais pozicinéje skai¢iavimo sistemoje (pavydZiui, sudétis stulpeliu), tai
Sie veiksmai, o véliau ir kitos jvairios procediiros buvo pradéta vadinti algoritmais. Viena i$ tokiy
procediiry, kuri tebenaudojama iki Siol dviejy sveiky skaiciy bendram didziausiam dalikliui rasti,
dar apie 300 m. prie§ Kristy aprasé Euklidas®.

“Algoritmas” yra pirminé matematikos bei informatikos savoka, panasiai kaip savokos ‘“‘skai-
Cius”, “aibe” ir kitos. Neformaliai (intuityviai) algoritma galima apibréZti kaip objekta, turintj Sias
savybes:

(1) Programiskumas. Tai reiSkia, kad algoritmas suprantamas kaip baigtinis taisykliy arba ko-
mandy rinkinys (dar vadinamas programa), nusakantis kaip vienus objektus (duomenis),
atlikus baigtinj skaiciy nesudétingy operacijy perdirbti i kitus objektus (rezultatus).

(2) Diskretumas. Tai reiskia, kad algoritmas apibréZia nuosekly duomeny apdorojimo (skaicia-
vimo) procesa, suskirstyta i atskirus etapus (Zingsnius).

(3) Determinuotumas. Paprastai reikalaujama, kad po kiekvieno Zingsnio biity vienareikSmiskai
apibréztas kitas Zingsnis arba biity nurodyta, jog skaiciavimo procesas pasibaigé. Teorinéms

"Abu Ja’far Mohammed ibn Miisa al-Khowarizmi (783-850). Astronomas ir matematikas Al Chorezmis yra
kiles i§ Chorezmio miesto (dabartiné Chiva Uzbekistane). Jis buvo Bagdado mokslininky akademijos, vadintos ISminc¢iy
Riimais, nariu. Vakary europieiai algebros pradmenis suZinojo i% jo darbu, i§versty i lotyny kalba. Zodis algebra, kaip
ir Zodis algoritmas, atsirado i§ auksciau tekste minimos knygos pavadinimo, nes araby kalba jos pavadinimas skambgjo
“Kitab al-jabr w’al muquabala”.

$Euclid (325-265 P.K.). Euklidas para3¢ Zymiausia matematinj veikala pasaulio istorijoje. Jo knyga “Elementai”
nuo seniausiy iki dabartiniy laiky jvairiomis kalbomis buvo iSleista daugiau kaip 1000 karty. Apie jo gyvenima iSliko
mazai Ziniy, taciau neabejotina, kad Euklidas désté Zymiojoje Aleksandrijos akademijoje. Jis nesidoméjo matematikos
taikymais. Kai vienas jo mokiniy paklausé, kur jis galés pritaikyti geometrijos Zinias, Euklidas jam atsaké, kad Ziniy
igyjimas turi biiti vertinamas pats savaime, ir liepé savo tarnui duoti Siam mokiniui moneta, jei jis taip nori gauti pajamy
i§ to, ka jis mokosi.
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reikméms kartais naudojami ir nedeterminuoti algoritmai, leidZiantys keleta galimy kito
Zingsnio pasirinkimo varianty.

@) Zvingsnibg elementarumas (lokalumas). Taisyklé, nusakanti kaip pakeisti duomenis per
1 Zingsnj turi biiti paprasta ir lokali (neZymiai pakeicianti duomenis). PavyzdZiui, algorit-
mas negali turéti tokios komandos kaip “Dabar jrodykite DidZiaja Ferma® Teorema laipsnio
rodikliui n = 73”.

(5) Masiskumas. Tai reiskia, kad algoritmas turéty buti pritaikomas jvairiems duomenims i§
tam tikros leistiny pradiniy duomeny aibés (paprastai begalinés), o algoritmo darbo rezulta-
tai taip pat priklauso apibréztai leistiny rezultaty aibei. PavyzdZziui, taisyklé “norint sudéti
du skaicius 2 ir 3 reikia uZraSyti, kad atsakymas lygus 5” néra laikoma algoritmu, nes jos
negalima pritaikyti norint sudéti du bet kokius sveikuosius skaicius. Paprastai algoritmuose
duomenys ir rezultatai biina konstruktyviis objektai. Konstruktyviu objektu vadiname baig-
tini objekta, turintj diskrecia struktiirg ir viding koordinadiy sistema. Pavyzdziui, sveikasis
skaiCius uZraSytas pozicinéje skaiCiavimo sistemoje yra konstruktyvus objektas. Tuo tarpu
baigtiné aibé, kaipo tokia, dar néra konstruktyvus objektas. Ji tampa konstruktyviu objektu,
tik jvedus kokia nors tvarka tarp jos elementy.

Prie auksc¢iau iSvardinty savybiy daZnai dar yra pridedama rezultatyvumo savybé, reikalaujanti,
kad algoritmas po baigtinio zingsniy skaiciaus sustoty ir iSduoty koki nors rezultata. Taciau algo-
ritmy teorijoje paprastai nagrinéjami ir tie algoritmai, kurie kai kuriems pradiniams duomenims
gali dirbti be galo arba jiems sustojus rezultatas biina neapibréztas. Tokie algoritmai realizuoja ne
visur apibréZtas funkcijas. Dabar pateiksime algoritmy pavyzdZiy.

1 pavyzdys: Paieska sarase (problema SEARCH). Duotas skirtinguy objektu (pvz., skaiciu)
saraSas (masyvas) A = {ai,...,a,} ir objektas b. Reikia rasti objekto b vieta sarase A arba
nustatyti, kad tokio objekto sarase néra, t.y., apskaiciuoti funkcija

i, Elal- == b,

location(A4, b) = {0 0 £ b Vi=1 n

Pavyzdyje suformuluotam uZdaviniui spresti naudosime nuosekliosios (tiesinés) paieskos al-
goritmg LIN_SEARCH ir binariosios paieskos algoritmg BIN_SEARCH. Antrasis algoritmas

Pierre de Fermat (1601-1665). Vienas ymiausiy XVII a. matematiky Pjeras Ferma buvo teisininkas. Jis yra
pats Zymiausias pasaulio istorijoje matematikas mégéjas. Apie jo darbus daugiau yra Zinoma tik i§ jo susira$inéjimo su
kitais matematikais. Ferma buvo vienas i$ analizinés geometrijos kiiréjy. Jis taip pat prisidéjo prie integralinio skai-
¢iavimo ir tikimybiy teorijos vystymo. Ferma suformulavo uZzdavini, kuris ilga laika buvo tapes Zymiausia nei§spresta
matematikos problema. Tai taip vadinama DidZioji Ferma Teorema, kuri teigia, kad lygtis ™ +y™ = 2" visiems n > 2
neturi netrivialiy sveikaskaitiniy sprendiniy. Senovés graiky matematiko Diofanto knygos parastése Ferma rase, kad jis
Zino Sios teoremos jrodyma, bet parastése neuZtenka vietos jrodymui iSdéstyti. Ttukstanciai viso pasaulio matematiky
daugiau kaip 300 mety nesékmingai bandé jrodyti $ig teorema, kol 1994 m. Andrew Wiles, remdamasis paciais naujau-
siais ir sudétingais Siuolaikinés matematikos metodais, ja irodé. Todél yra manoma, kad arba Ferma Zinomas irodymas
buvo klaidingas, arba jis jo neZinojo, o tik bandé kitus paskatinti jrodyti Sig teorema.
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tinka tik paieSkai pilnai sutvarkytame sarase, t.y., kai a; < ag < --- < a, ir objekta b taip pat
galime palyginti su visais objektais a;.

function location = LIN_SEARCH(A, b)
i:=1;ap41 =0

while b # a; do i ;=i + 1;

if 7 < n then location := i else location := 0

Pastebékite, kad ¢ia mes pateikiame Siek tiek “patobulinta” nuosekliosios paieskos algoritma,.
Tam, kad nereikéty tikrinti ciklo while viduje tikrinti jo pabaigos salygos ¢ < n, mes prijungiame
prie saraso patj ieSkoma objekta b, ko pasékoje ciklas visada uZsibaigs po < n + 1 Zingsniu.

Dabar jvertinsime algoritmo LIN_SEARCH sudétinguma. Paprastai algoritme galima iSskirti
vieno ar keliy tipy esmines operacijas, nuo kuriy kiekio priklauso bendras algoritmo sudétingu-
mas (bendras sudétingumas paprastai bina konstanta karty didesnis uz esminiy operaciju skaiciy).
SprendZiant paieSkos ar riSiavimo uZdavinius esminés operacijos yra objekty palyginimai tarpu-
savyje. Kai duoti objektai yra ne skaiCiai bet sudétingesnés strukttiros objektai (pavyzdziui, saraso
elementas gali biiti asmens vardas ir pavardé), tai Sios esminés operacijos daZnai yra vykdomos
ilgiau uZ paprastas aritmetines ar priskyrimo operacijas, todél ju kiekis ir lemia bendra algorit-
mo sudétinguma,. Taigi, spregsdami paieskos uzdavinj skaiciuosime tik objekto b palyginimus su
objektais a;. Kai saraSo A ilgis n artés | begalybe, bendras zingsniu skaiCius skirsis nuo atlikty
palyginimy skaiciaus ne daugiau kaip pastoviu daugikliu (tiksliau, jei palyginimy bus P, tai viso
bus jvykdyta 2P + const Zingsniy).

Pazymékime Z(A, b) skaitiy palyginimuy, kuriuos reikés atlikti, kol rasime objekto b vieta sara-
Se A, naudodami nuoseklios paiekos algoritma. Pavyzdziui, L({1,3},1) = 1, L({1,3},3) = 2,
L({1,3},5) = 3. Jei sarafo A ilgis yra n, tai geriausiu atveju reikés atlikti 1 palyginima (kai
b = a1), o blogiausiu atveju reikés n + 1 palyginimo (kai objekto b sarase A néra). Kadangi algo-
ritmo sudétingumas uzdaviniui dydzZio n apibréZiamas kaip sudétingumas blogiausiems duome-
nims dydZio n, tai paieSkos sarase uZdavinio sudétingumas, sprendZiant §i uZdavini nuosekliosios
paieskos algoritmu, yra

LR $EARen (n) < 2(n + 1) + const = O(n).

Dabar panagrinékime binariosios paieskos algoritma, kurio idéja yra sarasa nuosekliai dalinti
pusiau ir lyginti objekta x su viduriniu saraso objektu tam, kad nustatyti, kuriame i§ dviejy gauty
perpus trumpesniy sarasy reikia testi paieska.
function location = BIN_SEARCH(A, b)
1:=1;5 :=mn;
while ¢ < j do

k=100 +7)/2];
ifb <apthenj:=kelsei:=k+1;
if b = a; then location := i else location := 0;
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Kadangi po kiekvienos ciklo while iteracijos saraso, kuriame yra tgsiama paieska, ilgis ¢ +
j — 1 sumazéja mazdaug perpus, tai nesunku jsitikinti, kad §is algoritmas atlikes ne daugiau kaip
¢ - logy n zingsniy (kur ¢ yra nedidelé konstanta) sustos ir iSduos atsakyma (rezultata) location.
Taigi, jo sudétingumas bus

L%%\l?_%%gRCH(n) = O(logyn).

2 pavyzdys: SaraSo riiSiavimas (problema SORT). Duotas objekty (pvz., skaiciy) sarasas (ma-
syvas) A = {ay,...,a,}, kuriame apibréztas pilnos tvarkos sarysis <. Reikia duota sarasa su-
rasivoti, t.y. iSdéstyti jo elementus nemazéjancia tvarka: A" = {a;, < a;, < -+- < a4, } (kitaip
sakant, reikia nurodyti kélinj arba bijekcija w: {1,...,n} — {1,...,n} tokia, kad 7(j) = i,).

Trivialus raiS§iavimo algoritmas (dar vadinamas brutalios jégos algoritmu, BRUTE_FORCE_
SORT gali biti toks: iSrenkame maZiausia duoto saraso elementa, paSaliname jj i$ pradinio saraso
ir patalpiname i 1-a naujo saraso vieta; po to i$ likusiy pradinio saraso elementy vél iSrenakame
maZiausia ir patalpiname i 2-3 naujo saraso vieta ir t.t. Sio algoritmo sudétingumas

SO
LETE Force _sorr(n) = O(n?).

Yra Zinomi asimptoti§kai greitesni risiavimo algoritmai (t.y., greitesni pakankamai dideléms n
reikSméms). Tokie yra, pavyzdziui, salajos raSiavimo algoritmas MERGE_SORT ir "krava"
(specialaus pavidalo duomeny struktiira) naudojantis algoritmas HEAP_SORT. Yra jrodyta (Zr.
1.8.1 skyreli), kad juy sudétingumas yra

SORT SORT
Lygsree sort(?) = Liagap sorr(n) = O(nlogy n).

Bet kurio algoritmiskai i§sprendZiamo uZdavinio sudétingumas priklauso nuo:
(1) uZdavinio dydzio;
(2) pasirinkto algoritmo;
(3) konkreciy duomenuy;

(4) vidinio problemos sudétingumo (paieSkos sarase problema yra paprasta, saraso rii§iavimo
problema yra sudétingesné, o visy galimy skirtingy sarasy ilgio n generavimo problema dar
sudétingesné, nes pareikalaus const - n! elementariy operaciju).

Tarkime, parametras n charakterizuoja uZdavinio dydi palyginus ji su kitais tos pacios klasés
uzdaviniais. I§ pateikty pavyzdziy matyti, kad konkretaus uzdavinio U dydj tarp to paties tipo
(pvz., SEARCH arba SORT) uzdaviniu, susijusiuy su saraSais, charakterizuoja pradinio saraso
ilgis n, nes kuo ilgesnis yra saraSas, tuo ilgiau uZtruks objekto paieSka arba saraso ruSiavimas.
Taigi, uzdavinio dydis dazniausiai priklauso nuo jo pradiniy duomeny dydzio. Pradiniai duomenys
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algoritmuose gali biiti sveikieji skaiciai, aibés (masyvai), matricos, grafai ir ivairls kiti objektai.
Pavyzdziui, kuo didesnis yra natiiralusis skaiCius, tuo ilgesnis yra jo dvejetainis kodas. Kuo yra
didesné matrica, tuo daugiau ji turi eiluciy ir stulpeliu. Kuo didesnis grafas, tuo daugiau jis turi
vir§tiniy ir lanky. Taigi, jei A yra natdralusis skaiCius, tai jo dydis n = |A| = [logy A]; jei
A = {a1,...,a,} yra aibé, tai jos dydis yra elementy skai¢ius n = |A|; jei A yra kvadratiné
n X n matrica, tai jos dydis yra matricos eilé n. Grafo dydZiu, priklausomai nuo nagrinéjamo
uzdavinio, gali biti laikoma jo virStiniy skaicius n, jo briauny skaicius m, abu Sie parametrai m ir
n, arba kokia nors jy kombinacija, pvz. m + n arba max(m, n). Konkretaus uzdavinio U i§ klasés
U dydj Zymeésime |U|.

Tarkime, U/ yra uzdaviniy klasé ir A yra konkretus algoritmas Sios klasés uzdaviniams spres-
ti. Algoritmo A, sprendZiancio konkrety uzdavinji U € U, sudétingumu vadiname algoritmo A
Zingsniy skaiciy i§ pradinés konfigitiracijos iki sustojimo ir Zymime L 4 (U) (kartais ta pati dydij va-
dina konkretaus uzdavinio U € U sudétingumu sprendZiant uzdavinj U algoritmu A). Algoritmo
Zingsniy skaiiy, sprendziant uzdavinj U, dar vadina laiku arba laiko sudétingumu ir Zymi T4 (U),
o panaudotos atminties kiekj vadina erdve arba erdvés sudétingumu ir Zymi S 4 (U). Algoritmo A,
sprendziancio klasés U uzdavinius, sudétingumu vadiname algoritmo A sudétinguma, sprendZiant
sudétingiausia, uzdavinj i§ vienodo dydZio uzdaviniy iS klasés ¢/ ir Zymime

I4(n) = LA(U).
A(n) vl A(U)

Naudojant du skirtingus algoritmus A ir B, gausime skirtingus sudétingumus LY (n) ir L% (n).
Todeél uzdaviniy klasés ¢/ sudétingumu vadinsime dydj nepriklausantj nuo konkretaus algoritmo,
o bitent pasirinksime paties geriausio algoritmo sudétinguma;

M(n) = mjn L4(n).

Kai uzdaviniy klasé U yra numanoma, Kartais jos sudétingumg, Zymi tiesiog L(n). I§ auk$ciau
pateikty pavyzdziuy matyti, kad paieSkos pilnai sutvarkytame sarase uzdavinio SEARCH sude-
tingumas yra LSFARCH () = O(log, n), o saraSo risiavimo uzdavinio SORT sudétingumas yra
LSORT (n) = O(nlogyn).

Kai kurie algoritmai blogiausiu atveju dirba ilgai, tac¢iau vidutiniSkai jie dirba trumpiau (juk
blogiausias duomeny atvejis gali niekada ir nepasitaikyti!). Todél kartais naudojamas vidutinis al-
goritmo sudétingumas. Tarkime, kiekvienam n ir kiekvienam konkreciam uZdavinivi U dydZio n
mes zinome tikimybe p(U), su kuria $is uzdavinys pasitaikys, sprendziant uzdavinius i$ klasés U.
Jei mes i8 anksto Zinome uZdavinio dydj n, tai su tikimybe 1 kuris nors konkretus uzdavinys mums
pasitaikys. Taigi tikimybés turi tenkinti salygas

p(U) =0 VU ir > pU) =1
Uel: |U|=n
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Algoritmo A, sprendziancio klasés U uzdavinius, vidutiniu sudétingumu vadiname

)= Y pU)LAU).
Uel: |U|=n

PavyzdZiui, Zymusis greito rasiavimo algoritmas QUICK_SORT blogiausiu pradiniy duomeny
iSsidéstymo atveju dirbs taip pat ilgai kaip ir paprastesni risiavimo algoritmai (pavyzdZiui, "bur-
bulo" algoritmas), t.y., LEfick sorr(n) = O(n?), tuo tarpu vidutinis §io algoritmo sudétingumas
yra f%%?gK_SORT (n) = O(nlogy n), todél §is algoritmas ir yra placiai naudojamas.

Panagrinékime tiesinés paieskos algoritmo vidutinj sudétinguma. PaZymékime E(U ) palygi-
nimy (t.y., esminiy operaciju) skaiCiy, taikant algoritma LIN_SEARCH uzdaviniui U. Tarkime,
nepriklausomai nuo pradiniy duomeny, ieSkomas objektas b su vienoda tikimybe 1/(n-+1) gali su-
tapti su bet kuriuo saraso objektu a; ir su tokia pat tikimybe jo i$ viso nebus sarase A. (Pastebékite,
kad ¢ia mes pateikiame supaprastintas pradines salygas, kurios skiriasi nuo salygu, pateikty vidu-
tinio sudétingumo apibréZime, nes mes apibréziame ne konkretaus uzdavinio U tikimybe¢ p(U), o
tikimybe p;, kad konkretus uZdavinys pasitaikys i§ tam tikro klasés U poaibio I/;.) Kadangi tuo
atveju, kai b = a;, algoritmas LIN_SEARCH atlieka ¢ palyginimu, tai vidutinis jo sudétingumas
bus

=SEARCH 1 I m+2m+1) n
Lyin_searcu(n) = n+1 Zz: T 5 = §+1_
i=1

1.7 VirSutiniai iverciai

Norint gauti uZdavinio sudétingumo virSutinj iverti, pakanka sukonstruoti algoritma, kuris spren-
dZia duota uzdavini, ir kurio sudétingumas sutampa su norimu jverciu. DaZnai net ir standartinése
situacijose, kur, atrodo, nieko naujo nebegalima iSgalvoti, i$ tiesy pavyksta rasti efektyvesnius al-
goritmus, o kartu ir pagerinti virSutinius uZdaviniy sudétingumo iverc¢ius. Panagrinésime du tokius
pavyzdZius.

1.7.1 Didziausio ir maziausio aibés elemento paieSka

Duota aibé A = {aq,as,...,ay,}, kurioje apibréztas pilnos tvarkos sary$is <. Reikia rasti di-
dziausia tos aibés elementa maxA ir maziausig elementa minA (uZdavinys MAXMIN). Tarkime,
kad aibés elementy palyginimo operacijos reikalauna daugiau kompiuterinio laiko uZ kitokias ope-
racijas, todél skaiCiuosime tik palyginimus. Akivaizdu, kad didZiausig aibés elementa galime rasti,
panaudoje¢ n — 1 palyginima;

maxA = aq;
for: =2:ndo
if a; > maxA then maxA := a;;
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AnalogiSkai galime surasti ir maZiausia aibés elementq. Taigi trivialus virSutinis Sio uZdavinio
sudétingumo jvertis yra LMAXMIN(n) < 9 — 2. Tuo atveju, kai n = 2, jrodysime, kad & jvertj

galima pagerinti iki LMAXMIN(p) %n — 2. Naudosime rekursyvia funkcija maxmin:

function [maxA, minA| = maxmin(A)
if n = 2 then
if a1 > ao then
maxA = aq; minA = a9
else
maxA = ag; minA = a;

else
k:=n/2;
Ay :={ay,a9,...,a;};
A2 = {ak+1’ Ak+2y - - - ,an};
[max1, minl] := maxmin(A4;);
[max2, min2] := maxmin(As);

if max1l > max2 then maxA := maxl else maxA := max2;
if minl < min2 then minA := minl else minA := min2;

Matematine indukcija pagal k jrodysime, kad Sios funkcijos sudétingumas L(n) = %n — 2.
Kai k = 1, turime n = 2. Kadangi funkcija maxmin kai n = 2 daro tik 1 palyginima, tai §iuo
atveju teiginys teisingas: 1 = % - 2 — 2. Tarkime, kad teiginys teisingas kai [ = k£ — 1, t.y.
L(n/2) = 3(n/2) — 2, ir irodysime jj kai | = k. I3 algoritmo matyti, kad kai n > 2, uzdavinys
suskyla i du tokius pat uzdavinius dydzio n/2, o juos i$sprendus dar reikia atlikti du palyginimus,
norint gauti maxA ir minA. Todél

L(n):zL(%)+2:2(g(g)—2)+2:37”—2.

Siam uzdaviniui buvo irodyta, kad bet kokiam n LMAXMIN () = [35] 2, y., apatinis jvertis
sutampa su virSutiniu. Tik maZai daliai uzdaviniy pavyksta rasti tikslius sudétingumo jvercius.

1.7.2 Dvieju didziausiu aibés elementu paieska

Duota aibé A = {ay,aq,...,ay,}, kurioje apibréztas pilnos tvarkos sarysis <. Reikia rasti du di-
dziausius tos aibés elementus max1 ir max2 (uzdavinys MAX2). Nuosekliai ieSkodami i§ pradziy
didziausio aibés elemento, o po to didziausio i$ likusiy elementy, gauname trivialy virSutinj $io
uZdavinio sudétingumo jverti LMAX2 (n) <2n—3. Kain = 2k irodysime, kad §j iverti galima
pagerinti iki LMAX2(n) < n + logyn — 2.

Vietoje to, kad nuosekliai lyginti visus aibés elementus su didZiausiu rastu elementu, konstruo-
jame palyginimy medi, t.y., 1-ame lygyje lyginame a; su a9, ag su ay, . . ., Gp—1 SU @y, PO tO rastus
didZiausius elementus 2-ame lygyje vél lygindami poromis, randame didZiausig, i§ pirmo ketverto
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max2 =ag max2 = a4 Mmax2 = a4 MaX2 = ay

Pav. 1.8: Palyginimy medis gaunamas ieSkant max2 8 elementy atveju.

a1, az, as, as, didziausia i3 antro ketverto ir t.t. Galy gale lygyje k palyging max(ay, ..., ay/p) ir
max(a,, /2415 an ), rasime didZiausia aibés A elementa max1. Jam rasti mums prireiké

n on 1—2Fk

el 39241 = =—n—-1

5 + 1 -+ 2+ 15 n

palyginimy. Taigi, kol kas mes nieko nei§lo§éme palyginus su nuoseklia paieSka. Taciau gautas
medis turi informacijos, kuria galima panaudoti, norint papras¢iau rasti antra pagal dydij aibés A
elementa.

Panagrinékime medj, gauta aibés i§ 8 elementy atveju (Zr. 1.7 pav.). Kiekvienos lygintos
poros didesnis elementas medyje paZymétas rémeliu. IS Sio medZio matyti, kad maxl = as.
Kadangi bg yra didziausias elementas deSiniajame pomedyje, o kairiajame pomedyje paskutinis
uz by maZesnis elementas buvo b1, tai ieSkant max2 pirmuoju Zingsniu reikia palyginti b ir bg.
Jei bg bus didesnis, tai max2 nebegali biiti pomedyje, kurio Saknis yra b1, taciau jis dar gal i biiti
pomedyje su Saknimi by ir antruoju Zingsniu lyginame a4 ir bg. Jei pirmajame Zingsnyje didesnis
bus b1, tai max2 nebegali biiti pomedyje su Saknimi bg, ir lieka palyginti a4 ir b;. Taigi, pradéje
max?2 paieSka nuo k — 2 lygio, su kiekvienu Zingsniu mes pakylame 1 lygiu aukstyn. Vadinasi,
po k — 2 Zingsniy mes pakilsime iki O lygio, t.y., elementy a;, ir atlike dar 1 palyginima, rasime
max2. Pav. 1.8 matome palyginimy med;j, gaunama ieskant max2 atveju n = 8. Gauname, kad
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bendras algoritmo sudétingumas yra

Ln)=n—-14k—1=n+logyn—2.

1.8 Apatiniai jverdciai ir rusiavimo uzdavinys

Norint gauti uZdaviniy klasés ¢/ sudétingumo apatinj jvertj L*(n) > f(n), reikia jrodyti, kad
kiekvienas algoritmas, spresdamas uzdavinj U € U dydzio n, darys ne maziau kaip f(n) Zings-
niy. Nesunku gauti aukStus apatinius ivercius tokiems uzdaviniams, kuriy pats sprendinys yra
didelis. DaZniausiai tai yra jvairiy kombinatoriniy objekty generavimo ar paieSkos uZdaviniai, pa-
vyzdziui: (1) generuoti visus kélinius ilgio n, (2) rasti visus duoto grafo karkasus, (3) rasti visas
duoto grafo klikas. Akivaizdu, kad jei algoritmo i$éjimas yra f(n) skirtingy objektu, tai kadangi
tie objektai yra skirtingi, tai kiekvienam i§ juy reikia bent vieno algoritmo Zingsnio, kuris nesu-
taps su kitais algoritmo Zingsniais. Taigi, rezultaty kiekis yra trivialus apatinis ivertis algoritmo
sudétingumui. Pavyzdziui, visy skirtingy kéliniy ilgio n generavimo uzdavinio sudétingumas yra
L(n) = ©(n!).!% Viriutinis jvertis i$plaukia i$ to, kad nesunku nurodyti algoritma, kuris gene-
ruoja visus kélinius, pradédamas nuo kélinio 12...n ir kiekviena karta keisdamas vietomis tik 2
anksciau gauto kélinio elementus. Apatinis ivertis gaunamas, naudojantis tuo, kad rezultaty kiekis
turi bati n!.

Deja, daugumos uZdaviniy sprendinys yra vienas ar keli skaiciai. Tokiems uZdaviniams biina
labai sunku gauti gerus apatinius jvercius, t.y., tokius apatinius jvercius, kurie bity artimi virSu-
tiniams. Netrivial@is apatiniai jverciai buvo gauti tik nedaugeliui uZdaviniy. Kadangi algoritmo
savoka yra neformali, norint gauti apatini uZdaviniy klasés sudétingumo iverti, reikia pirmiausia
formalizuoti algoritmus, t.y., grieZtai apibréZzti klase algoritmy, kuriuos taikysime pasirinktam uz-
daviniui. Pademonstruosime, kaip galima gauti tiksly apatinj iverti (t.y., sutampanti su virSutiniu)
rasiavimo uzdaviniui SORT.

Taigi, duotas objekty sarasas A = {a1,...,ay}, kuriame apibréztas pilnos tvarkos sarysis <.
Reikia duoto saraSo elementus i§déstyti nemazéjandia tvarka: A" = {a;, < a;, < -+ < a4, }
(Zr. 1.6 skyrelj). Nagrinésime tik tokius riSiavimo algoritmus, kuriuos galima pavaizduoti pa-
lyginimy medZiu, t.y., mes kazkuriame algoritmo Zingsnyje lyginame tarpusavyje du pasirinktus
pradinio saraso elementus, po to, priklausomai nuo atsakymo, kuris i$ ty elementy buvo didesnis,
mes vél lyginame du saraSo elementus ir t.t. (Zr. 1.9 pav.). Kadangi bendras rii§iavimo algoritmo
sudétingumas blina proporcingas tokiy palyginimy skaiciui, tai mes skai¢iuosime tik palyginimus.
Taigi, LiORT(n) reik§ rasiavimo algoritmo A atlikty palyginimy skaiciy blogiausiu atveju, kai
risiuojamy obejekty skailius yra n. [rodysime, kad L5OFT (n) = ©(nlog,n), ty., risiavimo
uzdavinio sudétingumo virSutinis ir apatinis jverciai skiriasi nuo nlogsn tik pastoviu daugik-
liu.

“f(n) = ©(g(n)). jei f(n) = O(g(n)) ir f(n) = Ag(n)).
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1.8.1 VirSutinis rasiavimo uzdavinio sudétingumo jvertis

Taikysime raSiavima salaja (MERGE_SORT). Tai rekursyvus algoritmas, naudojantis metoda
“skaldyk ir valdyk”. Tarkime, kad n = 2*. Pradinj uZdavinj SORT(A) suskaidome j du perpus
mazesnius SORT ({a1, ..., a,/2}) it SORT({ay, /241, ---,an}), juos i¥sprendZiame, o po to du
jau suriS§iuotus masyvus suliejame i viena surii§iuota masyva A’.

Pirmiausia pateikiame salajos algoritmg MERGE, kuris du sur@$iuotus masyvus A ir B ilgio
m ir n, atitinkamai, sulieja i nauja masyva C'ilgio m + n.

function C = MERGE(A, B)

Alm + 1] := oo,
Bln + 1] := o0
1 :=1;
j=1;

for £ :=1tom +ndo
if A[i] < B[j] then
Clk] .= Alil;
1: =1+ 1;
else
C[k] := Blj];
J=7+L
Akivaizdu, kad algoritmo MERGE sudétingumas yra O(m + n). Pagrindinis algoritmas at-
rodo taip:

function A’ = MERGE_SORT(A)
ifn=1then A’ = A
else A’ := MERGE(MERGE_SORT(A[1 : n/2]), MERGE_SORT(A[n/2 + 1 : n]));

Kaip $is algoritmas veikia pademonstruosime pavyzdziu. Tarkime, A = {9,1,5,4,3,7,6, 2}.
Po 3 rekursijos Zingsniy $is masyvas bus suskaidytas i 8 masyvus ilgio 1, kurie griZtant | aukstes-
nius rekursijos lygius bus palaipsniui suliejami i didesnius surti§iuotus masyvus:

A=1{9,1,54,3,7,6,2} — {9,1,5,4}{3,7,6,2}
— {9,1}{5,4}{3,7}{6,2}
— {9OH1IHBEHAH3HTH6H2}
— {1,9}{4,5}{3,7}{2,6}
— {1,4,5,9}{2,3,6,7}
— A =1{1,2,3,4,5,6,7,9}.
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Algoritmo MERGE_SORT sudétingumas

= QkL<2£k> + ken = enlogy n,
nes k = logyn ir L(1) = 0. Taigi, kai n yra dvejeto laipsnis, virSutinj jvertj jrodéme. Jei
n # 2% tai Jk: 2871 < n < 28 = n/. Papilde masyva A bet kokiais objektais, didesniais
uZ patj didZiausiag masyvo A objekta, iki ilgio n’, galime pritaikyti algoritma MERGE_SORT
Siam ilgesniam masyvui, o kai algoritmas baigs darba, paimti tik pirmuosius n surli§iuoto masyvo
elementy. Kadangi n’ < 2n, gauname

L(n) < L(n') < en’logyn’ < 2enlogy(2n) < ¢'nlogyn.

Virsutinj jvertj irodéme, taciau lieka nelabai aiSku, kaip salajos algoritma galima biity vaizduoti
palyginimy medZiu. Pav. 1.9 pateikiame tokio medZio fragmenta tuo atveju, kai n = 4. Taigi,
algoritmas MERGE_SORT priklauso nagrin¢jamy algoritmy klasei.

1.8.2 Apatinis riiSiavimo uzdavinio sudétingumo ivertis

Sarasa ilgio n galima sutvarkyti n! skirtingy budy. Tai reiskia, kad bet kuris palyginimy medis
privalo turéti ne maziau kaip n! lapy (lapais vadiname medZio virSines, i§ kuriy neiSeina né vie-
nas lankas). Jei lapy biity maZiau, tada galima bity parinkti du skirtingus skaiciy {1,2,...,n}
kélinius, kurie atvesty i ta patj lapa, t.y., jiems algoritmo atsakymas sutapty. Tokiu atveju vienas
i§ ty kéliniy buty surtSiuotas klaidingai. Primename, kad medZio auk$¢iu vadiname vidiniy vir-
Saniy (t.y., ne lapy) skaiciy ilgiausioje jo Sakoje. Kadangi konkretiems pradiniams duomenims
riSiavimo algoritmas praeina lygiai viena medZio Saka, tai jo sudétingumas (atlikty palyginimy
skaicius blogiausiu atveju) sutampa su medzio auk$c¢iu. Palyginimy medziai yra binarieji medziai,
todél palyginimy medis auksc¢io h gali turéti ne daugiau lapy, negu jy turés pilnas binarusis medis
auki¢io h, o toks medis turi 2" lapy.

Tarkime, A yra bet kuris rasiavimo algoritmas, kurj galima pavaizduoti palyginimy medZiu.
I§ auksCiau pateikty samprotavimy iSplaukia, kad algoritmo A sudétingumas L(n) turi tenkinti
nelygybe

oL(n) > nl.

Pasinaudoje i$ Stirlingo formulés gaunamu jverciu

n! > 27rn<ﬁ)
e

n
)
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ag < ay?

Pav. 1.9: Palyginimy medzio, vaizduojan¢io MERGE_SORT algoritmo veikima, fragmentas.

gauname

n
1
L(n) > log, ( 27m(ﬁ) ) = nlogyn + 3 logy(2mn) — nlogy e ~ nlogy n.
e

Matome, kad rasiavimo uzdavinio sudétingumo virSutinis ir apatinis jverciai skiriasi tik pasto-
viu daugikliu.

1.9 Funkciju augimo greiciai ir kombinatorinis sprogimas

Sudétingumas L(n) yra funkcija L:N — N. Kai uzdavinys yra nedidelis, pavyzdziui, n < 10,
net ir eksponentinio sudétingumo algoritmai baigia darbg labai greitai. Taciau situacija visiskai
pasikeicia, kai uZdavinio dydis n auga. Kai n > 50, daug uZdaviniy, kuriems neZinomi polinomi-
nio sudétingumo algoritmai praktiSkai jau tampa sunkiai jveikiami. Todél labai svarbu Zinoti kaip
algoritmy ir uzdaviniy sudétingumas L(n) elgiasi asimptotiskai, t.y., kai n — oc. Siame skyrelyje
pateiksime keleta apibréZimy i§ funkciju teorijos, kurie daZnai naudojami algoritmy analizéje. Kai
kuriuos i§ Cia apibrézty Zyméjimy mes jau naudojome ankstesniuose skyreliuose.
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Tegu f,g:N — RT. Zymésime:

e f(n) = O(g(n)) (arba f(n) < g(n)) ir sakysime, kad “f asimptotiskai yra ne aukstesnés
eiles dydis kaip ¢”, jei AN € Nir 3¢ > 0: f(n) < cg(n) Vn > N;

e f(n) = Q(g(n)) (arba f(n) = g(n)) ir sakysime, kad “f asimptotiskai yra ne Zemesnés
eiles dydis kaip ¢”, jei 3N € Nir 3¢ > 0: f(n) > cg(n) Yn > N; akivaizdu, kad jei
f(n) = 0(g(n)), tai g(n) = Q(f(n));

e f(n) = O(g(n)) (arba f(n) < g(n)) ir sakysime, kad “f ir g asimptotiskai yra tokios pat
eilés dydziai”, jei f(n) = O(g(n)) ir f(n) = Q(g(n));
9(

e f(n) = o(g(n)) (arba f(n) <
dydis uz g”, jei

n)) ir sakysime, kad “f asimptoti§kai yra Zemesnés eilés

lim m = 0;

w50 g{in)

e f(n) < g(n) ir sakysime, kad “f yra asimptotiskai mazesné arba lygi g”, jei

L S)

.
60 g(n)

e f(n) ~ g(n) ir sakysime, kad “f yra asimptotiskai lygi ¢”, jei f(n) < g(n) irg(n) < f(n).

Pavyzdys.
(i) 1000n2 + 1000000n logs n = ©(n?) ir 100002 + 1000000n logs n = o(n?),
(ii) n'% = o(1.17),
(iii) 10" = o(n!),

(v) 12422 + ... +n? = O(n?), nes
n 2 n\?2
12+22+---+n2><5+1) +-~'+n2><§> =
ir12+224+..-4+n?2<n-n?=n

Kai sudétingumas L(n) yra ne aukStesnés eilés nei kai kurios dazniau pasitaikancios algoritmy
analizéje funkcijos, tokiam sudétingumui apibiidinti yra naudojami speciallis terminai. Keletg
tokiy terminy Cia ir iSvardinsime (sudétingumo didéjimo tvarka):

e jei L(n) = O(logy n), tai sudétingumas vadinamas logaritminiu;

33



UZdavinio Algoritmo sudétingumas
dydis n logy n n n? n? 2" n!
10| 3x1079s 1078 s 107" s 107 %s 1076 3x 1073 s
20 [45x107%s 2x107%s 4x107s 8x1070s 1073 s 77 metai
100 | 7x1079s 1077 s 1075 s 1073s 4 x 10" mety *
1000 1078 s 1076 s 1073 s 1s * *
1000000 | 2x 10785 1073 s 17 min. 32 metai * *

Lentelé 1.1: Kompiuterinio laiko lentelé jvairaus dydZio ir sudétingumo uZdaviniams.

e jei L(n) = O(n), tai sudétingumas vadinamas tiesiniu;

e jei L(n) = O(n?), tai sudétingumas vadinamas kvadratiniu;

e jei L(n) = O(n?), tai sudétingumas vadinamas kubiniu;
e jei egzistuoja k > 1: L(n) = O(n*), tai sudétingumas vadinamas polinominiu,
e jei egzistuoja a > 1: L(n) = O(a™), tai sudétingumas vadinamas eksponentiniu.

Kai kuriems uZdaviniams spresti néra Zinoma jokiy geresniy algoritmy uz visy galimy varianty
perrinkima (brutalios jégos algoritma). Jei didéjant uzdaviniui varianty skaicius auga greiciau uz
bet koki polinoma (pavyzdZiui, eksponentisSkai), tai toki reiskini vadina kombinatoriniu sprogimu.
Taip auga, pavyzdZziui, Fibonacci skaiiai (Zr. 2.2 skyreli), kéliniy ilgio n skaic¢ius, Hamiltono cik-
Iy skaicius pilname grafe, pilno grafo kliky skaicius, ir daugelio kitokiy kombinatoriniy objekty
kiekis. Lentelé 1.1 parodo, kad kombinatorinio sprogimo negalés iveikti patys greiiausi kompiu-
teriai, kiek bedidéty jy greitis ateityje. Sioje lenteléje pateikiame CPU laika jvairaus sudétingumo
algoritmams ir jvairaus dydZio uZdaviniams, darant prielaida, kad kompiuteris vykdo 10 (t.y.,
1 milijarda) operaciju per sekunde. Zvaigzduté Zymi laika ilgesni nei 10'°° mety. I3 Sios lentelés
matyti, kad tobulesniy kompiuteriy sukiirimas gali padéti iveikti tik tuos atvejus, kai §iuo metu
laikas yra lygus 32 ir 77 metams. Visais atvejais, kurie lenteléje pazyméti ZvaigZdute, gali padéti
tik greitesniy algoritmy sukiirimas arba apytiksliy algoritmy naudojimas vietoje tiksliy.
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