11 Kodavimo teorija

2. Tiesiniai kodai

Nagrinésime kodus, sudarytus i§ specialios abécélés zodziu. Si abécélé tai algebrinis kiinas F,, ciag=p"

— pirminio skai¢iaus laipsnis. Atskiru ir svarbiausiu atveju — ¢ = 2.

2.1. Kodavimas tiesiniais kodais

Zodziu aibée F7 yra n-mate tiesiné erdvé virs kuno F,.
Dabar — pagrindiné Sio skyriaus savoka.

2.1.1 apibrézimas. Koda L, L C Fy, vadinsime tiesiniu, jei L yra tiesinis ¥ poerdvis. Jei L dimensija

lygi k, o minimalus atstumas d, tai koda L vadinsime [n, k,d], arba tiesiog [n, k], kodu.

Kiekvienas [n, k] kodas turi ¢* elementu. Dazniausiai susidursime su dvinarés abécélés zodziu kodais, t.
y. atveju g = 2.

Tegu L yra [n, k] kodas. Kad jis biitu visiskai apibréztas, nebiitina isragyti visus ¢* jo zodzius. Pakanka
nurodyti tuos zodzius ay, ..., ay, kurie sudaro L kaip tiesinio F§ poerdvio baze.
2.1.2 apibrézimas. Tegu L,L C Fy, yra tiesinis [n, k] kodas. Kuno F, elementu k x n matrica G vadinsime
generuojancia kodo L matrica, jei n ilgio Zodziai, gauti iSrasant matricos G eilu¢iu elementus, sudaro kodo
L baze.

Jeigu zinome [n, k] kodo L generuojanéia matrica G, tai visus kodo L zodzius ir tik juos gausime imdami
generuojancios matricos eiluc¢iu kombinacijas:

L:{XG:XEF’;};

¢ia xG reiskia zodzio, kaip vektoriaus-eilutés ir matricos sandauga.
Stabtelkime ties Siuo sarysiu. Atvaizdis
x — xG

apibrézia abipusisSkai vienareikdme erdveés F’; ir kodo L zodziy atitikti. Tad $i priskyrima galime interpretuoti
kaip Saltinio informacijos, pateikiamos erdvés F’; zodziais, kodavima kodo L elementais.

Tik sitokia kodavimo procedura ir tenaudosime Siame skyriuje. Taciau kodo generuojanti matrica
néra vienintelé. Skirtingas generuojancias matricas atitinka skirtingos kodavimo procediiros. Informaci-
jos gavéjui turi buti pranesta, kokia generuojan¢ia matrica naudoja siuntéjas. Tada pagal kodo zodi y
gavéjas, pasinaudojes sarySiu y = xG, galés surasti Saltinio siusta zodj x.

Elementariaisiais matricos G pertvarkiais vadinsime Siuos veiksmus:

1) dvieju eiluciu (arba stulpeliu) keitima vietomis;
2) eilutés daugyba is f € Fy, f #0;

3) eilutés keitima jos bei kitos eilutés suma;

4) stulpelio daugyba is f € Fy, f #0.

Jel matrica G yra tiesinio [n, k] kodo L generuojanti matrica, o matrica G’ gaunama i3 G, atlikus
baigtine elementariuju pertvarkiu seka, tai G’ yra taip pat tam tikro tiesinio [n, k] kodo L’ generuojanti
matrica. Prisimine ekvivalen¢iu kodu apibrézima bei apmaste, kaip keiciasi kodas L, kai matrica G kei¢iame
G’, gauta, atlikus viena elementary pertvarki, nesunkiai prieisime tokia isvada.

2.1.1 teorema. Jei G ir G’ yra [n, k] kodu L, L’ generuojancios matricos, ir G' galima gauti is G, atlikus
baigtine elementariyju pertvarkiy seka, tai kodai L, L’ yra ekvivalentus.

Atitinkamais elementariaisiais pertvarkiais kontroline matrica galima pertvarkyti i tokio pavidalo mat-
rica:

1 0 ... 0 ai,i cee O1ln—k

, 0O 1 ... 0 az i cee G2k
=1 : = (I, 4);

0 0 ... 1 ak1 .- QAgn—k
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¢la: Iy yra vienetiné k x k matrica, A — kino F, elementu k x (n — k) matrica. Susitarsime sakyti, jog
gautoji matrica yra standartinio pavidalo.

2.1.2 teorema. Kiekvienas [n, k] kodas yra ekvivalentus [n, k| kodui, turinc¢iam standartinio pavidalo
generuojancia matrica.

Bet koki tiesini koda galime pakeisti jam ekvivalenc¢iu kodu, turin¢iu standartinio pavidalo generuojancia
matrica. Todél pakanka nagrinéti tik tokius kodus. Pastebékime, jog kodavimo procediira, kai naudojama
standartinio pavidalo generuojanti matrica G = (I, A), atrodo Sitaip:

X — XYy, y:XAa

taigi koduojami zodziai tiesiog pailginami, pridedant n — k kontroliniu simboliu.

2.1.3 apibrézimas. Zodzio x € F7', x = 1 ...x,, svoriu vadinsime skaiciy

w(x) = Z 1.

2.1.3 teorema. Tegu d yra tiesinio kodo L minimalus atstumas. Tada

d = min{w(x) : x € L,x # 00...0}.

2.2. Tiesiniy kody dekodavimas

Vieneting m x m matrica zymésime I,,, k x m matrica, sudaryta vien tik i§ nuliu, Zymésime O,
indeksus k, m kartais praleisime. Jei A yra m X k matrica, tai k X m matrica, gauta sukeitus A stulpelius
ir eilutes vietomis, zymésime AT (transponavimo operacija). Jei matricos A, B turi vienoda eilu¢iu arba
stulpeliu skai¢iu, tai jungdami jas gausime didesniu matavimu matricas

a5 e ().

I8 pradziu tokia lengvai patikrinama matricy tapatybeé.

2.2.1 teorema. Jei A yra k x m matrica, tai

(Ik,A)(I:) = Op.m-

Tegu dabar G = (I, A) yra tiesinio [n, k] kodo L standartinio pavidalo generuojanti matrica. Sudary-
kime kita matrica
H=(-AT I,_}).

Tada

ir 2.2.1 teoremos lygybe galima uzrasyti taip:
GH” = Oy

2.2.2 teorema. Tegu G = (Ix, A) yra tiesinio [n, k] kodo L generuojanti matrica, H = (—AT L, ).
Zodis x € F§ priklauso kodui L tada ir tik tada, kai

xH" = 01,4 (2.2.1)
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13 Kodavimo teorija

Taigi (2.2.1) lygybé igalina lengvai atpazinti kodo Zodzius. Analogija su kontrolinio simbolio metodu,
nagrinétu ankstesniame skyriuje? Taip, Zinoma.

2.2.1 apibrézimas. Tegu L yra tiesinis [n, k] kodas. (n — k) x n matrica H, kuri tenkina salyga
L={x:xH" =0, 1},

vadinsime kodo L kontroline matrica (parity check matrix).

Kodo kontroliné matrica apibrézta nevienareiksmiskai. Taciau mokame pagal standartinio pavidalo
generuojancia matrica G sudaryti specialia kontroline matrica H:

jei G = (Ik,A), tai H = (—AT,In_k).

2.2.3 teorema. Tegu H yra tiesinio kodo L. kontroliné matrica. Jeigu egzistuoja d tiesisSkai priklausomuy H
stulpeliu, o bet kuri d — 1 Sios matricos stulpeliu sistema yra tiesiskai nepriklausoma, tai kodo L minimalus
atstumas lygus d.

Dabar aptarsime, kaip atlickamas tiesiniu kodu dekodavimas, taikant minimalaus atstumo taisykle.

Tegu L C F yra tiesinis [n, k] kodas. Suskaidysime erdve Fj aibémis Ly = x + L;ciax € Fy.
Aibés Ly, Ly arba nesikerta, arba sutampa; ¢ia x,y € Fy. Aibé

F,;/L={Ly:xcF}}
yra tiesiné erdve, gauta faktorizavus Fy pagal poerdvi L. Pastebésime, [Fy /L| = q k.

Tarkime, informacija koduojama naudojant koda L. Tegu kitame kanalo gale gautas zodis x, kuris
galbtit skiriasi nuo siustojo. Taikydami minimalaus atstumo taisykle, si zodi dekoduosime kodo zodziu c,
kuris tenkina salyga

h(c,x) = w(x — ¢) = minw(x — c’).
c’eL.
Taciau zodis a = x — ¢ yra kurioje nors klaséje Ly, — toje pat kaip x. Vadinasi, dekoduojant reikia perziuréti
klase Ly, kurioje atsiduré gautas zodis x, rasti joje maziausia svori turinti elementa a ir dekoduoti taip:

x— f(x)=x—a.

Sia procediira galime atlikti taip. Sunumeruokime kodo L Zodzius taip, kad zodis 0 = 00...0 biitu

pirmas: L = {cg,c1,...,cn},c0 =0, N = ¢* — 1. Visus F} elementus iSraSysime tokioje matricoje-lenteléje:
aq C1 Co e CN
a a +c¢; a;+cy ... a;+cy
. . . (2.2.2)
ag a;+c; ag+cy ... as+cy

Pirmo stulpelio zodzius a; parenkame taip, kad butu patenkintos salygos:

ag =0, w(a;) = min{w(a) :acFy,a¢ | JLa}, j> 1.
7<i

Sis matricos sudarymo budas garantuoja, jog kiekvienoje eilutéje israsyti atitinkamos klasés La elementai,
o pirmasis i8 ju turi maziausia svorj. (2.2.2) matrica vadinsime standartine kodo L lentele, o Zodzius a; —
atitinkamu klasiu lyderiais.

Turint standartine kodo lentele, dekodavimo algoritma galima taip aprasyti:

e randame, kurioje standartinés lentelés eilutéje yra gautasis zodis X;
e randame Sios eilutés lyderi a ir dekoduojame x zodziu f(x) =x—a .
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Taciau dekodavima galima dar labiau suprastinti.
Tegu H yra kontroliné kodo L matrica. Pastebékime, jog sandaugos xH',x € Fj, reiksmeé priklauso
tik nuo to, kuriai aibés FQ/L klasei priklauso x. Jei x yra kodo L Zodis, tai xH” = 0,0 =00...0.

2.2.2 apibrézimas. Tegu H yra kodo L kontroliné matrica, x € Fy. Zodzio x sindromu' vadinsime Fy
elementa s(x) = xH?T.

Skirtingoms klaséms priklausanc¢ius zodzius atitinka skirtingi sindromai. Tad dekoduojant pagal mini-
malaus atstumo taisykle, pakanka turéti pries akis tokia lentele:

Sindromai s; sy ... Sy
Lyderiai a; ay ... ap.

Dabar pirmaja uzrasyto dekodavimo algoritmo dali galime formuluoti taip:

e randame gautojo zodzio sindroma.
Sindromui rasti pakanka mokéti padauginti vektoriu i§ kontrolinés matricos.

2.3. Hammingo kodai

Tiesinis kodas vienareikSmiskai apibréziamas tiek generuojancia, tiek kontroline matrica. Tuo pasirem-
sime sudarydami Hamingo kodus' .

Teskosime kodu, kuriu minimalus atstumas d = 3. Taigi apsiribosime tuo, kad tokie kodai taiso tik viena
klaida, taciau sieksime, kad jie butu kiek imanoma didesni. Fiksuosime dar viena ieskomu kodu parametra
— kontrolinés matricos eiluc¢iy skaiciu.

Taigi ieSkosime daugiausiai abécélés F, ZodZziu turincio tiesinio kodo, jeigu i§ anksto duotas kontrolinés
matricos eiluciy skaic¢ius r ir minimalus atstumas d = 3. Taigi kontroliné matrica H turi turéti r eiluéiu,
o bet kurie du jos stulpeliai turi buti tiesiSkai nepriklausomi. Tai reiskia, kad nei vienas stulpelis negali
buti gaunamas i§ kito, padauginus pastaraji i o € F,. Sudarysime H imdami tiek stulpeliu, kiek tik yra
imanoma.

Pasirinkime i§ aibés V1 = Fy nenulini zodi s; ir sudarykime i$ jo elementu pirmaji H stulpeli. Apibrés-
kime aibe

Vo =Vi\{as; : a € Fy}.

Antraji H stulpeli sudarykime i3 pasirinkto aibés V5 zodzio elementu. Bendra stulpeliu pasirinkimo taisyklé
tokia:
e jeigu m-asis matricos H stulpelis sudarytas is zodzio s,, € V,, komponenciu, sudarykime aibe

Vm,+1 = Vm\{asm Qe Fq}’

ir, jeigu §i aibé néra tuscia, pasirinkime i§ jos Zodi sp,41. Jeigu V11 = (0, matricos H sudaryma

uzbaikime.

Gautos matricos H eilutés yra tiesiskai nepriklausomos, t. y. matricos rangas lygus r. Kiek stulpeliu
parenkama tokiu budu? Kadangi

Vil=a", [Vl = 1= (m—1)(g—1), m>2,

tai i8 viso galima parinkti n = (¢" — 1)/(g¢ — 1) stulpeliy. Taigi matrica H yra kontroliné tiesinio [n,n —r, 3]
kodo matrica.

2.3.1 apibrézimas. Tegur > 1, n = (¢" — 1)/(¢ — 1). Tiesinius [n,n — r,3] kodus i§ F, abécélés zodziy
vadinsime Hamingo kodais ir Zymésime H,(r).

2.3.1 teorema. Hamingo kodai yra tobuli.

1 Syndrome — pozymiu visuma, sankaupa (graikiskai).

1 Juos nepriklausomai vienas nuo kito sukfiré Marcel Golay (1949) ir Richard Hamming (1950).
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15 Kodavimo teorija

Kodai Ha(r) yra geriausiai zinomi Hamingo kodai. Ju kontrolines matricas labai paprasta sudaryti.
Surasykime pirmuju 2" — 1 naturaliuju skaiciu skleidiniu dvejetainéje sistemoje elementus i matricos stulpe-
lius. Gautoji r x (2" — 1) matrica yra kontroliné kodo Ha(r) matrica.

Pavyzdziui, kontroliné kodo Hy(3) matrica yra

H =

_ o O
O = O

0 1
1 0
1 0

— o
O = =

1
1
1

Dvinariu Hamingo kodu dekodavimas taip pat labai paprastas. Imkime jau minétu budu sudaryta Hy(r)
kodo kontroline matrica H. Jeigu siustas kodo zodis ¢ siuntimo metu buvo i-oje pozicijoje iskraipytas, tai
gautasis zodis yra x = c+e;; ¢ia e; yra zodis, kurio visos komponenteés, iSskyrus i-aja, lygios nuliui. Raskime
x sindroma:

xH' =e;H.

Sindromas e; H+ sudarytas i§ tu paciu simboliu kaip ir matricos H i-asis stulpelis. Perskaite e;H+ kaip
naturaluji skai¢iu, uzrasyta dvejetainéje sistemoje, gauname reikSme 4, t. y. neteisingai perduotos zodzio
komponentés numeri. Tokiu budu gavéjas gali atstatyti ta kodo zodi, kuris buvo siustas. Taciau norédamas
atkurti pradini Saltinio zodi, gavéjas turi zinoti kokia generuojancia matrica koduodamas naudojo siuntéjas.

2.4. Nauju koduy sudarymo biudai

I8 jau sudarytu kodu galima konstruoti naujus. Visu pirma nauja koda galima sudaryti pasinaudojus
seno kodo kontroline matrica.

2.4.1 apibrézimas. Tegu L yra tiesinis kodas su kontroline matrica H. Koda, kuriam matrica H yra
generuojanti, vadinsime kodu, dualiu L ir Zzymésime L". Jei L = LT, koda L vadinsime savidualiu.

Stai dar vienas bidas sudaryti nauja koda i§ jau sukonstruoto.

2.4.2 apibrézimas. Tegu L yra tiesinis kodas. Jo plétiniu (extended code) vadinsime koda

L ={cica...cpepy1:c162...cn €ELycr +ca+ ...+ ¢+ g1 =00...0.}

Plétinys yra taip pat tiesinis kodas. Jei L yra dvinaris kodas, o jo minimalus atstumas d yra nelyginis,
tai plétinio minimalus atstumas yra d + 1.

Dar dvi operacijos: kodo sutrumpinimas (puncturing): visi kodo Zodziai sutrumpinami, nubraukiant ta
pacia komponente; kodo sumazinimas (shortening): surenkami tuo paciu simboliu besibaigia kodo zodziai ir
naujas kodas sudaromas i$ $iu zodziu, nubraukiant paskutini simbolj.

2.4.3 apibrézimas. Tegu Ly, Ly yra du tiesiniai kodai i tos pacios abécélés zodziu. Kodu Ly|Ly vadinsime
tiesinj koda
Li|Ly ={zjz +y:x € Lq,y € Lo}

Si konstrukeija kodavimo teorijoje dar vadinama u|u + v konstrukcija.

2.4.1 teorema. Jei L, Lo yra du tiesiniai kodai iS tos pacios abécélés zodziu, di, do — ju minimaliis atstumai,
tai kodo Ly|Ls dimensija lygi kody L1, Ly dimensiju sumai, o minimalus atstumas yra d = min(2dy, dz).

2.4.4 apibrézimas. (Helgert, Stinaff, 1973) Tegu L yra dvinaris [n, k, d] kodas, kurio generuojanti matrica

yra
11 ... 1 0 ... 0
(e e )
¢ia pirmieji d pirmosios eilutés elementai lygiis vienetui. Tiesinis kodas [n — d,k — 1] , kurio generuojanti

matrica yra G, vadinamas liekanu kodu (residual code).

Pastebékime, kad kiekvieno kodo generuojan¢ia matrica galima elementariais pertvarkiais suvesti i
apibrézime naudojama forma.
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2.4.2 teorema. Tegu L yra dvinaris [n, k,d] tiesinis kodas. Tada jo liekanu kodo minimalus atstumas d’
tenkina nelygybe d' > d/2.

Tegu x yra L’ zodis, tada = yra tam tikra matricos G5 eilu¢iu tiesiné kombinacija. Jei y yra analogiska
matricos G eilu¢iu kombinacija, tai y|x € L. Tegu

y'|x = ylz +11...1]00...0 € L.

Taigi y|z,y'|z € L ir

w(ylr) =w(y) + w(z) = d,

w(y'lz) =w(y’) + w(z) > d.
Taciau arba w(y) > d/2 arba w(y’) > d/2. Tada bet kokiam L’ Zodziui z teisinga nelygybé w(z) > d/2, taigi
minimaliam kodo atstumui d’ > d/2.

2.4.3 teorema. Tegu L yra dvinaris [n, k,d] tiesinis kodas. Tada jo liekanu kodo minimalus atstumas d’
tenkina nelygybe d' > d/2.

Pakanka pastebéti, kad kiekviena (G matricos eiluciu tiesine kombinacija atitinka du kodo L zodziai, i§
kuriu vienas turi < d/2 vienetu pirmosiose d pozicijose. Tada bet kurio liekanu kodo zodzio svoris nemazesnis
uz d/2.

2.5. Kodo zodziu svoriy pasiskirstymas

Svarbu zinoti, kokie zodziai sudaro koda. Viena i3 kodo Zodzio x charakteristiku — jo svoris w(z).
Apibrésime funkcija, kuri ,,saugo” informacija apie kodo zodziu svorius.

2.5.1 apibrézimas. Tegu C yra n ilgio abécélés F, Zodziy kodas, A; = |{c € C : w(c) = i}|. Funkcija
we(r,y) = ZAixnfiyi
i=0

vadinsime kodo C svoriu funkcija, o skaic¢iu A; seka — kodo svoriuy skirstiniu.

Pastebésime, kad svoriu pasiskirstymo funkcija galima ir taip uzrasyti:
o) = Y a0y
ceC

Daznai naudojamas kitas svoriu pasiskirstymo funkcijos variantas

we(z) =we(l,2) = iAizi = Z PR
=0

ceC

Kartais svoriu pasiskirstymo funkcija galima palyginti nesunkiai surasti.

2.5.1 teorema. Hamingo kodo H = Hy(r) svoriu pasiskirstymo funkcijos koeficientai tenkina rekurenciaja

Iygybe A
A =Ciml— A —(n—i+2)A 2, (i>2,n=2"—1),

o svoriy pasiskirstymo funkcija lygi

1 n
— 1 n (1 (n—l)/Q 1— (n+1)/2‘
wn(z) = — (42" + (142D )

Irodymas. Irodysime rekurentini sarysi. Kiekviena H Zodi x su svoriu w(z) = m atitinka kontrolinés
matricos H m stulpeliu tiesiné kombinacija, kuri lygi nuliniam stulpeliui. Ir atvirkséiai: jei sudéje m kon-
trolinés matricos stulpeliu gauname nulini stulpeli, tai Sia suma atitinka vienintelis kodo Zodis su svoriu m.
Parinkime i — 1 matricos H stulpeliu, tai galima padaryti C/~! biidu. Galimi trys atvejai:

1) stulpeliu suma yra nulinis stulpelis;
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2) stulpeliu suma lygi vienam i$ pasirinktu stulpeliy;
2) stulpeliu suma lygi vienam i§ nepasirinktu stulpeliu.
Skirtingu pasirinkimu, atitinkané¢iu 1) yra A;_;, atitinkanéiuy 2) — (n — i 4+ 2) A, ir atitinkanciu atvejj
3) — iA;. Taigi
Crilil = Ai—l + (n -1+ Q)A»L‘_Q -+ ZAz
Vienas pagrindiniu rezultatu apie kodo svoriu funkcija yra MacWilliams? tapatybé, kuria suformuluosime
teoremoje.

2.5.2 teorema. Tegu L yra tiesinis abécélés ¥, Zodziu kodas, LT dualus jo kodas. Tada abieju kody svoriy
pasiskirstymo funkcijas sieja tapatybé

1
wy,T(2,y) = me(ﬂc + (g -y, z —y).

Trodysime §ia tapatybe dvinarés (¢ = 2) abécélés atveju. Irodymui prireiks keliu pagalbiniu teiginiy ir
savoku.
Abécélés F, tiesinio kodo L zodziams z,y apibrésime skaliarine sandauga. Tegu x = z1...%,,y =
Y1-.-Yn, tada
(z,9) = 2191 + Taya + .. + TpYn.
Toliau L zymi tiesini abécélés Fo zodziu koda.

2.5.3 teorema. Teisinga lygybé

S (-pyn = [ ILl eiveLT,
u€L 07 jej v ¢ LT,

2.5.4 teorema. Tegu G yra bet kokia komutatyvi grupé adityviai uzrasomos operacijos atzvilgiu,
f:Fy — G,

Flu)= 3" (=)™ (o).

veFy

Tada bet kokiam tiesiniam kodui L C ¥4 teisinga lygybé

S ) = ﬁ S Flw).

ucLT u€L

Irodymas. Pakeisdami sumavimo tvarka ir pasiremdami anks¢iau irodytu teiginiu, gausime

ST fw) =3 f) Y (- =

u€L veFy uel
DY (DO YT )Y (D)™ = (L] Y f(v).
veELT u€eL vgL T u€L veELT

o~

Pastaba. Funkcija f(u) vadinama funkcijos f(u) Hadamardo transformacija.
2.5.2 teoremos irodymas. Apibréskime funkcija f : F§ — Rlx,y], ¢a R[x,y] — dvieju kintamuju
daugianariu ziedas:
f(u) _ xn—w(u)yw(u)

2F. I MacWilliams, tai moteris.
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ir pastebékime, kad bet kokiam kodui L
S f(w) = w (2, y).
ueL

Pasinaudoje ka tik irodytu teiginiu gausime

wpr(y) = Y flu) = ﬁ S flw), (25.1)

uw€eLT

~

Skai¢iuosime funkcija f(u). Tegu u = uqus . .. Uy, v = V102 ... v,. Tada

1 1 n
]?(u) _ Z (_1)(u,v)xn—w(u)yw(u) _ Z Z H(_l)uivixl—myvi _
veFy v1=0 v, =01i=1
n 1
(Z(_l)uiwxlfwyuj.
i=1 w=0

Dabar pastebékime, kad vidiné suma lygi:

1

Z(_l)uiwxi—wyw _ {‘T +y, jeiu; =0,

r—vy, jeiwu;, =1.

Taigi R
Flu) = (@+y)" " (@ —y)w),

Istatydami Sia reiksme i (2.5.1), gausime MacWilliams tapatybe.

2.6. Maksimalaus atstumo tiesiniai kodai

1.3 skyriuje apibrézéme maksimalaus kodo savoka; tokiu kodu sudarymo arba bent jau ju parametru
nustatymo uzdavini vadinome pagrindine (teorine) kodavimo problema. Siame skyrelyje tirsime atvejus, kai
maksimalius kodus galima rasti tiesiniu kodu klaséje.

Priminsime, jog (n, A4(n,d), d) zyméjome maksimalaus kodo parametrus; ¢ia: n — kodo zodziy ilgis, d
— minimalus atstumas, A,(n,d) — zodziu skai¢ius, o ¢ — naudojamos abécélés simboliy skai¢ius. Singletono
ivertis pateikia virsutini A,(n,d) rézi:

Ay(n,d) < gm0t (2.6.1)

Tegu dabar L yra tiesinis [n, k] kodas i§ abécéleés F,, zodziu; tada jo Zodziu skaicius lygus ¢*. Pasiréme (2.6.1),
gausime
¢" <¢" M arbad<n-—k+1. (2.6.2)

Jeigu i8 tiesu galioja lygybeés, tai kodas L yra, zinoma, maksimalus.

2.6.1 apibrézimas. Tiesinj [n, k] koda L vadinsime maksimalaus atstumo kodu®, jei jo minimaliam atstumui
d galioja lygybé d =n — k + 1.

Savokos ,,maksimalus tiesinis kodas“ ir ,,maksimalaus atstumo tiesinis kodas“ néra tapacios. Tad isties
negalime tvirtinti, jog, tirdami maksimalaus atstumo kodus, nagrinéjame pagrindine kodavimo problema
tiesiniu kody klaséje.

Pasiremdami kontrolinés matricos ir kodo minimalaus atstumo sarysiu, gausime tokia maksimalaus
atstumo kodu charakteristika.

3 Maximum distance separable, arba MDS, kodas angliskoje literattroje.
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2.6.1 teorema. Tegu L yra tiesinis [n, k| kodas, o H — jo kontroliné matrica. Tada L yra maksimalaus
atstumo kodas tuo ir tik tuo atveju, kai bet kurie n — k matricos H stulpeliai yra tiesiskai nepriklausomi.

Irodymas. 2.2.3 teorema tvirtina, kad minimalus kodo L atstumas lygus d tada ir tik tada, kai
egzistuoja d tiesiSkai priklausomu kontrolinés matricos stulpeliu, taciau bet kurie d — 1 jos stulpeliu yra
tiesiskai nepriklausomi. Kontrolinés matricos H matavimai yra (n — k) x n. Bet kurie n — k + 1 matricos
stulpeliai sudaro tiesiskai priklausoma sistema — juk matricos H rangas lygus n—k. Todél salyga d = n—k+1
yra ekvivalenti reikalavimui, kad bet kurie d — 1 = n — k stulpeliu sudarytu tiesiskai nepriklausoma sistema.

Teorema irodyta.

Kaip netrukus isitikinsime, maksimalaus atstumo kodai egzistuoja poromis.

Jei L yra tiesinis [n, k] kodas su generuojancia matrica G ir kontroline matrica H, tai dualaus kodo
generuojanti matrica yra H, o kontroliné G.

Priminsime, kad kodai L, L™ nebttinai skirtingi. Jeigu galioja lygybé L = L=, tai kodas L vadinamas
savidualiu. Suprantama, kad savidualus kodai gali egzistuoti tik tada, kai n yra lyginis. Kad kodas butu
savidualus, jo generuojanti matrica turi buti kartu ir kontroliné.

Pavyzdys. Dvinaris kodas su generuojanc¢ia matrica

1111 0 0
G=[11 00 11
0 00011

yra savidualus, nes GG+ = O16.

2.6.2 teorema. Tegu L yra maksimalaus atstumo kodas. Tada ir L yra taip pat maksimalaus atstumo
kodas.

Irodymas. Tegu G, H yra atitinkamai [n, k] kodo L generuojanti bei kontroliné matricos. Bet kurie
skirtingi n — k matricos H stulpeliai sudaro tiesiskai nepriklausoma sistema. Tada bet kuris Sios matricos
n — k eilés minoras nelygus nuliui. IS matricos H eiluciu elementu sudarykime zodzius ay,...,a,,,m =n—k.
Bet kuris kitas kodo L+ Zodis x yra §iu zodziu tiesiné kombinacija:

X=oa+...+pan,, o €F,. (2.6.3)

Pagal (2.6.3) lygybe atlikime matricos H pertvarkius; dél apibréztumo tarkime, «; # 0. Padauginkime
pirmaja eilute i aq, po to dauginkime i-aja eilute is ay, (i > 2) ir pridékime prie pirmosios. Atlike Siuos
veiksmus, pirmojoje eilutéje gausime zodzio x i§ (2.6.3) simbolius. Jokio H matricos n — k minoro reiksmé
netapo lygi nuliui, nes pakito tik daugikliu a; # 0. Taigi zodyje x negali buti n — k komponenciu, lygiu
nuliui. Tai reiskia, jog kiekvieno zodzio x € L+ svoris w(x) > n— (n—k—1) = k+ 1. Todéel d > k + 1,
taciau (2.6.2) nelygybé L+ kodui tvirtina, kad d < k+1. Taigid =k +1=n— (n— k) + 1, o tai reiskia, jog
kodas L+ yra maksimalaus atstumo kodas.

Derindami abieju teoremu tvirtinimus, nesunkiai gausime tokia isvada.

Isvada. Jei [n, k] kodo L generuojanti matrica yra G, tai L yra maksimalaus atstumo kodas tada ir
tik tada, kai bet kurie k matricos G stulpeliai yra tiesiskai nepriklausomi.

Kai ka jau zinome apie maksimalaus atstumo kodus, tik nezinome, ar egzistuoja vien zinios apie juos,
ar ir patys kodai? Taciau nesunku izvelgti, kad bet kokio kiino F, atveju egzistuoja [n,n,1],[n,1,n] ir
[n,n — 1,2] kodai. Visi jie yra maksimalaus atstumo kodai, juos vadinsime tiesiog trivialiais. IStirsime
netrivialiu maksimalaus atstumo kodu egzistavimo salygas.

2.6.3 teorema. Maksimalaus atstumo [n, k] kodu, tenkinanciuy salyga 1 < k <n — q, néra.

Irodymas. Tarkime priesingai: yra maksimalaus atstumo [n, k] kodas L, tenkinantis nelygybe 1 < k <
n—q.

Tegu G = (I, A) yra §io kodo standartinio pavidalo generuojanti matrica. Atlike Sios matricos elemen-
tariuosius pertvarkius, gauname naujas matricas, kurias atitinka kodai, ekvivalentuis L, taigi maksimalaus
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atstumo kodai. Irodysime, jog egzistuoja tam tikra elementariuju pertvarkiu seka, kurios rezultatas — ma-
trica, atitinkanti nemaksimalaus atstumo koda.

Kadangi L yra maksimalaus atstumo kodas, tai pagal 2.6.1 teorema bet kurie £ matricos G stulpeliai
sudaro tiesiSkai nepriklausoma sistema. I3 Sio fakto iskart iSplaukia, jog nei vienas matricos A elementas
nelygus nuliui. ISties, jei kuriame nors A stulpelyje butu nulis, tai tas stulpelis galétuy buti isreikstas Iy
matricos k — 1 stulpeliu tiesine kombinacija.

Padaugine matricos A stulpelius i§ atitinkamu nenuliniu F, elementu, galime pasiekti, kad gautoji
matrica buty tokia:

1 .. 1
I / I
G = (I, A), A Q1 Qgy ... Qg
= ks ) =
i / I
Apyp Qpg oo Qp gy

Visi matricos A’ elementai taip pat nenuliniai. Imkime antraja A’ eilute. Kadangi joje yran —k > ¢
elementu, tai bent du i$ ju bus vienodi, tarkime, lygiis o. Padaugine antraja matricos G’ eilute is o~ ! ir
pridéje prie pirmosios, gausime eilute, kurioje yra ne maziau kaip k£ nuliu. Bet tai reigkia, jog atitinkamo
kodo L’ Zodzio svoris ne didesnis uz n — k. Taciau toks kodas néra maksimalaus atstumo kodas.

Pasinaudoje tuo, kad maksimalaus atstumo kodo dualus kodas irgi yra maksimalaus atstumo kodas
gausime toki tvirtinima.

2.6.4 teorema. Jei L yra netrivialus maksimalaus atstumo [n, k] kodas, tai

n—qg+1<k<qg-1.

I8 sio teiginio gauname, jog dvinaris kodas (¢ = 2) yra maksimalaus atstumo kodas tada ir tik tada, kai
jis trivialus. Taciau kitoms q reikSméms netrivialiis maksimalaus atstumo kodai egzistuoja.

Tegu o, ..., a, yra skirtingi ir nelygtis nuliui kiino F, elementai. Sudarykime gerai tiesinéje algebroje
zinoma Vandermondo (A.T. Vandermonde) determinanta:

1 1 1
(6731 (%) Qg
a? a3 a?
V(an, ag,...,as) = det 1 2 e s ,
s—1 s—1 s—1
o o ol

Viag, g, ..., a8) = H (o — ;).

1<i<j<s

Imkime dabar visus nenulinius F, elementus, fiksuokime k,1 < k < ¢, ir sudarykime (¢ — k+ 1) x (¢ + 1)
matrica H:

1 1 e 1 10

aq Q9 Qg—1 0 0

H = a? a3 ag,l 0 0
ad7F QL ag:]f 0 1

Remdamiesi Vandermondo determinanto israiska, nesunkiai isitikinsime, jog bet kurie ¢ — k 4+ 1 matricos
H stulpeliai yra tiesiskai nepriklausomi. Tai reiskia (zr. 2.6.1 teorema), jog H yra kontroliné maksimalaus
atstumo [g + 1, k] kodo matrica. Jei k = 1 arba k = ¢, $is kodas yra trivialus, taciau kitais atvejais — ne.
Pasiréme 2.6.2 teorema, taip pat galime teigti, kad H yra maksimalaus atstumo [¢ + 1,¢ — k + 1] kodo
generuojanti matrica.
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2.7. Golay kodai

Sukonstruosime tiesini dvinari [24,12, 8] koda, kurj Zymésime Gay4. Jis unikalus §tai kokia prasme.
2.7.1 teorema. Bet kuris dvinaris (24,22, 8) kodas ekvivalentus tiesiniam [24,12, 8] kodui Gy.

Be to, sutrumpinant G4 koda vienu simboliu gaunamas tiesinis [23, 12, 7] kodas, kuris yra tobulas.

Yra keletas Gay4 sudarymo biidu. Panagrinékime, kaip Ga4 gali biiti gaunamas i§ Hammingo kodo
H = H,(3). Aprasysime tik pacia konstrukcija, neirodinédami, kad sudarytas kodas yra [24, 12, 8] kodas.

Tegu H* yra kodas, kuri gauname i H uzrasydami jo zodzius i§ desinés i kaire, tegu H, H* yra kodu
H, H* plétiniai. Sudarykime zodziu aibe

al0la, 0|b/b, x|x[x, (2.6.1)

¢ia 0 yra zodis sudarytas i§ 8 nuliu, a,b ,,perbéga“ kodo H, o x — kodo H* bazés zodzius. Galima parodyti,
kad (2.6.1) sistemos Zodziai yra tiesiskai nepriklausomi. Ju tiesinés kombinacijos sudaro poerdvi, kuris ir yra
Golay kodas Gay.

Galima Go4 koda apibrézti tiesiog uzraSant jo generuojancia matrica.

2.7.1 apibrézimas. Tiesinj dvinarj [24,12] koda, kurio generuojanti matrica yra G = (I12, A),

¢ 1 1 1 11 111111
1 11 %« 1 1 1 o o ¢© 1 o
1 1 1 1 1 ¢ o ¢ 1 o 1
1 ¢ 1 1 1 ¢ o o 1 ¢ 1 1
1 1 1 1 o o ¢ 1 o 1 1 o
1 11 ¢ ¢ ¢ 1 o 1 1 o 1
A=111 6 661011 o011 7%
1 ¢ 0o ¢ 1 o1 1 ¢ 1 11
1 ¢ o1 ¢ 1 1 o 1 1 1 ¢
1 1 1 1 ¢ 1 1 1 o o
1 1 1 1 o 1 1 1 ¢ o o
1 o1 1 ¢ 1 1 1 ¢ ¢ ¢ 1

vadinsime Golay kodu Goy.
G4 kodo savybes lengviausia irodinéti remiantis specialia generuojancios matricos struktira.
Isbraukime matricoje A j-aji stulpeli ir pazymeékime gautaja matrica A;. Sudarykime matrica G; =
(I12, Aj). Tegu L; yra tiesinis [23, 12] kodas, kurio generuojanti matrica yra G;. I8 tikruju visi sie kodai yra
ekvivalentus.
2.7.2 apibrézimas. Tiesinj dvinarj [23,12] koda, kurio generuojanti matrica yra G = (I12, A1), vadinsime
Golay kodu Gag.

2.7.3 apibrézimas. Tiesinj trinari [12, 6] koda, kurio generuojanti matrica yra G = (Ig, B),

011 111
101 2 21
11 01 2 2
37121012’
1 2 2 1 01
112 2 10

vadinsime Golay kodu Gis.

Tokiu pat budu, kaip ir dvinariu kodu atveju, i§ Golay kodo G2 gauname Golay koda G, kuris yra
tiesinis [11, 6] kodas.
Taigi turime visa Goléjaus kodu ketverta. Panagrinésime kodo Goy savybes.
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2.7.2 teorema. Teisingi tokie tvirtinimai:
1) kodas Gay yra savidualus;
2) matrica G' = (A, I13) irgi yra kodo Ga4 generuojanti matrica;
3) kodo Gy zZodziuy svoriai dalijasi is 4;
4) néra Goy zZodzio, kurio svoris lygus 4.

Irodymas. 1. Du aibés Fy zodzius x,y vadinsime ortogonaliais, jeigu uzraSe juos kaip matricos eilutes
turésime x -y = 0. Tiesinio kodo generuojancios matricos ir kontrolinés matricos eilutés yra ortogonalios.
Tada bet kokio tiesinio kodo L ir jam dualaus kodo Lt 7odziai irgi ortogonalts. Koda L' galima apibrézti
kaip zodziu, ortogonaliu kodo L Zodziams, aibe.

Nesunku patikrinti, jog visos matricos G eilutés yra tarpusavyje ir pacios sau ortogonalios: jei e; yra
i-oji eiluté, e — i§ tu paciu elementu sudarytas stulpelis, tai eiej- = 0 visoms poroms 4, j. I3 to iSplaukia,
kad Goy C Ga. Taciau is tiesu privalo galioti lygybé, nes abieju kodu dimensijos yra vienodos.

2. Matrica H = (—A*, I5) generuoja koda, kuris yra dualus Gy, taigi, atsizvelgus i 1), ta pati koda
Goy. Taciau At = A = —A, todél H = G’. Teiginys jrodytas.

3. Tegu r yra kodo G4 zodis, sudarytas i§ matricos G r-osios eilutés elementu. Nesunku patikrinti, kad
bet kokiam r atitinkamo zodzio svoris w(r) dalijasi is 4. Tegu r,s yra du kodo zodziai. Zodi, kuris gaunamas
i§ r,s , sudauginus atitinkamas ju komponentes, zymésime r - s, o sudéjus — r + s. Nesunku isitikinti, jog
svoriams galioja tokia lygybé:

w(r+s) = w(r) + w(s) — 2w(r - s).

Veélgi tiesiogiai tikrinant, galima nustatyti, jog, parinkus bet kuria eiluc¢iu pora, zodzio r - s svoris dalijasi i§
2. Bet tada w(r + s) dalijasi i§ 4. Teiginys jrodytas.

4. Tarkime, kad egzistuoja kodo Gay zodis x, kad w(x) = 4. Kadangi abi matricos G, G’ generuoja
ta pati koda Goy, tai x galime nagrinéti kaip matricos G arba G’ eiluciu tiesine kombinacija. PaZymeéje
L,r atitinkamai kairiaja ir desiniaja zodZzio x puses (sudarytas i§ 12 simboliu), gausime w(x) = w(1) + w(r).
Pastebésime, jog atvejis w(l) = 0 arba w(r) = 0 yra negalimas. Jei w(l) = 1, tai w(r) = 3; x turi buti viena
i§ matricos G eiluciu, bet eilutés su desinés pusés svoriu, lygiu 3, néra. Analogiskai gauname, jog atvejis
w(l) = 3, w(r) = 1 taip pat nejmanomas. Lieka atvejis w(l) = w(r) = 2. Bet tokiu atveju x yra dviejy
skirtingu matricos G eilu¢iu suma. Tiesiogiai tikrinant, galime nustatyti, jog w(u + v) # 4 jokioms dviem
skirtingoms G eilutéms u,v. Teiginys jrodytas.

Pastebéje, kad kodo Ga4 ZodZziai x su svoriu w(x) = 8 egzistuoja (pavyzdziui, antroji matricos G eiluté),
ir prisimine, jog minimalus tiesinio kodo atstumas lygus maziausiajam i§ kodo zodziu svoriu, gauname toki
teiginj.

2.7.3 teorema. Goy yra [24,12,8] kodas.

Paminésime, jog Goléjaus kodu Gagz, G2, G minimaliis atstumai lygiis atitinkamai 7, 6, 5. Sie kodai
kaip ir Goy irgi turi 2.6.1 teoremoje minima vienaties savybe.

Dabar aptarsime kodo G4 dekodavimo biida. Kadangi minimalus kodo atstumas lygus 8, tai dekoduo-
jant galima istaisyti ne daugiau kaip 3 klaidas. Naudojant sindromus, reikétu sudaryti lentele is 224 /212 =
4096 sindromu bei juos atitinkanc¢iu lyderiu.

Laimei, specialios matricu G, G’ savybés leidzia dekodavimo procediira zZymiai suprastinti. Jeigu siun-
¢iant kodo zodi ¢ ivyko iskraipymas €, tai gautasis zodis yra x = ¢ + e. Nurodysime metoda, kuris leidzia
teisingai nustatyti nezinoma e, kai w(e) < 3. Rade e, gauta zodi x dekoduosime zodziu x — e. Zinoma,
taikydami dekodavimo taisykle i§ anksto nezinome, ar w(e) < 3. Jeigu metodas ,,neveikia®, tai §i salyga néra
patenkinta, o dekoduoti teisingai tokiu atveju i§ pat pradziuy nepazadéjome!

Kairiaja iskraipymo e dali, sudaryta i§ 12 pirmuju simboliu, pazyméje e, o deSiniaja — e2, gauname

e=ejer, w(e)=w(e)+ w(ex) <3.

3 Zodi € sudaro nuliai tose pozicijose, kurios perduotos teisingai, ir vienetai ten, kur jvyko perdavimo klaidos.
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Galimi atvejai:
1) w(ei) = 0;
2) U}(QQ) = 0;
3) w(er) >0, w(ez) > 0.
Is pradziu istirsime, kaip pagal gauta zodi nustatyti, kuris i§ 1), 2), 3) atveju ivyko. Kadangi abi
generuojancios matricos G = (I12, A),G’ = (A4, I2) yra kartu ir kontrolinés, tai galime nagrinéti du gauto
zodzio x sindromus:

1
S1 = (X + e)GJ— = eGJ— — €1€9 ( 542) =e; + egA, (561)
sL ,L A
so=(x+e)G@ =eG' " =ejes (I ) =e1 A+ eo. (5.6.2)
12
Jeigu w(ey) = 0, i8 (5.6.2) gauname w(e) = w(ez) = w(sz) < 3. Jeigu w(ez) = 0, tai analogiskai i§
(5.6.1) gauname w(e) = w(e;) = w(sy) < 3. Jei w(ey) > 0, w(ez) > 0, tai w(sy) > 5, w(sz) > 5 (speciali

matricos A struktural).

Taigi pagal sindromu svorius w(s;),w(s2) galima nustatyti, kuris i§ 1), 2), 3) atveju ivyko.

Jei w(s1) < 3, tai w(ez) =0, ir e = e10 = s;0; ¢ia 0 yra zodis, sudarytas i§ 12 nuliy. Analogiskai, jei
w(s2) < 3, tai e = oss.

Tad 1), 2) atvejais dekodavimas nesukelia dideliy sunkumu. Lieka istirti dekodavima tuo atveju, kai
w(s1) > 5, w(sg) > 5, t. y. 3) atveju. Ji suskaidysime i dvi galimybes:

a) w(er) =1, w(ey) =1 arba 2;
b) w(er) =2, w(es) = 1.

Pastebésime, jog a) atveju pakanka rasti e;. ISties, surade §i vektoriu, galime manyti, jog gautasis zodis
yra x' = x — ejo ir dekoduoti jau aptartu budu. Analogiska pastaba teisinga ir b) atvejui.

Pakaks iSnagrinéti a) atveji. Tegu iskraipymas ivyko j-ojoje pozicijoje, 1 < j < 12. Tada e; = ¢;; Cia
€; zymime zodj i§ 12 simboliu, kuriu tik j-asis yra vienetas, kiti — nuliai. Sudarykime 12 nauju zodziu

X+ €10,...,X + €120

ir 12 juos atitinkanc¢iu sindromu

s;i = (x + €;0) (-;?2) = (e +¢;0) (;1) =

A
= (¢je2 + €;0) (I ) =cjA+er+¢eA

12

Jeigu i # j, tai
w(s;) > w(e;A+e,A) —w(eg) >

> w(ejA) +w(eA) —2w(e;A-g,A) —w(e) >T7T+7—-2-4—-2=4.

Jeigui=j, taie;A+e,A=01ir w(s;) = w(ez) < 2.

Taigi perzitiréje sindromu svorius, pamatysime, kad visi jie, iSskyrus viena, yra ne mazesni uz 4. Imdami
ta j, kuriam w(s;) < 2, rasime e; = ¢;. Jeigu svoriu seka kitokia, tai susiduréme su b) atveju. Tenka ieskoti
ey = ¢;. Dabar teks perzitreti sindromus

;. AT
Si—(X‘FOEl)(A .

Rade j, kuriam w(s};) < 2, gausime ez = ;. Jeigu vél nepavyks (bet ne todel, kad klaidingai skaiciavome!),
teks konstatuoti, kad zodis yra pernelyg iSkraipytas, kad galétume ji atkurti.
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2.8. Reedo-Mullerio kodai

Rydo—Mulerio kodus (I. S. Reed, D. E. Muller) galima apibrézti jvairiai. Mausu tekste pasirinktas

algebrinis-geometrinis pozitiris.

Tarkime, tiesinés erdvés F45* zodziai kokiu nors bidu sunumeruoti:

F'={a;,...,a,}, n=2"

Galime, pavyzdziui, zvelgti i zodi a € F3 kaip i sveikojo skaitiaus 0 < I < 2™ israiska dvejetainéje
sistemoje ir sutvarkyti zodzius atitinkamu skaic¢iu didéjimo tvarka.
Zymeékime x;(a) i-aja zodzio a komponente. Tada aibés

Hi:{a:aEFE”,xi(a)zo}7 i:17.__’m7

yra tiesinés erdves F5* poerdviai.
Apibrésime abipusiskai vienareiksme F5* poaibiu ir erdvés F4, n = 2™, zodziy atitikti. Jei D C F3", tai
priskirsime: D — v(D); ¢ia zodzio v(D) € F5 komponentés apibréziamos taip:

07 jeiaigDu
, jeia; € D.

Taigi zodyje v(D) vienetukai Zymi, kurie Zzodziai jeina i D; v(D) yra tarsi poaibio D ,inventorizacijos“
dokumentas. Visa erdve F3* atitinka zodis vo = 11...1. Pastebésime, jog galioja tokia lygybeé:

v(D)-v(E)=v(DNE). (2.8.1)
Priminsime, jog zodj, kuri gauname is a,b € F§ sudaugine atitinkamas komponentes, Zzymime a - b.

2.8.1 apibrézimas. Tegu m > 1, r < n, n = 2™. Rydo—Mulerio RM(m,r) kodu vadinsime tiesinj F}
poerdvi, kuri generuoja zodziai
V0, Vit e Vi3 (2.8.2)

davo=11...1, vi=v(H;), 1<i1 <...<is<m, s<ri=1,...,m.

Vektoriu, kurie uzrasyti (2.8.2), skaicius lygus

k(m,r) =1+ (T>+<’;">+...+<T).

Kaip netrukus pamatysime, visi Sie vektoriai yra tiesiskai nepriklausomi. Taigi RM(m, r) kodo generuojancia
matrica gausime, iSrase Siu vektoriu elementus i matricos eilutes. IS pradziu pastebékime tokia zodziu v;
savybe. Imkime poerdviu H; pildinius

Hf={a:acFy ma) =1}, i=1..m.

Nesunku pastebéti, jog
v(H{) = vy + v;. (2.8.3)

2.8.1 teorema. RM(m,r) kodo dimensija Iygi k(m,r), o (2.8.2) vektoriai sudaro jo baze.

Irodymas. Imkime (2.8.2) vektoriu sistemoje r = m. Tada gausime lygiai n = 2™ vektoriu; tokia yra
ir visos erdves F§ dimensija. Jeigu parodysime, jog kiekviena F3 vektoriy galima isreiksti Siais n vektoriu,
tai galésime teigti, kad jie sudaro tiesiskai nepriklausoma sistema. Tada bet kokiam r (2.8.2) vektoriai irgi
bus tiesiskai nepriklausomi, nes sudarys tiesiSkai nepriklausomos sistemos posisteme.

Pakanka parodyti, kad kiekviena FY standartinés bazés vektoriu galima isreiksti (2.8.2) vektoriy tiesine
kombinacija. Pavyzdziui, imkime standartinés bazés vektoriu e;, kuris sudarytas i§ nuliu visose pozicijose,
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isskyrus i-aja, lygia vienetui. Prisimine erdvés F5* poaibiu ir F§ zodziu atitikti, galime rasyti: e; = v(D);
¢ia D ={a;}. Tegua; = aj...an. Zymédami H;(0) = H; ir H;(1) = Hf, gausime

D= {aL} = Hl(al) n...N Hm(am).
Pasiréme (2.8.1), gausime
e, =v(D)=v(Hi(a1)) ... - v(Hn(anm)).
Taciau v(H;(a;)) lygus arba v;, arba vo + v;. Todél e; yra (2.8.2) sistemos vektoriu tiesiné kombinacija.

Pavyzdys. Uzrasysime RM(3,2) kodo baze, o kartu ir kodo generuojancia matrica. I8 pradziuy
israsykime erdvés F3 Zodzius, o pagal juos konstruokime ir bazés vektorius.

ap as as ay as ag ary ag
000 001 010 011 100 101 110 111
Vo 1 1 1 1 1 1 1 1

vy 1 1 1 1 0 0 0 0
Vo 1 1 0 0 1 1 0 0
Vs 1 o 1 o0 1 0 1 0

vieve, 1 1 0 0 0 0 0 0

vievy 10 1 0 0 0 0 0

varvs 10 0 O O 0 0 0

Fiksuotam m gavome istisa Rydo—Mulerio kodu kolonija, kurios nariai yra RM(m,r), r = 0,...,m. Aki-
vaizdu, kad RM(m, 0) =
={00...0,11...1}, RM(m,m) = FZ. Nustatysime, kokie struktiiriniai rysiai sieja skirtingu m reiksmiu
Rydo—Mulerio kodus. Jie gali buti gaunami vienas po kito, naudojantis u|u+ v konstrukcija (zr. 2.4 skyreli).

2.8.2 teorema. Jeigu 0 < r < m, tai

RM(m,r) = RM(m — 1,7)|] RM(m — 1,r — 1).

Irodymas. Kadangi
RM(m —1,r—1) C RM(m —1,r),

tai kodas R = RM(m — 1,7)|RM(m — 1,r — 1) apibréztas korektiskai.
Prisiminsime, jog kodo RM(m,r) dimensija lygi

s =1+ (1) + (5) ok (7).

1§ 2.8.2 teoremos isplaukia, kad kodo R dimensija lygi
kE(m—1,r)+k(m—1,r — 1) = k(m,r).
Taigi teorema bus teisinga, jeigu parodysime, jog bet kuri kodo RM(m,r) bazés vektoriu v galima isreiksti
tokiu budu:
v=xlx+y, x€RM(m-1,r), ye RM(m-—1,r—1). (2.8.4)

Siuos sarysius jrodinésime stipriai pasiremdami specialia RM(k, 1) kodu baziu konstrukcija.

Interpretuodami F% elementus kaip sveikuju skai¢iu dvejetaines israiskas, sunumeruosime F5 elementus
§iu skaiciu didéjimo tvarka. Taigi

Fr'={a,...,a,}, n=2""1

an = {Oal,...,Oan,lal,...,1an} = {bh...,bgn},
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¢iaa; =00...0,a=00...1,...,a, =11...1.

Erdvés FJ'! poerdvius H = {a: a € FJ" !, z;(a) = 0} atitinkan¢ius RM(m — 1,7) vektorius v(H!)
zymésime v}, 1 <i << m—1 (7r. 2.8.1 apibrézima). Analogiskai RM(m, r) kodo vektorius v(H;), H; = {b :
b € F3', z;(b) = 0}, Zymeésime v;, ¢ = 1,...,m. Be to, zymésime v = 11...1,v{, € RM(m — 1,7) ir vo =
vhlvh,
vp € RM(m,r).

Isitikinkime, kad teisingi Sie sarysiai:

vo = vilvg, vi=11...1/00...0 = v{|00...0,
vi=vi_ |vi_;, 1<i<m. (2.8.5)
2.8.1 teorema tvirtina, kad RM(m,r) kodo baze sudaro vektoriai
Vo, Vig " Vi, 1< <. <ig<m, s<r

Reikia parodyti, kad kiekvienas ju gali buti iSreikstas (2.8.4) pavidalu. Jau isitikinome, kad vy = v{|v{.
Imkime v = v;; - ... v;,.
Jei iy > 1, tai i§ (2.8.5) gauname
V=V Vi Vi v = VIV, v ERM(m - L),

Jei i1 =1, tai

_ ! !/ _ ! ! /.
V=V Vi 1|00 0= VIV 4+ v
P ! / /
cav' =vy _y-...-vii g €ERM(m—1,r—1).

Teorema jrodyta.

Remdamiesi irodytu teiginiu, rasime minimalius Rydo—Mulerio kodu atstumus.
2.8.3 teorema. Minimalus kodo RM (m,r) atstumas lygus 2m~" .

Irodymas. Teorema akivaizdziai teisinga, kai r = 0 arba m. Taigi teorema teisinga su visais galimais
r, jeim=1.

Toliau pasinaudosime matematine indukcija. Tarkime, teorema teisinga su visais galimais r , kai m < k.
Tegu m = k. Kadangi su visais 1 <41 < ... <. <m

w(vil L Vir) = 2’677“,

tai kodo RM(k, ) minimalus atstumas dy. .. turi tenkinti nelygybe dy. . < 28~ Taciau RM(k,r) = RM (k —
1,7) RM(k —1,r —1). Todél pagal 2.4.2 teoremos teigini bei indukcijos prielaida su visais 0 < r < k, dj,, =
min{2dk_1,r,dg—1,,-1} = 2k=7_ Atvejus r = 0, k jau aptaréme. Teorema jrodyta.

Verta panagrinéti Rydo-Mulerio kodu dekodavima , nes tai puiki proga pasinaudoti kitokiu tiesiniu
kodu dekodavimo metodu negu tas, kurj aptaréme ankséiau. Naudosime loginés daugumos® taisykle.
Tarkime informacija koduojama Rydo—Mulerio RM(m, r) kodu: kanalu siun¢iami zodziai ¢ = ¢; ... ¢y,
n=2Mm,
c= Y. alin,...,i)Vip e Vi (2.8.6)

1<i)<...ig<m

s<r
¢ia aiy,...,is) = 0 arba 1. Kanalas galbtit iskraipo siunc¢iamus simbolius ir gautas zodis yra d = d; ... d,,
n = 2™. Naudodamiesi $iuo zodziu, rasime teisingas koeficientu a(iy,...,is) reikSmes, taigi atstatysime
siustaji zodi c, jeigu ivykusiu iskraipymu néra daugiau kaip 0.5(2™~" — 1). Procedira tokia: kiekvienam
koeficientui a(iy, . ..,%,) sudarysime lygiai 2™~ israisku
aiy,...,ip) =Y ¢, j=1,...,2™7, (2.8.7)

iEIj

4 Majority logic decoding (angliskoje literattiroje).
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tokiu kad |I;| =27, I; N I; =0, jei ¢ # j. Jeigu iskraipyta ne daugiau kaip 0.5(2"™~" — 1) zodzio ¢ simboliu,
tai ne daugiau kaip 0.5(2™~" — 1) (5.8.6) lygybiu nebebus teisingos. Taciau ne maziau kaip 0.5(2™7" +
+1), t. y. daugiau kaip pusé liks galioti. Tikraja koeficiento reikdme rasime suskaiciave, kokiu simboliu —
vienety ar nuliu — yra daugiau sekoje

> odi, j=1,...,2m7

iGIj
Daugiau kartu pasikartojes simbolis ir bus koeficiento a(iy, ..., %,) reiksmé. Sitokiu budu surade visus koefi-
cientus a(iy, ..., ), galime i$ gautojo zodzio d atimti atitinkamus r-os eilés narius, ir manyti, kad gautasis

skirtumas yra zodis, gautas siunciant kodo RM(m,r — 1) zodi. Tada analogiskai galime ieskoti koeficientu
a(il, . ,’L.»,‘,l).

Taciau kaip sudaryti lygybes (2.8.7)7 Sudaryti jas nesudétinga, ta¢iau tenka perspéti, jog suprasti visas
detales galima tik jauciantis Rydo—Mulerio kodu Seimoje kaip namuose, t. y. susiktrus labai aisku mintini
konstrukcijos vaizda.

Apibrésime dvieju zodziu a =a;y ...a,,b = by ...b, skaliarine sandauga:

(a,b) = a1by + ...+ anby;
Cia sudétis imama kune Fs. Pastebésime, jog
(v(D),v(E)) =|DnN E|(mod 2). (2.8.8)
Kaip ir anksc¢iau, naudosime Zymenis
H;(0)=H;,={a:acFj z,(a)=0}, H(1)=H;, i=1,...,m.

Fiksuokime rinkinj 1 < iy < ... <4, <m. Tegu{ly,...,lm—r} ={1,...omN\{i1,...,ir}; daly < ... <lp_p.
Kiekvienam nuliu ir vienetu rinkiniui (¢) = (¢1, ..., t;—,) apibrézkime

wiy = V(H, (t)N...0H,_ (tm—r)).

I8 viso turime 2™~" zodziu w . Svarbi izvalga: kiekviename Zodyje w;y yra lygiai 2" vienetu ir néra vieneto,

kuris butu toje pat pozicijoje skirtingiems w4, wy. Tegu v =v;, -...-v;,. Tada bet kokiam (t)
03 Jel {jlu-~-7js}7é{i17-~-7i’r‘}7
vV, W = . . . . 2.8.9
( ®) {1, jei {J1, .-y dst = {i1, .o yir} ( )

Si sarysi galima issiaiskinti, remiantis (2.8.8) bei RydoMulerio kodo konstrukcijos ypatybémis; biitina
aiskiai suvokti, kokie elementai ieina i atitinkama aibe D N E. Padaugine (2.8.6) i§ w ) ir turédami galvoje
(2.8.9) lygybes, gausime

(c,wpy) = alit, ..., i)
Taciau tai ir yra ieSkotos (2.8.7) lygybeés!
Pavyzdys. Panagrinésime RM(3,1) dekodavima. Prisiminkime kodo sudarymo lentele:

ap as as ay as ag ar ag
000 001 010 o011 100 101 110 111
vo 1 1 1 1 1 1 1 1

vy 1 1 1 1 0 0 0 0
v 1 1 0 0 1 1 0 0
vs; 1 0 1 0 1 0 1 0

Sio kodo zodziai uzrasomi taip:
c=a(0)vy + a(l)vy + a(2)ve + a(3)vs.
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Lygybiu sistema sudarysime a(3) koeficientui. Rinkinius (t) = (0,0}, (0,1), (1,0), (1,1) atitinka zodziai
wy = 11000000, 00110000, 00001100, 00000011.

Todél (2.8.7) lygybés atrodys taip:

a(3) = c1 + ca,
al3) = cs + s, (2.8.10)
a(3) = ¢s5 + cq, e

Tarkime, buvo siustas zodis ¢ = v + vy +v3 = 10010110, taciau vienas simbolis buvo iskraipytas ir gautasis
zodis yra d = 11010110. Pagal gautaji zodi surade desines (2.8.10) lygybiu puses, gauname 0,1,1,1. Taigi
a(3) =1.
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