Vigirdas Mackevicius

6. Funkciju sekos ir eilutés
Paskaity konspektas

UZra3ysiu &ia savo mintis be tvarkos, bet gal 3is i3drikimas néra

be tikslo. Tai tikra tvarka, ir ji visuomet Zenklina mano tikslg
pacia savo netvarka. Teik&iau per daug garbés savo dalykui, jei
J] desty€iau tvarkingai, nes noriu parodyti, kad tai nejmanoma.

Blaise Pascal, Mintys

6.1. Apibrézimas. Sakoma, kad funkciju seka {f,} konverguoja i funkcija f (pataskiui) aibeje FE,
jei su visais x € E turime f,(x) — f(x), kai n — oo, t.y.

VxeE, |fu(x)— f(x)| = 0, kai n — oo. (%)

Zymeésime f, — f, n — oo (aibéje E).

Sakoma, kad funkcijy seka { f,} konverguoja i funkcija f tolygiai aibéje F, jei (palyginkite
su ()1

sup | fu(x) — f(x)| = 0, kai n — oo.

xekl
Zymesime f,=3 f, n — oo (aibéje E).
6.2. Pavyzdziai. 1) f,(x) =x", x € [0, 1]. Turime

0, xel0,1),

A = r= {8 rel

t.y. funkciju seka { f,} konverguoja i funkcija f (pataskiui) intervale [0, 1].
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1 pav. Funkciju f,(x) = x", x € [0, 1], grafikai su n = 2,4,8,...,2048.
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V. Mackevicius 6. Funkcijy sekos ir eilutés

Ar f,—= f intervale [0, 1]? Turime

sup [fu(x) — f(x)] = sup {x » x€[0,1), =140, n— oo.
x€[0,1] x€0,1] 0, x=1.

Taigi, nors f, — f (pataSkiui), bet f, 72 f. TaCiau f, =0 intervale [0, a| su bet kokiu a < 1,
nes

sup |fu(x) — f(x)l = sup [fu(x)| =a" =0, n— o0,

x€[0,a] x€(0,a]
kai a < 1.

2) fu(x) = x" —x"*t1 x €[0,1]. Tada f,(x) - f(x) =0,x €[0,1]. Ar f,= f intervale
[0,1]? Turime

sup |fu(x) — f(x)] = sup [x" —x"T.

xe[0,1] x€[0,1]
Funkcijos i§vesting (x" — x"T1) = nx""1 — (n + Dx" =x""1(n — (n+ 1)x) =0, kai x = 0 ir

b ;
e Turime

Ja(0) = fu(1) =0

X =

ir

f"<ni1) - <n:l—1)n<1_n—r|l—1) - <n—r|l—1)nnj—1
Kadangi (n/(n +1))" — 1/e bei 1/(n +1) — 0, tai

sup | £ (x)| = f(n”?) 0.

x€(0,1]

Taigi f, =0 intervale [0, 1].
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2 pav. Funkciju f,(x) = x" — x"T1,
x € [0, 1], grafikai sun = 2,4, ...,64.
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3) fulx)=x"— x¥ x e [0,1]. Tada f,(x) — f(x) =0, x € [0, 1]. PaZymékime

gn:= sup |fu(x) — f(x)| = max [f,(x)| = max f,(x).
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

Rasime ¢, ty. funkcijos f, maksimumg intervale [0, 1]. Kadangi f,(0) = f.(1) =0 ir

1
n

1
fix) =nx""' —2nx?" 1 =px" 11— 2x") =0, kai x =0 irx = <§) ’

n

tai

1\ 7 1 1 1
8n:fn<<§) ):5—1:17@0, kai n — oo.
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3 pav. Funkcijy f,(x) = x" —x?", x € [0, 1], grafikai su n = 1,2, 4, ..., 1024.

6.3. Pastaba. Tarkime, kad f: E — R ir g: £ — IR. PaZymeékime
d(f;8) = de(f;8) =sup|f(x) = g(x)l.
X€

Funkcijos d savybés:
1) d(f;8) 20, d(f;8)=0 <= [f(x)=¢gx), x€E;
2) d(f;g) =d(g [f);
3) d(f;8) <d(f;h)+d(h;g), f.8h: £ — RR.
Funkcijos d, pasizymincios tokiomis savybémis, vadinamos metrikomis arba atstumais. Tre-
¢ioji savybé vadinama trikampio nelygybe. Pastebekime, kad

= f, n—oo(aibeje E) < d(fu;f) > 0, n— oc.
Del Sios prieZasties daznai d vadinama tolygaus konvergavimo metrika.

6.4. Teiginys. (Funkcijy sekos tolygaus konvergavimo KoSi kriterijus.) Funkcijy seka {f,} konver-
guoja tolygiai aibéje E tada ir tik tada, kai

sup | fu(x) — fu(x)| = 0, kai n,m — oo,
xek

LY.
Ve>03INeN:supl|fu(x)— fu(x) <¢, kai n,m > N.

xekE



6.5.

6.6.
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[rodymas. Bittinumas (,,—>*‘). Irodymas toks pat kaip realiujy skaiCiu seky atveju, pakeiciant
atstuma ties¢je tolygaus konvergavimo atstumu:
Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada pazyméje f(x) = lim f,(x), x € E, turime, kad
n—o0

IN € IN: d(fy: f) < % kain > N.
Tada

A(fii f) < AU £)+d(f3 fo) < 5+ 5 =&, Kaimm > .

Pakankamumas (,,<="). Pastebésime, kad su visais x € E skaiCiy seka {f,(x)} yra Kosi
seka ir tod¢l konverguoja. Pazymekime f(x) = lim f,(x), x € E. Isitikinsime, kad f, = f.
n—o0

Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada

€
AN e IN: | fu(x) — fu(x)| < 3’ kain,m > N, x € E.
Peréje prie ribos Sioje nelygybéje, kai m — 00, gauname, kad

Su(x) = f(x)] < g, kain >N, xe€ E,

t.y.
€
sup | fu(x) — f(x) < = <¢, kain > N.
xek 2
I8 paskutiniosios nelygybés ir laisvo ¢ > 0 pasirinkimo iSplaukia, kad f, = f aibeje E. A

Apibrézimas. Sakoma, kad funkcijy, apibrézty aibéje E, eiluté Z;o:1 J» konverguoja aibéje FE,
jei jos daliniy sumy seka Sy (x): = Zflv:l Jfu(x), N € IN, konverguoja su visais x € E.

Jei seka {Sy} konverguoja tolygiai aibéje E, tai sakoma, kad eilute » >~ | f, konverguoja
tolygiai aib¢je E.
Teiginys. (VejerStraso pozymis.) Jei |f,(x)| < ¢y, x € E, ir Y oo ¢y < 400, tai eiluté
Yo | Jn konverguoja tolygiai aibéje E.

[rodymas. Pazymekime Sy (x) = Zflv:l Sfu(x), n € IN, ir laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada

q
dN eIN: Z c, <é¢, kaig>p > N.
n=p+1
I8 Cia
q

\Sp(x)—Sq(x)\:‘ Z fn(x)‘g Z (X)) < Z cn<é€, kaig>p>N,

n:p—|—1 }’l:p—|—1 n:P+1

su visais x € E. Remdamiesi 6.4 teiginiu, gauname, kad eilutés Z;o:1 J» daliniy sumy seka (o
kartu ir pati eiluté) konverguoja tolygiai aibéje FE. A
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6.7. Teorema. Tarkime, kad f,= f aibéje E, x € E ir su visais n € IN egzistuoja baigtiné riba

A, = lim f,(1).

t—x

Tada egzistuoja riba

lim f(t) = lim A,.

t—x

Kitaip tariant, galima sukeisti vietomis dvi ribas:

lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢).

t—>xn—>o0 n—>o0 t—x
Pastaba. Be tolygaus konvergavimo $iy riby sukeisti negalima. PavyzdZiui, nagrinékime f,(¢) = ¢",
t €(0,1), x =1. Tada lim lim f,(¢#) = 0, bet lim lim f,(¢) = 1.
11 n—o0 n—o0 111

[rodymas. Laisvai pasirinkime ¢ > (0. Remiantis Kosi kriterijumi,

IN € IN: [ £o(t) — fult)] < g kain,m > N, t € E.

Sioje nelygybéje peréje prie ribos, kai r — x, gauname, kad
An — Anl < g <& kain,m> N.

Tai reiSkia, kad skaiciy seka {A,} — KoS$i seka. Pazymekime jos ribg A := lim,— A4, € IR.
Isitikinsime, kad lim,,, f(#) = A. Ivertinsime skirtumg

[f(t) = AL < If (1) = fu@)] + [fu(t) — Aul + [Ay — Al, 1€ E, neN.

Vel laisvai pasirinkame ¢ > (. Tada
€ €
EINE]N:\f,Z(t)—f(t)\<§, te E, ir \An—A\<§, kain > N.
IS Cia
2¢e .
f(t)—Al < E—an(f)—An\, kait € E, n> N.
Fiksuokime bet kokj ng > N. Tada
€
38> 0:|fu, (1) — Ayl < 3 kaiQ < |t —x| <8, te€LE.
IS Cia

2
\f(t)—A\<§—|— —e kaiO<i—x| <8, €L,

Wl ™

Tai reiskia, kad lim f (1) = A. A
t—x

6.8. I8vada. Jei f, € C(E), n € N, ir f,= f aibéje E, tai f € C(E).
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6.10.

6.11.
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[rodymas. Paémeg 6.7 teoremoje x € E N E’ ir

A, = th_I)I;fn(t) = f’l(x)’

gauname
lim f (1) == lim f(x) = f(x).
Jei x € E\FE’, tai taske x bet kokia funkcija (kartu — ir funkcija f) yra tolydi. A

Pastaba. Atvirkstinis teiginys 6.7 i§vadai néra teisingas: jei f,, f € C(E) ir f, = f,n — oo,
tai nebdtinai f, = f (Zr. 6.2.3 pavyzdj). Taiau yra teisingas toks teiginys:

Teorema. (Dinio lema.) Jei monotoniska funkcijy seka f, € Cla,b], (n € IN), konverguoja |
funkcijq f € Cla, b] intervale [a, b], tai { f,} konverguoja tolygiai.

Irodymas. Apibréztumo délei tarkime, kad seka { f,,} yra maz¢janti. Pazymekime g, := f, — f €
Cla,b]. Tada g, | 0, x € [a, b]. Reikia jrodyti, kad g, = 0. Laisvai pasirinkime ¢ > (. . Tada
su visais x € [a, b]

dn, > 0: g, (x) <e.
Déel g, tolydumo taske x

38 > 0:8,.(¢t) <e¢, kait € Us (x) N [a, b].
Akivaizdu, kad

U Us,(x) D [a, b].

x€[a,b]
Remiantis teorema apie baigtinj denginj, galima iSrinkti baigtinj skai¢iy tasky
X1,X2,...,Xk € [a,b] : Us,, (x1) U Us,, (ko) U ... U Us,, (xx) D [a, b].

Pazymékime N := max{n, ,...,ny,} € IN. Imkime bet kokius n > N ir t € [a,b]. Tada
Ji:1 € Us, . IS Cia del sekos {g,} mazejimo g, (1) < gn (1) < gn, (1) < &. Taigi

0<gn(t) <e, kait €a,b], n> N.
Tai ir reiSkia, kad g, = 0. A

Pastaba. Intervalo uZdarumas yra esminé salyga. PavyzdZiui, x" | 0, x € [0, 1), bet konvergavimas néra
tolygus, nes sup,c(g;1) [x" — 0/ =1 7 0 (Zr. 6.2.1 pavyzdy).

Lema. Egzistuoja daugianariy sistema P, p, n € N, k = 0,1, 2, ...,n, pasiZyminti savybémis:
1) Pox(x) >0, x€]0,1], Vn, k;

2) Y Puk(x)=1,neN;
k=0

3) ¢, ;= max Z <— —x) Pox(x) = 0, n — oc.
x€[0,1] —o n
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Irodymas. Niutono binomo formuléje

e =E (e () e

k=0
paéme a = x ir b = 1 — x, gauname

1= ; (Z)xk(l — Xy

Pazymékime

aku):(zyﬁu—xy*a

0.8
0.6
0.4+

0.2
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X
5 pav. Daugianariai £, ,, n =20,k=0,1,2,...,10.

Daugianariai P, akivaizdZiai tenkina pirmaja ir antraja lemoje suformuluotas savybes.
Lieka patikrinti tre¢iaja. Pasinaudoje formule k(}) = n("_l), k > 1, turime

ngn,k(x) = I:ZIk(Z)xk(l _xyk

n—1
—1
— nx Z (I’l . )xk<1 x)(n—l)—k
k=0
n—1
= nx - Z Pi_1k(x) =nx
k=0

Analogiskai, pasinaudoj¢ formule k(k — 1)(}) = n(n — 1)(2:;), k > 2, gauname lygybe

> k(k = 1)Pui(x) = n(n — 1)x%.
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Sudéje Sig ir pries tai gautg lygybes, turésime
ZkQPn,k(x) = n(n — 1)x* + nx. (%)
k=0
Remdamiesi antraja savybe ir lygybemis (%) bei (xx), gauname

i <§ _ x)Qpnyk(x) = n% i(kQ — 2knx + n*x%) P, k(%)
k=0

=1
1
= —Q[n(n — 1))62 +nx — 2nx - nx +n’x% — 1]
n
nx —nx?  x(1—x
= 5 = ( ), x € [0, 1].
n n
Todél
x(1—x) 1
¢, = max ———==— — 0, n— 0. A
x€[0,1] n 4n

6.12. Teorema. (VejerStraso teorema apie tolydziuy funkciju aproksimavimg daugianariais.) Ber
kokiai funkcijai f € Cla, b egzistuoja daugianariy seka { P}, konverguojanti tolygiai (intervale
la, b]) i funkcijq f.

[rodymas. PradZioje tarsime, kad f € C[0, 1]. Pazymékime M := sup |f(x)|ir
x€(0,1]

Py (x) ::if(%)])n,k(x), xel0,1, nel.

Daugianariai P, vadinami funkcijos f BernSteino daugianariais. Jrodysime, kad P, = f intervale
[0,1]. 6 paveiksle matome tolydZia, bet nediferencijuojama (,kampuoty™) funkcija ir kelis ja
aproksimuojancius BernSteino daugianarius.

1.4

1.2

0.8
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

6 pav. Funkcija f(x) =2 —3J|x — 2|+ 4]x — 7| 4+ 5[x — 5|
ir jos Bernsteino daugianariai P,, n = 10, 50, 200.
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Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Kadangi funkcija f yra tolygiai tolydi intervale [0, 1], tai
€
3§>0:1f(x)— f(y)| < 3 kai |x —y| <8, x,y €[0,1].

Ivertinsime skirtuma,

1500 sG] <o 1) o
= Y o) e+ X re - ()] P

[ E—x|<s kil E—x|>3

g- 3 Pl +2M- Y

kil E—x|<s kilf—x|>3

/A

Kadangi ¢, — 0, n — 00, tai

2M & )
dN e IN: ¢, < —, kain >N,
52 2
todél sup |f(x) — P.(x)| <e, kain > N. Taigi P,= f intervale [0, 1].
x€(0,1]
Dabar nagrinékime bendrg atveji, ty. f € Cla, b]. PaZzymekime 7()6) = fla+ (b—a)x),
€ [0,1]. AiSku, kad f € C[0,1]. Remiantis prie$ tai jrodytu, egzistuoja daugianariy seka
{P }: P, f intervale [a, b).
Pazymékime

~ /X —a
P, ::Pn< ) e la, b].
@) =P(3—), xelad
Aisku, kad P, — daugianariai. Be to,
xX—a ~ /X —a ~ ~
sup |f(x) = () = suwp |F(3—) = Ba(3—)| = sup 1F) = B(y) =0,

x€[a,b] x€[a,b] b— y€[0,1]

kai n — oo. A

6.13. Teiginys. (Funkcijy seky ir eiluéiy diferencijavimas.)
1) Tarkime, kad
a) f, € Ctla,b], n € N,
b) Ilim,— fu(a) € R,
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c) f,=g intervale [a, b].
Tada egzistuoja f = lim,—.o fn € Clla, b] (konvergavimas tolygus) ir

f'(x) = lim fi(x)(=g(x)), x¢€]ab].

2) Tarkime, kad
a) f, € Ctla,b], n € N,
b) skaiciy eiluté > o | fu(a) konverguoja,
c) funkcijy eiluté Y o | fi konverguoja tolygiai intervale [a, b].
Tada funkcijy eilute Z;o:1 Jn taip pat konverguoja tolygiai ir

(anm) =Y ). xefab)

Pastabos. 1) Vietoje taSko a galima imti bet kokj intervalo [a, b] taska.
2) Stai paprastas pavyzdélis, rodantis, kad i¥vestiniy konvergavimo salyga esminé: < sinnx =0,
n — o0, bet (+sinnx) = cosnx konverguoja, kai n — o0, tik viename taske x = 0.

Irodymas.
1) PaZymékime

f(x):= Jim Sola) + /xg(t)dt, x € [a,b].
Tada f'(x) = g(x), x € [a,b], ir
Ju®) = () = (Jux) = fu(@) = (S (x) = [ (@) + (fula) = /(@)

/f 1) dr — /f 1)dt +(fu(a) — f(a))
:/a (fi(t) = £ () dt + (fula) — f(a)).

Kadangi f,(a) — f(a), n — oo, tai pakanka jsitikinti, kad integralas su kintamu virSutiniu
reziu konverguoja i 0 tolygiai intervale [a, b]. Pazymékime

&n:= sup |fr(x)— f'(x)] >0, n— oo,
x€[a,b]
Tada
up | [0 = r)a < s [ 150 - 50)|
x€[a,b] a x€[a,b]

< sup/ endt = sup e,(x —a)=e¢e,(b—a) -0, n— oo.
]

x€la,b x€[a,b]

2) Pakanka pritaikyti pirmaja dalj eilutés daliniy sumy sekai. A
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6.14. Apibrézimas. Laipsnine eilute vadinama funkcijy eilute, turinti pavidalg

¢iaa € R, ¢, € IR, n € INU{0}. Skaiiai ¢, vadinami laipsninés eilutés koeficientais, a —

centru.
xX0
6.15. Teiginys. Laipsninei eilutei ), c,(x —a)" paZymékime
n=0
1
= — € [0, +OO]
lim /¢, |
n—o0
Tada
xX0
1) Laipsniné eiluté ) c,(x —a)" konverguoja absoliuciai, kai |x —a| < R, ir diverguoja, kai
n=0
x —al > R.!
2) Jei egzistuoja riba R’ := lim o) tai R" = R.
n—o0 n

Pastaba. R vadinamas laipsninés eilutés konvergavimo spinduliu, o intervalas (¢ — R;a + R) — laipsninés
ciluteés konvergavimo intervalu. Kai R = +o0, jos konvergavimo intervalas yra visa skai¢iy ties¢ IR.

[rodymas. 1) Remsimés eiluciy konvergavimo KoS$i poZymiu:
o := lim /|c,| - |x —al" =[x —a| lim ¥/|c,| <1, kai |x —a| < R,
n—o0 n—o0

ir o > 1, kai |[x — a| > R. Todél eiluté konverguoja absoliuciai, kai |x — a| < R, ir diverguoja,
kai [x —al > R.
2) Remsimeés Dalambero poZymiu:

.| Cp1(x —a)" Tt . [Cnt1 x —al x —a|
i = |x —al- lim ‘: = -
n—00 Cn (x — a)’l n—o00 | ¢y, lim | &2 R

n—oo | O

Todél eiluté konverguoja absoliuciai, kai |x —a| < R’, ir diverguoja, kai |x —a| > R’. Palyging
§i fakta su pirmaja dalimi, gauname, kad R = R’. A

6.16. Pavyzdziai.

D> % Sios eilutés konvergavimo spindulys lygus
n=0

1 "
R=—— = lim vn! = 4o00.
_hm o 1 n—00
nooo ¥ 1!

Eilutés konvergavimo intervalas yra IR.

I Kai |x —al = R, galimi jvairGs atvejai.
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6.17.

6.18.
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2) > ’;—n Sios eilutés konvergavimo spindulys lygus

n=0
1 :
R=———=lim Jn=1.
lim ”% e
n—oo

Taigi eilutes konvergavimo intervalas yra (—1, 1). Intervalo galus x = =1 reikia iStirti atskirai.

n

Tatke x = 1 eilute > 72 0= = 3 L (harmonin¢ eilut¢) diverguoja, o taske x = —1 eilute

n=0 75 n=0 n

Zi‘;o ’;—n = Zi‘;o (—n_1)” konverguoja pagal Leibnico poZymyi; be to, ji konverguoja reliatyviai, nes

=3 L = too. Todél eilutés konvergavimo intervalas

moduliy eilutés suma » - ‘(—’1_1)” 0

yra (—1;1), o konvergavimo aib¢ yra [—1;1).

xX0
2 > ;ZC—Z (¢ > 1). Konvergavimo intervalas (—1;1), o konvergavimo aibé — [—1;1]
n=1
(taskuose x = =1 eiluté Sjkart konverguoja absoliuciai).
xX0
3) > n"x" (R = 0). Konvergavimo intervalas yra , o konvergavimo aibe — {0}.
n=1

xX0
Teiginys. Tarkime, kad _ c,(x —a)" yra laipsniné eiluté su konvergavimo spinduliu R > 0 ir
n=0

0 <R < R. Tada
w ~ ~

1) eiluté Y c,(x —a)" konverguoja tolygiai intervale [a — R, a + R|;
n=0

2) eilutés suma f(x) = Y c,(x —a)" yra tolydi funkcija intervale (a — R, a + R).
n=0

[rodymas. 1) |c,(x —a)"| < lc,|R", x € [a — R,a + R]. Remiantis 6.6 teiginiu (VejerStra-
w ~

so pozymiu), pakanka isitikinti, kad >  |c,|R" < +o0o. Pritaike Ko§i pozymj, turime, kad
n=0

lim /|, |R" = % < 1. Todél eiluté konverguoja.
n—o0

2) Imkime bet kokij taska x € (¢ — R,a + R) (Jx —a| < R). Jam atsiras toks R < R, su
kuriuo [x —a| < R. Remiantis 6.8 iSvada, f yra tolydi intervale [a — R, a + R}, tode¢l atskiru
atveju ji tolydi ir taske x € (¢ — R,a + R). A

ISvada. (Laipsninés funkcijos diferencijavimas ir integravimas panariui.) Laipsning eilute
galima diferencijuoti ir integruoti panariui jos konvergavimo intervale: jei Zi‘;o cn(x —a)’ —
laipsniné eiluté su konvergavimo spinduliu R, tai
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[rodymas. Isvestiniy eilutés >~ nc,(x —a)"~1 konvergavimo spindulys yra lygus
lim /nle,]  lim e

tai yra, jis sutampa su nagrin¢jamos eilutés konvergavimo spinduliu. Todel iSvestiniy eilute
konverguoja tolygiai kiekviename intervale (a — R a+R) su0 < R < R. Remiantis 6.13 teiginiu,
laipsning eilute galima diferencijuoti panariui kiekviename tokiame intervale, taigi ir visame
intervale (¢ — R,a + R).

Integravimo panariui teisétumas jrodomas panaSiai: kadangi laipsniné eiluté bet kokiame
intervale [a — R,a+ ﬁ] C (a — R, a + R) konverguoja tolygiai, tod¢l jame ja galima integruoti
panariui.? Todé¢l tai galima daryti ir visame intervale (¢ — R, a + R). A

R/

6.19. Pavyzdziai.
1) Nagrinékime laipsning eilute f(x) := Y -, ’;—n, x € (—1,1). Konvergavimo intervale
(—1,1) ja galime diferencijuoti panariui:

> 1
=) xt= , xe(=1,1).
ot 1—x

Integruodami gautaja lygybe, gauname

f(x)gf(O)—i—/oxf/(t)dt:f(0)+ det:—ln(l—x), x € (—1,1).

o 1—1t
Vietoje x jraS¢ —x, gauname jau paZzistama formule

=, (-1

In(1+x)=—f(-x)=>Y ~——x" xe(-11)

n
n=1

2) Panariui integruodami laipsning eilute

fx) = (n+1)x", xe(-11),
gauname
/xf(f)de/x(inJrl ) i(”l—l-l)/xtndt

> X
Zx”“ = , xe(—-11).
o 1—x

Dabar diferencijuodami gauname

f(x)=< - )/:ﬁ, x e (—1,1).

1—x

b b
2 Prisiminkime integraly savybe D[a,b] > f, =2 f € D[a,b] = fa fn — fa f 1ir pritaikykime ja eilutés daliniy
sumuy sekai.
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6.20.

6.21.

6.22.

V. Mackevicius 6. Funkcijy sekos ir eilutés

Apibrézimas. Bet kokiam intervalui / C IR Zymesime D([I) aibe¢ visy funkciju f : I — IR,
neturin€iy antro tipo trukio tasky intervale /. Tokias funkcijas vadinsime reguliariomis.

Fastabos. 1) Intervalo I galuose reikalaujama baigtiniy vienpusiy riby egzistavimo (jei tie galai priklauso
D).

2) Dla, b]: = D([a, b]), D[0, +00): = D([0, +00)) ir t.t.

3) Akivaizdu, kad Cla, b] C D]a, b].

f
oV
PR — 5

7 pav. Funkcija f € Da, b].

Teiginys. Jei seka D(I) = f,= f intervale I, tai f € D(I) (kitaip tariant, D(I) yra uZdara
tolygaus konvergavimo atzvilgiu.)

Irodymas. Trodoma kaip 6.8 iSvada, tik vietoje A, = tlim Su(t) = fu(x) reikia imti A,:=

t_l)lgl_o Su(t) arba A,: = t_l)l)rcr_lo Su(1). A
Apibrézimas. Funkcija f: [a, b] — IR vadinama ldiptine, jei intervalg [a, b] galima taip suskai-
dyti i baigtinj skaiCiy intervaly Iy, k = 1,2,...,m ([a,b]) = UL, L ir LN [y = @, kai k # k'),
kad kiekviename i§ Siy intervaly I funkcija f yra pastovi, t.y. egzistuoja tokios konstantos yg,
k=1,2,...,m,kad f(x) = y, x € I, k = 1,2,...,m. Intervalai Iy vadinami funkcijos f
pastovumo intervalais.?

Visy laiptiniy funkciju klase¢ Zymésime S[a, b]. Akivaizdu, kad S[a, b] C D|a, b].

@
Q)
¢ 3
3 : I
*—0 | |
C . —e
a b X

8 pav. Funkcija ¢ € S[a, b|.

Pastaba. Remiantis 6.21 teiginiu, jei S[a, b] > f,= f, tai f € DJa, b]. Véliau (6.25 teorema) pamatysime,
kad tolygios laiptiniy funkcijy ribos ,.iSsemia® visa klase D]a, b].

3 (ia vientaske aibe {a} laikoma uZdaru intervalu [a, a].
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6.23. Teiginys. Sakykime, f € Cla, b). Apibrézkime laiptiniy funkcijy sekq {@,} lygybémis
f(x0), kaixe[x,?,xgﬂ),k:(),l,,”’n_l’
f(b), kaix =x!'=b;

b—ua

%@%Z{

X;=a+ k, k=0,1,2,...,n.

Tada ¢, = [ intervale [a, b], ty. seka {@,} konverguoja | f tolygiai intervale [a, b].

y

9 pav. TolydZiosios funkcijos aproksimavimas laiptinémis funkcijomis.

[rodymas. Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Kadangi f yra tolygiai tolydi intervale [a, b] (Kantoro
teorema), tai atsiras toks § > 0, kad

|f(x) = f(y)] <& kailx—y|l <8, x,y€la,b]

Paéme tokj N € IN, kad b%“ < 8, gauname, kad su visais x € [a, b] turime |@,(x) — f(x)| < &,
kai n > N. IS tikruyju, jei n > N, tai bet kokiam taskui x € [a, b) paimkime intervalg [x}, x}/ +1),
kuriam jis priklauso. Tada |[x} — x| < &, ir todél |@,(x) — f(x)| = [f(x}) — f(x)| <. O
taSke x = b visada turime ¢, (b) — f(b) = 0 < ¢. Tai ir reiskia, kad ¢, = f intervale [a, b] (N
pasirinkimas priklauso tik nuo ¢ > 0 ir nepriklauso nuo x € [a, b]). A

6.24. Pastaba. IS teoremos jrodymo nesunku matyti, kad tolygus konvergavimas ¢, = f intervale
[a, b] iSliks, jei (Zr. 9a pav.):
a) vietoje taSky x; = a + bn;“, suskaidandiy intervalg [a, b] | n vienodo ilgio bn;“ intervaly
[x,f,x,?ﬂ], k=0,1,...,n — 1, imsime bet kokius taSkus a = x{j < x] < --- < x{ = b,
n € IN, tenkinancius salyga
max |x},, —x/| — 0, kain— oc;
0<k<hr—1 ‘ k+1 k‘ ’
b) laiptinés funkcijos ¢, reikSmes apibréSime ne funkcijos f reikSmémis kairiuosivose ati-
tinkamo skaidinio intervalu [x;, x} +1] galuose, o bet kokiuose ty intervaly taSkuose & €
[X¢ > Xy q)> Loy. imsime

(m__f@%]mxewwﬁjkzahum—L
T F), kaix =x) =b.

15
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|
— N n
a=x, 5;'0 X

9a pav. Bendresnis tolydZiosios funkcijos aproksimavimas laiptinémis funkcijomis.

6.25. Teorema.
1) Bet kokiai funkcijai f € Dla, b] egzistuoja laiptiniy funkcijy seka {¢,} C S|a, b], kon-
verguojanti | [ tolygiai intervale [a, b].
2) Kiekvienos funkcijos f € Dla, b| triikio tasky aibé yra baigtiné arba skaiti.
3) Kiekviena funkcija f € Dla, b] yra apréZta.

Irodymas.
1) Imkime bet kokig funkcija f € D|a, b]. Laisvai pasirinkime ¢ > 0. Tada su kiekvienu
X € [a, b] atsiras toks 8, > 0, kad

F() = f(x +0)| < g kai € (x,x +8:) N [a, b],

ir
£(1) = f(x —0)] < g kai € (x — 8,,x) N [a, bl.
Kadangi
U Usx)= |J (x—=8c.x +8) D [a.b],
x€[a,b] x€[a,b]

tai, remiantis intervalo [a, b] kompaktiSkumu (teorema apie baigtinj denginj), atsiras tokie xi,
X2, ..., X, € [a,b], kad

U5x1 ()Cl) U U5X2 ()CQ) U U U5Xn ()Cn) D) [a, b]

Imkime aibe {ag, a1, - .., ax}, sudaryta i$ skaiciuy a, b, x;, x; — 0y, , X; +9y,, priklausanciy intervalui
[a, b] ir sura8yty didéjimo tvarka: a =ap <a; < -+ < ax = b.

Apibrézkime funkcija ¢ € S|a, b] Siomis lygybémis:

o(a;):= f(ai), 1=0,1,...,k;

@(x) := f(c;), kaixe(aj-1,q;);

¢ia ¢; — bet koks fiksuotas taSkas i§ intervalo (a;_;, a;) (pavyzdZziui, ¢; = %(a ji—1t+aj)).
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Tada |@(x) — f(x)| < & su visais x € [a, b]. IS tikryju, imkime bet kokj taka x € [a, D).

Jeix=a;(j=0,1,...,k), tai [p(x) — f(x)| =0 < ¢&. Jei x € (aj—1,a;), tai atsiras toks i,
kad

(@j-1,a;) C (xi, % +8x) (1)
arba

(@j-1,a;) C (xXi =8, xi). (2)

Tarkime, kad, pavyzdZziui, teisingas (1) atvejis. Tada

[p(x) = f()| = | £(ej) = f(x)]
<[f(e)) = £l +0)| + [ (xi +0) = f (x)
<fiios
nes 0 <c; —x; <a; —x; <8, Ir0 <x —x; <38,.

Taigi laisvai pasirinktam ¢ > 0 sudaréme tokia funkcija ¢ € S|a, b|, kad su visais x € [a, b]
yra teisinga nelygybe |p(x) — f(x)| < ¢. Imdami ¢ = %, n=1,2,..., gausime tokig seka

{on} C Sla, b], kad |@,(x) — f(x)| < %, x € [a,b], n € IN. Aisku, kad ¢, = f intervale [a, b].

2) Nagrin¢kime funkcija f € Dla, b ir anksCiau sudaryty seka {¢,} C Sla,b] (¢.= f).
Kiekvienos funkcijos ¢, triikkio tasky aibé 7,, (sudaryta iS pastovumo intervaly galu) yra baigtine.
Visos funkcijos ¢, yra tolydzios aibéje A = [a, b]\(IU,—, T;). Todél ir f yra tolydi aibeje A
(tolygiai konverguojancios tolydZziy taske funkciju sekos riba — taip pat tolydi tame taske). Tai
reiskia, kad funkcija f gali turéti trokj tik aibés T = [ J) | T, taSkuose. Kadangi aibe 7' yra
baigtiné arba skaiti (baigtiniy aibiy skaiti sajunga), tai teiginys jrodytas.

3) Bet kokiai funkcijai f € D[a, b] imkime tokig funkcija ¢ € S[a, b], kad
() — )| <L x€lab]
Laiptiné funkcija jgyja tik baigtinj skaiCiy reikSmiy. Todeél galime paZymeti

M := max |p(x)| < +o0.

x€[a,b]
IS Cia gauname

f(x0)| <|e@)| +1<M+1, xelab] A



