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Mokomoji priemoné skirta dirbti kartu su knyga "Aleksandras Krylovas. Dis-
krecioji matematika. Paskaity konspektas. Vilnius, 2004, 124 p."
M Atitinkamos vietos pazymeétos taip. Pavyzdziui, §is Zenkliukas
== rodo, kad naudojama teoriné medZiaga yra i§ A.Krylovo paskaity
(64 psl.) konspekto 64 puslapio.

UZdavinyna sudaro keturios dalys: Matematiné logika ir bulio funkcijos, ai-
bés ir kombinacijos, sarySiai bei grafai. Kiekviename knygos skyriuje pateikiami
uzdaviniy sprendimo pavyzdZiai bei savarankisko darbo pratimai.

Eg Siuo Zenlkleliu Zymimi sprendZiami pavyzdZiai.

Visi knygos skyriai numeruojami vienu arabisku skaitmeniu (1...6); iliustra-
ciju numeravimas yra bendras.

Aleksandras Krylovas, Olga Subo¢



1. MATEMATINE LOGIKA IR BULIO FUNKCIJOS

Loginiy operacijy lentelé

x|ly|ZT|y|aVy|laky |z=y|leey|zdy|xy|zly
0[O0 1]1 0 0 1 1 0 1 1
0O{1]110 1 0 1 0 1 1 0
11001 1 0 0 0 1 1 0
111[0]0 1 1 1 1 0 0 0

5 Irodyti antraji de Morgano désni (z V y) < (T&7).

Sprendimas. Naudodamiesi pagrindiniy loginiy operacijy lentele sudarome
antrojo de Morgano désnio teisingumo lentelg:

xlylaVy|zVy | T |7 |z&y | (xVy) & (T&Y)
00| O 1 1{1] 1 1
01 1 0 110} O 1
110 1 0 0|1 0 1
1)1 1 0 00| O 1

Kadangi paskutiniame lentelés stulpelyje yra tik vienetai, formulé yra tautolo-
gija (tapatingai teisinga).

|| Loginé funkcija L(x, y) nekei¢ia nulio, jeigu L(0,0) = 0.
(24 psl) Loginé funkcija L(z, y) nekei¢ia vieneto, jeigu L(1,1) = 1.

Loginé lygtis L(x,y) = 0 turi tiek sprendiniy, kiek paskutiniame teisingumo
lentelés stulpelyje yra nuliy.

Analogi$kai, loginé lygtis L(z, y) = 1 turi tiek sprendiniy, kiek paskutiniame
teisingumo lentelés stulpelyje yra vienety.

Ar funkcijos 7 ir x V y keicia nuli?
5 Sprendimas. Funkcija T keicia ir nuli, ir vieneta, nes 0 = 1, 1 = 0.
x V y nekeicia nei nulio, nei vieneto,nes0 V0 =0,1Vv1=1.

Logine lygtis x VV y = 0 turi vieng sprendini, x VV y = 1 turi tris sprendinius.
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Bulio funkcija S(w, u) apibrézta formule (W = u)&(w = w).
5 Ar ji keicia nulj ir vieneta? Kiek sprendiniy turi loginés lygtys
S(w,u) =1ir S(w,u) =07?
Sprendimas. Pasinaudojus loginiy operacijy lentele sudarome funkcijos S (w, )
teisingumo lentele:

wlu|lW|lw=u|T|w=1|(W=u)&w=m71)
001 0 1 1 0
0171 1 0 1 1
110]0 1 1 1 1
1(1]0 1 0 0 0

Kadangi S(0,0) = 0, tai Bulio funkcija nekei¢ia nulio. Paskutiniame lentelés
stulpelyje yra du vienetai, taigi loginé lygtis S(w, u) = 1 turi du sprendinius.

Bulio funkcija L(a, ¢, z) apibrézta formule ((¢ @ a) | 2) | c.
5 Ar ji keicia nulj ir vieneta? Kiek sprendiniy turi loginés lygtys
L(a,c,z) =1ir L(a,c,z) = 0?

Sprendimas Pasinaudojus loginiy operacijy lentelémis (Zr. 20-21 psl.) sudaro-
me funkcijos L(a, ¢, z) teisingumo lentele:

alclz|c|cdal|(€da)lz | L(a,c,2)
0/0|]0 |1 1 1 0
00|11 1 0 1
011]0]0 0 1 0
O(1(1]0 0 1 0
11001 0 1 0
1{0]1]1 0 1 0
1111010 1 1 0
1(1(1]0 1 0 0

Kadangi (0, 0,0) = 0, tai funkcija nekei¢ia nulio. L(1, 1, 1) = 0, todél funk-
cija keicia vieneta. Taigi L € Ty ir L ¢ T}.

Loginé lygtis L(a,c,z) = 0 turi tiek sprendiniy, kiek paskutiniame lentelés
stulpelyje yra nuliy, t.y. septynis. Loginé lygtis L(a, ¢, z) = 1 turi viena sprendi-
nj.



I..| Funkcijos f(x1,za, ..., z,) dualigja funkcija vadiname
= funkcija f(Z1,Za, . .., Tp). Ja Zymésime

(21 psl.) f(xy, xa,. .. ).

|| Funkcija f(x1, xs, ..., x,) vadinama savidualiaja, jeigu
(22psl) f(l'l,l'g,...,ﬂ?n) :f (xthv"')xn)'

Eg Kurios i8 funkcijuy x @ y, 7, &y yra savidualiosios?

Sprendimas. Funkcijos T dualioji funkcija yra T=7, t.y. ji yra savidualioji.
Funkcijos x @ y dualioji yra 7 & 3. Sudarykime jos teisingumo lentele:

T|IY|ZT|Y|TDY | TDY | DY
00110 1 0 0
O|1|1]1 0 1 1
1101010 0 1 1
1101 1 0 0

Palyginus paskutinius du lentelés stulpelius matome, kad jie sutampa. Galime
padaryti iSvada, kad x @ y yra savidualioji funkcija.

Funkcijos 2&y dualioji yra Z&7. Pasinaudojus de Morgano désniais, pertvar-
kome $ig iSraiSka:

&y = x Vy # x&y.

Matome, kad funkcija &y néra savidualioji.

5 Bulio funkcija L(a, ¢, z) apibrézta formule ((¢ @ a) | 2) | c.
Ar ji yra savidualioji?

Sprendimas. Pasinaudojus loginiy operacijy lentelémis sudarome funkcijos
L(a, c, z) teisingumo lentele:
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alclz|c|cdal| (€da)lz | L(a,c,2)
010101 1 1 0
00111 1 0 1
0/1]0]0 0 1 0
01110 0 1 0
11001 0 1 0
1{0]1]1 0 1 0
1{1]0]0 1 1 0
1{1]1]0 1 0 0

Sudarome jos teisingumo lentele:

Dualioji funkcijai L(a, ¢, z) yratokia L(@, ¢, Z), t.y. funkcija L* = ((c @ a) | Z) |

alclz|a|coda|z|(cha)|z|c|((cha)|z)]ec| L
0001 1 |1 0 1 0 1
0[0]1]1 1 |0 1 1 0 1
oj1{of|1] 0 |1 1 0 0 1
o|{1|1]1] 0 |0 1 0 0 1
110[0]0 0 1 1 1 0 1
1{oj1]0] O |O 1 1 0 1
1{1jo0jo] 1 |1 0 0 1 0
1{1|170] 1 |0 1 0 0 1

Kadangi funkcijy L ir L* teisingumo lenteliy paskutinieji stulpeliai nesutampa,

tai funkcija L(a, ¢, z) néra savidualioji.

Pastebékime, kad greiciau galima gauti funkcija L* i8 funkcijos L teisingumo
lentelés:

L*(0,0,0) = L(1,1,1) =
L*(0,0,1) = L(1,1,0) =
L*(0,1,0) = L(1,0,1) =
L*(0,1,1) = L(1,0,0) =
L*(1,0,0) = L(0,1,1) =
L*(1,0,1) = L(0,1,0) =
L*(1,1,0) = L(0,0,1) =

C.



L*(1,1,1) = L(0,0,0) = 0 = 1,

|| Kiekviena (iSskyrus const = 0) loginé funkcija uZraSoma tobulaja

disjunkcine normaligja forma:
(23 psl.)

flry,z0,. 0 2,) = \/ ] wy? e are.

flo1,02,....,0n)=1
I‘!!" Panasiai apibréZiama tobuloji konjunkciné normalioji forma:
(23 psl.)
flzy,2e,. .., x,) = & (7' VIV Vo).

ParaSykite funkcijos x < y tobulasias disjunkcing ir konjunkcing

Eg formas.

Sprendimas. Bulio funkcija x < y lygi vienetui su tokiomis
kintamyjy kombinacijomis: (0,0) ir (1,1). Todél jos tobuloji
disjunkciné normalioji forma yra tokia:
r &y =&y V r&ky.

Si funkcija lygi nuliui su tokiomis kintamyjy kombinacijomis: (0,1) ir (1,0). Kei-
¢iant kintamyjy reikSmes i prieSingas (t.y. i (1,0) ir (0,1)), suraSome tobulaja
normaliajga konjunkcine forma:

rey=(TVykrVvy).

Parasykite funkcijos = | y tobulgsias disjunkcing ir konjunkcing

5 formas.
Sprendimas.Funkcija x | y lygi vienetui tik su (0,0), ir nuliui su
Siomis kintamyjy kombinacijomis: (0,1), (1,0) ir (1,1). Todél ja
galime uZraSyti tokiais budais:

zly=(@VylEVyl(TVy)

Bulio funkcija Q(h, e) apibrézta formule e&(h V (h = €)).
5 ParaSykime jos tobulasias konjunkcing ir disjunkcing
normaligsias formas.
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Sprendimas. Sudarykime Bulio funkcijos Q(h, €) teisingumo lentele:

hle|e|h=e|(h=%e) |hV(h=¢)|e&k(hV(h=2¢)) | Qh,e)
01011 1 0 0 0 1
0|10 1 0 0 0 1
110]1 1 0 1 0 1
111]0 0 1 1 1 0

Kadangi Bulio funkcija Q(h, e) lygi vienetui su §iomis kintamyjy kombinaci-
jomis — (0,0), (0,1) ir (1,0), tai jos tobuloji disjunkciné normalioji forma yra

e&(hV (h = €)) = h&e V h&e V h&e.

Funkcija lygi nuliui tik su (1,1). Sukeitus kintamyjy reikSmes i prieSingas, suraSo-
me tobulaja disjunkcing normaliaja forma:

e&(hV (h =) = (hVe).

I‘!!' Monotoniniy funkciju klasé apibréZiama taip:
(25 psl.)

T<={f:axp= fla) < f(B)}

5 Funkcija F'(x,y) = x = y néra monotoning, nes (0,0) < (1,0),
tadiau F(0,0) = 1 0 F(1,1) = 0, t.y. F(0,0) > F(1,0).
&5 >

IStirkime funkcijos N (z,y) = y& (T V 7) V (x&y)
monotoniSkuma.

Sprendimas. Sudarykime funkcijos N (z,y) teisingumo lentelg:

T

y | (z&y) v (TVy) | N(
I

y)

—|—lo|lo|s
—| o —| ol
8
~lololo|le
<

| —| O =<l

x
0
1
0
1

S| O ==&l
i

Matome, kad (0
pat (0,0) < (1,0) < (1,1)

,1) < N(1,1). Taip
). Kintamuyjy (0,1) ir

\.O
Nt
A
= o
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(1,0) reikSmiy palyginti negalime (Zr. 25 psl.). Taigi funkcija N(x,y) yra mono-
tonineé.

I-!!' Tiesiniy funkcijy klasé apibréZziama taip:
(25 psl.)

T, ={f: flz1,29, - ,xn) = o ® 1&x1 D &0 @ -+ - © c, &y, }

5 IStirkime funkcija K (z,y) = x&y. Jeigu ji yra tiesiné, tai

&y = co B 1&x D o &y.

Pasinaudojus funkcijos K (z,y) teisingumo lentele surasime koeficientus c¢;. Ista-
tysime | gauta iSraiSka kelias kintamyjy kombinacijas ir prilyginsime rezultata at-
sakymui i§ teisingumo lentelés:

K(0,0) =0, tuomet co® ;&0 c2&0 =co=0,
K(0,1) =0, tuomet 0@ ;&0 @ co&l =y =0,
K(1,0) =0, tuomet 0&® ;&1 & 0&0=c =0,

Taigi gavome, kad &y = 0@ 0&x @ 0&y. Taciau, istacius i $ia iSraiska (1, 1)
gauname, kad 1&1 = 1, bet 06 0&1 & 0&1 = 0. Tai reiskia, kad funkcija K (x,y)
néra tiesiné.

Eg Bulio funkcija L(w, b, v) apibréZta formule ((b © w) | v) | b.
Ar ji yra tiesiné?

Sprendimas. Jeigu funkcija yra tiesiné, tai ja galime perraSyti tokiu pavidalu:

L(w,b,v) = (b@w) |v) | b=co® cr&w @ &b @ cs&ew.

Sudarykime teisingumo lentele:
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wlblo|b|bow | bow)v| (bow)|v) b | Lw,b,v)
0(0]0]1 1 1 0 1
0]0|1]1 1 0 0 1
0O|1/0]0 0 1 0 1
O(1]1]0 0 1 0 1
11001 0 1 0 1
1101 |1 0 1 0 1
111]0]0 1 1 0 1
11171710 1 0 1 0

Pasinaudojus funkcijos L(w, b, v) teisingumo lentele surasime koeficientus c;.
Istatysime { gauta iSraiSka kelias kintamyjy kombinacijas ir prilyginsime rezultata
reikSmei 1S teisingumo lentelés:

L(0,0,0):Co@Cl&O@CQ&O@Cg@O:CO@O:1, t.y. 00:1;
L(0,0,1) =10 &0 @ c&0@csdl=c3d1=1, ty ¢3=0;
L(0,1,0) =10 &0 D &l ®0&0=cod1=1, ty. co=0;
L(1,0,0) =10 &l d0&0d0&0 =1 =1, ty ¢ =0

ty. L(w,b,v) = 1@ 0&w @& 0&b @& 0&v = 1, kas reiksty, kad visos funkcijos

L(w, b, v) reik§meés lygios vienetui ir nepriklauso nuo loginiy kintamyjy. Taciau
i§ teisingumo lentelés matome, kad L(1,1,1) = 0. Kadangi gavome prieStaravi-
ma, tai funkcija L(w, b, v) néra tiesiné.

I‘!!| Formulés gylis, prefiksinis pavidalas
(12 psl.)

Eg Nustatykite propozicinés formulés
(Pe2) =0b)| (Z&e)) V(b= (p=2)) gyl
Sprendimas

Loginiai kintamieji b, e, p, ir z yra nulinio gylio formulés. Pirmojo gylio for-
mulés gaunamos i$ jy, panaudojus viena propozicing jungti (atlikus vieng loging
operacija). Pazymékime pirmojo gylio formules A;, kur ¢ yra formulés numeris:
Ay =Dp, Ay = Z, A3 = p = z. Perrasykime prading formule, naudojant Siuos
Zymeéjimus:

(A1 @ Az) = b) | (A2kee)) V (b= As).
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Antrojo gylio formulés gaunamos i pirmojo gylio formuliy, su jomis atlikus viena
logine operacija. Zymint gautas antrojo gylio formules B;, gauname, kad B; =
AL @ Ay, By = Ay&e, B3 = b < Ajz ir tuomet propozicing formulg galime
perraSyti tokiu budu:

Treciojo gylio formulé yra viena: C; = B; = b, tuomet propoziciné formulé
atrodys taip: (C; | Bg) V Bs; ketvirtojo gylio formulé — D; = C) | By, tai
gauname D, V Bs, o pastarosios formulés gylis yra lygus penkiems.

5 Perrasykite formule ((p @ 2) = b) | (Z&e)) V (b < (p = 2))
prefiksiniu pavidalu.

Sprendimas.

Galime pastebeéti, kad (((p @ z)
VAB,¢ia A= (p@z) =) | (z
iSraiSkas galima perrasyti kitaip: A
D =Z&e,

B=(b& E)=(&bE),tiaE = (p=z2) = (= p2).

Perrasykime gautas iSraiskas C'ir D:
C=(F=0b0=(=Fb),F=pdz;
D=1&e=&le, ] =Z =z
CaF=J0K=0@JK,kurJ=p=-p, K =%

Istatome gautas iSraiSkas | prading: VAB =
Fb&le < b= pz =V |= ®JKb&k—ze & b =
b= pz.

=b)| (Z&e))V(be (p=2) =AVB=
&e),o0 B =b < (p = z). Gautas A ir B
=C|D=|CD,kurC=(p&®z)=bo

% | CD & bE =V |=
pz =V |= & pzb&—ze &

Turnyre dalyvauja Sesi sportininkai: Jonas, Jurgis, Vilius, Petras,

5 Mindaugas, Marius
Ta pacia rungtyniy vieta gali uzimti tik vienas sportininkas.
Penki sportinés loterijos loS¢jai prognozavo tokius rezultatus:
1) Mindaugas — antras, Petras — ketvirtas;
2) Mindaugas — penktas, Marius — pirmas;
3) Petras — trecias, Jurgis — pirmas;
4) Jonas — ketvirtas, Marius — trecias;
5) Vilius — penktas, Jonas — ketvirtas.
Yra zinoma, kad kiekvienas loSéjas atspéjo bent vieng turnyro rezultata. Kas kokia
vieta uZéme?
Sprendimas
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PaZymeékime tyrnyre dalyvaujancius sportininkus : Jonas — Jo, Jurgis —Ju,
Vilius — V/, Petras — P, Mindaugas — M, Marius — Ma. Tuomet galima suda-
ryti loSéjy prognozes tokiu budu (sportininko uzimtg vieta raSysime prie jo vardo
sutrumpinimo):

(Mi2V P4)&(Mi5 Vv Mal)&(P3V Jul)&(Jod vV Ma3)&(V5V Jod)

Pasinaudodami distributyvumo désniu atidarysime pirmus skliaustus:

((Mi2& Mi5)V (Mi2& Mal)V(P4&Mi5)V(P4&Mal))&(P3VJul)&(JodV
Ma3)&(V5V Jod)

Matome, kad Mi2&Mi5 = 0, kadangi tas pats Zmogus negali uzimti dviejy
viety. Sio reiskinio toliau nerasysime. Atidarome sekan&ius skliaustus:

((Mi2&Mal& P3)V(P4&Mi5& P3)V(PA&Mal& P3)V(Mi2& Mal& Jul)V
(P4&Mi5& Jul) V (PA&Mal& Jul))&(Jod vV Ma3)& (V5 V Jod)

Kaip matome, galime neraSyti reiskiniy

P4&Mi5& P3, PA&Mal&P3, Mi2&Mal&Jul ir PA&Mal&Jul. T.y.
lieka

((Mi2&Mal& P3) V (PA&Mi5& Jul))&(Jod vV Ma3)&(V5V Jod)

Atidarome sekancius skliaustus:

((Mi2&Mal& P3& Jod)V(P4& Mi5& Jul& Jod)V(Mi2& M al& P3&Ma3)V
(PA&Mib& Jul&Ma3))& (V5 V Jod)

Kaip matome, negalimi atvejai yra Sie:

PA&Mib& Jul&Jod, Mi2& Mal& P3&Ma3.

Tuomet

(Mi2&Mal& P3& Jod&V'5) V (P4&Mib& Jul& Ma3&V5)V

V(Mi2&Mal&P3& Jod& Jod) V (PA&Mib& Jul&Ma3& Jod)

Supaprastinus gauname:

(Mi2&Mal& P3& Jod&V'5) V (Mi2& Mal& P3& Jod) =

= Mal&Mi2& P3& Jo4& (V5 VvV V6)

Tai reiSkia, kad Marius buvo pirmas, Mindaugas antras, Petras trecias, Jonas
ketvirtas. Penkta ir SeSta vietas pasidalino Vilius su Jurgiu.
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2. AIBES IR KOMBINACILJOS

Veiksmai su aibémis
.. Aibiy A ir B sajunga vadinama aibé, kurios elementai

priklauso bent vienai aibei A arba B. Sajunga Zymime
(35 psl.) AU B:

B

AUB={zxeU: a(x)Vbx)}.

|..| Aibiy A ir B sgnkirta vadinama aibé, kurios elementai
= - priklauso ir aibei A, ir aibei B (t.y. abiems aibéms).
(35 psl.) Sankirta Zymima A N B:

ANB={zeU: a(x)&b(z)}.

|| Aibiy A ir B skirtumas A\ B — aibé, sudaryta i§ ty aibés A
elementy, kurie néra aibés B elementai:
(35 psl.)
AB={reU: xz€A & uz¢B}.
|| Aibés A papildinys yra aibé A, sudaryta i3 ty (universaliosios
aibés U elementy), kurie néra aibés A elementai:
(35 psl.)

A=UNA={zeU: z€A}.
Pastebésime, kad -
A\B=AnNB.

5 Aibés A, B ir C yra pavaizduotos 1 paveiksle (dalis a)).
Pavaizduokite aibg (B U C)\(B N A).
Sprendimas. Uzduot] iSsprgsime grafiSkai (Zr. 1 ir 2 pav.).

Eg Aibés A, B ir C yra pavaizduotos 3 paveiksle (dalis a)).
Pavaizduokite aibg (C\A) N (B\A).
Sprendimas. Uzduoti iSspresime grafiSkai (Zr. 3 ir 4 bréZinius).

Kéliniai, gretiniai, deriniai, skaidiniai.

|| Kéliniai. n skirtingy elementy galima sukeisti vietomis
n!l=1-2---(n—1)-n budais.
(31 psl.)
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9
8

1.a)Aibés A, BirC. b)Aibée BUC

4
N

2.a)Aibe BN A.  b)Aibe (BUC)\(BN A)

|| Deriniai. Tarkime, A = {ay, as, . ..a,} yra baigtiné aibé.
Poaibiy, turinciy po k elementy yra
(33 psl.)
o n!
" (n—k)kD
I..| Elementy junginius, kurie vienas nuo kito skiriasi arba paciais
e elementais, arba jy eile vadinami gretiniais. Gretiniy i§ n po

(34 psl.) k elementy yra
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3.a)Aibés A, BirC. b) Aibé C\A

- -

4. a) Aibe B\A. b) Aibe (C\A) N (B\A)

Tarkime, kad aibés A poaibiai
By, Bs, ...By (B; C A) tenkina §ias salygas:
|| L B; # 2;

(37 psl.) 3. UY_, B; = A. Tada sakome, kad poalibiy By, B, ... B}, rinkinys
yra aibés A skaidinys.Poaibiai B; vadinami skaidinio blokais.
|| Tokiy skaidiniy skaiciai, kai | A| = n vadinami antrosios rusies
(38 psl) Stirlingo skaiciais ir Zymimi S(n, k).
I..| Visy aibés A (] A| = n) skaidiniy skai¢ius vadinamas Belo
= skaiciumi:

@39psl)  B(n) =30, S(nk), B(0)=1.
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Pirmosios rusies Stirlingo skaiciai Zzymimi s(n, k) ir
IL!_!‘ apibréZiami taip:
== s(nyk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k), k<n,
(41 psl.) s(0,0) = 1.
I8 n skirtingy elementy & cikly galima sudaryti |s(n, k)| budais.

I..| Kombinaciju daugybos taisykle: jei elementa a € A galima
Y iSrinkti n budais, o elementa b € B — m budais, tai elementy
(42 psl.) poras (a, b) galima iSrinkti n - m budais.

Tarkime, kad i§ abécéles A = {ay, ao, . . . a, } raidziy sudaryti
|| ilgio k Zodziai taip, kad raidé a; pasikartoja lygiai p; > 0 karty:
pr+p2t...+p=k.

Tokie ZodZiai vadinami kartotiniais gretiniais. Jy yra
k!
pilpa! - pa!

Eg Aibés A poaibis B C A vadinamas tikriniu, kai B # () & B # A.
Kiek tikriniy poaibiy turi aibé {&, {60, 3,£},{0}} ?

Sprendimas. Baigtiné aibé A, |A| = n turi 2" poaibiy. Tikriniy poaibiy yra
dviem maziau. Kadangi n = 3, tai tikriniy poaibiy bus
2> —2=6.

Kiek poaibiy turi aibé
25 {0}, 16,6, a} {a}}, {{0},{0,€, o}, {a}}, {0}} 7

Sprendimas. Kadangi aibé yra sudaryta is trijy elementy, tai poaibiy bus

2% =38.
5 Kiek skirtingy kombinacijy galima sudaryti i§ ZodZio
DOMINUOTI raidziy?

Sprendimas. Naudojames Kkartotiniu gretiniy formule. Siuo atveju k = 9, o
raidés D, O, M, I, N, U ir T pasikartoja atitinkamai 1, 2, 1, 2, 1, 1 ir 1 karty.
Tuomet skirtingy kombinacijy bus

k! 9! 362880

_ _ — 90720.
pilpel - pal 112211 4




18

5 Keliais budais galima idéti aStuonis skirtingus atvirukus
i SeSis vienodus vokus, jei kai kurie vokai gali biity tusti ?

Sprendimas. Apskaiciuojame skaiciy
S(8,1)+ 5(8,2) +5(8,3) + 5(8,4) + S(8,5) + 5(8,6) =

=1+ 127+ 966 + 1701 + 1050 + 266 = 4111.

5 Keliais buidais galima idéti vienuolika skirtingy spalvy
rutuliuky i keturias vienodas dézutes ?

Sprendimas. Turime suskaidyti aib¢ |A| = 11 i 4 blokus. Pasinaudojame
antrosios rusies Stirlingo skaiciy savybe

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k).
Tuomet
S(11,4) = S5(10,3) +4 - 5(10,4) = 9330 + 4 - 34105 = 145750.

Eg Keliais buidais vienuolika Sokéjy gali sudaryti ratelj iS SeSiy
Sokeéjuy?

Sprendimas I3 vienuolikos Sokéju iSinkti SeSis galima C¢; = 462 budais. Sikly
1§ SeSiy Sokéjy yra 120 (Zr. vadovélio 41 psl.) Sudauginus gauname:

462 - 120 = 55440.

I..| Tarkime, kad {ag, a1, ...} yra skai¢iy seka. Sudarome laipsning
== eilutg ), a,x™, kurig vadiname sekos {a, } generuojanciaja
(45 psl.) funkcija.
10 — 56
5 Kuria skai¢iy seka generuoja funkcija P(y) = 135+ i()y2 ?
Sprendimas. 1§skaidykime funkcija 1 dviejy trupmeny suma:
10 — 56y B 10 — 56y A B

[ —13y+4002  (1—by)(1—8y) 1—5y 1-8y
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Subendravardiklinus gauname, kad

10 -56y  A(1—8y)+ B(1-—5y)
1—13y+40y2  (1-5y)(1—-8y)

Kadangi trupmenos yra lygios, ju vardikliai yra lygis, tai ir skaitikliai turi biti
lygis:

10— 56y = A—8Ay+B—5By, ty. A=2, B=S8.

Gauname:
10 — 56y 2 . 8
1—13y+40y2 1-5y 1—8y

o §i funkcija generuoja seka (Zr. vadovelio 48 psl.)

2.5"4+8-8"
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3. SARYSIAI

I‘!!' Sarysis f C A x B vadinamas funkcija, kai
(60 psl.)

V(a,b) € f&(a,c) e f = b=c,
t.y. vieng elementa a negali atitinkti du skirtingi elementai b ir c.

Sarysis A = {(p, h), (h, h), (z,p)} yra funkcija.

SarySis B = {(u, z), (t,0), (v, w), (w,e), (b,1), (e, u)}

néra funkcija, kadangi (w, w) € Bir ( .e) € B, kurw # e.

Sarysis C' = {(y, w), (y, ¢), (9, ¢), (w, ), (b, 1), (h, 9)}
néra funkcija, kadangi (y, w) € C'ir (y,¢) € C, kur w # c.

Funkcija vadinama injekcija, kai
b= f(al) & b= f(ag) = a; = ay.

B aik&

~
N
p—

=]
2]
—_

~

b;

Funkcija vadinama siurjekcija, kai
Voe B Jac A b= f(a).

~
N
[y

=]
2]
—_

~

B

Funkcija vadinama bijekcija, kai ji yra injekcija ir siurjekcija.

~

=}
2]
—

~

Ar funkeija A = {(c. a), (a,d), (t,u), (y, <), (d,1), (u, )}
yra bijekcija?

X

Sprendimas. Patikrinkime, ar funkcija yra injekcija. Kadangi visos funkcijos
reikSmeés (a, d, u, c, t, y) yra skirtingos, tai funkcija A yra injekcija.
Kadangi funkcija yra ir siurjekcija, tai ji yra ir bijekcija.

5 Ar funkcija B = {(tv u)v <d7 t)? (Z, Q>7 (Tv t)a (q7 Q>7 (ua d>}
yra bijekcija?
Sprendimas. Kadangi yra poros su vienodomis funkcijos reik§memis — (d, t)
ir (,t), (z,q) ir (g, q), tai funkcija néra injekcija, tuomet ji néra bijekcija.
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"__!__!JI SarySis R aibéje A vadinamas refleksyviuoju, jei
(55 psl.) Vae A (a,a) € R.

"__!_!JI Sarysis vadinamas antirefleksyviuoju, kai

(55 psl.) Vae A 3J(a,a) € R.

Ar sarysis
jE{ {(w,0), (w,z), (w,v), (w,p), (b,v), (b,p), (x,b), (x,v), (z,p)}
yra antirefleksyvusis?
Sprendimas. Sarysis yra antirefleksyvus, kadangi néra pory (w,w), (b,b) ir
(z, ).

Ar sarySis
LS A= {(ww), (w,0), (0,0), (0,0), (d,d), (b,), (u. )}
yra refleksyvusis?
Sprendimas. Sarysis yra refleksyvusis, kadangi visiems kintamiesiems w, v,
d, b ir u yra poros (w, w), (v,v), (d,d), (b,b), ir (u, u).

Ar sarySis
B B (D). (o) (fw), (@, f), (2, 2), (0,0), (w,2), (¢, 0)}
yra refleksyvusis?
Sprendimas. Sarysis néra refleksyvusis, kadangi néra poros (w, w), taciau jis
néra ir antirefleksyvusis, kadangi yra poros (f, f), (z,z), (v,v) ir (¢, ¢).

|| SaryS$is R vadinamas simetriniu, kai

(55 psl.) (a,b) e R = (ba) € R.

|| SaryS$is R vadinamas antisimetriniu, kai
(55 psl.) (a,b) e R & (bja)e R = a=b.

Ar sarysis

LS A= {(2.0),(2.0). (0.d). (a,0). (. 2), (0,2). (c.0), (d, 1))

yra simetrinis?

(z,a)ir (a, 2), (b,d) ir (d,b), (a,c) ir (¢, a).
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5 Ar sarySis B = {(a,b), (b, ¢), (d, s), (s,a)} yra antisimetrinis?

Sprendimas. Sarysis yra antisimetrinis, kadangi néra pory (b, a), (¢, b), (s, d)
ir (a, s).

@ ArsayisC= (), (c). (d ). (1.2). (0,0),(,2)}
yra simetrinis, ar antisimetrinis?

(b, ¢), ir néra simetrinis, nes néra, pavyzdZziui, (b, a).

Pastaba. Sarysis, pasiZymintis refleksyvumo savybe, néra antisimetrinis,
taciau jis gali nebuti ir simetriniu.

|| Sarysis R vadinamas tranzityviuoju, kai
b)e R & (bje)e R = ,¢) € R.

Ar sarysis

LS A= (), (0,0),(0,0), (0,0), (4 ), (0), (0,0))
yra tranzityvusis?
Sprendimas. SarySis yra tranzityvus, nes yra tokios rySiy grandinés:

(w,w),  (w,v),  (w,v),

(v, w),  (w,w), (v, w),

(v,w), (w,v), (v,v),
(w,v), (v,w), (w,w).

Ar sarySis
&S B={(£.1), (F2), (Fw), (@ ), (2,2), (0,0), (w, 0), (¢ 0)}
yra tranzityvusis?
Sprendimas. SarySis néra tranzityvusis, kadangi yra (z, f) ir (f, w), tafiau
néra (z,w).

Sarysis R C A? vadinamas ekvivalentumo sarysiu, jei jis yra
Il__!_!_“ 1) refleksyvusis;

2) simetrinis;
(57 psl.) 3) tranzityvusis.
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Ar sarysis
LS 4= (), (w0), 0 w), (0.0), (8 d), (5.0), ()
turi ekvivalentumo savybg?
Sprendimas.
1) Patikrinkime, ar sarysis yra refleksyvusis. Jis yra apibréZtas aib¢je
{w, v, d, b, u}, ir kiekvienam i§ Siy elementy yra atvaizdis i ji pati: i sary§j ieina
(w,w), (v,v), (d,d), (b,b), (u,u).
2) Sis sarysis yra ir simetrinis: porai (w,v) yra pora (v, w), o (w,w), (v,v),
(d,d), (b,b), (u, u) yra simetri$kos (sukeitus elementus vietomis gauname ta pati).
3) Sarysis yra tranzityvusis, nes yra tokios elementy pory grandineés:

(v,w), (w,w), (v,w),
(v,w), (w,v), (v,0),
(w,0),  (v,v), (w,v),
(w,v),  (v,w), (w,w),
(w,w),  (w,v), (w,v),
(v,v), (v,w), (v,w).

Sarysis yra refleksyvusis, simetrinis ir tranzityvusis, taigi jis yra ir ekvivalen-
tumo sarysis.

Ar sarySis
&S5 B = (D (f), (fw), (o, ), (2, 0), (0,0), (w,w), (e, )}
turi ekvivalentumo savybg?
Sprendimas.
1) Patikrinkime, ar sary$is yra refleksyvusis. Jis yra apibréztas aibéje { f, =, w, v, ¢},
ir i ji ieina poros
(f, ), (@, @), (v, v), (w,w), (¢, c).
2) Sary$is néra simetrinis, nes porai (f,w) néra poros (w, f). Tai reiksty,
kad sarySis neturi ekvivalentumo savybeés.

I..| SaryS$is R vadinamas pilnuoju, kai
= Va,be A & a#b = (a,b)e R VvV (ba)€R,

(55 psl.) t.y bet kurie du elementai a ir b turi bent viena rysi (a, b) arba (b, a).

5 Ar sarysis G = {(a,b), (a,d), (b, ¢), (¢,¢), (c,a), (d,b)}

yra pilnasis?
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5. SarySis H

Sprendimas. Sarysis néra pilnasis, nes i ji nejeina nei (c, d) nei (d, ¢).

Ar sarySis
&S 1= {(m.p). (mon). (mm). (1), (). (7). (). (p.7)
yra pilnasis?
Sprendimas. SarySis yra pilnasis. Kaip matome i§ Zemiau pateiktos iliustraci-
jos (5), kiekvienas taSkas yra sujungtas su visais likusiais taskais.

.. Antisimetrinis ir tranzityvusis sarys$is vadinamas tvarkos sarysiu.
| | J ei sarysis dar tenkina refleksyvumo arba antlreﬂeksyvumf) salygas,
jis vadinamas negrieZtosios arba grieZtosios tvarkos sarySiu.

(58 psl.) Apibendrinus, galime sudaryti lentelg:
SarySio savybeés SarySio pavadinimas
antisimetrinis ir tranzityvusis | tvarkos sarysis
refleksyvusis negrieZtosios tvarkos
antirefleksyvusis grieZtosios tvarkos
pilnasis pilnosios tvarkos
néra pilnasis dalinés tvarkos

Ar sarysis

LS A= {(wb), (w,2), (w,0), (w,p), (b.v), (b.p), (x,b), (&), (z.p)}

yra tvarkos sarysis? Jei taip, nustatyti tvarkos tipa.

Sprendimas.
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6 . SarySis A

1) Sarysis yra apibréztas aibéje {w, b, z, v, p}, . Jis yra antisimetrinis, nes |
ji nejeina poros (b, w), (z,w), (v,w), (p,w), (v,b), (p,b), (b, ), (v,z) ir (p, z).
Kaip matome i 6 iliustracijos, visi rysiai yra vienpusiai.

(w,b), (b,v), (w,v);
(w,0), (b,p), (w,p);
(w,z), (x,b), (w,b);
(w,2), (2,p), (w,p);
(w, (w, v);

Kadangi sarysis A yra antisimetrinis ir tranzityvusis, tai jis yra tvarkos sary-
Sis. Nustatykime tvarkos tipa.

3) Kaip matome i$ 6 bréZinio, nei vienas taskas néra susietas pats su savimi.
Taigi sarySis yra antirefleksyvusis. Galéjome tai nustatyti kitaip: i sarysj nejeina
poros (w,w), (b, b), (x,x), (v,v) ir (p, p). Taigi sarysis A yra grieZtosios tvarkos
sarysis.

4) Kaip matome i$ 6 bréZinio, taskai v ir p liko nesujungti, taigi sarysis A néra
pilnasis. Tai reiksty, kad sarysis A yra grieztosios dalinés tvarkos sarysis.



26

Sarysis
II_-!._!_-“ R@_%’: {(a,b) : (b,a) € R}

(55 psl.) vadinamas atvirkstiniu sarySiui R.

Raskime sarys$i, atvirkstinj sarySiui

&5 G={(a) (ad). (o). (o) (c.a), (db)}.

Sukeisime kiekvienos poros reik§mes vietomis:

G~ ={(b,a),(d,a),(c,b),(c,0), (a,0), (b,d)}.

|| Apibrézty aibéje A sarySiy ¢ ir ¢» kompozicija vadinamas sarysis
={(a,b) dce A ,C) € & ,b) € ¥}
oy POU=l@b) Feed (@oce & (eh)ev)

Aibéje {p, c, e, y} apibrézti sarysiai
J, G ={(c¢,p),(c;0), (c.€), (e,9), (¥, ), (y,0), (y.€), (¥, 9},

K ={(p,c), (p,e), (¢;p), (y,p), (v, ), (y,9)}.
Raskite sarySiy kompozicijas
P =GoKirJ = Kod.
Sprendimas.
I sary$i G ieina (¢, p), todél iSrenkame i§ sarySio K visas poras, prasidedancias
elementu p: (p, ¢) ir (p, e). Todél | sarysiy kompozicija jeina Sios poros:

(c,c), (c,e).

Kita sarySio G pora yra (¢, ¢), todél i$ sarySio K iSrenkame visas poras, prasi-
dedancias elementu c. Tokia pora yra viena: (c, p). Tuomet i sary$iy kompozicija
leis

(c.p).

SarySio G porai (c, e) nieko neiSrenkame, nes sarySyje K néra pory, praside-
danciy e. Porai (e, y) galime parinkti Sias: (y,p), (y,e) ir (y,y). Todél i sarySiy
kompozicija ieis

(e7p)7 (676)7 (€7y)'

Porai (y,p) parenkame (p, ¢) ir (p,e), porai (y,c) — pora (c,p), porai (y, €)
neparenkame nieko, nes i sary$i K nejeina poros, prasidedancios e, o porai (y, y)

—poras (y,p), (y, e) ir (y, y). Kompozicija papildys

(y,0),  (yie), (y,p), (y,v).
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Pastebékime, kad ty paciy elementy antrg karta neraSome. Taigi,

P = GoK = {(c,c),(c.¢€), (c,p), (e,p), (e, €), (€,y), (y,¢), (y, ), (y,p), (v, y) }-

Analogiskai randame J = K o G:

Sarysio K pirmoji elementy pora yra (p, c¢), todél randame visas sarySio G
poras, kurios prasideda c. Jy yra trys: (¢, p), (¢, ¢) ir (¢, e), taigi i kompozicija ieis
$ios poros:

(p,p), (p.c), (pe)
Antroji sarySio K elementy pora — (p, ). Vienintelé sarySio G pora, praside-

danti e yra (e, y), todél kompozicija papildys

(2, ).

Trecioji ir ketvirtoji sarySio K poros yra (c,p) bei (y, p), tadiau i sary§i G
nejeina nei viena pora, prasidedanti p. Penktoji sarySio K pora yra (y, e), ir ja
atitinka (e, y); Sestoji pora — (y, y), ir ja atitinka kelios poros: (y,p), (v, c), (y, €)
bei (y, y). Taigi kompozicija papildys

(v,y) (v,0), (v,p), (y,e)

Galutinis atsakymas yra
J = KoG={(p.p) (p,c)(p.e) (p.y), W.y), (y: ¢), (y:p), (y,€)}

|| SarySiy A ir B sajunga vadinamas sarysis, kurio elementai
priklauso bent vienam i8 sarySiy. Sajunga galime apraSyti taip:
(56 psl.)
AuB={(z,y) : (v,y)€eA VvV (vy)€ B}
|| SarySiy A ir B sankirta vadinamas sarysis, kurio elementai
priklauso abiems sarySiams. Sankirta galime apraSyti taip:
(56 psl.)
AnB={(z,y) : (@yeA & (zy)€B}
I..| Sarysiy A ir B skirtumu vadinamas sarysis, kuris sudarytas
= i$ tokiy sarysio A elementy, kurie nejeina i sarysj B. Skirtuma

(56 psl.) galime aprasSyti taip:

AB=A{(z,y) : (ry)ed & (zy)¢ B}
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7 . Sarysiai G ir K

|| Sarysio A papildiniu vadinamas sarysis, sudarytas iS ty
(56 psl) elementy, kurie nejeina i sarysi A. Papildinj galime apraSyti taip:
psl.

A={(z,y) + (z,y) €A}

Aibéje {p, c, e, y} apibrézti sarysiai

G ={(c,p),(c;c),(c,e),(e,9), (y,p); (y,0), (y, ), (¥, 9) }
,, K ={(p,c),(p,e), (¢,p), (v,p), (W, €), (y,9)}.

Raskite

a)M =GUK,

b) N = G\K,ir

o@=PnJ,¢iaP = GoKirJ = KoQG.
Sprendimas.

a) Sudarykime sary$i M = G U K. Pasinaudokime bréZiniais. 7 iliustracijoje
yra pavaizduoti sarySiai G ir K. I sarysi M ieis elementai, kurie jeina i sarysj G
arba | K. Kaip matome i§ bréZinio 8, sarySio GG bréZinj papildome rysiais, kurie
leinai /. T.y.

M ={(c,p),(c,c),(c,e), (e;y), (y,p): (y: 0), (y,€), (¥, y) (s ©), (ps€) }-

b) Sudarykime sary§i N = G\K. Tam i§ sary$io G iSmetame elementus,
kurie jeina i sary§i K (Zr. 8 brézini). T.y. N = {(c¢,¢), (¢, e), (e, 1), (y,c)}.

¢) Raskime ir sarysi ¢ = P N J. SaryS$ius P ir J jau buvome rade sprgsdami
ankstesnj uzdavinj:
P = GoK = {(c,c),(c,e), (c,p), (e,p), (¢,€), (e,y), (v, ), (v €). (y,p), (v, ¥)-}
J = KoG={(p.p)(p,c)(p.e) (p.y), W.y), (y.c), (y:p), (y,€)}
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LA

8.SarySiai M =GUK ir N =G\K

AN @VQ
e e" y
9. Sary$iai PNJirQ=PNJ

Rasime Siy saryS$iy sankirta. Ja sudarys poros, kurie jeina i abu sarysius. T.y.

P0J={(y,c),(ye), (YD) (v,y)}

I sarysi Q = P N J ieis visos poros, kurios nejeina i sarysi PN J. Si uzdavinij
patogiau spresti grafiskai:
Aibéje {s, d, f,v} apibrézti sarysSiai
Y ={(s,5),(s,0),(d,s),(d,v), (f,s),(f.d),(f f), (f,v),
&S (0.d). (0. ). 00},
U={(dd),(d f) (d,v),(fs)(f.d),(v,s), (v, f) (v,0)}.
Raskite sary§i R = (Y N U)~".
Sprendimas. Randame elementus, kurie ieina i abu sarySius (Zr. 10 bréZini):
Y NnU= {(d’ U)? (fa S)’ (f7 d)v (U’ f)v (U,U)}.
Jam atvirkstini randame, sukeitus kiekvienos poros elementus vietomis. Grafiskai
tai reikSty, kad jungtys lieka tos pacios, tik pasikeicia judéjimo kryptys (Zr. 10
brézini).
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10. Sary§iai Y NUirR = (Y N U)™*

Sarysis
IL!_!‘ RT* ={(a,b) € R: 3Feci,co,...,ct €A
== (a,c1) € R&(c1,c0) € R& ... &(ex, b) € R}
(59 psl.) vadinamas sarySio R tranzytiviuoju uzdariniu.
Jeigu R yra tranzityvus, tai R = R.
Raskite sarysio

&S U = {(pp). (0.0). (hp), (o). (h 1)}

tranzityvyji uzdarini K = U™ .

Sprendimas.

Pirmoji sary$io U elementy pora yra (p, p), ta¢iau i$ tasko p neiSeina nei vienas
rySys.
Antroji sary$io U elementy pora yra (v, ), bet néra rysiy, prasidedanciy e.
Trecioji pora yra (h, p), prasidedanciy p yra tik viena pora — (p, p), taigi i uzdarini
turéty ieiti (h, p), taciau jis jau jeina i sarysi U.
Ketvirtoji pora yra (h, v), jai galime parinkti (v, e), taigi i uzdarinj ieis (h, e).
Penktoji pora yra (h, h), jai parenkame (h, v), tatiau pora (h, v) ieina i sarysi.
I uzdarinj jeis visi elementai, kurie jau buvo iej¢ i sarysi U, ir elementas (h, e),
t.y.

K =U"= {(p,p), (U7 6)’ (hap)v (h7 U)v (hv h)v (hv 6>}

Pastebékime, kad sarySio tranzityvusis uzdarinys visada yra tranzityvusis sg-
rysis.
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4. GRAFU TEORIJA

Grafy apibrézimo budai

I..| Grafas gali buiti apibréZiamas virSiiniy gretimumo aibémis.
- Tokiu atveju raSoma I'(z) = {y, 2}, jeigu vir§iné z yra
(64 psl.) sujungta su virSunémis y ir 2.

Grafas GG apibréZtas savo virSiiniy gretimumo aibémis:
< I'(z) ={c,r}, I'(J) ={r.c}, I'(a) = {c,r},
I'(c) ={j,a, 2}, I'(r) ={z,0a,j}.
Pavaizduokite $i grafa.
Sprendimas. Kaip matome, grafas turi penkias virStnes — z, j, a, c ir . VirSu-
né z yra sujungta su vir§inémis c ir r, vir§tiné j —su r ir ¢, vir§iné a — su c ir r,
vir§tiné c—su j, air z,0 r —su z, a ir J.
Pavaizduokime §j grafa (Zr. 11 bréZini).

y4
r ]
Cc d
11 . Grafas G
|| Grafa galima apibréZzti gretimumo matrica arba

incidentumo matrica.
(96, 98 psl.)

V ={g,d,0,z,p, k} - virSiniy aibe,
5 Grafai G1(V, By) ir G5(V, Bs) apibrézti juy gretimumo ir
incidentumo matricomis:
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001001 11 100000O0O0
0001120 10010O0O0O0O0
100010 010111100
010000 000O01O0O0T10Q0
011000 000O0O0OT1O0T1T1
100000 0010O0O01O0T1

Pavaizduokite Siuos grafus.

Sprendimas.
SuraSykime prie kiekvienos pirmosios matricos eilutés ir stulpelio virSunes ta
pacia tvarka, kaip jos nurodytos aibé¢je V':

g d o x p k
g0 0O 1 0 0 1
djo0 0 01 1 0
o1 0 0 0 1 O
x[0 1 0 0 0 O
pl0 1 1 0 0 O
ki1 0 0 0 0 O

Pirmojoje eilutéje paraSyta raidé g. Tai reiskia, kad ieSkosime virStiniy, kurios

yra gretimos $iai vir§iinei. Pirmojoje eilutéje yra du vienetai: prie o ir k. Tai
reiksty ta pati, kaip ir uzrasas I'(g) = {o, k}.
Antroje eilutés yra raidé d, Sioje eilutéje vienetai yra prie x ir p. Taigi virSuné
d yra gretima vir§anéms x ir p, arba uZraSius kKitaip, ['(d) = {z,p}. PanaSiai
galime perraSyti ir kity vir§Gniy gretimumo aibes: I'(o) = {g,p}, I'(z) = {d},
I'(p) = {d, o}, I'(k) = {g}. Sis grafas yra pavaizduotas 12 bréZinyje.

Prie kiekvienos antros matricos eilutés paraSykime virStines ta pacia tvarka,
kaip jos nurodytos aibéje V:

gl1[L[1]0J0]O0[0O]0O]O
dl1]ojol1|o]|o]olo0]0
olo|1]|o|t|1]|1]|1]0]0
zlolololol1|o|o]|1]o0
plolojojojol1|o]|1]1
klojlol1|lo|o|o|1|0]1

Grafas turés tiek briauny, kiek matricoje yra stulpeliy. Pirmame stulpelyje
vienetai yra prie g ir d, t.y. yra briauna, incidentiné Sioms vir§tinéms. Antrame
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/od d
o g o g

12 . Grafai G1 ir G

stulpelyje vienetai yra prie g ir o, tai Sios vir§iinés yra sujungtos. PanaSiai randame
ir kitas briaunas: {g, k}, {d, o}, {0, z}, {0, p}, {0, k}, {z,p} ir {p, k}. Grafas yra
pavaizduotas 12 brézinyje.

|| Grafo virSuinés laipsniu vadinamas briauny, incidentiniy Siai
virStneés skaicius.
(64 psl.)

5 Grafo GG (ankstesnis pavyzdys) virStniy laipsniai yra Sie:
p(g) = 2, p(d) = 2, p(o) = 2, p(x) = 1, p(p) = 2, p(k) = 1.

Operacijos su grafais

|| Tarkime, turime du grafus G; = (Vi, By) ir Gy = (Va, Bs).
Grafy GG, ir G, sajunga vadinsime grafa G; U Gy = (V3 U Vs, By U By).

(75 psl.)

I‘!!' Grafy G ir G5 sankirta vadinsime grafa G; NGy = (Vi N Va, By N By).

(75 psl.)
Grafas G, = (V, B;) apibréZtas savo virSuniy bei briauny aibémis:

E{ V={lt,j,nz k},

Bl = {{l7j}7 {tvj}v {t? l’}, {tv k}v {nv l‘}}



13 . Grafai G ir G

Grafas Go(V, By) apibréztas gretimumo matrica:

01 0000
1 00111
000O0T10
01 0000
011000
01 0000
Pavaizduokite G; U G5 bei G N Gs.

Sprendimas.

Pavaizduokime abu grafus (zr. 13 pav.):

Kadangi grafy G ir G virStniy aibés sutampa, G; U G5 sudarys tos pacios
vir§iinés, o briauny aibg sudarys Siy grafy briauny aibiy sgjunga. Grafag G; N
(G5 sudarys tik tos briaunos, kurios ieina i abu grafus (Zr. 14 bréZini). Galime
pastebéti, kad i grafa G; N G5 ieina dvi izoliuotos vir§inés — [ ir n: jos néra
sujungtos nei su viena is$ kity virStniy.

Grafo G = (V, B) briauniniu grafu vadinamas grafas

|| Gy = (V4, By), kurio vir$tiniy aibé turi tiek elementy, kiek briauny
turi grafas G: |V,| = | B| ir jo vir$anés yra gretimos, jei buvo
(86 psl.)

gretimos atitinkamos grafo G briaunos:
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n k ne Kk

X X

14 . Grafai G4 U Gy ir G1 N Gy

{0’ w’} e B, & o' ={v,v}, w={w,w;} &
(Ui :wi\/vi :wj\/vj :wi\/vj :wj).

Grafas G su virSunémis 1, 2, . . ., 6 apibréZtas savo briaunomis:
@ ro{L2m={18hi={23)5=(24)
Y= {275}’ [ = {374}’9 = {3’5}’w = {376}
Sudarykite jo briauninj grafa.
Sprendimas.
Briauna » = {1,2} jungia virStines 1 ir 2. Jai gretimos briaunos iSeina i$
vir§iniy 1 ir 2. Sios briaunos yran = {1,3},t = {2,3}, s = {2,4},y = {2,5}.
Taigi i briauninj grafa jeis Sios briaunos:

(r;n), (1), (r,5), (ry).

Briauna n = {1, 3} jungia virSanes 1 ir 3. Jai gretimos briaunos iSeina i$
vir§iniy 1 ir 3. Sios briaunos yra r = {1,2},¢ = {2,3}, f = {3,4}, g = {3, 5},
w = {3,6}. Taigi i briauninj grafa ieis §ios briaunos:

(n,r),  (n1), (n.f), (n.g), (n,w)

retimos yra visos briaunos: r = {1,2}, n = {1,3},

Briaunai t = {
{2,5}, f = {3,4}, g = {3,5}, w = {3,6}. Briauninj grafa

s ={2,4},y =

~ ——
aq
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oOe

15 . Grafai G ir Gy

papildys briaunos

(t,r), (tn), (s), (Ly), (&f), (Lg), (Gw).

Briaunai s = {2,4} gretimos yra r = {1,2},¢t = {2,3}, y = {2,5}, f =
{3,4}. Taigi i briauninj grafa jeis

(1), (s:0), (5,9), (s:]).

AnalogiSkai randame ir likusias briauninio grafo briaunas:
), wt), (Ws), (@9

(fvn)v (f7t>7 (f73)7 (fvg)a (f,w);
(g;n), (9:t), (9.9), (9.f), (g,w);
(w,n), (w,t), (w,f), (w,g).

Grafai G ir jam briauninis grafas GG, yra pavaizduoti 15 bréZinyje.

|| Grafai G; = (V4, By) ir G = (V3, By) yra vadinami izomorfiniais
(raSome G = (3), jei egzistuoja tokia bijekcija f : Vi — V5, kad
(66 psl.)
v{vi,vji} € Bi = {f(v), [(v})} € B,
V{v},v?} € By = {f’l(vf),f’l(v?)} € B;.

17 7]
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16 . Grafai Air B

j

17 . Grafas G

Grafas G apibréZtas savo virSiiniy gretimumo aibémis:
@ TE={er) G ={re) Ia) = {er),
I'(c)={j,a,z}, I'(r) ={z,a,j}.
Kuriam pavaizduotam 16 bréZinyje grafui yra izomorfinis grafas G ?

Pavaizdavus grafa G matome (Zr. 17 pav.), kad jis atrodo lygiai taip pat, kaip
ir grafas A, tik jo vir§Gnés yra kitaip pavadintos (tai ir reiskia, kad Sie grafai yra
izomorfiniai). ApibréZimo salygas tenkina $i bijekcija:

f(z)=d, f(G)=0b [fla)=g, [fl)=f [flr)=e

Palyginkime grafus G ir B. Grafo GG vir§iinés, turinCios trecia laipsni néra gre-
timos (néra briaunos, jungiancios virStnes c ir 7), o grafo B vir§tnés m ir o,
turinCios trecig laipsni, yra gretimos. Todél i§ grafo G negalima padaryti grafo B
pervadinus virSiines, taigi jie néra izomorfiniai.

Grafo metrinés charakteristikos
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l..' 1. Grafo skersmeniu vadinamas maksimalus atstumas tarp grafo
|| virsiiniy:
(74 psl.) d(G) = maxp(v, w).

2. Virsiinés ekscentrisetu vadinamas jos atstumy nuo kity grafo vir§iiniy mak-
simumas:

e(u) = maxp(v, u).
() = map(v,u)
3. VirSuné vadinama grafo centru, jei jos ekscentrisetas yra minimalus:

e(c) = rvréi‘gle(v).

4. Centro ekscentrisetas vadinamas grafo spinduliu:

r(G) = rvrél‘gle(v).
5. Paprastaja granding vadiname skersmenine, jei jos ilgis lygus grafo skers-
meniui bei néra trumpesnio, jungiancio jos galus, kelio.
Grafas GG apibréZtas savo virStiniy gretimumo aibémis:
I'(0) = {e,u}, I'(b) = {e,1}, I'(u) = {e,0},
I'(e) ={l,u,o0,b}, I'(l) = {b,e}.
Raskite
5 a) atstuma tarp grafo G virStiniy p(o, b);
b) vir§anés o ekscentriciteta e(0);
¢) grafo G skersmeni;
d) grafo GG spindulj;
e) grafo GG centry skaiciy.
Sprendimas.
Pavaizduokime grafa G (Zr. 18 brézini).
a) Trumpiausia kelig i§ virS§tinés o i virSting b sudaro Sios dvi briaunos:

(o,e), (e,b).

Taigi atstumas tarp grafo G virSiniy p(o, b) = 2.
b) Rasime atstumus nuo virStinés o iki kity grafo virStniy. Jau radome, kad
p(0,b) = 2. Atstumas tarp gretimy vir§aniy lygus 1:

plo,u) =1, plo,e) =1.

IS virStunés o i [ galime nukeliauti per dvi briaunas

(0,¢), (e,1),
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—~3

18 . Grafas G

tada
plo,l) = 2.

Kadangi maksimalus atstumas yra lygus dviem, tai e(0) = 2.
¢) Rasime visy grafo virStniy ekscentrisetus:

Kadangi didZiausias skai¢ius yra du, tai grafo GG skersmuo yra lygus dviem.
d) Maziausias ekscentrisetas yra lygus vienam, taigi grafo G spindulys yra

lygus vienam.
e) Tik vienos virSinés ekscentrisetas yra lygus grafo spinduliui (e(e) = 1),

taigi vir$iiné e yra grafo GG centras.

I..| Grafo G = (V, B) ciklomatiniu skai¢iumi vadinamas skaicius
== v(G)=m—n+k,
(90 psl.) Cia k — grafo GG jungiyjy komponencéiy skaicius, |V | = n, |B| = m.
|..| TEOREMA

= Bet kuris grafas (multigrafas) turi lygiai v(G) nepriklausomy cikly

(91 psl.) (uzdaryjy marSruty).
Grafas GG apibréZtas savo virSiiniy gretimumo aibémis:
5 F(C) = {S7l}7 F<d) = {S>l}v F(a> = {Syl}a
I'(s)={d,z,c,a,l}, I'(l) ={c,d,x,a,s}, I'(x)=1{s,1}.
Kiek nepriklausomy cikly turi grafas G ?
Sprendimas
Pavaizduokime grafa GG (Zr. 19 pav.)
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19 . Grafas G

Kaip matome, grafas neturi izoliuotyjy virStniy, t.y. jungiyju komponenciy
yra viena ir

VirSiniy yra Sesios, t.y.

Briauny yra devynios, t.y.
m=|B|=09.
Pasinaudojus teoremos salygomis gauname, kad nepriklausomy cikly bus

viG)=m—-n+k=9—-6+1=4.

I..' Grafo G = (V, B) virSané v € G yra vadinama jo sujungimo
2 tasku, jei grafas G — v turi daugiau jungiuyjy komponenciy
(78 psl.) negu grafas G.

|| Grafo briaung vadiname siejanciaja arba tiltu, kai pasalinus
ja 18 grafo, didé¢ja jo jungiyjuy komponenciy skaicius.
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Grafas K yra pavaizduotas paveiksle (Zr. 20 a) pav.).
a) Kiek sujungimo tasSky turi grafas K?

Eg b) Kiek siejanciyjy briauny turi grafas K?
¢) Raskite grafo K = K — 2 — {3, 1} briauny skaiciy.
d) Kiek jungiyjy komponenciy turi grafas K?

40\ 2 40\

20 . Grafaia) K ir b) K

Sprendimas.

a) Kaip matome i§ bréZinio, paSalinus virStng 1, virSiiné 4 taps izoliuotgja.
Pasalinus kitas virStnes, jungiyjy komponenciy skaicius nepadidés. Taigi, grafas
turi vieng sujungimo taska.

b) Kadangi tik vienos virSiinés laipsnis yra lygus vienetui, grafas turi vieng
siejanciajq briaung.

¢) Grafas K yra pavaizduotas 20 bréZinio dalyje b). Kaip matome, jis turi
penkias briaunas.

d) Kadangi grafo K visos vir§iinés néra izoliuotos, jis turi tik viena jungiaja
komponentg.

.. Uzdarieji marSrutai My, Mo, ... M}, vadinami nepriklausomais,

L e
=i jet atitinkami vektoriai ciklai My, Mo, ... M}, yra tiesiSkai
(88 psl.) nepriklausomi.
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Kiek tarp pilnojo grafo K cikly C;, Cs, C5, Cy, C5 yra
nepriklausomy ?
5 Cl = {’03, V2, V4, Vs, U, U1, Us, ’03}, 02 = {’04, Us, U2, U1, Us, U3, Vg, ’04},
Cg = {’01, Vs, U3, U2, U4, Us, Vg, ’Ul}, 04 = {’03, Vs, V1, U2, Us, U4, Vg, ’03},
05 = {’01, V2, U5, V4, Ug, U3, Us, ’Ul}.
Sprendimas.

Sunumeruokime visas grafo briaunas:

{v1,v} =1, {v,v3} =2, {v, 0} —3, {v,v5} —4,

{Ug, 1)3} — 5, {UQ, U4} — 6, {U27U5} — 7, {U3,U4} — 8,

{Ug, U5} — 9, {U4, U5} —10.

Pirmas ciklas yra C; = {vs, va, vy, 5, U2, V1, U5, v3}. Kaip matome, 2—0ji, 3—
0ji ir 8—0ji briaunos i $i ciklg nejeina, vektoriuje—cikle jas atitiks nuliai; 4—oji, 6—
0ji ir 10—0ji briaunos praeinamos ta pacia kryptimi, kaip ir buvo apibréztos, todél
jas atitiks vienetai; 1-o0ji, 5—0ji, 7—0ji ir 9—0ji briaunos praeinamos atvirkStine
tvarka, todél jas atitiks —1. Sudarome vektoriy—cikla:

M, = {-1,0,0,1,—1,1,-1,0,—1,1}.

AnalogisSkai sudarome ir kitus vektorius — ciklus:
M, ={-1,0,0,1,-1,1,—-1,0,—1,1},
Ms; ={-1,0,0,1,-1,1,—-1,0,—1,1},
M, ={1,0,0,—-1,1,-1,1,0,1, -1},
Ms ={1,0,0,—1,1,-1,1,0,1, -1},

Sudarykime i§ vektoriy—cikly matrica ir apskai¢iuokime jos ranga:

-100 1 -1 1 —-10 -1 1
-100 1 -1 1 —-10 -1 1
-100 1 -1 1 -1 0 -1 1
1 o0 -1 1 -1 1 0 1 -1
1 00 -1 1 -1 1 0 1 -1

Ketvirtaji stulpelj pridékime prie penktojo, septintojo ir devintojo. Pirmaji
stulpelj pridékime prie ketvirtojo ir deSimtojo. Tuomet matrica atrodys taip:
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-1000O0 1 0O0O0O0
-1000O0 1 0O0O0O
-1 0000 1 0O0O0O
1 0000 —-100O0020
1 0000 —-100O00

ISbraukime nulinius stulpelius ir pridékime ketvirtaja eilutg prie antros ir tre-
¢ios, o pirmaja eilute prie ketvirtos ir penktos.

-1 1 -1 1
-1 -1 0 0
-1 1 ~ 0 0 ~ (-1 1)
1 -1 0 0
1 -1 0 0

Sios matricos rangas yra lygus vienam, todél nepriklausomy cikly bus vienas.
Grafo G = (V, B) vir$uniy aibés poaibis S C V' vadinamas
stabiliuoju iS vidaus, jei bet kurios dvi jo virS§inés néra
gretimos grafo virStnés:

{v,u} ¢ B Yv,u € B.

Grafo vidinio stabiliumo skai¢iumi vadiname skaiCiy
a(@) = max|S|.
SeF

E

,.\
Ne)
[\

=}
»
<N

N

=

—~
Nel
W

ae)
172
.

N2

Grafo G = (V, B) vir$uniy aibés poaibis S C V' vadinamas
stabiliuoju iS iSorés, jei bet kuri nepriklausanti Siam poaibiui
grafo vir§iiné u yra gretima kuriai nors poaibio virs§iinei v € S
Vue VAS JveS: {v,u}eB.

E

,\
\O
=

o
wn
N

N

Grafo iSorinio stabiliumo skaic¢iumi vadiname skaiciy
B(G) = min|S|.
SeF

E

—~
\O
(9]

ae)
72
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N>

Grafas M = (V, B) apibréZtas savo virSuniy bei briauny aibémis:
V ={s,t,z,g,i,n},

B ={{st},{s,x},{s, 9}, {s, i}, {s,n}, {t, 1}, {g, 1}, {i, n}}.
Ar vir§tiniy aibé S = {s,n, g} yra:

a) i$ vidaus stabili?

b) i$ iSorés stabili?

¢) Raskite grafo M vidinio ir iSorinio stabilumo skaicius.

X

Sprendimas
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21 . Grafas M

a) Kaip matome i§ bréZinio (Zr. 21 pav.), vir§iiné s yra gretima vir§inéms n ir
g, todél vir§aniy aibé S = {s, n, g} néra i$ vidaus stabili.

b) Vir§aneés ¢, x ir ¢ yra gretimos virStinei s, todél vir§tniy aibé S = {s,n, g}
yra i iSorés stabili.

¢) Vidinio stabilumo skaicius yra lygus keturiems, nes i$ grafo M virSiiniy
aibés galime iSrinkti keturias negretimas virStnes:

z, t, n, (.

ISorinio stabilumo skaicius yra lygus vienam, nes yra virSiine s, kuri yra gre-
tima visoms likusioms vir§unéms.



