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Pratarme

Klasikiné matematika daZniausiai nagrinéja tolydziai kintancius dy-
dzius, kuriems tirti taiko riby teorijg, diferencialinj bei integralinj skai-
Ciavima. Taciau net ir klasikingje matematikoje yra sri¢iy, kurioms bu-
dingas nutrukstamumas arba diskretiSkumas, ir todél reikalaujanciy kity
tyrimo metody. Visy pirma, paminésime kombinatoring analize, nagri-
néjancig baigtiniy aibiy elementy kombinacijas .

DiskreCigja matematika arba diskreCigja analize vadinama matema-
tikos sritis, tyringjanti pacios matematikos diskreciasias strukturas ir re-
aliyjy reiskiniy diskreCiuosius matematinius modelius. Nagringjamos
diskreCiosios strukturos gali buti ne tik baigtinés, bet ir begalines, taciau
skaiCiosios aibés. Taigi tyringjanti baigtines strukturas baigtiné mate-
matika yra tik siauresné diskrecCiosios matematikos dalis.

Diskreciosios matematikos sritys, be paminétos kombinatorikos, yra
grafy teorija ir matematiné logika. Vienas svarbiausiy matematinés
logikos Klausimy yra uzdaviniy iSsprendziamumas, tiriamas algoritmy
teorijos metodais. Diskreciosios matematikos ypatumas yra tas, kad
baigtiniy struktury uzdaviniy iSsprendZziamumas daznai buna akivaiz-
dus, ir sprendinj galima rasti perrinkus visus jmanomus variantus. Ta-
Ciau tokiy varianty gali buti daug, ir jy pilnas perrinkimas paprastai yra
praktiSkai nejmanomas. Todél svarbu Zinoti, ar egzistuoja efektyvesni
uzdavinio sprendimo algoritmai. Siuos klausimus nagringja uzdaviniy
sunkumo teorija.

I1Svardinkime ir kitus diskreCiosios matematikos skyrius: informa-
cijos kodavimas, baigtiniai automatai, formaliosios gramatikos ir kt.
Praplesdami diskreCiosios matematikos objekta, galétume jai priskirti ir
skaiCiy teorijos, skaiCiavimo matematikos, tikimybiy teorijos, matema-
tinio programavimo kai kuriuos atskirus klausimus.

Kol moksliniai tyrimai apsiribodavo teoriniais algorimy teorijos kla-
usimais, praktinio uzdavinio sprendimo laikas, naudojama kompiuteriy
atmintis ir kiti panaSus dalykai nebuvo aktualus. Kompiuterinés tech-
nikos vystymas suteike praktines galimybes realiems diskreciojo pobud-
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Zio uzdaviniams spresti ir paskatino matematiky interesg diskreciosios
matematikos problemoms.

Pastaraisiais metais diskreciosios matematikos kursai vis dazniau jt-
raukiami j aukstyjy mokykly programas, ruoSiant ne tik matematikus,
bet ir inZinierius. Si mokomoji knygelé skirta aukstyjy mokykly stu-
dentams, pradedantiems studijuoti diskreCigja matematika. Joje désto-
mi Sie diskreCiosios matematikos skyriai: matematinés logikos ir bulin-
iy funkcijy pradmenys, baigtiniy bei skai€iyjy aibiy teorija ir kombina-
torinés analizés elementai, sarysiy teorija, informacijos kodavimo teo-
rijos pagrindai, grafy teorija, grafy analizés algoritmai bei algoritmy
sudétingumo teorijos sgvokos. Diskreciosios matematikos kursg, ati-
tinkantj mokymo knygelés turinj, autorius daug mety skaito VGTU in-
Zinerinés informatikos bei elektronikos specialybés studentams.

Autorius dékoja docentams Juozui Raulynaiciui ir Mecislavui Mei-
lunui, pateikusiems nemazai vertingy pastaby.

Aleksandras Krylovas



1. Matematines logikos ir Bulio funkcijy
pradmenys

1.1. Matematinés logikos jZanga

Teiginio sgvoka

Logika nagrinéja mastymo désnius, uztikrinancius jo taisyklinguma,
t. y. apibréZztuma, neprieStaringuma, nuosekluma, pagrjstuma. Viena pa-
grindiniy, baziniy, pirminiy logikos sgvoky yra teiginys — toks sakinys,
tvirtinimas, reiSkimas, kuris visada yra arba teisingas, arba klaidingas.
PavyzdZiui, sakinys "2>5" klaidingas ir todél yra teiginys, o sakinys
"a = " néra teiginys, kadangi jis gali buti ir teisingas, ir klaidingas
priklausomai nuo « ir g reikSmiy. Tokio pavidalo sakiniai vadinami
predikatais ir bus nagrinéjami veliau (Zzr. 1.6.). Nagrinéjamy logiko-
je samprotavimy turinys néra svarbus: logika domisi teisingy sampro-
tavimy sudarymo formomis. Todél svarbios yra tik teiginiy reikSmes:
tiesingas arba klaidingas, kurios Zymimos "TRUE", "FALSE", "T", "F",

“t", U, 1, 10", L. ir vadinamos loginémis konstantomis. Abstraktieji
teiginiai Zymimi A, B, ..., ¢,d,e, ..., f1,ho,... ir vadinami loginiais
kintamaisiais.

Loginés operacijos

Matematiné logika nagringja matematiniy samprotavimy formas ir
plaCiai naudoja simbolius bei formules. Naujiems teiginiams sudaryti
apibréziamos loginés operacijos, kurios formalizuoja matematiniy teo-
remy jrodymus.

Tarkime, kad z ir y yra teiginiai. Atliekant su z ir y logines operaci-
jas (veiksmus), gaunami nauji teiginiai.



Apibrézimai

Unariojit loginé operacija neigimas skaitoma "ne ", "netiesa, kad z"
ir Zymima z: x reikSmeé keiciama j priesinga: 0 = 1,1 = 0.

Binariosios loginés operacijos:

disjunkcija zymima Vv ("z arba y"): teiginys x V y yra teisingas, kai
teisingas bent vienas i$ teiginiy z, y;

konjunkcija Zymima & ("z ir y"): teiginys z & y yra teisingas, kai
teisingi abu teiginiai z, y;

implikacija Zymima = ("jei z, tai y" arba "i$ z iSplaukia y"): teiginys
x = y yra klaidingas tik tuo atveju, kai teiginys z yra teisingas,
0 y — klaidingas;

ekvivalentumas Zymima < ("z tada ir tik tada, kai y"): teiginys z <
y yra teisingas, kai abu teiginiai z, y yra teisingi arba abu klaidin-
gi.

SuraSykime apibréztas logines operacijas j lentele.

'Unarigja vadinama operacija su vienu kintamuoju (operandu), o binarigja — su
dviem. Jas dar vadina vienvietémis bei dvivietémis operacijomis.



z|ly|ZT|ylzVyl|lz&ky|lz=>yly=>2 |2y

0(0|1]1 0 0 1 1 1

0Oj1]11(0 1 0 1 0 0

10|01 1 0 0 1 0

111/0]0 1 1 1 1 1
Pastabos

1. Disjunkcija kartais yra vadinama logine suma, o konjunkcija — logine
sandauga. Jei j O ir 1 Ziuréti kaip j skaiCius, tai z&y = zy,zVy =
T @y ® zy. Operacija & vadinama sudétimi moduliu du: 0 ®0 =
0,191 =0,001 =160 = 1.

2. Implikacijg galima apibrézti Siomis iSvedimy taisyklémis:

a) i teisingos prielaidos (antecedento) iSplaukia tik teisinga iSvada (kon-
sekventas);

b) klaidinga iSvada iSplaukia tik i3 klaidingos prielaidos.

3. Loginés operacijos literaturoje gali buti pazymetos ir kitaip:

-, 7 (neigimas), A (konjunkcija), —, D (implikacija), +», =, ~ (ekviva-
lentumas).

1.2. Teiginiy algebra

Propozicinés formulés

Teisingy loginiy formuliy sudarymo taisyklés nepriklauso nuo api-
brézty loginiy operacijy turinio?. Norédami pabréZti, kad nagrinésime
logines formules tik kaip algebrinius (formaliuosius) reiskinius ir Siy
formuliy reikdmiy kol kas neskaiCiuosime, kintamuosius (loginius) va-
dinsime propoziciniais, operacijas vadinsime propozicinémis jungtimis,
0 pacias formules — propozicinémis.

2Jos gali b uti apibéztos ir kitaip. Zr. 1.4.
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Apibrézimai
Teiginiy algebros abécéle vadinama aibé

Q[:{G,b,...,A,B,...,.’IJl,"' 7Yj?a"'a

) &7 V,=, <,

()}

Aibés 2l elementai — propoziciniai kintamieji, propozicinés jungtys bei
skliaustai vadinami raidemis. Baigtinés abecelés 2l raidZiy sekos vadi-
namos ZodZiais.
Kai kurie Zodziai vadinami teiginiy skaiiavimo vir§ aibés 2f formule-
mis. Formulés apibréZziamos jy sudarymo taisyklémis:
1) a,b,...,A,B,...,x1,---,Yo,--- yraformulés;
(2) jei A yraformulé, tai (—A) - formulg;
(3) jei A ir B yra formules,

tai (A&B), (AV B), (A= B), (A & B) - formulés;
(4) kity formuliy néra.

Pavyzdziai
Zodis z; = A&—B néra formulé, kadangi sudarytas ne pagal (1)—(4)
taisykles.
Zodis F = ((—p)&((z Vy) = z)) yra formulé, kuri sudaryta taip. Kin-
tamasis p yra formulé pagal (1) taisykle. Zodis F; = (—p) yra formulé
pagal (2) taisykle. Kintamieji z, y ir z pagal (1) yra formulés. Pagal (3)
gauname dar dvi formules F» = (z V y) ir F3 = (F» = z). Galutinai
pagal (3) turime F' = (F1&F3).

Susitarkime jeinancias j formule kitas formules vadinti jos pofor-
muliais. Taigi formulés Fy, Fs ir F3 yra formulés F poformuliai.

Formules gylys

Visy formuliy aibe F galima apibrézti ir taip.
Apibrézimas (rekursinis)
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Fo =a,b,...,A,B,...,x1,--+ , Y2, -}
Fpt1 =F, U {(-z):z€F,} U
{(z&y) 7,y €Fr} U {(zVy) 12,y €Fp} U
{z=y) :z,yeFR}U{(zey)  z,yeF};
F= (J F,.
n=0,1,...

Apibrézimas. Formulés F' gyliu vadinamas skaiCius ng = Ignian n.
€F,

Taigi propoziciniai kintamieji sudaro aibg Fy ir yra nulinio gylio
formulés. Aibe F; sudaro propoziciniai kintamieji ir visos jy kombi-
nacijos su viena propozicine jungtimi. Aibé IF, sudaryta i$ visy aibés Ify
formuliy bei formuliy, gaunamy i$ Siy, taikant vieng propozicing jungtj.

AnksCiau iSnagrinéto pavyzdzio F = ((—p)&((z Vy) = z)) pofor-
muliai Fy ir F turi gylj 1, poformulis F5 yra gylio 2, o pacios formulés
F gylis lygus 3.

Zodis z; = A&-B, kaip jau buvo minéta, néra sudarytas pagal
(1)-(4) taisykles ir todél néra formulée. Norédami jj pataisyti, turime
raSyti papildomus skliaustus: z1/ = (A&(—B)). Taciau Siy skliausty
prasme akivaizdi ir jie yra praktiSkai nereikalingi. Galima susitarti ne-
rasyti iSoriniy skliausty. Tada z1/7 = A&(—B) yra formuleé.

Dar svarbesnis yra susitarimas dél operacijy prioriteto. Operacijos
-, &, V, =, < suradytos prioriteto mazejimo tvarka, t. y. neigimas (—)
turi aukSCiausig prioritetg, o ekvivalentumas (<) — Zemiausig. Tada, jei
A&(—B) yra formulé, tai ir A&—B yra formulé. Jei (A&B) = C yra
formule, tai A&B = C'irgi yra formule.

Pastebékime, kad operacijy prioritety nustatymas neleidzia visai at-
sisakyti skliausty. PavyzdZiui, formulé A v B&C reidkia tik antrg i$
dviejy i esmés skirtingy formuliy: z = (AV B)&C arbay = AV
(B&C). Formuliy uzraSymas be skliausty pavidalu "operacija ope-
randai" vadinamas prefiksiniu, o kitas pavidalas — "operandai ope-
racija" — postfiksiniu (tradicinis pavidalas su skliaustais — infiksinis).
Prefiksinis bei postfiksinis formuliy pavidalai leidZia visai nera3yti sklia-
usty. Pavyzdziui,
z=&V ABC = ABC V &,
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y = VA&BC = ABC&V,
F =—p&(zVy=2)=&p= Vzyz.

1.3. Logikos formuliy semantika
Tautologijos

Tarkime, kad X = (z1,z9,...,2,) Yyra loginiy kintamyjy rinkinys,
F(X) - loginé formule.

Apibrézimai

Loginiy kintamyjy z; reikSmiy {0, 1} rinkinj v = (v, s, ..., ;) vadi-
name loginiy kintamyjy interpretacija. PavyzdZiui, »(Y = (0,1,0) ir
@ = (1,0,1) yra dvi kintamyjy (z, , z) interpretacijos

Formulé F vadinama jvykdoma su interpretacija v, jei F'(v) = 1.
Pavyzdziui, formulé z&y yra jvykdoma su interpretacija v = (1, 1).
Formulé F' vadinama tautologija (tapaciai teisinga), jei ji yra jvykdoma
su bet kuria interpretacija.

Formulé F vadinama prieStara, jei su bet kuria interpretacija v:
F(v)=0.

Pastebékime, kad F' yra prieStara tada ir tik tada, kai —F yra tautologija.
Formulés F' ir G yra vadinamos ekvivalen€iomis, jei su bet kuria inter-
pretacija v: F(v) = G(v).

Formulés F'ir G yra ekvivalencios tada ir tik tada, kai formulé

(F) < (G) yra tautologija.

Teisingumo lentelés

Zinodami jeinangiy j loging formule loginiy kintamyjy reikdmes, atlie-
kame logines operacijas (Zr. 1.1.) ir surandame loginiy formuliy reiks-
mes, kurias jraSome j teisingumo reikSmiy lentelg.

Pavyzdys. Formulés

f(ivl,.’L‘Q,Il?;;) = (£E1 :>TQ) & (fl = 1133)
12



reikSmes bei jy skai€iavimo eiga nusako $i teisingumo reikSmiy lentelé.

T =T | T1 = x3 | f(z1,22,73)

8
—
8
I\
8
w
8
—
8
I\

el Bl Bl Rl =l K= =] N o)
== OO == OO
= OO IOoOI RO
O OO ==
OO OO| ==
(e} Naal il e N N N
el B Rl Rl R =R el =)
OOk =O~RO

Logikos désniai

Tautologijos dar yra vadinamos logikos désniais. SuraSykime svarbiau-
sius i3 jy j lentelgs.

SAtkreipkime démesj, kad ekvivalentumo Zenklas <> yra loginé operacija. Visy
lentelés formuliy reikSmé lygi 1.
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Pavadinimas

Formulé

konjunkcijos
komutatyvumas

(z&y) & (y&2)

disjunkcijos
komutatyvumas

(zVy & (yVa)

konjunkcijos
asociatyvumas

(z&y) &2) & (¢& (y & 2))

disjunkcijos
asociatyvumas

(zVy) vz e (@v(yVz)

negalimo
treciojo x VT
désnis
dvigubas =
neigimas rew
prieStaravimas oy
silogizmas z =y &y = 2) e (z=2)
distributyvumas (& (y V 2)) © ((z&y) V (z & 2))

(zV@&z) & ((zVy & (zV 2)
idempotentumas (rVz) &z

(z&z) &

kontrapozicija (z =y & (y =71
oo @&1) = @V D)

Visas formules galima jrodyti, sudarant jy teisingumo reikSmiy lenteles.
Jrodykime, pavyzdZiui, pirmajj de Morgano® désnj:

4Augustus de Morgan (1806 — 1871) — $koty matematikas ir logikas.
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z|y|T|y|z&y|z&y|TVY|(z&y) & (T VY
0(0]1]1 0 1 1 1
01110 0 1 1 1
110011 0 1 1 1
1({1]0]0 1 0 0 1

Tautologijy nustatymo metodai

Teisingumo reikSmiy lentelés metodas yra universalus, bet reikalauja
daug darbo. Kartais jrodyti, kad formulé yra tautologija galima greiciau,
taikant priestaros bei ekvivalenciyjy pertvarkiy metodus.

PavyzdZziai

1. [rodykime prieStaros metodu, kad formulé F' = (A = (B = A))
yra tautologija. Sprendziame lygtj F = 0. Implikacija = jgyja nuling
reikSme tik kai 1 = 0. Taigi turi buti A = 1, (B = A) = 0. Gauname,
kad (B = 1) = 0, o tokiy reikSmiy B néra. Todél lygtis FF = 0
neturi sprendiniy ir visais atvejais gauname F' = 1, t. y. formulé F yra
tautologija.

2. Ekvivalenciyjy pertvarkiy metodu jrodykime, kad formulé

(A & B) Vv (A V B) yra tautologija. Taikome dvigubo neigimo désnj:
(A & B) & (A & B). Reidkiniui (A & B) taikome de Morgano désnj:
(A & B) < AV B. Taigi taikydami negalimo tretiojo désnj, gauname
(AVB)V(AVB) & 1.

1.4. Teiginiy skaiCiavimas

Loginés iSvados

Apibrézkime kitg logikos désniy jrodymo metoda. Pirma suformuluosi-
me taisykle, pagal kurig galima gauti naujus logikos désnius (teoremas).

Toliau (zr. 1.4.) nagrinésime pradinius désnius — aksiomas, leidZiancias
jrodyti visus logikos désnius.

15



Apibrézimas

Loginé formulé y vadinama logine iSvada i$ formuliy z1,zo, ..., z,,

jeigu implikacija

(21&z0& ... &zy) = y

yra tautologija.

Zinodami, pavyzdZiui, kad = yra tautologija, gauname, kad z V y

irgi yra tautologija. Tai daZnai uZzraSoma kaip iSvedimo taisyklé:

Z

T Vy

SuraSykime pagrindines iSvedimo taisykles | lentele.

1)

)

®3)

(4)

Q)

(6)

Y

z = (z Vy)

(z&y) = =z
((z =y &z) =y

((z = y) &y) = 7

(= 9&(z=>w)&
(zV2)=(yVw)

(z =y =>F=>7

(z=9&(y = 2) =
(r = 2)

(r=9)&(z=>w),zVz

S.oyVuw

=1y

LY =T
T=Y,Yy = 2

T = Z
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Sios taisyklés yra vadinamos: (1) — sudétis; (2) — suprastinimas; (3) —
modus ponens; (4) — modus tollens; (5) — konstrukciné dilema; (6) —
kontrapozicija; (7) — silogizmas.

Aksiominis metodas

Formalioji matematiné teorija 7" apibréZiama keliomis taisyklémis. Mes
suformuluosime jas ir i$ karto iSnagrinésime teiginiy skaiCiavima L kaip
tokios teorijos pavyzdj.

(F) Apibréziami teorijos L simboliai, kurie vadinami jos abécéle.
Siy abécélés simboliy baigtinés sekos vadinamos ZodZziais. Teiginiy
skaiCiavimo formaliosios teorijos L simboliai jau buvo apibrézti 1.2.
skyriuje. Priminsime, kad tai buvo raidés su indeksais arba be jy, loginés
operacijos bei skliaustai. Pridékime prie jy dar kablelj (, ) , kuris naudo-
jamas iSvedimo taisyklése. Po to apibréziamos teorijos formuliy suda-
rymo taisykles, leidZianCios iSsiaiskinti ar Zodis yra formulé. Tokios
taisyklés jau buvo iSnagrinétos (zr. 1.2.).

(A) I8skiriamos teorijos formulés, kurios vadinamos jos aksiomo-
mis. Teiginiy skaiCiavimo aksiomos gali buti® tokios: (A4, B, C — bet
kurios formulés)

(AD) (A= (B=0C));
(A2) (A= (B=0)=({(A=B)=(A=0));
(A3) (-B = -A) = ((-B= A) = B)).

(MP) Nurodytos iSvedimo taisykles, leidZiancios i$ vieny teorijos
formuliy gauti kitas. Teiginiy skaiCiavimo teorija turi tik vieng iSvedimo
taisykle modus ponens: B yra tiesioginé iSvada i§ A ir A = B arba
trumpiau

A, A= B
B

Visos teiginiy skaiciavimo formulés, kurias galima gauti, taikant ak-

siomas (A1) — (A3) bei (MP) iSvedimo taisykle, yra teiginiy skaiciavimo

SPastebékime, kad Sia déstomas tik vienas galimas teiginiy logikos formalizavimas.
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teoremos (jos Zymimos = arba I-).

Teorema. - A = A.

Irodymas. |statome j (A2) B= (A= A)irC = A:

(1) A=(A=24)=>A4)=(A=A=>4)= (A= 4).
RaSydami (A1) formuléje A = A vietoje B, gauname

(2) (A= (A= A) = A)).

Taikome iSvedimo (MP) taisykle gautoms (1), (2) formuléms:
(3) (A= (A= A)) = (A= A4)).

Veél taikome (Al) aksiomgsu B = A ir C = A:

(4) (A= (A= A)).

Galutinai i$ (3) ir (4) formuliy pagal (MP) taisykle gauname
(5) (A= A).

Pastabos

Aksiomose (Al) — (A3) panaudotos tik dvi loginés operacijos: neigimas
(=) bei implikacija (=). Todél teiginiy algebros formules galima api-
brézti nenaudojant kity operacijy. Tada konjunkcijos, disjunkcijos bei
ekvivalentumo operacijas galima jvesti tokiais apibréZimais:

(D1) (A& B) = (~(A = -B));
(D2) (A Vv B)=((-4) = B));
(D3) (A & B)=((4 = B)& (B = A)).

Irodyta teiginiy skaiCiavimo formaliosios teorijos L teoremat A = A
yra tautologija. Tai yra bendrasis rezultatas: visos teorijos L teoremos
yra tautologijos. Galima jrodyti ir atvirkstinj teiginj: jei formulé yra
tautologija ji yra ir teorijos L teorema. Tai reiSkia, kad teorija yra pil-
noji. Dar vienas bendrasis matematinés logikos rezultatas yra teorijos L
neprieStaringumas: neegzistuoja tokia teorijos formulé A, kad ir A, ir
— A yra teoremos.
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1.5. Bulio funkcijos
Bulio funkcijos apibrézimas

Tarkime, kad Kintamieji x1, zo, ..., z, ir funkcija f(z1,x2,...,Ty)
jgyja tik dvi reikSmes, kurias Zymeésime 0, 1. Tokias funkcijas bei Kin-
tamuosius vadinsime buliniais arba Bulio® kintamaisiais ir bulinémis
funkcijomis. I13nagrinékime dviejy kintamyjy buling funkcija f(x1, z2).
Kadangi kintamieji jgyja tik dvi reikSmes 0, 1 ir funkcijos reikSmiy irgi
yra tik dvi, tai egzistuoja lygiai 16 skirtingy dviejy kintamyjy buliniy
funkcijy. SuraSykime visas jas j lentele.

zi @ | fo| r| fo| f3| fa| fs| fe| fr
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 | @2 | fs | fo | fro | fur | fi2 | fis | fia | fi5
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Funkcijy reiskimas formulémis

Pastebékime, kad funkcijos fo ir fi5 yra konstantos: fo = 0, fi5 = 1.
Funkcija fi1o = x2 nepriklauso nuo kintamojo z1, o funkcija fio = z1
- Nuo 5.

Apibrézimai

Bulinés funkcijos f(z1,z2,...,zy) kintamasis z; (0 < j < n) vadina-
mas fiktyviuoju, jei

f( 7wj71503xj+15"') = f("'a'rjfla]-axj-kla"')'

George Boole (1815 — 1864) — angly matematikas ir logikas.

19



Kintamieji, kurie néra fiktyvieji vadinami esminiais.
Taigi funkcijos fo ir fi5 neturi esminiy kintamuyjy. Funkcijy fig ir fio
esminiai kintamieji yra o ir 1, 0 fiktyvieji — z1 ir zo.

Funkcijos fs, f5, fs, fo, f11, f13, f14 i8reiSkiamos apibréZtomis 1.1.
skyriuje (pagerefml.li.lopr psl.) operacijomis:

f3 | fs 8 fo J11 f13 fia

Ty | T | 21&20 | 21 S 20 | T1 = 22 | o= 21 | 1V T9

Funkcijos fa, fa, fe iSreikiamos taip:

J1 fo fa fe fr

T1VTy | Tg = T1 | T1 = o (.Tl V .’Ez)&(fl \Y Tg) r1& 19

1.1. skyriuje (Zr. 9 psl.) buvo minéta funkcija &, kuri yra vadinama
sudétimi moduliu du. Galima jrodyti (pakanka sudaryti teisingumo
lentelg), kad

(1 ® z2) & ((z1 V 22)&(T1 V T2)).

Susitarkime radyti lygybés Zenkla (=), kai ta pacig buling funkcija reis-
kiame skirtingomis formulémis. Taigi

fo(z1,22) = 21 ® 22 = (21 V 22)&(T1 V T2).
Funkcija f; yra vadinama Pirso’ rodykle ir Zzymima |:
filz1,22) =21 | 29 =21 V 22 = T1&To.
Funkcija f7 Zymima | ir yra vadinama Seferio® bruksneliu:

f7(.771,.’[22) = .771‘ T9 = 21&T9 = T1 V To.

"Charles Peirce (1839 — 1914) — amerikietiy matematikas, filosofas ir logikas.
8Henry Sheffer (1883 — 1964) — amerikietiy logikas.
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Teorema

Bet kuri loginé formulé gali buti uZraSyta, taikant tik vieng logine ope-
racija () arba (]).

Irodymas. UZtenka jsitikinti, kad neigimas iSreiSkiamas taip: 7 <
(z|z). Tada (z&y) < ((z]y) | (z]y)). Disjunkcija iSreiSkiame, taikant
Sias formules ir de Morgano désnj (arba Zr. formules (D1) — (D3),
18 psl.) Pastebéje, kad (z | y) < (&%), gauname jrodyma Pirso
rodyklei.

Dualumo principas

ApibréZzimas
Funkcija f1 (1, zo, ..., z,) yra vadinama dualigja funkcijai
fo(z1, 20, . .., Ty), jei

fl(.’El,.’Eg,. .. ,.’En) = ?2(51,52,. .. ,in).

Pastebékime, kad

f2($1,.’1)2, IR 7'Tn) = ?2(%17525 v 75714) = ?1(517527 IR afn)'

Taigi jei funkcija f; yra dualioji funkcijai fo, tai ir funkcija f» yra dua-
lioji funkcijai fi. PavyzdZiui, kai fi(z,y) = z Vyir fa(z,y) = &y
turime

?I(an):i ?z%&?zx&y:fz(x,y),
f2@Y) =T&y=TVy=z V y = fi(z,y).

Funkcijos f(x1, 2, ..., x,) dualiajg funkcija f(Z1, ..., Z,) Zymésime
[z, zn). Tada f{(z,y) = fa(z,y) It f3(2,y) = fi(z,y).

Apibrézimas
Funkcija f(z1,...,zy,) vadinama savidualigja, kai
f(x1y e yzn) = f(21,- -y Tp)-

Pavyzdziui, funkcija f(z,y, z) = z&y V z&z V y& 2z yra savidualioji.
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Normaliosios formos
Logine funkcijg galima iSskleisti jos kintamaisiais:
f(:vl, .’L‘Q) = wl&f(l, iL‘Q) V El&f(O, 1132).

Taikant 3ig formule dar karta, gaunama fukcijos f(z1,z2) disjunkciné
forma:

:L'l&.’L‘Q&f(l, 1) V xl&fg&f(l, 0) Vfl&.’tg&f(o, 1) Vfl&fg&f(o, O).

Susitarkime praleisti formulése konjunkcijos Zenklg (&) ir paliksime tik
tuos narius, kur f(---) = 1.

Pavyzdys
UzraSykime funkcijos, apibréztos jos teisingumo reikSmiy lentele, dis-
junkcine normaligjg forma.

zy | o | 23 | f(r1,20,23)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Matome, kad nelygios nuliui tik trys funkcijos reikSmeés: £(0,0, 1),
f£(1,0,0) ir £(1,0,1). Todél funkcijos disjunkciné normalioji forma yra
tokia:

f($1,$2,x3) = T1Zox3 V L1T2Z3 V T1T2X3-
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Pazymekime

Ty axz*=1lirkaiz #y:2z¥=0.

Pastebékime dar, kad 7 = 77 = z°.

Kiekviena (iSskyrus const = 0) loginé funkcija uzraSoma disjunkcine
normaligja forma:

f(z1,29,...,2y) = \/ ARE SERRY AR

f(o1,02,...,00)=1

Pastebékime, kad formuléje yra visi kintamieji z1,zs, ..., z,. Si dis-
junkciné forma yra vadinama tobulgja. Taikydami ekvivalenciuosius
loginius pertvarkius

zVey = z(zVy) = z, zyVay = z, zVzy = zVy,
bet kurig disjunkcing normaligjg forma, galima suvesti j tobulaja.
Pavyzdys

zYyVzz = zyzVzyzvVzyzvVrxyz.

PanasSiai disjunkcinei normaligjai formai apibréziama tobuloji kon-
junkciné normalioji forma:

flz1,29,...,zn) = /\ (' Va2 V- V).

f* (U1,U’2,...,an):1

Irodykime, kad kiekvieng buling funkcija f(z1, 2, ..., zy) (i8skyrus
const = 1) galima iSreiksti tobulgja konjunkcine normaligja forma. Pa-
gal dualiosios funkcijos f*(x1,xa,...,x,) apibréZima, taikydami Sios
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funkcijos tobulaja disjunkcing normaligjg forma, turime

f(x17$27 - ;fEn) = 7*(51’52, - ,En) =
\/ TV &7 & - - &TI =

f*(01,025.00)=1
N @ VaPveval) =

f*(o’1,0’2,...,an):1

A (x?\/xgzv---w;zn).

f(o1,02,...,0n)=0

Taigi (22 p.) lenteléje apibréztos funkcijos f(z1,x2,z3) tobuloji kon-
junkciné normalioji forma yra

(x1VzoVrs)& (21 VT Vrs) & (21 VI VT3) & (T 1 VTV E3) & (T1 VI VETs).
Pilnosios funkcijy sistemos
Apibrézimai

(To) Bulio funkcijg f(x1,x2, - - ., z,) vadiname nekeiciancia nulio, jei

Visy tokiy funkcijy klase (aibg) Zymeésime 7.

(Ty) Panasiai apibréZiama nekeiCianciy vieneto buliniy funkcijy klase:
T :{f:f(lal,"'al) :1}

Pavyzdziui, funkcijos f(z) = z, g(z,y) = x Vy, h(z,y) = z&y
priklauso abiems klaséms, o funkcija w(z) = Z — né vienai.
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(T,) Savidualiyjy funkcijy klase pazymekime T:

T.={f: f(x1,22,--.,2p) = [ (x1,22,...,25)}.

Siai klasei priklauso, pavyzdziui, funkcijos f(z) = z bei w(z) =

Z.

(T¢) Tarkime, kad o = (a1, 02,...,5) it B = (B1,P2,--.,0,) yra
du buliniy kintamyjy rinkiniai. Susitarkime raSyti o < 3 (‘arba
B = a), kai a; < fB; suvisais j = 1,2,...,n. Pastebekime,
kad ne visi buliniy kintamyjy rinkiniai « ir 8 tenkina kurig nors
i§ salygy @ < B arba 8 = «a. Pavyzdziui, (0,0) < (0,1) <
(1,1), taciau negalima radyti (0,1) < (1,0) arba (0,1) = (1,0).
ApibréZkime monotoniniy funkcijy klase

Te=A{f:ax 8= fla) < f(B)}-

Pavyzdziui, funkcijos g(z,y) = z Vy, h(z,y) = z&y yra mono-
tonines.

(Ty) Tiesiniy funkcijy klasé apibréziama taip °:
T, ={f: f(z1,72,...,75) = co®c1&z1Dc2&T2®" - -Den&xn }-

éiaCj € {0, 1} yratiesinio darinio koeficientai. Funkcijos f(z) =
z irw(z) = T yra tiesinés:
f@)=2=001&z, w(z)=T=201=16 1&=.
Parodysime, kad funkcija g(z,y) = xzVy nératiesine. UZraSykime
bendrg teisinio darinio pavidalg su neapibréZtais koeficientais cg,
C1, C2.

g(z,y) =xzVy=co®cr&z @ ca&y.

9Skliausty nerasome, kadangi operacijos & prioritetas yra didesnis, negu operaci-
jos .
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Imdami buliniy kintamyjy z ir y reikSmes, gauname:

9(0,0) =0V 0 =0=co® c1&0 B c2&0 = ¢y,
9(0,1) = 0V1=1=0®c1&0 & c2&1 = o,
9(1,0) = 1v0=1=0®c1&1 & 1&0 = ¢;.

Taigi visi koeficientai rasti: cg = 0, ¢; = 1, cg = 1 ir turime
g(z,y) = @ y. TaCiau, g(1,1) =1v1i=1#1a1=0ir
todélzVy #zDy.

Tarkime, kad bulinés funkcijos

f($1,$2,... ,:IIn), fl(xl,LCQ, e ,a:n),
fo(z1, 29, ooy Tpn)y ooy frlT1, 22, oy Tp)

priklauso kuriai nors vienai funkcijy klasei Ty, T7, Ty, T arba T7..
Tada sudétiné funkcija

f(fl(a:laa"?a"' a$n)af2(x17$27' i awn)a' . 7fn(xla$27"' 7$n))

priklauso tai paciai funkcijy klasei. Taigi buliniy funkcijy klasés Ty, 71,
T, T, Ty, yra uzdarosios.

Apibrézimas
Funkcijy sistema F' = {f1, f2,--., fm} yra vadinama pilnaja, jei bet
kurig buling funkcijg galima iSreiksti Sios sistemos funkcijomis.
Bet kuri buliné funkcija iSreiSkiama disjunkcine arba konjunkcine nor-
maligja forma. Todél funkcijy (raSome atitinkancias operecijas) sistema
{—, &, V} yra pilnoji. Taikant de Morgano désnius, konjunkcija gali-
ma iSreikSti neigimu bei disjunkcija ir atvirk3Ciai. Taigi pilnosios yra ir
Sios sistemos: {—, V}, {—, &}. Prisiminkime, kad mes Zinome dar tris
pilnasias funkcijy sistemas: {-, =} (Zr. 1.4.), {|}, {4} @r. 1.5.).
Bendruoju atveju nustatyti funkcijy sistemos pilnuma leidZia Pos-
to' teorema.

°Emil Leon Post (1897 — 1954) — amerikietiy matematikas ir logikas.
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Teorema

Bulio funkcijy sistema F' yra pilnoji tada ir tik tada, kai ji turi bent po
vieng funkcijg, nepriklausancig kiekvienai klasei Ty, T4, Tk, T, 17,
t. y. galima nurodyti bent vieng funkcijg kuri néra nekeiCianti nulio,
néra nekeicianti vieneto ir t. t.

Parodykime, kad sistema {0, 1, &, @} yra pilnoji. Konstantos 0 ir 1 ne-
priklauso atitinkamai klasems T4 ir Ty. Taip pat, Sios funkcijos néra
savidualiosios. Funkcija & néra monotoniné. Funkcija & neéra tiesine.
Taigi visos teoremos sglygos yra tenkinamos ir sistema yra pilnoji.

1.6. Predikaty logika
Kvantoriai ir predikatai

Jveskime dar dvi logines operacijas, kurios vadinamos egzistavimo (Zy-
mimas J) ir bendrumo (V) kvantoriais. Egzistavimo kvantorius nurodo,
kad yra, galima rasti, egzistuoja tam tikras objektas: Ja p(a) skaitoma
"yra tokia (tokios) «, kurios turi savybe p". Bendrumo kvantorius nuro-
do, kad savybe p turi visi objektai «: Va p(«) skaitoma "su visomis
(kokia bebuty) «, yra tenkinama salyga p".

Mes jau minejome (Zr. ??), kad sakinys "a = (" néra teiginys,
kadangi jis gali buti ir teisingas, ir klaidingas priklausomai nuo « ir 8
reikSmiy. Norédami nagrinéti tokius sakinius, turime pasitikslinti kin-
tamyjy «, B prigimtj: tai gali buti skai€iai, matricos, funkcijos ir t. t. To-
kius kintamuosius vadiname dalykiniais kintamaisiais arba tiesiog kin-
tamaisiais ir zymime z,vy, z, - .., 1, Yo, - . . Dalykiniy kintamyjy reik-
Smes vadiname konstantomis ir Zymime «, 3, ..., a1, B2, ...

Apibrézimas

Funkcija P(z1,zo,...,z,) vadinama predikatu, jei su bet kuria daly-
Kiniy kintamyjy =1, zo, . . ., x, realizacija a1, as, ..., an,
P(ay,as,...,ap) yra teiginys. PavyzdZiui, kai z ir y yra realieji skai-
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Ciai, galime nagrinéti tokius predikatus: P(z,y) = "z2? > 9",
G(z) =" sinz > cosz”, R(y) = "y? = e~¥”. Tada P(1,0) yra teisin-
gas teiginys, G(0) — klaidingas. Teiginys R(«) jgyja teisinga reikSme,
kai o tenkina lygtj y2e¥ = 1.

Taikydami kvantorius ir predikatus irgi galime sudaryti teiginius:
Vz3IyP(x,y), JzG(z) - teisingi teiginiai; Yy R(y) — klaidingas teiginys.

Termai ir formulés

Predikaty logika formalizuojama pagal ta pacig schemg kaip ir teiginiy
logika: apibréZiama abécélé, formuliy sudarymo taisyklés, aksiomos bei
iSvedimo taisyklés. Mes apsiribosime tik pirmuoju bei antruoju klausi-
mais.

Atliekant veiksmus su dalykiniais kintamaisiais turime formalizuoti
gaunamy reidkiniy nagringjima. Zymékime visus leistinus dalykiniy
kintamyjy bei konstanty reiskinius f, g, ..., f1, g2, ... irvadinsime juos
funkcinemis raidemis. Tai gali buti, pavyzdZiui, aritmetinés operaci-
jos arba trigonometrinés funkcijos. Toliau nagrinéjame visus reiskinius,
kuriuos galima sudaryti, taikant tas operacijas arba funkcijas.

Apibrézimas
Termais vadiname reiSkinius, kuriuos galima gauti pagal Sias taisykles:
(a) kiekviena konstanta arba kintamasis yra termas;
(b) jei f yra funkcineé raidé ir t1,to, ... ,t, — termai, tai f(t1,t2,...,tp)
yra termas;
(c) néra termy, gauty ne pagal (a), (b) taisykles;
Predikaty kalbos abécélé apibréZiama kaip aibé, sudaryta is Siy ele-
menty:
1) loginiy operacijy: —, &, V, =, <;
2) pagalbiniy simboliy: skliausty () bei kablelio (,);
3) kvantoriy: V, 3;
4) kintamuyjuy;
5) konstanty;
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6) funkciniy raidziy;
7) predikatiniy raidziy (predikaty).

Apibrézimai

Jei t1,t9,...,t, yra termai, o P yra predikatas, tai P(t1,t2,...,ty)
vadiname elementarigja formule.

Predikaty skaiCiavimo formulés apibréziamos Siomis taisyklemis:

(a) elementariosios formulés yra formulés;

(b) jei A ir B yra formulés, z — kintamasis, tai

(-A), (A&B), (AV B), (A= B), (A< B), (VzA), (3zA)

yra formuleés;

(c) néera formuliy, gauty ne pagal (a), (b) taisykles.

Suvarzytieji ir laisvieji kintamieji
Apibrézimas
Kintamojo jeitis j formule nusakoma kintamuoju simboliu bei jo vietos

formuléje numeriu. Vietos, kur prie$ kintamajj yra kvantorius, neskai-
¢iuojamos.

Pavyzdys

Formuléje P(z,z) = Vz(Q(y,2) Vy = z) yra
viena kintamojo z jeitis;

dvi kintamojo y jeitys;

trys kintamojo z jeitys.

Kaip ir teiginiy algebros formulése (Zr. 1.2.) galima iSskirti predika-
ty skaiciavimo formuliy poformulius. ISnagrinéto pavyzdzio formuléje
turime poformulius y = 2, Q(y, 2), Q(y,2) Vy = zirt. t.

Apibrézimai
Kintamojo z jeitis j formulg F' vadinama laisvaja, jei ji nepriklauso jo-
kiai formulés F' daliai (poformuliui), prasidedanciai Vz arba 3z. Prie-
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Singu atveju kintamojo z jeitis vadinama suvarZytgja formuléje F. Kin-
tamasis vadinamas laisvuoju formuléje F, jei jis turi bent vieng laisvaja
jeitj. Formulé vadinama uzdaraja, jei ji neturi laisvyjy kintamuyjy.

Kai visi formulés F' kintamieji z1, zo, - - ., z,, yra laisvieji, raSome
F(z1,29,...,2,). Suvarzytyjy kintamyjy kartais neraSome. Susitarki-
me, kad tokiu atveju formulés F, Vz F ir 3z F yra ekvivalencios.

Predikaty skaiCiavimo désniai

SuraSykime predikaty logikos pagrindinius désnius.

V(P (z)& Py (z)
Jz(Pi(z) V Py(z)
VaVyP(z,y) < VyVzP(z,y)
EI:EEIyP(:L‘, Y) Y

)

)
dz(P(z)&Y) & JzP(x)
Jz(P(z) VY) & JzP(z) VY

(VzPy(z) VVZPo(x)) = V(P (z) V

(Fz Py (2) &Iz Py (x)) (Py(

(
Ve(P(x)VY) & VeP(z) VY

(

(

= dx
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2. Aibiy teorija ir kombinatorika

2.1. Aibés
Aibés sgvoka

Vieng pagrindiniy Siuolaikinés matematikos savoky yra aibe. Aibiy
teorijos kuréjas Kantoras'* mané 3ig savoka intuityviai aidkia. Taip
suprantama aibe yra jos elementy visuma. Kai a yra aibés A elementas,
raSome a € A. Jei y néra Sios aibés elementas raSome y ¢ A arba y€A.

Pavyzdziai

A={a,a9,...,a,};

N ={1,2,3,...} —naturaliyjy skaiciy aibé;
P=4{2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...} — pirminiy skaiCiy aibé;
L={neN:n=2k, k=1,2,...} —lyginiy naturaliyjy skaiCiy aibé;
C = {{1,2}, {1}, {2}};

D = {N}.

Aibiy reiSkimas predikatais

IS pateikty pavyzdZiy matome, kad aibés gali buti baigtines (A, C, D) ir
begalinés (N, P, L). Aibés elementai gali buti irgi aibés (C, D). Aibes
gali buti apibréztos suraSant visus jy elementus (A, C, D) arba nurodant
tam tikrg jy savybe (N, P, L).

Raselo? paradoksas rodo, kad aibés apibréZzimas, nurodant tam
tikrg visy aibés elementy savybe, gali buti nekorektiSkas. Apibrézkime
aibe Y, kurios elementai yra tokios aibés X, kad aibé X néra savo ele-
mentas: X ¢ X:

Y = {X: X¢X}.

1 Georg Cantor (1845 — 1918) — vokietiy matematikas.
2Bertrand Arthur William Rassel (1872 — 1970) — angly matematikas, logikas ir
filosofas.
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U

1: Universalioji aibé U ir aibés A, B, C, D

Araibée Y € Y? JeiY €Y, tai pagal aibés apibrézimag Y ¢ Y. Jei
Y ¢ Y, taiY € Y. Taigi gavome loginj prieStaravima.

Tam kad iSvengti panasiy problemy galima jvesti universaliosios'3
aibés U sgvokg ir nagrinéti tuos jos elementus z, kurie tenkina tam tikrg
salyga p(x). Taigi aibe P galima apibrézti predikatu p(z):

P={zeU:p(z)}

Jei né vienas elementas = € U netenkina salygos p(x), tai aibé P neturi
elementy. Tokia aibé yra vadinama tusciagja ir Zzymima 0.

Paveiksle pavaizduota universalioji aibé U ir aibés A, B, C, D. Tokios
figuros vadinamos Qilerio'* ir Veno®® diagramomis.

BUniversalioji aibé visada priklauso nuo konkretaus uzdavinio. PavyzdZiui, nagri-
néjant nat uraliyjy skatiy savybes, U gali b uti racionalieji, realieji arba net ir komplek-
siniai skaiCiai.

14_eonhard Euler (1707 — 1783) — $veicary matematikas, mechanikas ir fizikas.

5Jonh Venn (1834 — 1923) — angly logikas.
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Kéliniali
Aibés A elementy skaiCiy Zymésime | Al:
|(b| = 0, |{a1,a2, “e ,an}| =n.
Kai |A| = n yra nedidelis skaiCius, visus aibés A elementus gali-

ma iSvardinti. Pastebékime, kad aibés elementy uzraSymo eilés tvarka
neturi reikSmeés. Pavyzdziui, aibé {1, 2, 3} iSreiSkiama SeSiais budais:

{1,2,3} = {1,3,2} = {2,1,3} = {2,3,1} = {3,1,2} = {3,2,1}.

Tokie skirtingi elementy uzraSymai yra vadinami kéliniais. Bendru at-
veju n skirtingy elementy galima sukeisti vietomis

nl=1-2---(n—1)-n

(skaitome "n — faktorialas™) budais. Taigi ir baigtiné aibé A gali buti
iSreiksta | A|! budais.

Aibeés poaibiai
Apibrézimas
Aibé A yra vadinama aibés B poaibiu, jei visi aibés A elementai yra ir
aibés B elementai. RaSome A C B arba B D A.
Kai aibés yra reiSkiamos predikatais A = {z € U : a(z)} ir
B ={x € U : b(x)}, poaibio apibréZima galima uZradyti taip:

(A C B) & (Vz a(z) = b(z)).

Pastebekime, kad i$ €ia iSplaukia, kad bet kuriai aibei B gauname () C
B: kadangi () neturi elementy, formuléje Vz a(z) = b(x) turi buti
a(z) = const = 0 ir implikacija 0 = b(x) yra teisinga su bet kuriuo
predikatu b(z).

IS Sio apibréZimo dar iSplaukia, kad A C A, kadangi a(z) = a(z)
visada yra teisingas teiginys.1®

18L_iterat uroje Kartais taikomi Zynéjimai X C Y, Y D X. Tokiu atveju Zyméjimas
X C Y reiskia: X C Y&X # Y. NetuSCiasis poaibis X C Y&X # Y vadinamas
tikriniu.
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2: Aibés poaibiai

Susitarkime, kad (A = B) < (a(z) & b(z)). Sj teiginj galima
uzraSyti ir taip:

(A=B) & (ACB) & (B CA).

Pavyzdys
Aibé A ={0,1,{0,1}} turi tris elementus: 0 € A,1 € A,{0,1} € A4
bei aStuonis poaibius:

0. {0}, {1}, {{0,1}}, {0,1}, {0,{0, 1}}, {1,{0, 1} }, {0, 1, {0, 1}}.

Pavaizduotos 2 paveiksle aibés A, B, C tenkina salygas: A C B, B C
C, A cC C arbatrumpiau A Cc B C C.

Deriniai ir gretiniai
SuskaiCiuokime, kiek poaibiy turi baigtiné aibé A = {a1,az,...,a,}.

Yra vienas poaibis, neturintis elementy — tuscioji aibe (.
Poaibiy, turinCiy po vieng elementg, yra n:

{al}, {GQ}, ey {an}
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(n-1).

Poaibiy, sudaryty i$ dviejy elementy, yra n

2
{a'la a2}7 {ah a’3}7 LR {a'la (ln}, LR {a'nfla an}'
Poaibiy, turinCiy po k elementy, yra
ok _ n! :(n—k+1)-(n—k+2)-----(n—l)-n
" (n—k)K! k! )

Kitas deriniy skaiCiaus i$ n po k elementy Zymejimas yra (Z) Paste-

bekime, kad
0 n n n
p— pr— pr— :]_.
o= (5)-a-(7)

Taigi baigtiné aibé A turi C3+CL+C2+- - -+C? poaibiy. Siam skaigiui
rasti taikome gerai matematikoje Zinoma Niutono!” binomo formule:

n
(@) = 3 Chan
k=0

n
Kai z = y = 1, i$ Cia gauname ieSkoma skai¢iy > C¥ = 27,
k=0
Aibés A = {a1,as,...,a,} visy poaibiy aibé vadinama buleanu ir
Zymima
2A = {@, {Cll}, {CI,Q}, . ,{al, GQ}, Ceey {al, ag, a3}, s ,A}

Turime formulg 24| = 2141

Kartais isrinkty i$ aibés A = {a1, a9, ..., a,} k elementy eilés tvar-
ka yra svarbi. Kiekvieng tokj poabj galima uzradyti k! budais. Elementy
junginius, kurie vienas nuo kito skiriasi arba paciais elementais, arba jy

Msaak Newton (1643 — 1727) — angly fizikas ir matematikas.
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eile vadinami gretiniais. Gretiniy i$ n po k elementy skaiciy Zymime
AE . Turime

n!
(n—k)!

Pastebekime, kad A7 = n! t. y. keliniy skaiCius.

Ak = gICk = =n—k+1)-(n—k+2)---(n—1)-n.

Pavyzdziai

1. SuraSykime visus gretinius po du elementus i$ {a, b, c}: (a,b), (b,a),
(a,c), (c,a), (b,c), (c,b). Taigi A3 = E _'2)' =2-3=6.

2. SuskaiCiuokime, kiek skirtingy véliavy galima sudaryti i$ septyniy
spalvy vienodo dydZio juosty, jei kiekviena veliava turi lygiai tris hori-
zontaliasias juostas. Turime i$ septyniy juosty issirinkti tris ir yra svarbi
Siy trijy juosty eilés tvarka. Tai yra gretiniy skaiCius

7! 7!
] =41 =0°6-7=210.

A} =

2.2. Veiksmai su aibemis
Operacijy su aibémis apibrézimai
Tarkime, kad aibés A ir B apibréZtos predikatais a(z), b(x):

A={z€U: a(z)}, B={z€U: b(x)}.

Apibrézimai
Aibiy A ir B sgjunga vadinama aibé, kurios elementai priklauso bent
vienai aibei A arba B. Sajungg Zymime A U B. Taikydami predikatus,
apibrézima galime uzrasyti taip:
AUB = {z€U: a(z) V b(z)}.
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3: Veiksmai su aibémis

Aibiy A ir B sankirta vadinama aibé, kurios elementai priklauso ir aibei
A, ir aibei B. Sankirta Zymima A N B ir taip reiSkiama predikatais:

ANB = {z €U: a(z) & b(z)}.

PavyzdZiai
A={1,{1},{1,2},3}, B ={1,{2},{3,4}},

AUB = {1,{1},{1,2},{2},3,{3,4}},
ANB = {1}.

Apibrézimas
Aibiy A ir B skirtumas A \ B - aibé, sudaryta i3 ty aibés A elementy,
kurie néra aibés B elementai:

A\B = {ze€U: z€ A&z ¢ B}.
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Pavyzdziai

A={1,{1},2,{2,3}}, B = {1,{2},{2,3},4},

A\ B = {{1},2},
B\ A= {{2},4}.
Pastebékime, kad A\ B # B\ A.

Dar vienos unariosios operacijos rezultatas — aibés A papildinys yra
aibé A, sudaryta i$ ty (universaliosios aibés U) elementy, kurie néra

aibes A elementai:

A=U\A={z€e€U: z ¢ A}

Operacijy su aibemis savybes

AUB=BUA
ANB=BnNnA
(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AN(BNQO)
AU(BNC)=(ANB)U(ANC)
AN(BUC)=(AUB)N(AUQ)
AUB=ANB
ANB=AUB
AUA=A
ANA=A4
Aup=A
ANU=A
AUA=T
ANA=10

15 (A)=A

O© 00 NO OB WwWN B

e e
A wWNRO

komutatyvumo
désniai

asociatyvumo
désniai

distributyvumo
désniai

de Morgano

désniai

idempotentumo
désniai

U - universalioji aibé

dvigubo neigimo désnis

Visas formules galima jrodyti, taikant predikatus.

Irodykime, pavyzdZiui, 10 formule:

ANA={zeU:a(x)&a(z)} ={z €U :alx)} = A.
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2.3. Kombinatoriniai skaicCiai
Skaidiniai
Apibrézimai
Tarkime, kad aibés A poaibiai By, Bo, ..., By (B; C A) tenkina
Sias sglygas:

1) B; #0;
2) BiﬂBjIQVi;éj;

k
3) UBj = A
j=1

Tada sakome, kad poaibiy B4, Bs, ..., By, rinkinys yra aibés A skaidi-
nys. Poaibiai B; vadinami skaidinio blokais. Tokiy skaidiniy skaiCiai,
kai |A| = n vadinami antrosios rusies Stirlingo'® skaiciais ir zymimi
S(n,k). Pagal apibréZimg S(n,k) = 0, kai & > n, S(n,n) = 1.
Susitarkime, kad S(0,0) = 1.

Pavyzdziai

1. Tarkime A = {1,2,3}. Aibés A du poabiai B; = {1,2}, By = {3}
yra jos skaidinys j du blokus.

2. Aibés By = {1,2}, By = {2,3} néraaibés A = {1,2, 3} skaidinys,
kadangi netenkina skaidinio 2) apibrézimo sglygos.

3. Aibés By = {1}, By = {2} néra aibés A = {1,2,3} skaidinys,
kadangi netenkina 3) apibrézimo sglygos.

4. Aibés B = {1}, By = {2} , By = {3,4} néra aibés A = {1,2, 3}
skaidinys, kadangi B3 néra aibés A poaibis. Pastebékime, kad By, Bs,
Bj sudaro aibés {1, 2,3, 4} skaidinj.

5. Aibé {1, 2, 3,4} turi lygiai 7 skaidinius j du blokus:

{{1,2,3}, {41}, {{1,2,4},{3}}, {{1,3,4},{2}},

18James Stirling (1692 — 1770) — $koty matematikas.
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{2,341, {13}, {{1,2}, 3,43}, {{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}}.

Teorema. Antrosios rusies Stirlingo skai¢iams galioja lygybé'®
S(n,k)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k).

Irodymas. Tarkime, kad .S yra visy aibés {1,2,...,n} skaidiniy j & blo-
kus aibé. Pazymeékime S tuos skaidinius, j kuriuos jeina blokas {n},
ir S — visi kiti skaidiniai. Tada S; NS = 0, S; USy; = 5. Turime
|S1| = S(n—1,k—1), |S2| = kS(n —1, k), kadangi visi skaidiniai S
gaunami taip: imame visus aibés {1,2,...,n — 1} skaidinius j k£ blokus
ir kiekvieng bloka papildome elementu n. Taigi

S(n,k) =|S| =|S1| +|S2] =S(n—1,k—1) + kS(n — 1,k).

Pavyzdys

Keliais budais galima paskirti 8 budétojus j 4 postus, su salyga, kad
kiekviename poste buty bent vienas budétojas ir visi 8 Zmoneés budéty.
Sprendimas. Reikia suskaidyti aibe |A| = 8 j 4 blokus. Tai galima
padaryti S(8,4) = 1701 budu.

Tokio pavidalo lygtys vadinamos rekuren&iosiomis (zr. 52 p.).
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Antrosios rusies Stirlingo skaiciai S(n, k)

k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Visy aibés A (| A| = n) skaidiniy skai€ius vadinamas Belo?® skaigiumi:
n
B(n) = 3 S(n,k), B(0) = 1.
k=0

Pavyzdys

Keliais budais galima sudéti 10 skirtingy pieStuky j 10 vienody dézuciy,
jei kai kurios déezutés gali buti tuscios.

Sprendimas. | vieng déZute 10 pieStuky galima sudéti S(10,1) 1
budu, j dvi déZutes S(10,2) = 511 budais ir t. t. Taigi turime S(10,1)+

5(10,2) + - -- + $(10,10) = By = 115975.

2Eric Temple Bell (1893 — 1960) — amerikietiy matematikas.
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Belo skaiCiai B,

n n
0 1 8 4140
1 1 9 21147
2 2 10 115975
3 5 11 678570
4 15 12 4213597
5 52 13 27644437
6 203 14 190899322
7 877 15 1382958545

Ciklai

Tarkime, kad A, B, C yra taisyklingo trikampio virSunés. Tada jos
gali buti iSdéstytos dviem budais (A, B, C) arba (A, C, B). Kitus tri-
kampius (C, A, B), (B, C, A) galima gauti, sukant trikampj (4, B, C)
aplink apibréZto (ir jbrézto) apskritimo centrg. Taigi aibés {A, B,C}
elementy isdéstymus
(A,B,C)=(C,A,B) = (B,C,A)
vadiname ciklu. Kitas Sios aibés ciklas yra
(4,C,B) = (C,B,A) = (B, A,0).
Aibés {a,b,c,d} skirtingais ciklais pavadinsime tokius ekvivalencius
reiskinius:
(a,b,¢,d) = (d,a,b,c) = (c,d,a,b) = (b,c,d,a),
arba
(a‘7 b’ d7 C) = (b, d’ C, a’) = (d7 C, a‘7 b) = (c’ a” b, d)
Visi skirtingi aibés {a, b, ¢, d} ciklai parodyti paveiksle.
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d d b
b d d
aOd aOb an
C C b

4: Visi aibés {a, b, ¢, d} skirtingi ciklai

Pavyzdys
IS aibés {a, b, c,d} elementy galima sudaryti vienuolika skirtingy cikly
pory:

Apibrézimas
Pirmosios rusies Stirlingo skaiciai Zymimi s(n, k) ir apibréziami taip:

s(nyk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k), k <n, s(0,0) =

IS n skirtingy elementy & cikly galima sudaryti |s(n, k)| budais.
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Pirmosios rusies Stirlingo skai€iai s(n, k)

k

0 1 2 3 4 5 6 7 8
n
0 1
1 0 1
2 0 -1 1
3 0 2 -3 1
4 0 —6 11 —6 1
5 0 24 —50 35 -10 1
6 0 —120 274 —225 85 —15 1
7 0 720 1764 1624 —-735 175 =21 1
8§ 0 -—5040 13068 —13132 6769 —1960 322 28 1

2.4. Kombinatoriniai principai
Kombinacijy daugybos taisyklé

Tarkime, kad turime dvi aibes A = {a1,az,...,a,} ir
B = {b1,bs,...,by}. Aibé

AXB:{(ai,bj), i:l,Q,...,’n,j:l,Q,...,’m}

yra vadinama aibiy A ir B Dekarto?! sandauga. Turime |A x B| =
n-m =|A|-|B|.

Pavyzdys
Tarkime, kad aibés A = {a, b, ¢} elementams reikia priskirti Zymes Z =
{1,7,11,13}. Visus jmanomus variantus uzraSome kaip aibiy Dekarto
sandauga: A x B = {(a,1), (a,7), (a,11), (a,13), (b, 1), (b, 7), (b, 11),
(6,13), (¢, 1), (¢, 7),(c,11), (c,13)}.

Taigi galime suformuluoti kombinacijy daugybos taisykle: jei ele-
mentg a € A galima isrinkti n budais, o elementg b € B —m budais, tai
elementy poras (a, b) galima isrinkti n - m budais.

2'René Descartes (1596 — 1650) — pranc uzy filosofas ir matematikas
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Pavyzdys
ApskaiCiuokime, kiek skirtingy trizenkliy lyginiy skaiciy galima suda-
ryti i$ skaitmeny 0,1,2,3,7. Pirmas skaitmuo neturi buti 0, todél jj
galima rinkti i§ keturiy skaitmeny 1, 2, 3, 7. Antras skaitmuo — bet kuris
i5 penkiy duoty. Kadangi ieSkomas skaitmuo yra lyginis, paskutinis
skaitmuo turi buti iSrinktas i$ dviejy skaitmeny 0, 2. Taigi turime 4 -5 -
2 = 40 varianty.

Susitarkime Zyméti A' = A, A2 = Ax A, A3 = Ax Ax A=
Ax A%2 = A2 x A, A¥ = AF1 x A = A x A¥~1. Pastebékime,
|AF[=| Ak,

Pavyzdys
Kiekvieng naturalyjj skaiciy = galima uzradyti dvejetaineje sistemoje:

T =ap_1-2" tap_o28 2 tag-22+ar-2 +ag 2%, a; € {0,1}.

Suskaiciuokime kiek skirtingy skaiCiy galima isreiksti, kai £ = 8, t. .

taikydami sekas i$ astuoniy nuliy ir vienety. Turime [{0,1}|® = 28 =

256:

0= (0,0,0,0,0,0,0,0) =0-1284+0-64+---+0-240-1,

1=(0,0,0,0,0,0,0,1) =0-128+0-64+---+0-2+1-1,

255 = (1,1,1,1,1,1,1,1) =1-1284+1-64+--- +1-44+1.24+1-1.
Tarkime, kad i$ abécelés A = {a1,ao,...,a,} raidZiy sudaryti ilgio

k ZodZiai, taip kad raideé a; pasikartoja lygiai p; > 0 Karty: p; + p2 +

-+ + py, = k. Tokie ZodZiai vadinami kartotiniais gretiniais. Jy yra

( k )_ !
P1P2 ... Dn pilpol -+ pp!

Pavyzdys

Kiek skirtingy kombinacijy galima sudaryti i$ visy ZodZio
MATEMATIKA raidziy?

Sprendimas. Turime i$ viso k& = 10 raidZiy, tarp jy skirtingy yran = 6.
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A B
5: |déties paSalinimo principas

Raides kartojasi taip: pyr = 2, p4a = 3, pr = 2, pg = 1, p; = 1,
pr = 1. Patikrinkime: 2+3+2+ 141+ 1 = 10. Taigi

100  5-6-7-8-9-10

213121111111 1 = 151200.

Sudéties taisyklé

Tarkime, kad aibés A ir B nesusikerta, t. y. A N B = (). Tada bet kuris
aibiy sgjungos elementas z € A & = ¢ Barhax € B & = ¢ A. Todél
aibé A U B turi |A| + | B| elementy:

ANB=0= |AUB|=|A|+|B]|-
Sig formule galima apibendrinti:

n
= A

k=1

n
U

k=1

Vi#inﬂAj:®=>

|déties paSalinimo principas
Pazymeékime A\ B = X;, B\ A= X3, AN B = Xs.
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Turime X; N X; =0 Vi # jir | X| = [AUB| = | X1| + | X2| + | X3].
Pastebéje, kad A = (A\ B)U(ANB)=X; UXyirB=(B\A)U
(AN B) = X3U Xy, turime | X;| = |A] — |X2| = |4| — |AN B,
[ X3| = |B| — | X2| = |B| — [AN B. Taigi

|AUB|=|A|+ |B|—|ANB|.
Formule galima apibendrinti:

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—-|AnB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|;

n n
U= 14— > [4nA4l+
j=1 j=1

1<j<ign

Z |AjﬂAiﬂAk|—"'+(—1)n_1|A1ﬂAgn"'ﬂAn‘.
1<j<i<k<n
Pavyzdys

Mokykloje mokosi 1000 mokiniy. 15 jy 800 studijuoja angly kalbg, 500
— vokiecCiy, 0 100 nestudijuoja né vienos i$ Siy kalby. ApskaicCiuokime,
kiek mokiniy studijuoja ir angly, ir vokieCiy kalba.

Sprendimas. Pazymékime visy mokiniy aibe €, studijuocjanciy angly
kalbg mokiniy aibg — A, vokieCiy V. Turime |Q| = 1000, |A| = 800,
|V| = 500. Dar mes Zinome, kad né vienos i$ Siy kalby nestudijuoja
|ANV| = 100. Taikome de Morgano désnj (Zr. 2.2.): ANV = AUV =
Q\ (AUV). Taigi [AUV]| = |Q| — |[AN V]| = 1000 — 100 = 900.
Mums reikia rasti |[ANV|. Turime |[ANV| = |[A|+|V| - JAUV| =
800 + 500 — 900 = 400. Taigi 400 mokiniy studijuoja ir angly, ir
vokieCiy kalba.
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2.5. Generuojanciosios funkcijos

Generuojanciyjy funkcijy pavyzdziai

Tarkime, kad {ag,a1,-..} yra skaiCiy seka. Sudarome laipsning eilute
ij anz™, kurig vadiname sekos {a,} generuojancigja funkcija. Kai
=

seka yra baigtiné ({ag, a1, . ..,an}, ax = 0, kai k > n), generuojancioji
funkcija yra polinomas.

Pavyzdziai

n 1— n+1

{a,} ={1,1,...,1,0,0,...} Sgh= 12T
k=0 1—x
4

{an} =1{1,4,6,4,1,0,0,...} ,CE:O Chak = (1+ )%
n

{an} ={C0,CL,...,C"=1,Cn,0,0,...} Y Ckzh = (14 z)n.
k=0

Kai kuriy begaliniy skai€iy seky generuojanciosios funkcijos yra
gerai Zinomos??:

o 1
{a} ={1,1,...,1,1,1,...} 3 gk = ;
k=0 -z
3 ko k 1
={1,-1,1,-1,1,-1,... —1 — '
fon} =L Lo ) kZ::o( )’ 1+z
o 1
=11 2 344 add. ... kok _
{an} {’a”a”a’aaaaa } kg()a’w 1—az’
o 1
{a/ }:{132733475,6,-..} Z(k+1)$k: :
" k=0 (1—-2z)?
1111 = ,
= 0517_’_a_a_,-.. — =1 :

Zpastebékime, kad eilutés sumavimo indekso & pradiné reikSmé gali b uti nenulig.
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k
111 1 % gk
1 _ o D,
lany =115 @yt B =
{a}:{OlO—loio } Zoo D o261 =sin z;
n P R 67 71207 20" k:() 2 +1) 1
{a}—{1o—10io } z°° _) —=cos T
n - i} 2’ 7247 2" kZO ) - *

Apibrézkime n — ojo laipsnio polinoma
(@)n =2z —1)(z =2)--- (z —n+1),

kurj vadinsime apatiniu faktorialu. Pastebékime, kad (n), = n!. Gali-
ma jrodyti, kad pirmosios bei antrosios ruSies Stirlingo skaiciai
(2r. 2.3.) tenkina formules (n > 0):

"= S(n,k)(x)g.
k=0

Generuojanciyjy funkcijy savybes

Tarkime kad F,(z) ir Fy(z) yra skaiCiy seky {a,} ir {b,} generuo-
janciosios funkcijos. Tada su bet kuriais skaiciais « ir 3
funkcija aF,(x) + BFy(z) generuoja skaiCiy seka {aa, + Bby,}.
Irodykime, kad skaiCiy sekg a,, = b, — b, 1, n > 1 generuoja
funkcija F,(z) = Fp(z)(1 — z).
o

00 00
Turime Fa(a:) = Z (bk — bk_l)iL‘k = Z bk.’L'k — Z bk_l.’Ek_l.’E.
k=1 k=0 k=1

Todél Fy(z) = Fy(z) — (k,kg::lo bk::vk,> = Fy(z) — zFp(z).
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Panasiai galima jrodyti, kad skaiCiy seka a,, = b,+1 — b, generuo-
ja funkcija F,(z) = Fp(x) 1-2 %

, 0 seka a, = nb, — funkcija
d

Fy(z) = a:d—Fb(:c).
XL

Apibrézkime dviejy generuojanciyjy funkcijy sandauga:

o

Fy(z)Fy(z) = chxn,

n=0
¢n = aobn + Craiby_1 + C2asby_o + -+ + Cragby_j + -+ + anbo.

Taikydami 3ig formulg funkcijoms (1 + )™ ir (1 + z)*, gauname

k
(1+z)™ (14 z)k ZC’Z ZC,zxj:
=0

m+k
1 T 217 m—|—k Z +k:$

Taigi gauname Kosi% tapatybe:
I
C7ln+lc = Z Crsncilc_s-
s=0

Pastebéje binominiy koeficienty simetriskuma C3%,, = gg—i, turime dar
vieng formule:
n
>3, =Ch,.
s=0

Z Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) — pranc Uzy matematikas.
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Fibonacio skaiciali
Fibonacio?* skaiciai F,, apibréziami rekurentine lygtimi:
Fr=FH=1F,=F, 1+ F, 2, n>1

PaZzymeékime skaiciy sekos {F,} = {1,1,2,3,5,8,13,21,...} gene-
ruojanciaja funkcija F'(z):

o0 o0
n=0 n=2

o o0
142+ 22 Z F, 2" 2+ x (Z F,z" ' 4+1— 1) =

1—|—.’I,'—:i-.’L'2F(.’E)+.’IJ(F(.’L‘)i1)=1—|—(.’I,'—|—$2)F(.’12).
1 1

Turime F(z) = l-z-22 (1—az)(1—ba)

v 1++5 1—5 .. a . a
Ciaa = , b= . Pazyméje A= —— irB = — ,
@ 2 2 ymeje a—> a—>
turime?
_A B (o] o0
(z) 1—ax+1—bx Zaw + be
n=0 n=0
S an—l—l_bn—i—l "
D@
a—>

n=0

Saknis. Taigi gavome n — 0jo Fibonacio skaiciaus formule:

+1 +1
1 [((1+5) 1-v5)"
F,=— —
V5 2 2
2Fibonacci (Leonardo Pisano, 1180 — 1240) — italy matematikas.

BSjas reiksmes galima gauti neapibréztyjy koeficienty metodu, skleidZiant racional-
igjg trupmeng elementariyjy trupmeny suma.
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2.6. Rekurenciosios lygtys

Homogenines lygtys

Apibrézimas

Tarkime, kad p1, pa, ..., pg Yra Zinomi skai€iai ir p; # 0. Lygtis

(HL) aptk+pi0ntk—1+ p20nig—2+ -+ pra, =0

yra vadinama tiesine homogenine rekurencigja lygtimi. Jos sprendinys
yra skaiCiy seka {aog, a1, ..., an,...}. Pastebékime, kad jei dvi skaiCiy
sekos {aS)} ir {aif)} tenkina (H L) lygtj, tai ja tenkina ir bet kuris jy
tiesinis darinys alaﬁﬁ) + aQa,f .

Tarkime, kad a,, = A" tenkina (HL) lygtj. Tada a4 = A\"*F =
A" \E ir jstatant a,, j (L), gauname, kad X yra charakteristings lygties

(CH) X'+ pid™ 4 pod™ 2 4o b pp i A+ pp =0

Saknis. Taigi kai charakteristiné lygtis turi & skirtingy Sakny A1, Ao, .. .,
A turime (H L) lygties bendrajj sprendinj

ap = C1/\7f + CQAQ + -+ Ck)\g

Pavyzdys
ISspreskime lygtj ap+2 — 4an+1 + 3a, = 0 su pradinémis sglygomis
ay = 2, a1 = 4,
Sudarome charakteristing lygtj A? — 4\ + 3 = 0, kurios 3aknys yra
A1 = 1ir Ay = 3. Bendrasis sprendinys: a, = Cq + C23™. |state | ji
pradines sglygas, gauname ag = 2 = Cy + Cy, a1 = 4 = C1 + Cs3.
TaigiC, =Cy=1lira, =1+ 3"

Tarkime, kad charakteristinés lygties Saknis Aq yra kartotiné kartot-
inumo r. Tada ja atitinka » (H L) lygties sprendiniy:

n n 2y\n r—1yn
O,n>\0,n)\0,...,n Ao.
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Pavyzdys
Rekurenciosios lygties a2 — 4a,+1 + 4a, = 0 charakteristine lygtis

Mo +4=(1-22=0

turi kartoting Saknj Ao = 2. Bendrasis sprendinys yra a,, = 2"(C; +
TLCQ)

Nehomogenine lygtis

Tiesine nehomogenine rekurencigja lygtimi vadiname lygtj

(NH)  apti +prontk—1 +p2antk—2+ -+ pran = p(n).

Cia ¢(n) — Zzinoma funkcija.

IS bendros tiesiniy lygCiy teorijos yra Zzinoma, kad (NH) lygties ben-
drasis sprendinys yra (HL) bendrojo sprendinio ir kokio nors (NH) lyg-
ties atskirojo sprendinio suma. Kai ¢(n) yra polinomas, (NH) atskiro-
jo sprendinio galima ieSkoti polinomo su neapibréztaisiais koeficientais
pavidalu. Jei ¢(n) yra laipsniné funkcija, lygtis turi atskirajj sprendinj
— laipsning funkcija.

Pavyzdziai

1. RekurenCioji nehomogeniné lygtis an+2 + pan+1 + qan, = an +
turi atskirgjj sprendinj a;, vieno i$ Siy trijy pavidaly:
1)a,=An+B,kail+p+q#0;

2)a; =n(An+ B),kail+p+qg=0irp # —2;

3) a}, =n?(An+ B), kaip = —2,q = 1.

2. Lygtis ap42 + pany1 + qan, = -y p™ turi atskirgjj sprendinj a,, vieno
i$ Siy trijy pavidaly:
1) a;, = Ap™, Kai pi® + pp+ q # 0;
2) a} = nAp™ kai p? +pu+q=0ir2u+p #0;
3)a; =An? kaip=—-2,g=1,p=1.
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2.7. Asimptotikos

Eiles simboliai

Apibrézimai

Tarkime, kad f(n) ir g(n) yra neapréztai didéjanciosios funkcijos

(n € N). Sakome, kad funkcijos g(n) augimas yra greitesnis ir raSome

) < go) arba o) = £, e Jimn T8 —o
Galima apibendrinti apibrézima ir nagrinéti, pavyzdziui, nykstamasias
funkcijas:
Fn) < gln) ¢ — < =7
n n — —_.
I g ~ F(n)

SuraSykime kai kuriy funkcijy augimo hierarchija:
1<lnlnn<Ilnn<+vn<n<n?<n"" <e® <n® <n™.

Tarkime, kad neapréZtai didéjancios funkcijos f(n) ir g(n) tenkina sa-
lyga 3C > 0 : |f(n)] < Clg(n)| (su visais n). Tada sakome, kad
funkcijos f(n) augimo greitis yra nedidesnés eilés negu funkcijos g(n)
ir raSome f(n) = O(g(n)).

Pavyzdziui, n? + 5n — 3 = O(n?), 2" +n? = O(2").

Sakome, kad funkcijos f(n) ir g(n) turi tg paCig augimo eile, kai 3C >
0 : |f(n)] < Clg(n)] & |g(n)] < C|f(n)| (su visais n). RaSome
f(n) = g(n).

Tarkime, kad nh—{%o% = 1. Tada raSome f(n) ~ g(n) ir sakome,
kad g(n) yra funkcijos f(n) asimptotika.

Pastabos

1. Visi apibrézimai galioja ir realaus kintamojo z funkcijoms f(z),
g(z), kai z — =o.

Pavyzdziui, sinz ~ z, kai z — 0, ° < €%, kai £ — +00.

2. Simbolis O Kkartais apibréZiamas grieZtesniais reikalavimais:

f(z) = O(g(z)) (z — =) & Elmli}rg(]% = C > 0. Tai atitinka
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musy zymejima f(z) =< g(z).

3. Kitas gerai Zinomas matematikoje simbolis o ( O ir o vadinami Lan-
dau®simboliais) apibréZiamas taip:

f(z) = ol(g(z)), kai z — zo & leirgo % =0.

Taigi simboliai o ir < turi panasig prasme.

Asimptotiky pavyzdziai

Tarkime, kad n yra naturalusis skaiCius. PaZzymékime = (n), kiek yra

pirminiy skaiciy, nedidesniy uz n. Yra Zzinoma, kad w(n) ~ IL kai
nn

. . 1 1 )
n — 00. Suvisais 0 < € < 1turime — < —— < 1. Todel
ne Inn

nl=¢ < mw(n) < n.
Kai n — oo, galioja Stirlingo formulé:

n! ~ V2rnn"e ™.

Apibrézimai
Sakome, kad asimptotiné aproksimacija F'(n) ~ f(n) turi absoliucia

paklaidg O(g(n)), kai F(n) = f(n) + O(g(n)).
Jei F(n) = f(n)(1 + O(g(n))), sakome, kad formulé turi santykine

paklaidg O(g(n)).
Pavyzdziai

n n n
min) = nn (Inn)? +0 ((lnn)2>’

n!=\/27f—n(g)n <1+L+L+O<%>>.

12n ~ 288n?

Lenteléje suradyti n! ir jo apytiksliy reikSmiy, apskaiciuoty pagal pateik-
ta asimptoting formule, rezultatai.

%Edmund Georg Hermann Landau (1877 — 1938) — vokietiy matematikas
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" nt V2 (g)n (1 * ﬁ * 28;7»2)
1 1 1.002184
2 2 2.000629
3 6 6.000578
4 24 24.00099
5 120 120.0025

10 3628800 3628810.

11 3.991660 - 107 3.991688 - 107

13 6.227021 - 10° 6.227028 - 10°

15 1.307674 - 10'2 1.307675 - 1012

20 2.432902 - 10'8 2.432903 - 1018

30  2.652529 - 1032 2.652529 - 1032

50  3.041409 - 1064 3.041409 - 1054

100 9.332622 - 10157 9.332622 - 10157
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3. Sarysiy teorija

3.1. Pagrindiniai apibrézimai

Sarysiy pavyzdziai

Apibrézimai

SarySiu R tarp aibiy A ir B elementy vadinamas bet kuris jy Dekarto
sandaugos poaibis: R C A x B. Sarysiu aibéje A vadinamas bet kuris

poaibis R C A™. Unarusis sarysis (n = 1) reikia, kad elementas
a € R C Aturi savybe R.

PavyzdZziai

1. Tapatumo sarysis I4 = {(a,--- ,a) :a € A} C A™.

2. Universalusis sarysis Uaxp = {(a,b) :a € A& be B} = A x B.
3. TusCiasis sarysis ) C A™.

4. Sveikyjy skaiCiy aibéje apibrézkime sarysius

Ry = {(z,y) : zdalus 8y}, Ro = {(z,y) : z < y},

Ry ={(z,y) : z =2y}

5. Tarkime, kad K - studenty kody aibé, P — studenty pavardziy sgrasas
(aibé), V - vardy sarasas, G — grupiy aibé, M — gimimo metai. Sarysis
RCKXPXxVxGxM

sudaro tam tikrg duomeny baze.

Binarieji sarysiai
Apibrézimai
SarySio R C A x B apibrézimo sritimi vadinama aibé

D(R) = {z: Jy (z,y) € R} C A.
SarySio R C A x B reikSmiy sritimi vadinama aibé

R(R) ={y: 3z (z,y) € R} C B.
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N

6: Binarusis sarysis

Pavyzdys

R={(1,1),(2,1),(6,1),(6,2)}, D(R) ={1,2,6}, R(R) = {1,2}.

Pastaba
Binarusis sgrysis R C A2 daznai uzraSomas pavidalu aRb:
a>br=y a<p.

Binarieji sarysiai gali buti pavaizduoti grafiSkai. 6 paveiksle pavaiz-
duotas sarySis R C A x B, A ={1,2,3}, B ={a,b,c,d},
R= {(15 a)a (L b)7 (17 d)a (2a CI,), (25 C)a (35 C)}

Pavyzdziai

1. Ry = {(a1,b1), (a1,b2), (a2, b3)},
D(R1) = {a1, a2}, R(R1) = {b1,bo,b3}.
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2. Ry = {(a,a), (a,b),(a,c),(b,c), (d,c)},
D(RQ) = {CI,, ba d}a :R(RQ) = {a',ba C}'

Apibrézimas
Matrica Mp = ||} ||nxm Su elementais
1, kai (ai,bj) €R,
mij = .
0, kai (ai,bj) ¢ R
vadinama binariojo sgrysio R C A x B matrica.
Cian =|A|, m = |B|.

PavyzdZziai
Sarysiy Ry ir Ry, matricos

110 0010
Mp,=| 0 0 1 |, Mp,=| o o o o
000 0010

6 paveiksle pavaizduoto sagrySio R matrica yra:
1 01
1 1 0 ).
0 10
Apibrézimai

Binariyjy sarysiy savybés

Sarysis R aibéje A vadinamas refleksyviuoju, jei Va € A (a,a) € R.
Kai Ya € A (a,a) ¢ R, sarysSis vadinamas antirefleksyviuoju. Kai
(a,b) € R = (b,a) € R, sarysis R vadinamas simetriniu. Jei (a,b) €
R & (b,a) € R = a = b — antisimetriniu. Tranzityvusis sarysis
tenkina salyga (a,b) € R & (b,c) € R = (a,c¢) € R. Pilnasis sarysis
apibréziamas taip: Va,b € A& a # b = (a,b) € RV (b,a) € R.

SO =
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Apibrézimas
Sarysis R~ = {(a,b) : (b,a) € R}, t. y. aR~'b < bRa vadinamas
atvirkitiniu sarysiui R. Pastebékime, kad (R~) ™' = R.

PavyzdZiai
L(>)"" = (<)
2.()7 = ()
3.(=)! = (=),
Teoremos

Sarysis R C A? yra

1) refleksyvusis < I4 C R;

2) antirefleksyvusis & RNIa=0;
3) simetrinis < R = R~!;

4) antisimetrinis & RN R~ C I4;
5) pilnasis & RUI4UR™ ! =Uyu.

Operacijos su sagrysiais
Sarysiy sankirta, sgjunga, skirtumas ir papildinys apibréziami kaip ati-
tinkamos operacijos su aibémis.

Pavyzdziai
Tarkime, kad sveikujy skaiciy aibéje apibrézti sarysiai

p1 ={(m,n) :m > n},
w2 = {(m,n) : m >n},
w3 = {(m,n) : m < n}.
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Tada

w2 C 1, 1 Upr = @1,
01 N2 =2, ¢1 \ 2 = {(m,n) : m =n},
P3 = ¥1.

Apibrézimas

Apibréezty aibeje A sarysiy ¢ ir 1 kompozicija vadinamas sarysis
porp={(a,b): Ic € Ala,c) € p & (c,b) € P}

Pastebekime, kad bendru atveju ¢ o 9 # 1) o .

PavyzdZziai

P10 P2 = P2 0P = Y3,
Q103 =301 =20 p3=30py=Uz=2Z"

Teoremos

Y, 1, p C A% :

1) polp=140¢p=y;
2)polh=0op=10;

3) (potp)op=o(op)
4) (poyp) t=9ptop .

Apibrézimas
Sarysio R C A? laipsniu vadinama jo kompozicija su savimi:
R*'=Ro---oR, R®=1I,4, R‘*"=R, R>=RoR,...,
—_——

n Karty
R"=R"'0R.

Teorema
Sarysis R yra tranzityvusis tada ir tik tada, kai Ro R C R.
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3.2. Ekvivalentumo sarysiai

Apibrezimai ir pavyzdziai

Apibrézimas

Sarysis R C A? vadinamas ekvivalentumo sarysiu, jei jis yra
1) refleksyvusis;

2) simetrinis;

3) tranzityvusis.

Pavyzdziai

1. Tapatumo sarysis I4 yra ekvivalentumo sarysis.

2. Skaiciy lygybé yra tapatumo sarysis.

3.7 ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} yra ekvivalentumo sarysis
aibéje {1, 2, 3}.

Ekvivalentumo klases
Apibrézimas
Tarkime, kad R C A? yra ekvivalentumo sarysis. Aibés A poaibis
l[a]p ={b€ A: (a,b) € R}
vadinamas elemento a € A ekvivalentumo klase.
Lemos
1)Va€ A:[alp #0;
2) (a,b) € R = [a]p = [b]
3)V(a,b) ¢ R = [a]p N [b]p = 0.
Teorema
3B ={B1,B,...}: Bj #0,Vi# jB;NB; =0, | |B; = A
i
Taigi bet kuris ekvivalentumo sarysis apibréZia aibés A skaidinj, ku-

rio blokai yra ekvivalentumo klases.
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Apibrézimas
Aibe A/R = {[a] }4c4 vadinama faktoraibe.

3.3. Tvarkos sarysiai

Apibrézimai ir pavyzdZiai

Apibrézimai

Antisimetrinis ir tranzityvusis sarySis vadinamas tvarkos sarysiu. Jei

sarysis dar tenkina refleksyvumo arba antirefleksyvumo sglygas, jis va-
dinamas negrieztosios arba grieztosios tvarkos sarysiu.

Sarysio savybés

Sarysio pavadinimas

antisimetrinis ir tranzityvusis
refleksyvusis
antirefleksyvusis
pilnasis
néra pilnasis

tvarkos sarysis
negrieztosios tvarkos
grieztosios tvarkos
visiSkosios tvarkos
dalinés tvarkos

Tvarkos sarySiai Zymimi <, <, <X, >, =, *.

PavyzdZiai

1. SarySiai <, > yra negrieztosios visiSkosios tvarkos sarysiai skaiciy

aibése.

2. SarySiai C, D yra negrieZtosios dalinés tvarkos sarySiai buleane

B(A) =24

Sutvarkytosios aibes

Apibrézimas

Aibés elementas m € A vadinamas minimaliuoju, jei

JacA:a<m&a#m.



Teorema
Bet kuri netuscioji i$ dalies sutvarkyta aibé turi minimalyjj elementa.

Apibrézimas
Aibé, kurioje apibréztas visiskosios tvarkos sarysis, vadinama visiskai
sutvarkyta.

Teorema
Visiskai sutvarkyta aibé turi vienintelj minimalyjj elementa.

3.4. Sarysiy uzdaviniai
Sarysio tranzityvusis uzdarinys
Apibrézimas

Sarysis

R™ ={(a,b) € R:3cy,c,...,c; € A(a,c1) € R&
(c1,c2) € R& - - - &(cy, b) € R}

vadinamas sgry$io R tranzityviuoju uzdariniu.
Jei R yra tranzityvusis, tai R™ = R.
Teoremos
VRC A2 & |Al=n
o] . n—1
1)R*=JR=U R,
i=1

i=1
n

2) My = V M = V (M)

1 =1
Pavyzdziai
1L.R={(r,y):y=z+1}C N2 = Rt ={(z,9) : v <y}
2. R={(z,y):r<y}CQ?=R"=R.
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Sarysio refleksyvusis uzdarinys
Apibrézimas
Sarysio refleksyvusis uzdarinys apibréziamas taip:

A*=A+UIA.

Pavyzdys

R={(z,y) 1z <y}, R" ={(z,y) 1z < y}.
3.5. Funkcijos

Injekcija. Siurjekcija. Bijekcija
Apibrézimas

Sarysis f € A x B vadinamas funkcija, kai

Y(a,b) € f & (a,c) e f=b=c.

Funkcija (a,b) € f paprastai uZzraSoma b = f(a). Kintamasis a € A
vadinamas jos argumentu, o kintamasis b € B — reikSme.

Funkcijos f C A x B apibrézimo sritis f 4 ir reikSmiy sritis fp yra Sios
aibes:

fa={acA:3beBb=f(a)}, fe={beB: Ja€ Ab= f(a)}.

Funkcija vadinama Salygos
injekcija b= f(a1) & b= f(az) = a1 = a2
siurjekcija Vbe BJa€ Ab= f(a)
bijekcija yra injekcija ir siurjekcija
Teorema

Jei f C A x B yrabijekcija ir f4 = A, tai atvirkstiné funkcija f—! C
B x A irgi yra bijekcija.
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Perstatos

Apibrézimas
Tarkime, kad |A| = n. Bijekcija A — A vadinama perstata.
Perstatg
(1 23 45 6
7= ( 56 3 1 4 2 )

galima uzrasyti ir taip:

Perstata
(a1 az <t Gno1 an):<an az -t Gn- a1>
az az -+ Gnp O] ap az -+ ap-2 an
vadinama ciklu. Sio ciklo ilgis lygus n.
Perstatos ( é le Z ) ( 2 g > ir ( g ) yra ciklai, kurie gali buti

uzradyti taip: (1,5,4), (2,6), (3).
Apibrézkime perstaty sandaugg kaip funkcijy kompozicijg. Pavyz-
dZiui, kai

(1 2
P=\3 2

turime
on— 1 2 3 45 6
Pe9=\a4 56 31 2)
Kiekvieng perstatg galima uzraSyti kaip nesikertanCiyjy cikly san-
dauga. Pavyzdziui,

(123456
77\5 6 3 1 9

= Ot

) — (1,5,4) 0 (3) o (2,6).
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7: Multigrafo pavyzdys

4. Grafy teorija

4.1. Pagrindiniai apibrézimai
Multigrafas

7-ame paveiksle pavaizduotas objektas yra vadinamas multigrafu. Pastebéje,
kad multigrafg sudaro jo virSunés bei lankai, apraSykime jj matem-
atiSkai. Tarkime, V' = {v1, vy, ..., v, } —multigrafo virSuniy aibé. Tada

jo lankus galime apibréZti taip:

l = (vi,vj,2,) €V XV x N.

Cia v; — lanko pradzia, v; — jo galas, z; — lanko numeris (zyme), N —
naturaliyjy skaiciy aibé. Lankai su tomis paCiomis pradziomis ir su tais
paCiais galais vadinami lygiagreciaisiais. Taigi lankai [, = (v;,v;,1)
ir lo = (v;,v5,2) yra lygiagretieji. Pastebékime, kad nelygiagreCiujy
lanky galima nenumeruoti. Lankas, kurio pradZia ir galas sutampa (t. y.
I = (v,v, 2)), vadinamas kilpa.
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Paprastasis grafas

Apibrézimas

Multigrafas be kilpy ir lygiagrec€iyjy lanky vadinamas paprastuoju ori-
entuotuoju grafu.

Kadangi paprastuojo grafo lanky numeruoti néra butina, jie sudaro
aibés V' x V poaibj, kurj vadiname binariuoju sarySiu. Priminsime,
kad sarySis L C V x V vadinamas antirefleksyviuoju, kai (v,v) ¢
L Vv € V. Taigi kilpy nebuvimg galima isreiksti antirefleksyvumu.
Apibrézkime paprastajj orientuotajj grafa G kaip aibiy porg G = (V, L),
kai L C V x V yra antirefleksyvusis sarysis.

Neorientuotasis grafas

Tarkime, kad paprastas orientuotasis grafas G = (V, L) yra simetrinis,
t. y. sarySis L turi simetriSkumo savybe: (v;,v;) € L = (vj,v;) € L.
Tada dviejy lanky porg {(v;,v;), (vj,v;)} pakeiskime virsuniy v; ir v;
pora {v;,v;} ir vadinsime jg grafo briauna. Siuo atveju virsuniy eilés
tvarka neturi reikSmes ir visy briauny aibé yra

B = {{vi,v;}, 0,0 € V} C VO,
V(2) = {{Ula '02}7 {’U17U3}7 Tt {’Unfl,'Un}}-

Apibrézimas
Grafg G = (V, B) vadiname paprastuoju neorientuotuoju grafu.

Toliau nagrinédami paprastuosius neorientuotus grafus, juos vadinsime
tiesiog grafais. Kai kalbésime apie orientuotuosius grafus, tai bus papil-
domai pabrézta. Pastebékime, kad toliau formuluojami neorientuotiems
grafams apibrézimai nesunkiai taikomi ir orientuotiems grafams.
Apibrézimai

Grafo G = (V, B) eile vadinamas skaiCius |V | = n.

Grafas G = (V, ) vadinamas tus€iuoju. Jis Zymimas O,,, Cian = |V|
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8: Penktosios eilés pilnasis ir tus€iasis grafas

— grafo eilé.
Grafas G = (0, ®) vadinamas nuliniu.

(n—1)
2

Grafas, turintis visas n
ir Zymimas K,,.

Grafo G = (V, B) virunés v; ir v; vadinamos gretimomis, kai

{vi, ’Uj} € B.

VirSuneés v; ir v; vadinamos incidenciosiomis briaunai {v;, v;}.
Briaunos, turin€ios bendra incidencigja virSune, vadinamos gretimomis.

briaunas (n = |V]), vadinamas pilnuoju

Pastebékime, kad gretimumas yra tos pacios (virSuniy arba briauny)
aibés elementy savybé, o incidentumas — skirtingy.
Grafo vir§ uniy laipsniai
Grafo G = (V, B) virSunés v € V aplinka yra vadinama visy jai gre-
timy virsuniy aibé:
I'(v) ={weV: {v,w} € B}.
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Orientuoto grafo atveju aibe I'(v) suskaldome i dvi:
T(v) =T~ (v) UTT(v),

kurios atitinka iSeinancius bei jeinancius lankus.

Apibrézimas. SkaiCius p(v) = |I'(v)| yra vadinamas virSunés v laip-
sniu. Orientuoto grafo atveju turime p(v) = p(v) " +p(v)* = [T~ (v)|+
IT'* (v)]. Skaiciai p(v)~ ir p(v)™ yra vadinami i$¢jimo ir j&jimo puslaip-
sniais. Orientuoto grafo virSuné v yra vadinama jo jejimu (iSéjimu), kai
pT(v) =0, p(v) >0(p*(v) >0, p(v) =0).

Skai€iuojant grafo briaunas, incidentiSkas kiekvienai jo virSunei,
gausime grafo briauny skaiciy, padauginta i$ dviejy. Taigi yra jrody-
ta Oilerio®’ teorema.

Teorema |

Grafo briauny (lanky) skaiCius yra lygus |B| = 5 > p(v;), n — grafo
=1

6ilé. Z

Pastabos

1. Grafo virSuniy laipsniy suma yra lyginis skaiCius.

2. Virduniy su nelyginiais laipsniais skai€ius yra lyginis.

3. Pilnojo neorientuotojo grafo K, visy virSuniy laipsniai yran — 1,
pilnojo orientuotojo — 2(n — 1).

Apibrézimai
Grafo virSuné v yra vadinama izoliuotaja, kai p(v) = 0.
VirSung vadiname nusvirusiaja, jei p(v) = 1.

2’_eonhard Euler (1707 — 1783) — $veicary matematikas.
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Grafas vadinamas homogeniniu, kai visy jo virSuniy laipsniai yra lygus:
p(v) = p(w) Yv,w € V. Grafas, kurio visy virSuniy laipsniai yra lygus
dviem: p(v) = 2 Vv € V, vadinamas ciklu?® ir zymimas C,, (n = |V|).

4.2. Grafy izomorfizmas
lizomorfizmo apibrézimas

Kadangi grafo virSunes galima pazymeéti (sunumeruoti) jvairiais budais,
ta patj grafg uzraSome (V1, By) ir (Va, Ba) (V1| = |V2|). Kai turime
du grafus G1 = (V1,B1), G2 = (Va, By), atsakyti | klausima ar jie
yra vieno grafo du skirtingi Zymejimai gali buti sunku. Akivaizdu, kad
atsakymas yra neigiamas, kai |V1| # |Va| arba | B1| # |B|. Suformulu-
okime §j uzdavinj matematiskai.

Apibrézimas

Grafai G; = (V1,By) ir Go = (Va, Bg) yra vadinami izomorfiniais
(raSome G1 = (), jei egzistuoja tokia bijekcija f : V1 — V43, kad

V{vi,vj} € Bi = {f(v), f(v})} € Ba,
V{v?,v]?} € By = {f_l(vlz),f_l(v?-)} € B;.

Pavyzdys. Pavaizduoti 9 paveiksle grafai uzraSomi taip:

Vi = {a7 b, C}, B, = {{aa b}a {ba C}}7
Vo = {u,v,w}, By = {{u,w}, {v,w}.

Taigi apibréZzimo salygas tenkina Si bijekcija:

fla) =u, f(b) =w, f(c) =v.

#Cia kalbama apie jungujj grafa, kai grafas néra sudarytas i$ keliy atskiry kompo-
nenciy. PrieSingu atveju gausime kelis ciklus.

71



9: 1zomorfiniy grafy pavyzdys

Zymeétieji ir nezymétieji grafai

Pastebékime, kad grafy izomorfizmas yra ekvivalentumo sgrysis. Prim-
insime, kad toks sarysis turi tris savybes.

1) Refleksyvumas: G = G. Siuo atveju bijekcija f (v;) = v;.

2) Simetriskumas: f: G1 — G2 = f~1:Gy — G1.

3) Tranzityvumas: f : G1 — Go&h : Go — G3 = (foh) : G1 — Gs.
Visy izomorfiniy grafy klasé vadinama nezymétuoju grafu, atskiri Sios
klasés elementai — Zymétieji grafai.

Invariantai

Visi izomorfiniai vienas kitam grafai (t. y. visa ekvivalentumo klasé arba
neZzymeétasis grafas) turi tam tikras bendrasias savybes, kurios nepriklau-
so nuo grafo virSuniy Zyméjimo budo (galioja kiekvienam pasirinktam
Zymeétajam grafui). Grafo funkcijos®®, jgyjancios tas pacias reik§mes su
visais izomorfiniais grafais, vadinamos grafy teorijos invariantais.
Pavyzdziui, grafo G = (V, B) eilé (virSuniy skai€ius: n(G) = |V|)

27T, y. priklausantys nuo grafo kintamieji dydZiai (funkcijos apibréztos grafy aibéje).
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10: Visi tre€iosios eilés zymetieji grafai

arba briauny skaiCius m(G) = |B| yra invariantai. Kitas invariantas yra
aibé, sudaryta i$ grafo virSuniy laipsniy: {p1,p2,...,px}. Mes iSna-
grinésime daug kity grafo charakteristiky, kurios irgi yra invariantai.

Grafy skaicius

Matome (Zr. 10 pav.), kad i$ viso yra 8 skirtingi treCiosios eilés Zymeétieji
grafai. Suskaiciuokime, kiek tokiy grafy yra bendruoju atveju. Tarkime,
kad |V| = n. Tada skirtingy grafo virsuniy pory yra m = C2 =

-1 . . . PR
(Z) = % Jei grafas turi & briauny, tai reikia isrinkti & is

n

m tokiy virsuniy pory. Tai galima padaryti C%, = ((Z)> budais.

Taigi n-osios eilés Zymeétyjy grafy skaiciy generuojancioji funkcija

yra -
Galz) =Y (T]Z)xk = (1+2)™ m= (Z)

k=0

Todél visy zymeétyjy grafy skaicius lygus G,(1) = (1 + 1)™ = 2(3).
Kai n. = 3 (Zr. 10 pav.), turime
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11: TrecCiosios eilés nezymétieji orientuotieji grafai

m=C%=3,G3(1) =23 =8.

PanaSiai galime suskaiciuoti orientuotuosius grafus. Orientuotyjy
n—0sios eilés Zymeétyjy grafy, turinCiy & lanky yra Cs(n_l). Generuo-
jancioji funkcija Siuo atveju yra

n(n—1

)
Gu(@) = Y Cpuopya" =1 +2)""D.
k=0

Taigi turime G, (z) = (G(z))? ir G,,(1) = 2n(v 1),

Nezymeétyjy grafy skaiiy formulés yra gremézdiSkos. Pazymekime
gn ViSY nezymetyjy neorientuotyjy n-tosios eilés grafy skaiciy. Kai n
yra didelis skaiCius galioja asimptotiné formulé

2(3)

n!’

Gn ~ 7, — 00.

Planarieji grafai

Izomorfinius grafus galima ne tik pazymeéti jvairiais budais, bet ir pa-
vaizduoti skirtingomis diagramomis. Pasirinkime tokj grafo virSuniy

74



12: Trijy namy ir trijy Suliniy uzdavinys

iSdestyma plokStumoje, kad visi briauny susikirtimo taskai sutaptu su
grafo virSunéemis. Taip pavaizduotg grafg vadiname ploks¢iuoju. Ploks-
Ciajam grafui izomorfiniy grafy klasé yra vadinama planariaisiais gra-
fais. Trijy Suliniy galvosukis (reikia sujungti kiekviena i$ trijy namy su
kiekvienu i$ trijy Suliniy taip, kad takeliai nesusikirsty), kaip 1930 m.
jrodé Kuratovskis® neturi sprendinio. Taigi ne visi grafai yra planarieji.

4.3. Grafy jungumas

Marsrutai ir grandinés

Baigtiné seka, sudaryta i$ grafo G = (V, B) virSuniy ir briauny
Vigy birs Viys bigs ooy ip, iy, i,

taip, kad kiekviena briauna b;; = {v;;_,,v;, }, vadinama marsrutu.
Pavaizduotas 13-ame paveiksle grafas turi marSrutg M

%K azimierz Kuratowski (1896 — 1980) — lenky matematikas.
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13: Marsrutai ir grandinés

a’ {a7 b}7 b’ {b7 c}’ C7 {07 e}’ e’ {67 f}7 f7
{d’ f}’ d, {Ca d}a ) {ba C}’ b, {b, d}a d.

Marsrutg M galima uzraSyti ir trumpiau:
M = (O"b’c?e’f’d?c,b’d)'
Panasiai galime iSnagrinéti kitus marSrutus:

M = (a,b,c,d, f),

M; = (¢,e,9),

Ms = (b,c,e, f,d,b),

My = (a,b,d,c,e, f,d,a).

Apibrézimai

MarSruto virsunés v, ir v;, vadinamos galinémis (terminalinémis), ki-
tos virsunes v;; — vidines.

Marsrutas vadinamas atviruoju, jei jo galinés virSunés yra skirtingos.
PrieSingu atveju marsrutg vadiname uzdaruoju.
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Marsrutas, kurio visos briaunos yra skirtingos, vadinamas grandine.
Atviroji grandiné yra vadinama keliu.

UZdarajg grandine vadiname ciklu.

Granding, kurios visos vidinés virSunés yra skirtingos, vadiname pap-
rastaja.

MarSrutas M néra granding, marSrutai My — My yra grandinés. Grand-
inés M ir M, yra keliai, M3, M, —ciklai. Ciklas M3 yra paprastasis, 0
M, — néra.

Grafo jungosios komponentes

Apibrézimas
Grafas vadinamas jungiuoju, jei bet kurias jo virSunes galima sujungti
keliu.

Tarkime, kad grafas G = (V, B) néra jungusis. Tada jo virSuniy
aibe V' galima suskaidyti j blokus V1, Vo (V = Vi UV, V1 NV, = ()
taip, kad

Yo, ve €V ivy €Vi&vy € Vo = 3 {v1,v2} € B.

Jei kuriy nors dviejy aibés V; arba V5 virSuniy negalima sujungti keliu,
Sig aibe vél skaidome j blokus: V7 = V3 U V4 ir bet kuriy virSuniy vs €
V3, v4 € V4 negalima sujungti keliu. Taigi, atlikus baigtinj Zingsniy
skaiciy, gausime tokj virSuniy aibés V' skaidinj

V=ViuWU---UV, VinV; =0Vi#j,

kad bet kurio poaibio Vi C V virSunés gali buti sujungti keliu. PaZzyme-
kime B; C B grafo G = (V, B) briauny aibés poaibj, sudarytg i$ visy
briauny, incidenCiujy bent vienai virsunei v € V;.

Apibrézimas
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14: Grafas su iSskirtomis jungiosiomis komponentémis

Grafg G; = (Vj, B;) vadiname grafo G = (V, B) jungigja kompo-
nente.

Pastabos

1. Bet kuris n-0jo laipsnio grafas turi ne daugiau kaip n jungiyjy kom-
ponenciy.

2. Jei n-o0jo laipsnio grafas turi n jungiyjy komponenciy, tai jos yra
izoliuotosios grafo virSuneés. Taigi Siuo atveju turime tuscigjj grafa.

3. Antrosios eilés jungusis grafas turi vieng briauna.

4. TreCiosios eilés jungusis grafas turi dvi arba tris briaunas.

Jungumo sarysys

Tarkime, kad G = (V, B) bet kuris grafas. Jo virSuniy aibéje api-
brézkime grafo jungumo sarysj p C V2

(U,’U)) Epsu=w V El(’u,,’Uil,...,Uik,w),

78



t.y (u,w) priklauso sarySiui, kai  ir w galima sujungti grandine.
Sis sarysis yra ekvivalentumas:

1) Vv € V : vpv —refleksyvumas;

2) vpw = wpv — SimetriSkumas;

3) vpw & wpu = vpu — tranzityvumas.

Taigi virSuniy aibe V' galima suskaidyti j ekvivalentumo klases, ku-
rios ir yra grafo jungiosios komponentes.

llgiausias kelias

Kelio ilgiu vadinamas jeinanciy j jj briauny skaicius.

Teorema
Du maksimalaus ilgio jungiojo grafo keliai turi bendrg virSune.
Irodymas. Tarkime, kad P; = (vg,v1,...,v%), Po = (vg,v},...,v})

yra du grafo G = (V, B) maksimalaus ilgio keliai. Kadangi grafas G
yra jungusis, bet kurias dvi jo virSunes galima sujungti keliu. Paimkime
tokias dvi grafo virSunes v; € Py ir v;- € Py, kad jas buty galima su-
jungti keliu P, = (v, ..., v}), taip kad visos vidines kelio P, virsunés
nepriklausyty né vienam i$ keliy P; ir P,. Jei to negalima padary-
ti — keliai P, ir P, turi bent vieng bendrg virSune, ir teorema buty
jrodyta. Pazymeékime ¢t1 = (vg,v1,...,9;), ta = (Vi,...,v), t] =
(v9s V15 -+, 05), ty = (v},...,v;). Neprarandant bendrumo, galime
laikyti, kad [t1] > |t2| ir |t}| > |t4|. Tada kelio ¢1, Py, t} ilgis |¢t1]| +
|P,| + [t}| > |t1| + |t2| = k. Taigi gavome priestaravima teoremos
prielaidai, kad P; ir P, yra maksimalaus ilgio keliai.

Pavyzdys

Pavaizduotas 15 paveiksle grafas G = (V,G), V = {1,2,3,4,5,6},
B = {{1,2},{2,3},{2,4},{1,5},{1,6},{4,5}} turi maksimalaus il-
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15: Ilgiausi grafo keliai

gio kelius:

P1 = (37274351136); |P1| :5;
P2 = (6a172a47571)7 |P2| =5.

Taigi Siuo atveju bendrosios virSunés yra: 1,2,4,5, 6.

Grafo metrinés charakteristikos

Tarkime, kad G = (V, B) yra jungusis grafas, u,w € V — dvi kurios
nors jo virsunés. Sunumeruokime visus jungiancius Sias virsunes kelius:

Pk = (u,vil,viQ,... ,’Uilk,’u)).

Apibrézimas
Atstumu tarp grafo virSuniy vadinamas trumpiausio jas jungiancio kelio
ilgis:

plu,w) = II}CiIl|Pk(u, ce,w)l-
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Pastebékime, kad taip apibréztas atstumas turi metrikos savybes:
1) p(u,w) 20 & p(u,w) =0 & u=w;

2) p(u,w) = p(w,u) Yu,w € V;

3) p(v,u) + p(u,w) = p(v,w) Yv,u,w € V.

Atstumai tarp 15 paveiksle pavaizduoto grafo virSuniy yra: p(1,2) =
1, p(3,6) =3, p(5,3) = 2.

Atstumo savoka galima apibendrinti ir tam atvejui, kai grafas néra
jungusis. Tada galima susitarti kad atstumas tarp virSuniy v ir w, prik-
lausanciy skirtingoms grafo jungiosioms komponéntéms, lygus p(v, w) =
Q.

Apibrézimai
1. Grafo skersmeniu vadinamas maksimalus atstumas tarp grafo virSuniy:
d(G) = .
(@) Jnax, p(v, w)
2. Virsunes ekscentricitetu vadinamas jos atstumy nuo kity grafo virSuniy

maksimumas:

e(u) = max p(v, u).
veV

3. VirSuné ¢ € V vadinama grafo centru, jei jos ekscentricitetas yra
minimalus:

e(c) = 1@21‘1/1 e(v).

4. Centro ekscentricitetas vadinamas grafo spinduliu:
r(G) = ilél‘l/le(’l)).
5. Paprastgjg grandine vadiname skersmenine, jei jos ilgis lygus grafo
skersmeniui bei néra trumpesnio, jungiancio jos galus, kelio.
Pavaizduoto 15 paveiksle grafo skersmuo d(G) = 3, spindulys r(G) =
3. Viruniy ekscentricitetai: e(1) = e(2) = 2, e(3) = e(4) = e(b) =
e(6) = 3. Grafo centrai yra virSunés 1 ir 2. Grandinés (vs,ve,v1, vg) ir
(v4,vs,v1,v6) Yra skersmenines.
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16: Dviejy grafy sajunga ir sankirta

4.4. Operacijos su grafais
GRAFU SAJUNGA IR SANKIRTA

Tarkime, kad turime du grafus G; = (V1, By) ir Go = (V3, Bs). Kadan-
gi Vi ir B; (1 = 1,2) yra aibés, galime apibrézti grafy sajungg ir
sankirta:

G1UG2:(V1UV2, BlLJBQ), GlﬂGQZ(VlﬂV:q, BlﬂBQ).

Pografis ir papildinys

Grafas G' = (V', B') vadinamas grafo G = (V, B) pografiu, jei V' C
Vir B’ C B. RaSome G’ C G.

Pastebekime, kad visos grafo jungiosios komponéntés yra jo pografi-
ai. Dar pastebékime, kad G; C G1 UG ir G1 NGy C Go.

Grafo G = (V, B) papildinys G apibréZiamas taip: G = (V, B).

Pastabos
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17: Grafas ir jo papildinys

K, — pilnasis grafas.

1. GUG =
2. GN G = (- tudtiasis grafas.
Grafy cikliné suma

Grafy G| = (~V1,~B1) ir Go = (V3, Be) cikline suma vadinsime grafg
G1 @ G2 = (V, B), apibréezta taip:

B = {{v,w} : {v,w} € Bi&{v,w} ¢ By V {v,w} € Bo&{v,w} ¢ B1},
V={wveWVuUV:3{v,w}e B}

Pastebekime, kad grafas G @ G neturi izoliuoty virSuniy.

Grafo vir§ ums paSalinimas
Grafo G = (V, B) virduneés pasalinimo operacija G — v = (V', B)
apibréziama taip:
VI:V\{U}a BI:B\ U {w, v},
weVi{w,w}€B
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18: Grafy cikliné suma

t. y. i$ grafo paSalinama virSuné v € V ir visos jai incidenciosios
briaunos.

Grafo briaunos pasalinimas

Apibrézkime grafo G = (V, B) briaunos paSalinimo operacijg: G —
{v,w} = (V,B\ {{v,w}}), t. y. paSalinama tik pati briauna, o jai
incidenciosios virSunés paliekamos (zr. 20 pav.).

Grafo vir§ uniy sutapatinimas

Grafo G = (V, B) dvi virSunés v ir w keiCiamos nauja virSune w, o bri-
auny aibé papildoma briaunomis taip, kad visos grafo virSunes, kurios
buvo gretimos bent vienai virSunei v arba w, yra gretimos ir virSunei u
(Zr. 21 pav.).

84



19: Grafo virdunés a palalinimas

20: Grafo briaunos paSalinimas
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21: Grafo viruniy v ir w sutapatinimas

4.5. Grafy skaidumas

Grafo sujungimo taskai

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virSuné v € G yra vadinama jo sujungimo tasku, jei
grafas G — v turi daugiau jungiyjy komponenciy negu grafas G.

Trivialusis grafas G = ({v}, }) neturi sujungimo tasky.
Grafas, neturintis sujungimo tasky, vadinamas neskaidziuoju.

Visi kiti (nebutinai jungieji) grafai yra skaidieji. PavyzdZiui, grafas
({u,v,w}, {{u,v},{u,w},{v,w}}) yra neskaidusis, o grafas
({u,v,w}, {{u,v},{u,w}}) — skaidusis. Jo virSuné « yra sujungimo
taskas.

Teorema
VirSuné v € V yra grafo G = (V, B) sujungimo taskas tada ir tik tada,
kai egzistuoja tokios dvi kitos grafo G virSunés u,w € V, kad virSuné
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22: Grafo sujungimo taskas v

v priklauso bet kuriai, jungianciai virSunes u ir w grandinei P:

Fu,w € V&u # v&w #w :v € PVP = (u,vj,...,0;,w).

Teorema
Bet kuris netrivialusis grafas turi maziausiai dvi virSunes, kurios néra jo
sujungimo taskai.

Grafo blokai
Tarkime, kad G’ = (V', B') yra tokie grafo G = (V, B) pografiai, kad
Vu,v € V! CV: {u,v} € B= {u,v} € B'.

T.y. grafas G’ turi kai kurias grafo G virSunes ir visas jas atitinkancias
grafo G briaunas.

Apibrézimas
Grafo G maksimalus neskaidusis pografis G' vadinamas jo bloku. 23-
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23: Grafas ir jo blokai

ame paveiksle pavaizduotas grafas turi 6 pografius. Jie visi yra maksi-
malus: jei prie bet kurio i$ jy pridéti bent viena virSune su atitinkanciomis
briaunomis, naujas grafas jau nebus neskaidusis. PavyzdZiui, blokas

({1,2,3,4}, {{1,2},{2,3},{3,4}, {4, 1}, {2,4}})

negali buti papildytas briauna {3,5} arba {3,7}, kadangi toks grafas
néra neskaidusis. Jei i$ Sio bloko paSalinti kurig nors briauna, jis nebus
maksimalus.

Medziai ir miskai
Apibrézimas
Jungusis ir neturintis cikly (aciklinis) grafas vadinamas medZiu.

Grafas yra medis tada ir tik tada, kai bet kurias dvi jo virSunes gali-
ma sujungti vienintele grandine.

Teorema
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24: Dviejy medziy miskas
Bet kuris n-osios eilés medis (|V'| = n) turi lygiai n — 1 briaung (| B| =
n — 1).
Apibrézimas
Aciklinis grafas, turintis & jungiyjy komponenciy, vadinamas k-medZiy
misku.
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25: Skiriancioji aibé ir kirpis

Teorema
Miskas i§ k-medziy turi lygiai n — & briauny.

Skiriancioji aibe ir Kirpis
Grafo briaung vadiname siejanCigja arba tiltu, kai paSalinus jg i$ grafo,
didéja jo jungiyjy komponenciy skaicius.

Apibrézimas
Jungiojo grafo G = (V, B) briauny aibés poaibis S C B vadinamas
skirianciaja aibe, jei grafas G’ = (V, B \ S) néra jungusis.
Minimalioji skiriancioji aibé (i$ kurios negalima pa3alinti né vienos
briaunos) vadinama Kirpiu. Taigi K C B yra Kirpis, jei K yra skiri-
ancioji aibe, o VP C K & P # K —néra.
Siejancioji briauna yra ne tik skiriancioji aibé, bet ir kirpis. 25-ame
paveiksle pavaizduoto grafo briauny aibés poaibis

{{274}7 {27 3}7 {37 4}, {3’ 7}, {67 7}}
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26: KaraliauCiaus tiltai

yra skirian€ioji aibé, bet néra kirpis. Aibé

{{2,4},{3,4},{6,7}}

yra Kirpis. Siejanciyjy briauny Sis grafas neturi.

4.6. Grafo ciklai
Karaliauciaus tilty uzdavinys

Karaliaucius yra issidéestes Priegliaus upés krantuose ir dviejose jos sa-
lose (Zr. 26 pav.). Krantai ir salos buvo sujungtos septyniais tiltais taip,
kaip yra parodyta scheminiame miesto plane. KaraliauCiaus gyvento-
jai mégdavo pasivaiksCioti po tiltus. Ar egzistuoja toks marsrutas, kad
iSéjus i$ namy buty galima grjZti namo, peréjus per kiekvieng tilta lygiai
po vieng karta? Oileris 31 1736 m. idsprendé §j galvosukj.

Oilerio grafas

Karaliauciaus tiltu uzdavinj galima pavaizduoti grafu (zr. 28 pav.). Paste-
békime, kad tai i$ tikryjy yra multigrafas, taciau toliau déstoma teorija

31,70 p.
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galioja ir jiems. |Jrodymui galima paimti ant kurios nors i$ pasikarto-
janciy briauny po vieng papildoma virSune (fiktyvigjg virsung) ir turésime
paprastajj grafa.

Apibrézimas
Grafo ciklas, einantis per visas grafo briaunas, yra vadinamas Oilerio
ciklu. Grafg, turintj Oilerio ciklg, vadiname Oilerio grafu.

Taigi reikia atsakyti j klausima, ar pavaizduotas 28 pav. (94 psl.)
grafas yra Oilerio grafas.

Lema

Jei visy grafo virSuniy laipsniai yra nemazesni uz 2, tai egzistuoja ciklas.
Jrodymas. Tarkime v yra bet kuri grafo virSuné. Kadangi jos laipsnis
p(v) > 2, egzistuoja jai gretima virSuné vy, kuri irgi turi gretimg v,. Jei
vy = v turime ciklg. Jei ne — galime testi granding tol, kol nesutiksime
jau buvusios virSunés. Tada turésime ciklg. Kadangi virSuniy skaicius
yra |V| = n, bus padaryta ne daugiau kaip n Zingsniu.

Teorema

Jungusis neorientuotasis grafas turi Qilerio ciklg tada ir tik tada, kai visy
grafo virSuniy laipsniai yra lyginiai skaiciai.

Jrodymas. Butinumas. Grafas turi ciklg, einanti per visas grafo briaunas
lygiai po vieng kartg. Nurodykime judéjimo ciklu kryptj ir suskaici-
uokime, kiek karty pereinama per kiekvieng virsung. Fiksuojame ciklo
pradZig vg (tai gali buti bet kuri virSuné). | kitg virSune v, jeiname viena
briauna, o iSeinama — kita (briaunos negali kartotis). Todél virSunés laip-
snis p(v1) > 2. Visy kity ciklo virSuniy laipsniai irgi tenkina nelygybe
p(v;) > 2. Jei griztame j kurig nors jau buvusig virung, tai jeiname |
ja treCigja briauna, o iSeiname — ketvirtgja. Taigi p(v;) > 4. Pereinant
per visas ciklo briaunas, gauname, i$ visy virSuniy iSeita tiek karty, kiek
ir jeita. Kadangi nepereity briauny grafas neturi, tai visi laipsniai yra
lyginiai.

Pakankamumas. Pagal jrodytg lema grafas turi ciklg, kurj pazymeékime
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27: Oilerio ciklo egzistavimo jrodymas

C1 (Zr. 27 pav.). Pa3aliname i$ grafo visas ciklo C briaunas. Jei po to
nelieka neizoliuotyjy grafo virSuniy, tai C; yra Oilerio ciklas. Tarkime,
kad neizoliuotosios virSuneés liko. Tada jy laipsniai yra lyginiai (po bri-
auny paSalinimo jie galéjo sumazeéti 2, 4 ir t. t.). PaSaliname izoliuo-
tasias virSunes ir vél konstruojame ciklg C5. Jei po jo briauny pasalini-
mo grafas nebeturi neizoliuotyjy virSuniy, tai C; UC> yra Oilerio ciklas.
PrieSingu atveju procesa galime testi ir po baigtinio Zingsniy skaiciaus
gausime Oilerio cikla:

C=C1UCQU'-'UCk, CiﬂCjZQ].

SuskaiCiuokime 28-ojo paveikslo grafo virSuniy laipsnius: p(4) =
3, p(B) = 5, p(C) = 3, p(D) = 3. Matome, kad grafas netenkina
teoremos reikalavimy ir todél neturi Qilerio ciklo.

Oilerio keliu vadinama einanti per visas grafo briaunas atviroji grand-
iné. Jei Sios grandinés galus sujungti briauna, gausime Oilerio cikla.
Taigi jei dvi grafo virSunés turi nelyginius laipsnius, o visy kity laip-
sniai yra lyginiai, tai grafas turi Oilerio kelig. 13 Cia iSplaukia, kad

93



C

28: Karaliau€iaus tilty grafas ir grafas su fiktyviosiomis virSunémis

voka (29 pav.) galima nupiesti, neatitraukant pieStuko nuo popieriaus
bei nepiesiant ty paciy linijy kelis kartus.

Orientuotasis grafas turi Qilerio ciklg tada ir tik tada, kai visos jo
virSuneés tenkina salyga

pT(v)=p (), WEV.

29: Voko galvosukis
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Oilerio ciklo konstravimas

Pateiksime Oilerio ciklo konstravimo algoritma:
1) imame bet kuria grafo virSunge veV;
2) imame gretima v virsSung weV;
jei gretimy virSuniy néra - procesa baigiame;
3) patikrinama ar briauna {v,w}
yra siejancioji (tiltas);
4) jei {v,w} néra siejancioji - ji paSalinama;
5) jei {v,w} yra siejancCioji briauna - ieSkome
kitos gretimos virsunes,
t. y. pereiname prie 2);
6) jei {v,w} yra siejancCioji briauna
ir kity gretimy virsuniy néra -
pasSaliname Sia briauna ir kartojame
procesa su virSune w (pereiname prie 2).
Taigi Oilerio ciklg sudarys grandiné i$ paSalinty viena po kitos bri-
auny.

Hamiltono grafas

Apibrézimas

Paprastoji grandiné (ciklas), einanti (-is) per visas grafo virSunes, vadi-
nama (-as) Hamiltono®? grandine (ciklu).

Grafas, turintis Hamiltono ciklg, yra vadinamas Hamiltono grafu.

Pavaizduotame (30 pav.) grafe Hamiltono ciklas néra Oilerio ciklas,
kadangi eina ne per visas grafo briaunas.

Jei briauny yra pakankamai daug, grafas turi Hamiltono cikla. Matem-
atiSkai tai galima suformuluoti taip: jei p(v) > % Vv € V, tai grafas
yra Hamiltono. 13 Cia iSplaukia, kad pilnasis grafas (p(v) = n — 1)
turi Hamiltono cikla. Pastebékime, kad tai yra pakankama, bet néra
butina salyga: grafas ciklas C,, yra Hamiltono (ir Oilerio) ciklas, nors

p(v) = 2.
32illiam Rowan Hamilton (1805 — 1865) — airiy matematikas ir astronomas.
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30: Hamiltono ciklas

Briauninis grafas

ApibréZzimas

Grafo G = (V, B) briauniniu grafu vadinamas grafas G, = (V4, Bs),
kurio virSuniy aibé turi tiek elementy, kiek briauny turi grafas G: |Vp| =
| B| ir jo virSunés yra gretimos, jei buvo gretimos atitinkamos grafo G
briaunos:

{v*, 0w’} € By & v* = {v;,v;},w’ = {w;, w;}&

(Ui:invi:ijvj:invj:wj).

Teorema |
Briauninis grafas turi 3 > p%(v;) — m briauny (m = | B|).
i=1

Pavaizduoto 31 paveiksle grafo virstiniy laipsniai:

(22 +32+2°+224+3%) —6=09.
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31: Grafas ir jo briauninis grafas

Teorema
Oilerio grafo G briauninis grafas Gy turi ir Oilerio, ir Hamiltono cikla.

Teorema
Hamiltono grafo briauninis grafas irgi yra Hamiltono grafas.

Grafo nepriklausomi ciklai

Tarkime, kad G yra bet kuris (orientuotasis arba neorientuotasis) grafas
(arba multigrafas). Jei jis néra orientuotasis — suteiksime jo briaunoms
orientacija (bet kurig). Pazymekime M = (viy, vi,, .. ., Vi, Vi) — UZ-
dargjj marSrutg. UZdarojo marSruto M vektoriumi ciklu M € R™,
m = | B| vadinamas toks vektorius:

_>
M = (Cl,CQ,...,Cm), Cj :rj—lj.
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32: Nepriklausomi ciklai

Cia rj yra j-0sios briaunos pragjimas teigiama kryptimi skaicCius, I; —
Sios briaunos pragjimy skai€ius neigiama kryptimi.

Visoms 32-ame paveiksle pavaizduoto grafo briaunoms nustatytos
kryptys. Raskime uZzdarojo marsruto M = (1,2,3,4,5,7,3,2,7,6,1)
vektoriy cikla M. Sunumeruokime visas grafo briaunas:

(1,2} — 1, {2,3} — 2, {3,4} — 3, {4,5} — 4,
{5,6} — 5, {1,6} — 6, {2,6} —7,{2,7} —8,
{3,70 -9, {3,5} — 10, {5,7} — 11, {6,7} — 12

ir suskaiciuokime, kiek karty praeinama kiekviena briauna:

_)
M =(1,1-1,1,1,0,1,0,—1,—1,0,—1,—1) =
(1, 0, 1,1,0,1,0,—1,—1,0,—1,—1).

Apibrézimas
UZdarieji marSrutai M, My, ..., M vadinami nepriklausomais, jei
atitinkami vektoriai ciklai M7, Mo, ..., M}, yra tiesiSkai nepriklausomi.
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Pavyzdys
Nustatykime, ar ciklai m; = (1,2,6,1), mo = (1,2,7,6,1) ir m3 =
(2,7,6) yra nepriklausomi. SuraSome vektorius ciklus:
mi = (1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0),
W_L% = (17050705071307_15070507_1)1
777% = (070a070a070a_17 _170a0a0’_1)'
Sudarome i8 Siy vektoriy koordinaciy matricg
100001 1 0O0O0O0 O
A=|11 00001 0 -1000 -1
0000O0O0O -1 -1000 -1
ir apskaiCiuojame jos ranga>3:

11 1 0 O

A~ 1 1 0 -1 -1

0 -1 -1 -1
1 1 1 0 0
1-1 0-1 0-1 -1-0 —-1-0
0 0 -1 -1 -1
111 0 O

00 -1 -1 -1

00 -1 -1 -1

0

1

11 1 0 O 1 1 0
00 -1 -1 -1 0 -1 -1
11 1 0 O 1 1 0
00 -1 -1 -1 0 0 —1

(o 5)~(0 1)

337r. bet kurj tiesinés algebros vadovélj.
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33: Grafo ciklomatinis skaicius

Gavome rankA = 2. Todel tarp vektoriy i, m3, m4 yra tik du
tiesiSkai nepriklausomi. Taigi ciklai 1, mo ir 3 néra nepriklauso-
mi.

Grafo ciklomatinis skaicius

Tarkime, kad grafas G = (V, B) turi k jungiujy komponenciy,
|V|=n, |B| =m.

Apibrézimas
Grafo G ciklomatiniu skaiCiumi vadinamas skaicius
v(G) =m—-n+k.
Raskime pavaizduoto 33 paveiksle grafo ciklomatinj skaiciy:
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k=4,n=10, m=8, v(G)=8—-10+4=2.

Teorema

Bet kurio grafo ciklomatinis skaiCius yra neneigiamas.

Irodymas. Apskaiciuokime nulinio bei tusciojo grafy ciklomatinius skai-
ius: v(@) =0—-04+0 =0, v({vo}) = 0—1+1 = 0. Paro-
dykime, kad teorema tenkina bet kuris antrosios eilés grafas. Siuo atve-
jU gall buti G1 = ({’Ul,’l)g},@) arba G2 = ({’Ul,’l)g},{{’ul,’vg}}). Taigi
v(G1) =0—-24+2=0irv(Ge) =1—-2+1 = 0. Tarkime, kad
teorema yra teisinga bet kuriam n-osios eilés grafui. Prijungiame prie
grafo vieng izoliuotg virSune ir gauname (n + 1)-osios eilés grafa. Jis
turés k + 1 jungiajg komponente ir tiek pat (t. y. m) briauny. Turime
V' =m— (n+1)+ (k+ 1) = v. Sujungiame Sig nauja virSune su bet
kuria kita grafo virSune. Tada briauny skai€ius bus m + 1, o jungiyjy
komponengiy skaicius liks arba tas pats, arba sumazés vienetu. Pirmuo-
ju atveju turime v/ = m +1 —n + k = v + 1. Antruoju atveju —
V' =m+1—n+k—1=wv. Taigi (n+ 1)-osios eilés grafas irgi
tenkina teoremg, ir pagal matematine indukcijg teorema yra jrodyta.

Teorema
Bet kuris grafas (multigrafas) turi lygiai v(G) nepriklausomy cikly (uz-
daryjy marsruty).

Pavyzdys
Pavaizduotas 33 paveiksle grafas turi du nepriklausomus ciklus
(1,2,3,4,1) ir (5,6,7,5).

Pastabos
1. Grafas G neturi cikly tada ir tik tada, kai v(G) = 0.
2. Jungusis grafas G yra medis tada ir tik tada, kai v(G) = 0.
3. Grafas G yra k-miskas tada ir tik tada, kai jis turi & jungiujy kompo-
nentiy ir v(G) = 0.
4. Grafas G turi vieng cikla tada ir tik tada, kai v(G) = 1.
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34: Cikly bazé

Apibrézimas
v(G) nepriklausomy grafo G cikly rinkinj {C1, Cs, ..., C,} vadiname
cikly baze. Ciklai C; vadinami baziniais.

Teorema
Bet kurj grafo G cikla C' C G galima idreiksti baziniais ciklais:

C=C®CL®-&C;,.

Pavyzdys
ISnagrinékime 34 pav. grafa. Jo ciklomatinis skaiCius v = 6—5+1 = 2.
Ciklai C1 = (a,b,c,d,e,a) ir Cy = (d,e,a,d) yra nepriklausomi ir
todél sudaro cikly baze. Cikla C = (a,b,c,d,a) iSreisSkiame: C =
C1 @ Cs.
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35: Stabilieji i$ vidaus poaibiai

4.7. Grafo stabilieji poaibial

Vidinis stabilumas

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virSuniy aibés poabis S C V vadinamas stabiliuoju
i$ vidaus3*, jei bet kurios dvi jo virsunés néra gretimos grafo virsunes:

{v,u} ¢ BYv,u € S.

Pavaizduotas 35 pav. grafas turi stabiliuosius i$ vidaus aibés V' poaibius
S1 = {a,c}, So = {a,e}, S3 = {a,c,e}. Akivaizdu, kad bet kuris
poabis {v;} C V visada yra stabilusis i$ vidaus. Poaibiai, turintys dvi
virsunes {vj;,vx} C V, gali nebuti stabileji i$ vidaus. Nagrinéjamas
grafas turi vieng stabilyjj i$ vidaus poabj, turintj tris virSunes, ir neturi
né vieno — su keturiomis virSunéemis.

Bendruoju atveju svarbu rasti stabilyjj i$ vidaus poaibj, turintj kuo
daugiau virSuniy. PaZzymékime Fy — visy stabiliyjy i$ vidaus poaibiy
aibe.

34 L_iteraturoje tokie poaibiai dar vadinami nepriklausomais.
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Apibrézimas
Grafo vidinio stabilumo skaiCiumi vadiname skaiCiy

a(G) = max |S].
14

Pastebékime, kad visais atvejais 0 < «(G) < n.

Teorema n

1
a(G) > —_—
() ; 1+ p(vs)
Pavaizduotas 35 pav. grafas turi vidinio stabilumo skaiCiy a(G) = 3.
Apskaiciuokime teoremos reiskinj Sitam grafui:

1 1 1 1 1

143 1+2 143 11 T 1v1
1 1 1 1 11

1
iT3titats =%

AStuoniy valdoviy uzdavinys

Reikia isdéstyti Sachmaty lentoje kuo daugiau valdoviy taip, kad jos ne-
kirsty viena kitos. (Valdovés kerta visus savo horizontalés, vertikalés
bei jstrizainiy langelius.) Vienas Sio galvosukio sprendinys pateiktas 36
paveiksle. UZdavinio matematinis modelis yra grafas G = (V, B), kurio
virSunes sudaro visi 64 Sachmaty lentos langeliai: V' = {al,a2,...,h8}.
Briauny aibé sudaroma taip, kad dvi virSunes v;,v; € V yra gretimos,
jei esanti langelyje v; valdove gali kirsti langelj v;. PavyzdZiui, virSunés
al gretimos virSunés yra a2, a3, ..., a8, bl, cl, ..., hl, b2, 3, ...,
h8. 13spresti §j uzdavinj — reiskia rasti virSuniy aibés V' stabilyjj i$ vi-
daus poabj. Vienas toks poaibis pavaizduotas paveiksle {a7, b2, c6, d3,
el, f4, ¢8, h5}. Akivaizdu, kad daugiau kaip aStuonias virSunes toks
poaibis turéti negali. Taigi nagrinéjamo grafo vidinio stabilumo skai€ius
a(G) =8.
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36: AStuoniy valdoviy uzdavinys

I1Sorinis stabilumas

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virSuniy aibés poabis S C V vadinamas stabiliuoju
i§ i3ores®, jei bet kuri nepriklausanti Siam poaibiui grafo virsune « yra
gretima kuriai nors poaibio virSunei v € S:

VueV\S3IveS:{v,u}eB.

Pavaizduotas 37 pav. grafas turi stabiliuosius i$ iSorés aibés V' poaibius
{1,3,4,6}, {1,4,6}, {3,4}. Visy grafo virSuniy aibé V" yra stabilioji i3
iSorés. Todel reikia rasti stabilyjj jos poaibj, turintj kuo maziau virsuniy.
Nagringjame pavyzdyje yra toks poaibis, turintis dvi virSunes, bet néra
poabiy, turin€iy vieng virSune.

PaZzymekime F; — visy stabiliyjy i$ iSorés poaibiy aibe.

% iteraturoje tokie poaibiai dar vadinami dominuojasiais.
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37: Stabilieji i3 iSorés poaibiai

Apibrézimas
Grafo iSorinio stabilumo skai¢iumi vadiname
G) = min |S]|.
B(G) ;réligl |

Penkiy valdoviy uzdavinys
Reikia iSdéestyti Sachmaty lentoje kuo maziau valdoviy taip, kad jos
kirsty visus Sachmaty lentos langelius. Vienas Sio galvosukio sprendinys
pateiktas 38 paveiksle. Matematinis Sio uzdavinio modelis yra jau iSna-
grinétas grafas. Sprendinys {c6, d3, e5, f7, g4} yra i$ iSorés stabilusis
grafo virSuniy aibés poabis.

4.8. Grafy matricos

Gretimumo matrica

Tarkime, kad G = (V, L) yra orientuotasis grafas. Pazymékime

{1 E|(’UZ',’Uj) €L
Qij = —

O, 3 (Ui,’Uj) €L
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38: Penkiy valdoviy uzdavinys

T.y. a;; yra vienetas, kai grafas turi lankg (v;, v;).

107



39: Sio orientuotojo grafo gretimumo matrica yra 108 psl.

Apibrézimas
Grafo G = (V, L) gretimumo matrica vadiname tokig n-osios eilés
(n = |V|) kvadrating matrica

ai; a2 - Q1n

a1 Q22 --- as
A= n

apl1 Qp2 *°* Gpp

Pavaizduoto 39 pav. grafo gretimumo matrica yra

0100
1 011
0011
0000

Galima pastebéti, kad vienetai eilutése atitinka iSeinancius i j-0sios
virsuneés lankus (jos numeris j sutampa su stulpelio numeriu). Vienetas
stulpelyje atitinka jeinantj j -gja virSung lanka. Taigi grafo jejimo ir
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iSejimo puslaipsnius apskaiiuojame taip:
n n
p (vi) = Zaija pF(vy) = Zaij-
j=1 i=1

Visy orientuotojo grafo lanky skaiCius m = |L| yra

n n
m = Z Z Qjj-

i=1 j=1
Jei grafas turi kilpg (v;,v;) € L turime a;; = 1, t. y. atitinkamas
matricos strizainés elementas lygus vienetui.
Izoliuotajg grafo virSung atitinka nulinis gretimumo matricos stulpelis
bei nuliné eiluteé.
Jei pakeisti orientuotojo grafo lanky orientacijg, gauto grafo gretimumo
matrica bus transponuota matrica A: AT = ||a;i||nxn-

Tarkime, kad G = (V, B) yra paprastasis neorientuotasis grafas. Jei
ji apibrézti simetriniu antirefleksyviuoju sarysiu (zr. 4.1.), gausime, kad
jo gretimumo matrica yra simetriné ir turi nuling pagrindine jstrizaine.
Kadangi mes susitaréme apibrézti tokj grafg jo briauny aibe
B = {{vi,,vj; },-- -, {vin,vj, } }, reikia performuluoti gretimumo ma-
tricos A = ||a;j||nxn apibrézima:

1, {'ui,vj} S B,
G,z'j =
0, {’Ui,vj} ¢ B.
Siuo atveju briauny skaitius m = | B| lygus

1 non
m = EZZGU

i=1 j=1

Teorema
. k ! - - v - .- v— . -
Matricos A glgm_entas a;; yra lygus ilgio k marsruty iS virsunes v; |
virsung v; skaiciui.
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Pavyzdziai
1. Raskime 39 pav. pavaizduoto grafo gretimumo matricos kvadrata:

0100 0100 1011
pe_| 1o 101 1| (o111
0011 0011 0011
0000 0000 000 0

Taigi turime vieng marsrutg ilgio 2§ 1 j 1: (1,2,1); vieng —i§ 1] 3:
(1,2,3); vieng—i8 3 j4: (3, 3,4). Nérané vieno marsruto, prasidedancio
virSunéje 4; néra ilgio 2 marsruty i$ 2 j 1 arba i§ 3 2.

2. Raskime neorientuotojo grafo G = ({1, 2,3}, {{1,2},{2,3}}) gre-
timumo matricos laipsnius:

010 101 020
A= 10 1|, 42%=(020],43%=[2 0 2
010 101 02 0

=~

UZradykime kai kuriuos grafo marsrutus ilgio 2: (1,2,1), (1,2, 3),
(2,1,2), (2,3,2) irilgio 3: (1,2,3,2), (1,2,1,2).

licidencijy matrica
Sunumeruokime orientuotojo grafo G = (V, L) lankus Iy, la, ..., Iy,
m = |L|.
Apibrézimas
Grafo G incidencijy matrica I = ||e;j;||nxm apibréZiama taip:
1, lj = (vi,w) S L,
e; =< —1, l; = (w,'ui) €L,
0, l] 7é (’Uiaw) & l] 7é (w,'u,-) VweV.
Taigi incidencijy matricos elementai lygus vienetui atitinka iSeinancius

lankus, vienetai su minuso Zenklu — jeinancius, o nuliai reiskia, kad lan-
kas néra incidentusis atitinkamai grafo virSunei.
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40: Sio orientuotojo grafo incidencijy matrica yra 111 psl.

Kai G = (V, B) yra neorientuotasis grafas, incidencijy matricoje
I = ||esj||nxm NeraSome neigiamy elementy:

o 1, lj:{vi,w}EB,
Y0, 1 # {vi,w) Vw e V.

Pavyzdys
Pavaizduoto 40 pav. grafo incidencijy matrica yra

OO O == O
OO O RO
I
SO R OO
I
OO R OO
O == O OO
—_ o = O o Qo

Teorema
Tarkime, kad G = (V, B) yra paprastasis neorientuotasis grafas, |V| =
n, |B| = m, Gj — briauninis grafas, I —grafo G incidencijy matrica, A
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— grafo G, gretimumo matrica. Tada
A=1I".1-2E,.

Cia E,, — vienetiné matrica.

Pavyzdys

Pazymeékime grafo G = ({v1,v2,vs}, {{v1,v2},{v2,v3}}) briaunas
uy = {v1,v2}, ug = {ve, v3}. Tada grafo G briauninis grafas

Gy = ({u1,u2}, {{u1,u2}}). Ju incidencijy bei gretimumo matricos
yra

10
I=|11 ,Az(?é).
01

Taigi
01)_(110Y
10/ \0 11

4.9. Orientuotieji grafai

O = =
e )
|
N
/N
S =
—_ O
N~

Pusmarsrutis

Tarkime, kad G = (V, L) yra orientuotasis grafas (L. C V'2). Zymeésime
M = (u,v;,,.. vzk,w) jungiantj grafo virSunes u,w € V marsruta,
jei (u,viy ), (v%,v%l), (vi,,w) € L. Pavaizduotas 41 paveiksle grafas
turi marsrutus (1,2,5,3), (1,6,5,4), (2,5,4), taiau neturi marsruto
(4,5,2).

Apibrézimas

Sakome, kad M = (u,v;,,...,v;,w) yra pusmarsrutis, jungiantis
grafo virSunes u, w € V, jei

(u,vh) \% (Uilau), (Uijavij+1) \% (Uij+1avij)a (Uikaw) \ (’U), Uik) € L7

t. y. bent vienas i$ sudaranciy granding lanky (vj;, vj,, ) arba (v, v;;)
priklauso grafui.
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41: Marsrutas ir pusmarsrutis

Taigi (4, 5,2) néra marsrutas, bet yra pusmar3rutis.
Panasiai orientuotajam grafui apibréZiama grandiné, pusgranding,
kelias, puskelis, ciklas ir pusciklis.

Apibrézimas

Grafo virSuné v yra vadinama pasiekiamaja i$ virSunées u, jei egzis-
tuoja marsrutas (u, . ..,v). Susitarkime, kad bet kuri grafo virSuné yra
pasiekiama pati i$ saves.

Stiprumas

Apibrézimas

Sakome, kad orientuotasis grafas G = (V, L) yra stiprusis (stipriai jun-
gusis), jei Vu,v € V 3Ky = (u,...,v) & IKy = (v,...,u), kai Ky
ir Ko yra keliai. Taigi grafas vadinamas stipriuoju, kai bet kurios dvi jo
virSunés yra pasiekiamos viena i$ kitos. Kai egzistuoja tik vienas i$ ke-
liy K ir Ko, orientuotajj grafg vadiname vienakryptiSkai jungiuoju. Jei
bet kurias dvi grafo virSunes galima sujungti puskeliu, grafa vadiname
silpnuoju (silpnai jungiuoju).
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42: Stiprieji, vienakryptiskai stiprieji ir silpnasis grafai

Taigi bet kuris stiprusis grafas yra ir vienakryptiskai jungusis, o pas-
tarasis grafas — silpnasis. Pavaizduoti 42paveiksle grafai (1), (4) yra
stiprieji, (2),(5) — vienakryptiSkai stiprieji, grafas (3) yra silpnasis.

Teoremos

Grafas yra stiprusis tada ir tik tada, kai egzistuoja einantis per visas jo
virsunes ciklas.

Grafas yra vienakryptiSkai stiprusis tada ir tik tada, kai jis turi einantj
per visas virSunes marsruta.

Grafas yra silpnasis tada ir tik tada, kai per visas jo virSunes eina pus-
marsrutis.

Branduolys

Apibrézimas

Grafo G = (V, L) virSuniy aibés poabis S C V vadinamas grafo bran-
duoliu, kai aibé S yra stabilioji ir i vidaus, ir i$ iSorés.
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Pavyzdziai

1. Grafas ({1,2,3}, {(1,2), (1,3), (2,3)}) neturi branduolio.

2. Grafas ({1,2, 3,4}, {(1,3),(3,4), (4,2),(2,1)}) turi du branduolius
By = {1,4} ir By = {2,3}

Teorema
Simetrinis grafas be Kilpy turi branduolj.

Srautas

Tarkime, kad G = (V, L) yra vienaryptiSkai stiprusis grafas, turintis
vieng Saltinj (grafo jejimas, zr. 4.1.) ir vieng sankaupos taskg (grafo
isejimas). Jei kiekvienam grafo G lankui [ € L apibréZta neneigiama
funkcija 9 (l) : L — R, sakome kad apibréZtas tinklas 7' = (G, ).
Funkcija (1) vadiname tinklo 7" pralaidumu.
Apibrézimas
Funkcija ¢(1) : L — R, vadiname srautu per tinkla T' = (G, 1), jei ji
tenkina salygas:
D () <yp() Vie L;
2) X eli)= X el)VveV.

i:l;=(v,v;) Jili=(vj,v)

Taigi srautas negali buti didesnis uZ tinklo pralaiduma, ir iSeinantis
i$ kiekvienos grafo virSunés srautas lygus jeinan€iam. Trivialus srauto
funkcijos (1) pavyzdys yra nulinis srautas. Raskime maksimaly srauta,
kurj gali praleisti pavaizduotas 43 pav. tinklas.

Priminsime, kad grafo kirpiu vadiname minimalig (i$ kurios negali-
ma paSalinti né vieno elemento, 7r.4.5.) lanky aibe, kad paSalinus Siuos
lankus, kuriy nors dviejy grafo virSuniy negalima sujungti marsrutu. 13-
vardinkime visus 43 pav. pavaizduoto tinklo kirpius:

K1 ={(v,2), (v,9), (v,2)}, Ko = {(z,w), (z,w)},
Ks = {(U,ZE), (yax)’ (Z,:U), (Z’ w)}' Ky = {(U’ z)a (ya Z)’ ('Ta z)’ ('T’ w)}
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43: Tinklas

Apskaiciuokime kiekvieno i$ Siy Kirpiy pralaiduma:

PE) = 3 ).

I IEK;

Turime P(K;1) =4+3+1=28,P(K2) =2+4 =6,
P(K3)=4+4+1+4=13,P(K4)=1+2+1+2=6.

Teorema
Maksimalus srauto per tinklg pralaidumas lygus minimaliam tinklo kir-
pio pralaidumui.

Taigi joks srautas per pavaizduotg 43-ame paveiksle tinklg negali
turéti didesnio pralaidumo, negu pavaizduotas 44-ame paveiksle srautas.
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44: Srautas per tinklg
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5. Kombinatoriniai algoritmai

5.1. Algoritmo sgvoka
Algoritmy pavyzdziai

Zodis algoritmas kyla nuo matematiko pavardés®® ir pradZioje Europo-
je reiské aritmetiniy veiksmy taisykles deSimtainéje sistemoje. Véli-
au Sis Zodis jgyjo platesne prasme ir pradéjo reiksti tam tikry veiksmy
rinkinj. Kurj laikg §j Zodj vartojo tik matematikai, kaip jvairiy uz-
daviniy sprendimo taisykles, pavyzdziui, kvadratinés lygties sprendimo
Zingsnius arba kampo dalijimo pusiau skriestuvu ir liniuote procedura.
Dabar algoritmu galima pavadinti ir maisto gaminimo apraSyma kuli-
naringje knygoje, naudojimosi telefonu automatu instrukcija, tekstinio
praneSimo mobiliuoju telefonu siuntimg ir pan.

Euklido algoritmas

Kaip matematinio uZdavinio sprendimo proceso apraSymo pavyzdj pana-
grinekime Euklido®” algoritma: rasti dviejy naturaliyjy skai¢iy z ir y
didZiausigjj bendrajj daliklj z. Pavaizduokime veiksmy atlikimo schema
(45 pav.).

Pavyzdys

Raskime skai€iy z = 9 ir y = 12 didZiausiajj bendrajj daliklj z, taiky-
dami Euklido algoritma. SuraSome algoritmo veiksmus:

1) z:=9, y:=12;

Dz <y =y =y — x;
3 y:=12-9=3, z:=9;
Dz >y = x = x — yY;
5 z2:=9-3=6, y:=3;

6) z >y => =z — y;

3631-Chorezmi (Algorithmi) (787 — apie 850) — Vidurinés Azijos matematikas ir as-
tronomas.
3 BukAetdns (apie 3a. p. m. e.) — senovés Graikijos matematikas.
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45: Euklido algoritmas

119



7) :=6—-3=3, y:=3;
8z =y = 2z = =z
Taigi gauname z = 3 — didZiausigjj skaiCiy 9 ir 12 daliklj.

Analizuojant jvairius algoritmus, galima isskirti bendruosius jy pa-
rametrus:
1) pradiniai duomenys (45 pav. atveju du naturalieji skaiCiai);
2) galimi galutiniai rezultatai (musy pavyzdZio atveju visada surandamas
naturalusis skai€ius, taCiau yra uzdaviniy, kurie negali buti iSspresti ir
reikia numatyti ka laikyti rezultatu);
3) galimi tarpiniai rezultatai;
4) pradzios taisykle;
5) pabaigos taisyklé (musy atveju algoritmas baigia darbg, kai z = y);
6) atliekamos operacijos (Cia palyginimas, atimtis ir priskyrimas (:=));
7) rezultato gavimas (Cia z := x).

Tiuringo masina

Minéty parametry ir taisykliy formalizavimas buvo atliktas 1936 m.
kaip abstrakgiosios skaitiavimo Tiuringo3® masinos apradymas. Si masi-
na turi neribotg atmintj — begaling padalintg sekcijomis juosta. Visos
Sios juostos sekcijos yra sunumeruotos; j kiekvieng sekcijg galima raSyti

ir i$ jos galima skaityti po vieng duotosios baigtinés abécélés raide.
Skaityma bei raSyma atlieka Tiuringo masinos galvuté, kurios veiksmus
sudaro baigtiné buviy aibé. Algoritmas apibréZiamas kaip programa,
kurig sudaro judancios iSilgai juostos galvutés veiksmai (raSyti arba skaityti
esamoje sekcijoje, pereiti juostos atzvilgiu kairén, deSinén arba likti toje
pacioje pozicijoje, baigti darbg).

I8spendziamumas

Svarbus algoritmy teorijos klausimas yra uzdaviniy iSsprendziamumo
(apskaiCiuojamumo) nustatymas: jrodyti, kad egzistuoja arba neegzis-
tuoja algoritmas, sprendZiantis tam tikrg uzdavinj per baigtinj Zingsniy

3 Alan Mathison Turing (1912 — 1954) — angly matematikas.
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skaiCiy. Pavyzdziui, kampo trisekcijos (kampo dalijimas j tris lygias
dalis) arba skritulio kvadraturos (sudaryti kvadrata, kurio plotas lygus
duotojo skritulio plotui) uzdaviniai néra iSsprendziami, kai leistini tik
veiksmai su skriestuvu ir liniuote. Kitas neiSprendZziamo uZzdavinio pa-
vyzdys yra deimtoji Hilberto3® problema: sudaryti algoritma, per baigt-
inj Zingsniy skai€iy nustatantj ar polinomas Py, (z1, z2, - . . , ;) SU SVei-
kaisiais koeficientais turi bent viena sveikaja Saknj z° = (29, 29,...,2%):
P(z%) = 0. Jrodyta (Matijasevit*®, 1970), kad toks algoritmas neegzis-
tuoja.

Perrinkimas

Kombinatoriniai algoritmai skirti baigtiniy matematiniy struktury uzda-
viniams spresti. Kadangi tokius uzdavinius galima spresti visy galimy
elementy kombinacijy perrinkimu, kombinatoriniy uzdaviniy iSsprendzi-
amumas yra akivaizdus. Kai perrenkamy varianty néra daug, toks sprendi-
mo metodas yra naturalus ir Kity uzdavinio sprendimo budy galima ne-
ieSkoti. Esant dideliam perrenkamy kombinacijy skaiCiui tiesioginis
jy perrinkimas yra praktiSkai nejmanomas ir svarbu rasti efektyvy uz-
davinio sprendimo algoritma.

5.2. Algoritminio uzdavinio matmuo

UZdaviniy aibé

Kalbant apie tam tikro uZdavinio sprendimo algoritma, turima omenyje
ne vienas konkretus uzdavinys, o tam tikras panaSiy uzdaviniy rinkinys,
klase, aibé. PavyzdzZiui, Euklido algoritmas (zr. 5.1.) taikytinas bet
kuriems naturaliesiems skaiCiams z ir y. Taigi uzdaviniy klase sudaro
aibé N? = {(z,y) : z,y € N}. Euklido algoritmas per baigtinj
Zingsniy skaiCiy k(z,y) suras z ir y didZiausiajj bendrajj daliklj z(z, y).
Taigi algoritmo tyrimas reikalauja gana sudétingy funkcijy k(z,y) ir
z(x,y) nagrinéjimo. TaCiau, nagrinédami visas poras (z, y) galime jvesti

®David Hilbert (1862 — 1943) — vokietiy matematikas.
4OJurii Vladimirovit Matijasevi¢ (gim. 1947) — tarybinis matematikas.
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uzdaviniy klaseés matmens (dydzio) savoka. Tai gali buti, pavyzdZziui,
max{z,y}, = + y arba \/z2 + y2. Kuo didesnis yra 3is dydis, tuo dau-
giau Zingsniy turi atlikti algoritmas, spresdamas visus tokio arba mazes-
nio dydzio uzdavinius.

ISnagrinékime dar vieng pavyzdj. Turime dvi aibes A ir B. Reikia
patikrinti ar A N B = (? UZzraSykime algoritma kaip kompiutering
programga (pseudokodg):

begin

zl]] = A, n:=|A4]

i:=1 while (z[i) ¢ B) if (i<n) i:=i+1
if (: <n) then "néra"”

else "yra"

end

Pastebékime, kad Cia neapibréZtas patikrinimo (z[i] ¢ B) algoritmas ir
Zingsniy skai€ius nagrinejamam uzdaviniui iSspresti formaliai priklauso
tik nuo n = | A|. Norédami turéti bendra visoms aibéms A ir B rezultata,
apibudiname uzdaviniy klase matmeniu n.

Grafy modeliai

ISnagrinékime grafo G = (V, B) pateikimo kompiuterio atmintyje bu-
dus, arba, kitais ZodZiais, jo informacinius modelius.

Visg informacijg apie grafg galima gauti i$ jo gretimumo matricos
(2['. 48) A= ||aij||n><nv (n = |V|)

1, {’UZ',’UJ'} S B,
Qi =
0, {vi,v;} ¢ B.

Kai G yra paprastasis neorientuotasis grafas, matrica A yra simetriné
ir turi nuling pagrinding jstrizaing. Todeél visg informacijg apie grafg
suteikia m = n? — @ — n matricos elementy. Pastebekime dar,
kad Siy elementy reikSmeés yra 0 ir 1. Taigi paprastajj neorientutajj grafg
galima koduoti m bitais.
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Tarkime, kad G = (V, L) yra orientuotasis nebutinai paprastasis
(gali turéti kilpy) grafas. Tada jo gretimumo matricos elementai yra
0, 1, (=1) ir matrica bendru atveju néra simetriné. Kiekvienam tokio
grafo lankui galima priskirti teigiama skaiCiy ir nagrinéti svertinj grafa,
pavyzdziui, tinklg (zr. 4.9.). Taigi visg informacijg apie tinklg uzraSome
n? skaiCiais.

Grafo G = (V, B) incidencijy matrica turin x m = |V| x |B| ele-
menty (Zr. 4.8.). Kai grafo briauny (lanky) skai€ius m yra nedidelis,
uzdavinio matmuo n - m << n?. Kai turime artima pilnajam gra-
fui, m-n = O(n?) ir grafo modeliavimas gretimumo matrica yra
ekonomiskesnis. Dar pastebékime, kad reikalinga papildoma informa-
cija apie briauny (lanky) numeracija.

Pats ekonomiskiausias grafo modelis yra briauny sgraSas. Sudarome
du virSuniy masyvus: 3
Vi= {'Ulla V12, -« ,’Ulm}, Vo = {’Ugl, V29, ... ,’Ugm}. Cia {’Ulj, Ugj} €
B. Uzdavinio matmuo Siuo atveju yra 2m, taCiau ieSkant incidentiniy
duotajai virSunei briauny, reikia perziuréti abu masyvus Vi ir V5.

Taigi grafo pateikimo kompiuterio atmintyje budas turi buti pasirink-
tas atsizvelgiant j sprendZiama uzdavinj. Tarkime, reikia rasti
izrl?gxmmp(vi). Siam uzdaviniui spresti pasirinksime grafo uzradyma jo

n
gretimumo matrica A = ||a;j||lnxn. PaZymeéje m; = ) a;j, turime
=1
algoritma: !
begin
i:=1 mo:=0 n:= A
while (z<n) { If (my<m;) moy=m;
if (i<tn) i:=i+1}
end
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5.3. Algoritmo sudétingumas
Sudetingumo sagvoka

Panagrinékime apibrézty algoritmy atliekamy operacijy skaicius. Pra-
dékime nuo Euklido algoritmo (Zr. 5.1.) ir jvertinkime Zingsniy skaiciy
k(z,y). Mums reikia istirti visus galimus atvejus z ir y, kai x — oo ir
y — oo, arba kai uzdavinio matmuo n = max {z,y} — oco. Jei vien-
as i$ skaiCiy z ir y lygus 1, Euklido algoritmas turés atlikti operacija
z:=x—1arbay := y— 1 bei palyginimo operacijas z < y arbay < z
daug karty ir jo veikimo laikas bus daug didesnis, negu, pavyzdZziui,
kai z = y ir z = z. (Siuo atveju z bus rastas po keliy palyginimy.)
Susitarkime, kad nagrinéjant algoritmo efektyvuma turi buti jvertini-
mas jo veikimo laikas blogiausiu atveju**. Kadangi realaus uzdavinio
sprendimo laikas priklauso ne tik nuo algoritmo, bet ir nuo kompiuter-
inés programos bei konkretaus kompiuterio ypatumy, jis netinka teorini-
ams algoritmy tyrimamas. Todeél algoritmo veikimo laikas supranta-
mas kaip abstrak€iosios, pavyzdziui, Tiuringo (Zr. 5.1.) skaiCiavimo
masinos Zingsniy, reikalingy uzdaviniui iSspresti blogiausiu atveju, t. y.
maksimalus skai€ius S(rn). Taigi funkcija S(n) ir vadinama algoritmo
sudétingumu.

Rasti tiksly Sios funkcijos pavidalg pavyksta tik atskirais atvejais ir
neturi didelés vertés del jos "jautrumo" neesminiams algoritmo Kkeiti-
mams. Tarkime, papildZius Euklido algoritma palyginimu

if (z=1 Vv y=1) z=1,

galime gerokai sumazinti Zingsniy skaiciy. Be to néra esminio skirtumo
ar algoritmas atliks n + 1 ar n — 2 operacijas, kai n — uzdavinio mat-
muo — yra didelis skaiGius. Néra esminio skirtumo ar S(n) = 10n3,
ar S(n) = 9n3, kadangi technologijy vystymasis, programings jrangos
tobulinimas ir panaSus veiksniai turi daug didesng jtakg praktiniam al-
goritmo taikymui. Pastebékime dar, kad ir funkcijos S(n) argumentas

“Ipraktikoje gali b uti svarbus vidutinis atvejis, kurio teorinis tyrigjimas reikalauja
ivairiy galimybiy tikimybiy pasiskirstymo Zinojimo ir yra gana sudétingas.
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n gali buti apibréZtas jvairiai (Zr. 5.2.) ir nevisada yra tiksliai iSmatuo-
jamas dydis. 13déstyti samprotavimai paaiskina kodél algoritmy teorija
paprastai apsiriboja funkcijos S(n) jverciais. Pavyzdziui, Euklido algo-
ritmo sudétinguma galime jvertinti S(n) = O(n), kai n — oco. Primin-
sime Zyméjimo O(S(n)) = O(f(n)) prasme: 3C : S(n) < C f(n).

Kitas musy nagrinétas algoritmas maksimaliam grafo virSunés laip-
sniui skaiCiuoti (Zr. 5.2.) atlieka veiksmus su grafo gretimumo matrica.
Jo veikimo laikas yra determinuotas ir nagrinéti blogiausio atvejo €ia
nereikia. Nors reikalingy operacijy skaiCius S(n) Siuo atveju gali buti
nustatytas tiksliai, tai neturi didelés prasmeés del jau minéto funkcijos
S(n) jautrumo neesminiams algoritmo keitimams. Todél ir Siuo atveju
apsiribojame jver¢iu S(n) = O(n?).

Polinominis sudetingumas

Kai funkcija S(n) = O(n®) (o > 0), sakome kad turime polino-
minio sudétingumo algoritma. Si savybé yra patogi sudétingy algoritmy
analizei, kai vienas algoritmas taiko kitg (zr. 5.2. déstomg algoritma
dviejy aibiy susikirtimui nustatyti). Jei abudu algoritmai yra polino-
minio sudétingumo, jy superpozicija irgi bus polinominis algoritmas.

Algoritmas, sprendziantis uzdavinj per laikg S(n) > n®* Va > 0,
vadinamas eksponentiniu. Tokie yra, pavyzdZiui, algoritmai su sudétingu-
mais O(2"), O(n!) arba O(n™).

Polinominis algoritmas yra greitesnis uz eksponentinj, kai uzdavinio
matmuo 7 yra pakankamai didelis. Lenteléje palyginamas polinominio
algoritmo algoritmo su sudétingumu »'° augimo greitis su eksponen-
tinio algoritmo n™ augimu.
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10 n

n n n

5 9.77 - 108 3125
10 1010 100
15 5.77 - 101 4.38 - 1017
20 1.02-10% 1.05 - 10%6
25 9.54 - 1013 8.88 - 1034

Pastebékime, kad galimas atvejis, kai polinominis algoritmas negali buti
pritaikytas dél labai didelio laiko (pvz., n'% n = 15), o eksponentinis
algoritmas 2™ = 32768 taikytinas. Patirtis, taCiau, rodo, kad jei uz-
daviniui spresti egzistuoja sudétingumo O(n®) polinominis algoritmas,
ji, paprastai, pavyksta patobulinti ir sumaZinti laipsnj iki o = 3 arba
a =4,

5.4. Sunkieji uzdaviniai
NP uzdaviniy klase

UZdaviniai, kuriems spresti neegzistuoja polinominis algoritmas, yra
vadinami sunkiaisiais. Aisku, kad kai kuriy uzdaviniy i$ principo ne-
galima i$spresti per polinominj laikg. PavyzdZiui, sugeneruoti visus 24!
aibés A poaibius. Todél toliau bus kalbama tik apie atpazinimo uz-
davinius: algoritmas Alg tikrina, ar tam tikras objektas U turi kokig

nors savybe
Alg(U) — ( tap ) .

ne

Paminékime keletg tokiy uzdaviniy.

Sudeétiniai skaiciai. Patikrinti ar naturalusis skacius a yra kuriy nors
sveikyjy skaiciy x > 1, y > 1 sandauga: a = z - y.

Hamiltono ciklas. Patikrinti, ar duotasis grafas turi Hamiltono cikla.
Aibés skaidymas. Patikrinti, ar duotaja sverting*? baigtine aibe galima

“2Kiekvienam aibés elementui a € A priskirtas neneigiamas svoris s(a). Poaibio
B C Asvoris s(B) = ) s(a).
a€EB
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suskaidyti j du vienodo svorio blokus.

Siuos uzdavinius galima spresti pilnu visy varianty perrinkimu, t. y.
eksponentiniais algoritmais. TaCiau priskirti juos prie sunkiyjy uzdaviniy
negalima, kadangi néra Zinoma ar jiems spresti egzistuoja polinominiai
algoritmai. Todél tokiems uZdaviniams tirti algoritmy teorija apibréZia
dar vieng klase — NP#3 uzdavinius. GrieZtas $ios klasés apibréZimas yra
sudetingas ir galimas Turingo masinos papildymu “spéliojimy™ bloku.
Mes apsiribosime neformaliu NP klasés sgvokos paaiskinimu.

Tarkime, kad uZzdavinio sprendimg galima suskaidyti j dvi stadi-
jas: spejimo ir tikrinimo. Spéjimo rezultatas yra tam tikra struktura,
kuri antroje stadijoje patikrinama per polinominj laika. Jei patikrinimo
rezultatas yra "tasip", algoritmas baigia darbg. PrieSingu atveju grjZtama
prie spejimo stadijos. PavyzdZiui, siulomi jvairus grafo ciklai patikrinti,
ar jie praeina lygiai po vieng kartg per kiekvieng grafo virSune. Atsaky-
mo "taip" atveju gauname Hamiltono grafg ir nutraukiame algoritmo
darba. PrieSingu atveju tikriname Kitg grafo cikla.

IS NP uzdaviniy klasés apibrézimo iSplaukia, kad polinominiy uz-
daviniy klasé P (t. y. tokiy uzdaviniy, kuriems spresti egzistuoja poli-
nominiai algoritmai) tenkina salygg P C N P. TaCiau néra jrodyta, kad
P # NP irSis klausimas yra neisspresta algoritmy teorijos problema.

NP klasés tyrimas
NP uzdaviniy teorijos pamata sudaro hipoteze, kad

NP\P#0)

(t. y. P # NP). Svarbus Sios teorijos rezultatas yra jrodymas, kad keli
Simtai gerai Zinomy NP klasés uzdaviniy gali buti transformuoti vien-
as j kitg per polinominj laikg. Si uZdaviniy savybé vadinama jy trans-
formuojamumu ir leidZia iSskirti dar vieng NP pilnyjy (Zymime N PC)
uzdaviniy klase. Ja sudaro visi NP klasés uzdaviniai, transformuojami
] kurj nors vieng laisvai pasirinkta NPC klasés uzdavinj. Yra jrody-

“Nondeterministically Polynomial.
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46: Sunkieji uzdaviniai

ta, kad jei P # NP, tai ir NPC # NP. Taigi Siuo metu vyrau-
ja pavaizduotas 46 paveiksle sunkiyjy uzdaviniy klasifikavimas. Dar
viena neiSspresta NP uZdaviniy teorijos problema yra uzdaviniy papil-
diniy tyrimas. UZdavinio U papildinys U¢ yra uzdavinys su prieSingu
atsakymu. Pavyzdziui, uzdavinj "sudétiniai skaiciai" (zr. 126 p.) gali-
ma pakeisti tokiu uzdaviniu.

"Pirminiai skai€iai": patikrinti ar duotasis naturalusis skaicius yra pirmi-
nis.

Abu Sie uzdaviniai priklauso klasei N P, taCiau néra zinoma ar jie prik-
lauso klasei N PC. Bendru atveju néra jrodyta, kad U € NP = U°® €
NP. Todel apibréZiama dar viena uzdaviniy klase co-NP = {U° :
U € NP}. YraZinoma, kad jei egzistuoja bent vienas toks uzdavinys
Ue NPC & U e NP, tai NP =co-N P. Kadangi abudu (pirminiy
ir sudetiniy skaiciy) uzdaviniai yra N P klases, jei jie buty ir i§ NPC
klasés, mes gautume, kad co-NP = NP, taciau, tikriausiai, taip néra.
Todél, vyrauja hipotezé, kad Sie uzdaviniai priklauso klasei NP\ NPC.
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NPC klases uzdaviniai

Yra zinomi keli Simtai Sios klasés uzdaviniy, jy tarpe jau minétas uz-
davinys Hamiltono ciklo uzdavinys. Paminésime dar kelis NPC klasés
uzdavinius.

Dominuojancioji aibé. (Zr. 4.7.) Duotas grafas G = (V, B) ir naturalu-
sis skaiCius k. Patikrinti, ar egzistuoja tokia stabilioji i$ iSorés aibé
V'V, kad |[V'| < k.

Nepriklausomoji aibé. (Zr. 4.7.) Duotas grafas G = (V, B) ir naturalu-
sis skaiCius k. Patikrinti, ar egzistuoja tokia stabilioji i$ vidaus aibé
V'cV, kad |[V'| > k.

Klika. Duotas grafas G = (V, B) ir naturalusis skaiCius k. Patikrinti,
ar jis turi ne mazesnés kaip k-osios eilés pilngjj pografj (klika).
Sutraukimas. (Zr. 4.4.) Duoti du grafai G; = (V1,By) ir Gy =
(Va, By). Patikrinti, ar galima taikant grafui G; virSuniy sutapatinimo
operacijg gauti grafg, izomorfinj grafui G.

Branduolys. (Zr. 4.9.) Patikrinti, ar orientuotasis grafas turi branduolj.
Kvadratiniai lyginiai. Duoti naturalieji skaiCiai z, y ir z. Patikrinti, ar
egzistuoja toks naturalusis skai€ius w < x, kad w? = y (mod z).
lvykdymas. Patikrinti ar yra jvykdoma buliné funkcija.
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6. Informacijos kodavimas

6.1. Bendrosios sgvokos
Informacijos Saltinis

Mes nagringjame praneSimy Saltinio matematinj modelj. Tarkime, kad
Saltinis generuoja simbolius a; € A = {a1,as,...,an}. Aibé A yra
vadinama informacijos Saltinio abecele, jos elementai a; — raidemis.
Baigtiné raidziy seka a = a;, a;, - - - a;,, vadinama Zodziu. Zodzio a ilgj
Zymime |a| = m.

Visy abécélés A ilgio m Zodziy aibe Zymime A™, t. y.

Am:glex---xAl

m—karty

yra Dekarto* sandauga. Tokiy Zodziy galima sudaryti |A|™ = n™.
Daznai nagrinéjami ne visi Zodziai, bet tik tam tikras jy poaibis

Ac | am
m=1,2,...
Gali buti apibréztos tam tikros Zodziy sudarymo taisyklés — automatas.

Kitas Saltinio modeliavimo budas — statistinis: apibréZiamos atskiry
raidZiy arba jy kombinacijy tikimybés.

Kodo sgvoka

Tarkime, kad B = {b1,bo,...,b;} — baigtiné abécélé. Nagrinéjamy
abecelés B Zodziy aibg pazymékime B*. Atvaizdj C : A* — B* vadi-
name kodu. Taigi kodas yra funkcija (injekcija), atvaizduojanti ZodZius
a € A* | ZodzZius b = C(a) € B*.

Pastebekime, kad mes nereikalaujame kad atvaizdis C' buty bijekci-
ja, t. y. kad egzistuoty atvirkstiné funkcija C—!. Tarkime, kad*®

“René Descartes (1596 — 1650) — pranc uzy filosofas ir matematikas.
453! reiskia "egzistuoja vienintelis".
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BcCB*irVbe Blae A*: C7Hb) = C™HC(a)) = a,
t. y. imanomas dekodavimas ir sakome, kad kodas C' yra dekoduoja-
mas.

6.2. Kodavimo uzdaviniai

Informacijos kodavimo budas priklauso nuo kodavimo tikslo. 13skir-
kime tris tokius tikslus ir parodykime galimus jy pasiekimo variantus.

Tikslas — apsaugoti informacija nuo iSkraipymuy

Tarkime, kas informacijos Saltinis generuoja raides {a, b} ir jos yra ko-
duojamos simboliais {0, 1}. Dél tam tikry*® priezastiy jmanomi iskrai-
pymai ir vietoje 0 gali buti suprastas 1 ir atvirk$¢iai. Pazymékime klai-
dos tikimybe p. Si tikimybeé turi buti pakankamai maza (ra3ome

0 < p << 1). Kai p = 0.5 patikimai uzkoduoti informacijos nej-
manoma. Tarkime, kad p = 0.05 ir panagrinékime kodga — 0,6 —
1. Vietoje praneSimo (ZodZio) aabab turésime uzkoduoty praneSimg
00101. Raskime tikimybe, kad gautas praneSimas 00101 istikryjy atitin-
ka Zodj aabab. Tikimybe, kad vienas simbolis perskaitytas teisingai
g = 1—p = 0.95. Taigi turi buti teisingai perskaityti visi penki sim-
boliai ir $io jvykio tikimybé yra (0.95)°> ~ 0.774. T.y. teisingai bus
priimta tik apie 77% tokiy praneSimy.

Panagrinékime kitg kodavimo budg: ¢« — 00, b — 11. Tada
ZodZiai 01 ir 10 nepriklauso aibei B* (Zr. 6.1.) ir liudija informacijos
iSkraipyma. Tarkime, kad gautas praneSimas 0000110011. Apskaiciuo-
kime tikimybe, kad jis atitinka Zodj aabab. Jei buvo siunCiama raide
b, 0 gautas pranedimas 00 (t. y. a), tai turéjo jvykti dvi klaidos. Sio
jvykio tikimybé p? = 0.0025. Taigi tikimybe, kad pranesimas nebuvo
iSkraipytas (1 — p?)® = 0.9975°% = 0.988 ir teisingai bus priimta jau
apie 99% praneSimy.

“6Mes nagrinéjame matematine teorijg ir konkregios fizikirgs, techninés bei kitokios
iSkraipymy prieZastys néra Sios teorijos objektas.
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Matome, kad iSnagrinétas kodas ne tik sumazina tikimybe neteisin-
gai dekoduoti praneSima bet ir aptinka klaidas (kai pasitaiko kombi-
nacijos 01 ir 10). Tokie kodai vadinami kodais, randanciais klaidas
arba klaidy aptikties kodais.

Tarkime, kad kodas apibrézZtas taip: « — 000, b — 111. Tada
klaidas liudija net 3esi ZodZiai:

001 011
010 101
100 110

Jei priimtas, pavyzdZiui, praneSimas 001, jvyko arba viena klaida (buvo
siunCiama raide a), arba dvi klaidos (raideé b). PaZzymeékime Siuos jvykius
H, bei Hy ir manydami, kad P(H,) = P(H,) = 0.5, apskaiciuokime
aposteriorines tikimybes p, = P(H,4|001) ir p, = P(H}|001). Turime

P(001) = P(001|H,)P(H,) + P(001|Hy) P(H,) =

(p(1 —p)* +p*(1 —p)) 0.5

ir taikome Bejeso formules:

_ P(001|H,)P(H,)

_ —1—p=095
Pa P(001) P ’
P(001H,)P(H,)
- — p = 0.05.
Py P(001)

Taigi pasirinkdami patikimesnj variantg, galime ZodZius i$ kairiojo stul-
pelio dekoduoti kaip raide a, 0 i$ desiniojo — kaip b.

Matome, kad pasiulytas kodas gali iStaisyti klaidg. Tokie kodai
vadinami koreguojanciais arba korekcijos kodais.

Pastebékime, kad kiekvieng Zodj a € A* atitinka ilgio k¥ = 3|a]
simboliy {0, 1} blokas ir tokie kodai vadinami blokiniais. Vienos raidés
{a, b} patikimesniam perdavimui turime imti ilgesnius blokus. Parame-

tras M = 1 < 1 rodo patikimesnio kodavimo "kaing" ir kartais vadi-
namas blokinio kodo greiCiu. Taigi vienas kodavimo teorijos uzdaviniy
yra ne tik patikimy, bet ir pakankamai greity kody sudarymas.
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Tikslas — sumazinti duomeny kiek]

Tarkime, kad informacijos Saltinis generuoja keturias raides {a, b, ¢, d},
1

taCiau jy pasirodymo tikimybés yra nevienodos: p, = g Py =P =

Pi= g ISnagrinekime du skirtingus kodus. Pirmasis — blokinis:
a — 00, b - 01, ¢ — 10, d — 11. (Cy)

Tada praneSimas oo - - - a, (@5 € {a, b, ¢, d}) turi vidutiniskai g sim-
boliy a, % simboliy b ir po g simboliy ¢ bei d. Taip uZzkoduoto pranesi-
mo vidutinis ilgis yra

n n
2.2 49.-49.- -9
+ 4-|— 8-I— n

n

8

arba ul = 2. T.y. gauname, kad vienai raidei {a,b,c,d} koduoti
n

mes naudojame vidutinidkai*’ du simbolius {0, 1}. Siuo atveju mes tai
matome i$ kodavimo schemos (C1).
Paimkime kitg koda:

a — 0,b— 10, ¢c — 110, d — 111. (Cs)

Pastebékime, kad Sis kodas jau néra blokinis ir jo dekodavimo algorit-
mas™® gali buti pavaizduotas tokiu medziu:
Apskaiciuokime vidutinj praneSimo ilgj:
lhp=1- +3-

+2--+3.

|3
™| 3

n
4

arba ] = 1.75. Taigi koduojant simbolius pagal (C2) schema gausime
T
kiek trumpesnius praneSimus.

4"Siuo atveju tiksliai, kadangi turime blokinj kodg.
“Kiekvienas kodo (C2) Zodis n"era jokio kito ZodZio pradZia. Tokie kodai vadinami
prefi ksiniais ir yra lengvai dekoduojami.
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47: Kodo (C2) dekodavimo medis

Tikslas — uztikrinti informacijos slaptuma

Tarkime, kad pranesimas a = a;,a;, - - - a;,, € A* yra simboliy a; €

{0, 1} seka. Sudarykime tokj kodg: b; = a; @ cg.’"). Cia

< 0 0 - 0 1

(,r.)_ C o TR e . e ) e
T =lo 1 - 1 1
S2m-1)

1 1 - 1 1

Tada, Zinant ¢(”) randamas a; = b; @ cg.’"), t. y. skaitomas slaptas
pranesimas b = b;, b;, - - - b;, . NeZinant ¢("), t. y. slaptojo rakto r, gauti
a yra sunku. Galima, pavyzdZiui, perrinkti visus 2™ raktus, taCiau kai
m Yyra pakankamai didelis, tai yra praktiskai nejmanoma. Kai m =
260 (paprasto naturaliosios kalbos teksto keliasdeSimt Zodziy) skirtingy
rakty r yra 2™ ~ 107® —tiek yra elektrony visatoje!

Pastebékime, kad ne visi raktai » € {0,1,...,2™ — 1} uztikrina
prane$imo slaptumg. PavyzdZiui, kai » = 0, turime b = a. Jei pir-
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mieji ¢(") yra nuliai, liks neuzsifruota pirmoji pranesimo dalis. Susi-
tarkime slaptuma uztikrinan€ius kodus vadinti Sifrais. Sifry sudaryma
bei patikimuma*® nagrinéja kriptografija.

6.3. Kody pavyzdziai

ISnagrinékime kelis gerai Zinomus kodus, kurie sudaryti, sprendZiant
kurj nors vieng i$ trijy kodavimo uzdaviniy.

Kodas du i$ penkiy

Sis kodas koduoja deSimtainius skaitmenis penkiais nuliais ir vienetais:

0 — 11000 5 — 01010
1 — 00011 6 — 01100
2 — 00101 7 — 10001
3 — 00110 8 — 10001
4 — 01001 9 — 10100

Penktasis Sio kodo simbolis yra kontrolinis. Jis pasirenkamas taip, kad
vienety skai€ius kiekviename bloke buty lygus dviem. Tokie kodai vadi-
nami lyginumo kontrolés kodais.

Morzes kodas

Raidziy atskyrimui Morzés®® kode naudojamas tregiasis simbolis — pau-
z&. Tokie kodai dar vadinami kodais su kableliu. Pastebékime, kad
kitaip buty nejmanoma atskirti praneSimo EE nuo I, arba IE — nuo El,
nuo Sirt. t.

“ODesifravimo galimybés yra kriptoanaliz es nagrigjimo objektas. Literat uroje krip-
toanalizé daznai atskiriama nuo kriptografijos ir jos abi vadinamos kriptologija
*0samuel Finley Breese Morse (1791 — 1872) — amerikiegiy isradéjas ir verslininkas.
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Kodas sudarytas taip, kad dazniau pasitaikancios raides buty koduo-
jamos trumpesnémis taSky bei bruksniy sekomis. Pats Morzé gavo in-
formacija apie santykinius raidzZiy daznius spaustuveéje. Jdomu palyginti
Sig informacijg su angly kalbos raidZiy dazniy statistika.

Pateiksime raidZiy pasirodymo daznius ir lietuviy kalbos tekstuo-
se®l,

®13j tyrima 2002 m. atliko Juozas Kaunas.
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131 1251
124
114
104
9_
84— 760

7% 709 ]

7 . 634
612 r—

925

549

54

3.06

230
196 o0 192 173

2 i - .
R 099
1A 0.6?
016 01t 0.9 0.09
0

ABCDEFGHIJTKLMNOPQRSTUVWXYZ

48: Angly kalbos teksty atskiry raidZiy dazniai

tarpas | 0.1495 || i | 0.1125 | a | 0.1019
S 0.0696 || t | 0.0479 || e | 0.0462
0 0.0450 || u | 0.0438 || r | 0.0433
n 0.0417 || k | 0.0400 | m | 0.0267
I 0.0259 || p | 0.0249 || d | 0.0225
% 0.0221 || j | 0.0190 || e | 0.0168
g 0.0164 || S | 0.0144 | b | 0.0127
y 0.0106 || z | 0.0096 || y | 0.0082
a 0.0072 || j | 0.0058 || u | 0.0045
¢ 0.0038 || ¢ | 0.0031 || z | 0.0016
c 0.0011 || h | 0.0006 || f | 0.0006
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Cezario kodas

Sj kodg Cezaris® naudojo kaip slaptajj $ifra, susiradinéjant su Cicero-
nu®3,

A B C D E F G T UV W X Y Z
D EF GH I J W XY Z A B C
Knygy numeracija

Knygy tarptautiné standartiné numeracijos sistema ISBN>* yra 10 skait-
meny a; (bruk3niai naudojami tik patogumui®®) kodas:

a1 — a2a3a4 — a506A7080a9 — A10-

Pirmieji 9 simboliai a; yra deSimtainiai skaitmenys {0, 1,...,9}.
Desimtasis skaitmuo a1g yra kontrolinis ir jgyja reikSmes
{0,1,-,8,9, X} ( Raidé X raSoma, kai a19 = 10). Kodo kontroliné
suma sudaroma taip:

9
Zjaj =ajp (mod 11).
j=1

Priminsime, kad Zyméjimas z = y (mod 11) reiSkia, kad skaiCius z —y
yra dalus i$ 11. Skaitome: z lygsta y moduliu 11. Pastebékime, kad
kontroling sumg galima perraSyti taip:

10

Zjan_j =0 (mod 11).
j=1

®2Gaius Julius Caesar (100 — 44 pr. m. e.) — Romos diktatorius.

%Marcus Tillius Cicero (106 — 43 pr. m. e.) — Romos politikas, oratorius, radytojas.

®*International Standard of Book Numeration.

*Pirmieji keturi skaitmenys skirti $alies bei leidyklos Zyméjimui. Skaitmenys
as . . . ag skirti leidiniu Zyméti.
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Kontroliné suma nebegalioja, jvykus vienai paprastajai klaidai
(pakeistas vienas kodo simbolis) arba vienai transpozicinei klaidai
(sukeisti vietomis du simboliai).

I3nagrinékime Lietuvoje iSleistos knygos ISBN kodo pavyzdj°®

5 — 430 — 02548 — 8.
Apskaitiuokime kontroline suma:

1-54+2-44+3-3+4-04+5-046-2+7-5+8-4+9-8=
5+8+9+0+0+12+35+32+72=
173=15-11+8=8 (mod 11).

Taikydami antrg formulg, gauname

1-8+2-8+3-4+4-5+5:246-04+7-04+8:-34+9-4+10-5=
8+16+12+20+10+0+0+24+36 +50 =
176 =16-11 =0 (mod 11).

Prekiy numeracija

Prekiy numeracijos (bruk3niniy kody) sistema EAN-13% yra 13 skait-
meny
{0,1,...,8,9} kodas

a1a203 — Q4+ 012 — A13
su tokia kontroline suma:
a1+ 3a2 +ag+3a4+ -+ a1 +3a12 +a13 =0 (mod 10).
Patikrinkime Lietuvoje®® pagamintos prekés kodg 477 —008048113 —1:
443 T+74-+3-14+14+3-3+1=90=9-10=0 (mod 10).

%Kodo pirmieji skaitmenys (prefiksas) 5 — 430 reiskia Kauno leidykla "Sviesa".
"European Article Numeration.
%8Tai nurodo EAN—13 kodo prefi ksas 477.
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