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PRATARME

Eksperimentu gautas matuojamojo dydzio jvertis, be naudingos informacijos, visuomet turi ir
Saluting, kurios itaka vertinant eksperimento rezultata stengiamasi sumazinti taikant matematinés
statistikos metodus. Cia susiduriama su idealizuoty matematinés statistikos modeliy ir ju pagrindu
gauty metody pritaikymo realiam eksperimentui problema, kuri beveik visuomet turi biiti sprendziama
kiirybiskai ir daznai savitai atskirose mokslo srityse.

Matematinés statistikos metodai eksperimento duomeny analizei pirmiausia pritaikyti fizikos
moksle ir jy taikymo ypatybéms atskirose srityse atskleisti skirtos iSsamios monografijos. Pazymeétina,
kad Siy metody taikymas susijes su nemazais matematiniais skaiCiavimais ir tik kompiuterijos
laiméjimai sudaré salygas jiems paplisti technikos moksly, inzinerijos ir kitose srityse, susijusiose su
duomeny vertinimu. Be to, taikant praktiSkai daznai atsisakoma eksperimento savitumo analizés,
pirmuma teikiant vertinimy unifikavimui naudojant kompiuteriniy programy paketus. Toks
supaprastintas statistiniy metody taikymo duomeny analizei pozidiris gali gerokai pakeisti
eksperimento jverCius ir skatinti klaidingas prognozes, ypac kai jos sudaromos i§ mazos duomeny
imties arba skirtos eksperimentui, kurio atlikti negalima, pavyzdziui, vertinant atominio reaktoriaus
patikimuma. I$ Cia iSplaukia statistinés duomeny analizés teoriniy pagrindy poreikis.

Sioje knygoje pateikti eksperimento duomeny statistinés analizés pagrindiniai metodai:
statistinio modelio parinkimas ir paklaidy vertinimas, maziausiy kvadraty metodas, geriausio atitikimo
metodas, koreliaciné analiz¢ ir jos reikSmé regresinei analizei bei paklaidoms.

Si knyga nepretenduoja i isamy statistinés analizés metody ypatybiu atskleidima vertinant
eksperimenta matematine ir taikomaja prasme. Tai pernelyg plati ir greitai besiformuojanti
matematinés statistikos mokslo tyrimy kryptis, kurig aprépti vienoje knygoje beveik neimanoma. Dél
tos pacios priezasties nepateikti ir svarbiy tikimybiy teorijos bei matematinés statistikos teoremuy
irodymai. Pagrindinis démesys skiriamas statistiniy metody taikymo eksperimento duomeny analizéje
pagrindimui bei juos taikant gauty iver¢iy kokybés vertinimui, taikant tam skirtus kriterijus. Atskleista
Siy kriteriju matematiné-statistiné prasmé. Pateikta pavyzdziy, kaip iSplétus eksperimento savoka
gamybos srityje, t. y. duomenis siejant su serijiniais gaminiais, galima Siuos metodus taikyti gamybos
kontrolei ir prognozei.

Statistiniai duomeny vertinimo metodai §iuo metu placiai taikomi tiek moksle, tick gamyboje,
taCiau ne visuomet pagristai ir s€kmingai — dazniausiai dél nejsigilinimo i ju statisting esmeg, statistiniy
modeliy ir kriteriju ypatybes. Tam turi jtakos ir literatiiros lietuviy kalba Siuo klausimu stoka.

Si mokomoji knyga skirta VGTU visy technikos specialybiuy magistrantams, o matematigkai
sudétingesni daugiamaciy atsitiktiniy dydziy statistinés analizés klausimai — daugiausia tiems, kuriy
tiriamasis darbas susijgs su daugiaparametriy dydziy matavimais, pavyzdziui, aplinkos tarSos,
termomechaniniy, pjezoelektriniy ir kity reiskiniy tyrimuose.

Autorius
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IVADAS

Eksperimento duomeny analizé yra esminis eksperimento etapas, kurio metu ne tik nustatomas
gautas rezultatas, bet ir eksperimento kokybé, o kartais tokia analiz¢ lemia ir eksperimento sékme. Dél
Sios prieZasties duomeny analizei skirta daug darby. Juos galima suskirstyti | dvi grupes:

1. Pirmoji — tai darbai, nagrin¢jantys matavimo paklaidy teorija ir pagrindinius (tradicinius)
duomeny analizés metodus (i§ esmés statistinius).

2. Antroji — matematinés statistikos darbai apie tyrimo kryptis, kurios gali biiti pritaikytos
eksperimento duomenims analizuoti. I§ esmés jie skirti jvairioms geriausio atitikimo principo
ir maziausiyjy kvadraty metodo ypatybéms bei ju naujoms kryptims taikomojoje matematikoje
vystyti skaiCiavimy optimizavimo linkme.

Tarp ju pazymétina: stabiliy analizés metody pavieniy eksperimento duomeny
nekorektiSkumo pozitriu bei skirtumy tarp analizéje taikomo ir eksperimento duomenims budingo
skirstinio atzvilgiu statistika, neparametriné statistika, duomeny neryskiy aibiy teorija ir intervaliné
analizé, kai matematinis duomeny analizés biidas taikomas uzdaviniams, kuriems klasikiniai duomeny
analizés metodai neefektyvis. Tai ne statistiniai metodai, bet jais remiantis nustatyti biidai jungtiniy
ir kompleksiniy matavimy duomenims analizuoti. Pagal tai, kokie duomeny analizés biidai taikomi,
daznai ir matavimai skirstomi i tam tikras grupes. Tai byloja apie duomeny analizés svarba.

1. Bendroji matavimy samprata
1.1. Jvadas

Matavimu vadiname mus dominancio dydzio ir tam tikros jo vertés, priimtos laikyti lyginimo
pagrindu (vienetu), palyginimo eksperimentu procesa. Pazymétina, kad matavimas daZniausiai néra
galutinis tikslas, o visada — tik mus dominancio objekto arba reiskinio (proceso) kurios nors ypatybés
kiekybinis ivertinimas. Kadangi tarp matuojamojo bei kity objekty esti sudétingas rySys ir objekto
negalima tirti visumoje — tiriama jo modelio pagrindu. Objekto modelis — tai teoriné-fizikiné ir
matematiné konstrukcija, atspindinti esmines sprendziamam uzdaviniui objekto savybes. Tiesiogiai
matavimo elementu visada biina konkretus fizikinis dydis, t. y. kokybiskai isskirta tam tikra objekto
pusé (ypatybé). Sudarant matavimo modeli (ka ir kaip matuoti) nepaprastai svarbu iSskirti esminius
fizikini modelj apibiidinancius fizikinius dydzius. Bet kuris fizikinis dydis yra kokybiskai apibrézta
objekto ypatybé, gaunama abstrahuojantis nuo tikrovés, nors ir skirtingu lygiu. Pvz., laikas ir ilgis
tiesiogiai atspindi materijos egzistavimo formas, masé ir temperatiira siejasi su visy materialiy objekty
esminémis savybémis, elektros srovés stipris apibiidina tam tikry objektuose vykstanciy procesy tipa,
kietumas — tai objekty (kiiny) ypatybiy, kurias lemia daugelis ju fundamentiniy fizikiniy savybiy
»iSorinis apraSymas”.

Matuojamasis dydis yra pastovus objekto modelio parametras, Zymintis ta jo ypatybe,
kurios kiekybinj jvertinima ir sickiame gauti eksperimentu. Be to:

1) matuojamasis (mus dominantis) dydis gali sutapti su tam tikru fizikiniu dydZziu (pvz.,
matuojant kiiny geometrinius parametrus ar nuolatinés elektros srovés stipry);

2) jeigu objekto savybés keiciasi laikui einant arba priklauso nuo erdviniy koordinaciy, tai
matuojamasis dydis yra pradinio parinkto fizikinio dydZio parametras (funkcionalas).
Pavyzdziui, kintamajai jtampai matuoti parenkamas $io kitimo modelis ir matuojamas
iSskirtas buidingas parametras. Tokiu parametru gali biiti amplitudiné arba efektiné jtampa.

1.2. Matavimy grupavimas

Matavimai pagal ijvairius pozymius tradiciSkai skirstomi | grupes. Nepatogiausias yra
skirstymas pagal matuojamaji dydj, kadangi dabar tokiy dydziy — apie du tikstanciai [1].

Kitas skirstymas (labiausiai paplitgs) — pagal fizikos mokslo sriti: mechanikos,
termodinamikos, elektromagnetizmo, optikos, molekulinés bei atomo fizikos. Skirstoma ir smulkiau:
erdvés bei laiko matavimai, akustiniai, temperatiiros ir S$ilumos, elektriniai, magnetiniai,
elektromagnetiniai, taikomi chemijoje, Sviesos, optiniai, jonizuojanc¢iojo spinduliavimo ir branduolio
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fizikos. Dar toliau jie skirstomi pagal matuojamojo dydzio diapazona (pvz.: labai dideliy temperatiiry
(>3000 K), vidutiniy (273...3000 K), mazy (<273 K); tas pats — dazniy ir kt.).

Pagal matavimo jrangos rezima matavimai grupuojami | statinius ir dinaminius. Dinaminiu
vadinamas matavimas, kai matavimo eigoje keiCiasi salygos (pvz., temperattra, drégme), ir tai turi
esming reikSme¢ matavimo rezultatui bei jo paklaidai. Taigi pats matuojamasis dydis irgi kinta.
Dinaminio matavimo rezimo pagrindinis poZymis - kintamas registruojamasis signalas.

Pagal tai, kiek karty matuojama, skiriami vienkaréiai ir daugiakarciai matavimai.
Vienkarciais matavimais praktikoje laikomi tokie, kai matuojama ne daugiau kaip tris Kkartus, o
pakartotinai matuojama, kad iSvengtume galimos stambios matavimo klaidos. Daugiakarciai —
atlickami esant nemaZoms atsitiktinéms paklaidoms, kai tikslinga taikyti statistinius duomeny
analizés metodus.

Matavimai pagal standartizuotas metodikas vadinami techniniais. Tokiu atveju
eksperimento duomenu analizé minimali (gerai Zinoma), o paklaidos i§ anksto nurodytos atestuojant
matavimy metodika.

Matavimo duomeny analizés atzvilgiu vis tik svarbiausias [1] yra matavimy skirstymas i:

1) tiesioginius;

2) netiesioginius;

3) jungtinius (gretutinius);
4) kompleksinius.

1) Tiesioginiai — kai matuojamas tiesiog mus dominantis dydis Q arba jam proporcingas dydis x ir
proporcingumo konstanta Zinoma su nuline paklaida:

O=cx, c=const, (1.1)

2) Netiesioginiai — kai matuojamasis, t.y. mus dominantis dydis Q, yra tiesiogiai matuojamu dydziy
X, X3...X, Zinoma funkcija:

O = f(x1,X2...Xm) , (1.2)

3) Jungtiniai (gretutiniai) — kai nustatoma funkciné priklausomybé Y=f(X) tarp kintamujy dydziy X
ir Y, matuojant daug X;, X>...X,, verCiy ir jas atitinkanciy Y}, Y>...Y,, :

Yi=fiX), (1.3)

4) Kompleksiniai — kai vienodo pobiidzio dydziu Q;, QO,...0; vertés nustatomos matuojant jvairiy ju
tarpusavio deriniy sumas ir skirtumus:

k
Y= 2.C;0;, (1.4)
j=1
cia C; yra =1 arba 0. Taikoma kalibruojant, pavyzdziui, svareliy rinkinius, rezistorius ir kt.

Pazymeésime, kad matavimai i grupes skirstomi gana laisvai. Pavyzdziui, dinaminiai — gali biiti
laikomi jungtiniais jau pagal ju apibrézima (t. y. i§ karto bréziama funkciné priklausomybé¢). Taciau
antra vertus, esant dinaminiam rezimui galima tiesiogiai matuoti dydzius, turint tiksla rasti mums
ripimus kitus, susijusius su jais zinoma priklausomybe. Tai biity dinaminiai netiesioginiai matavimai.

Nepaisant triikkumy, toks matavimy skirstymas j minétas 4 kategorijas visuotinai
priimtas bei placiai taikomas.

Parinkus objekto modeli nustatomi ir fizikiniai dydziai, kuriuos reikia matuoti norint jo
pagrindu jvertinti ripima objekto ypatybe. Kartu numatoma parinkty dydziy matavimo metodika ty
dydziy vertéms nustatyti.

Matavimo rezultatas nebutinai turi biiti kokio nors fizikinio dydZzio verté, o tarkime, kiekybinis
sarysis tarp matuojamyju dydziy — fizikinis désnis, nustatytas eksperimentu. Tai gali biti ir fizikinio
dydzio kitima zZyminti laiko funkcija, jo vertés bei laiko momenty visuma ir t. t.
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Pabréztina, kad matuojamasis fizikinis dydis visada yra konkretaus objekto modelio
parametras. Kai modelis pasikeicia, pasikeicia ir matuojamojo dydzio prasmé — reikia naujai nustatyti
matuojamyjy parametry vertes.

Visy matavimo kategorijy pagrindas — tiesioginiai matavimai. Tad galima sakyti, kad
tiesioginio statinio matavimo rezultatas yra skaicius, o kity kategorijy — fizikine prasme vienody,
skirtingy arba vienalaikiy ir t. t. — vieno arba jvairiy objekty dydziy rinkiniai.

Matavimo kokybe daZniausiai lemia tai, kiek gautoji verté artima tikrajai matuojamojo
dydzZio vertei. Matavimo rezultato nuokrypi nuo tikrosios (suprantama, pasirinktojo modelio
parametro) vertés vadiname paklaida. Kadangi tikroji verté dazniausiai neZinoma, tai paklaidy
metrologijoje stengiamasi jvertinti, o ne tiksliai iSreiksti paklaida, ir ¢ia susiduriama su nemazomis
problemomis.

2. Tiesioginiy matavimy paklaidos
2.1. Paklaidy rusSys matuojant tiesiogiai

Kaip jau minéta, parinkus tiriamojo objekto modelj tiesiogiai matuojamas arba konkretus tam
modeliui biidingas fizikinis dydis (pvz., nustatant kiino medziagos tanki tiesiogiai matuojami to kiino
modeliui — sta¢iakampiui gretasieniui, cilindrui, rutuliui ir kt. budingi fizikiniai dydziai: ilgis, aukstis,
diametras, masé ir t. t.), arba jam budingas parametras. Pavyzdziui, tirdami kintamaja jtampa jos
modeliu laikydami sinusoide U=U, sin(wt+a), kai o=27/T, o T - itampos kitimo periodas, — galime
tiesiogiai matuoti parametrus — jtampos amplitud¢ U, prading fazg « arba jos efekting reikSme¢ U,
Beje, rySys tarp Siy parametry:

T
I¢ 5 Uy
Ueg = ?E[)U dt :E .

Matavimy nuokrypius nuo tikrosios fizikinio dydzio ar parametro vertés (paklaidas) lemia
daugelis su matavimu susijusiy ypatybiy, todél juos jvertinti gana sunku. Tad priimta pirmiausia
nuokrypius suskirstyti i grupes pagal priezasti. [prasta sakyti, kad jvertindami paklaidas
pirmiausia sudarome jy modelj:

1) i8skiriamos paklaidos, atsirandancios dél modelio neatitikimo tiriamajam objektui (pvz.,
tiriamojo kiino modeliu parinkome cilindra, o i§ tikryjy jis toks néra; matavimo metu veikia
pasalinés termo EVJ; dél temperatiiros pokyciy kinta objekto savybés, nors sudarant model; {
tai neatsizvelgta);

2) paklaidos, susijusios su matavimo prietaisy, irenginiy ypatybémis, vadinameosios prietaisy
paklaidos;

3) paklaidos, susidarancios dél matavimo metody netobulumo (pvz., laidininko varza
matuojame pagal Omo désni remdamiesi nuostoviai | granding jjungty ampermetro ir
voltmetro rodmenimis), taikomy fizikiniy sary$iy netikslumo. Tai vadinamosios metodinés
paklaidos.

Ivertinant paklaidy itaka matavimo rezultatui iprasta jas skirstyti i sisteminggsias ir
atsitiktines.

1. Sistemingosios paklaidos susijusios arba su pasirinktojo modelio ir realaus objekto
neatitikimu, matavimo jrangos (prietaisy) ypatybémis, arba matavimy metodika. Joms
budinga tam tikra tendencinga jtaka rezultatui, paprastai nustatoma tik specialiai atlickamais
tyrimais. Ta jtaka gali buti pastovaus fizikinio dydzio arba kito parametro (pvz.,
temperatiiros, laiko) funkcijos. Jei sistemingaja paklaida pasiseka nustatyti — véliau galima
pakoreguoti matavimo rezultata. Tai vadinamosios determinuotosios (apibréztos) paklaidos,
ivertinamos pagal nustatytas funkcijas.

2. Atsitiktinés paklaidos susidaro dél to, kad matavimo metu matavimo prietaisas
tiesiogiai ,,saveikauja” su objektu (o ne modeliu) ir turi jam itakos. D¢l tos saveikos

7
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sudétingumo matuojant gauname skirtingas to paties fizikinio dydzio (ar parametro) vertes.
Taip atsirade nuokrypiai nuo tikrosios vertés vadinami atsitiktinémis paklaidomis. Jas jprasta
jvertinti statistiniais metodais. Kai paklaidos atsitiktinés, tais paciais metodais kartu
vertinamas ir matavimo rezultatas. Pazymésime, kad atsitiktinés paklaidos susijusios ir su
prietaisy paklaidomis.

3. Trecia paklaidy rtsis matuojant tiesiogiai — skai€iy apvalinimo paklaidos.
2.2. Tiesioginiy matavimy duomeny analizé statistiniais metodais

2.2.1. [vadas

Bet kokioje eksperimentinio mokslo srityje nustacius kokybinius rysius tarp skirtingy mus
dominancio reiskinio pusiy tolesnis etapas — kiekybinis reiSkinio apraSymas. Tuo tikslu panaudojami
fizikiniai dydziai, kokybiskai ir kiekybiSkai apibiidinantys dominancio reiskinio savybes. Kiekviena
tiriama reiskini pilnai nusako tam tikras parinkty fizikiniy dydziy, susijusiy tam tikrais rei§kinio
modelio salygotais ry$iais, iSreiSkiamais matematinémis formulémis, skaiCius. Be to, visuose be
iSimties eksperimentuose tarp fizikiniy dydziy egzistuoja rysiai, vadinami fizikiniais désniais.

Taigi eksperimentiniame darbe, be darbo planavimo ir jo ivykdymo, esminés reikSmés turi
tikslus fizikiniy dydziy, apibiidinanéiy tiriamajj reiskinj, ivertinimas ir tinkamas ju panaudojimas
nustatant sary$ius su Kkitais dydZiais tiriamame reiskinyje. Cia ir susiduriame su tipiskomis
problemomis.

1) Pvz.: auginant monokristalus pagrindiné problema yra tikslaus santykio tarp ivairiy atomy
skaiciaus palaikymas tirpale, i§ kurio auga kristalas (pvz.: NaCl yra 1:1; Ca,O5 — 2:3 ir t. t.). Jei
norima jvertinti eksperimento sékme (kokybe) iSauginus, pavyzdziui, 700 monokristaly, pasirodo,
pakanka istirti tik ju nedidele dalj - apie 30. Kyla klausimas, kaip i$ tokio nedidelio istirty kristaly
skaiCiaus padaryti iSvadas apie likusius 670. Tokia problema esti ir analizuojant gaminiy kokybeg
kontrolés procese, tiriant automatiniy matavimo priemoniy patikimuma, visuomening nuomong
apklausomis ir t. t.

2) Vertinant gaminiy (méginiy) savybes matuojami atitinkami juy parametrai. Daznai vien S§iy
parametry vidutiniy verciy apibudinti gaminiy visumai nepakanka, nes juos gali keisti ir nedidelis
zymiai nuo vidurkio besiskirianciu iverciu skaiCius. Be to, daznai svarbu Zinoti, kaip keitési
parametry nuokrypiai nuo vidurkio (pvz. defekty skaiCius) priklausomai nuo medziaguy,
technologiju, darbuotojy kvalifikacijos ir kt.

3) Tarkime, kad eksperimentu gavome tam tikra fizikinio dydzio vert¢ ir norime ivertinti, ar ji
nepriestarauja teorinei §io dydZio vertei arba ankstesniems eksperimentams. Siuo atveju
eksperimentas taikomas hipotezei patvirtinti, ir eksperimentu gauta verté turi biti jvertinta kuo
iSsamiau.

4) Kartais 1§ teorijos zinomas apytikris matematinis rySys tarp eksperimento metu matuojamy
fizikiniy dydziy, o norima eksperimentu nustatyti tikslias parametry, siejanciy fizikinius dydzius,
vertes. Pvz.: radioaktyvaus skilimo metu likusiy nesuskilusiy branduoliy skai¢ius N per i$ pradziy
(t=0) buvusiy branduoliy skai¢iy N, iSreiSkiamas taip:

N=N,e’, (2.1

¢ia A — tiriamos medziagos biidinga skilimo konstanta.
DaZniausiai eksperimento metu registruojami skilimo produktai, t. y. faktiskai suskilusiy
branduoliy skai¢ius. Suskilusiy per laika ¢ branduoliy skaiciy, taikydami formulg (1) iSreiSkiame:

N(t) =Ny-N=N,(l-e*). (2.2)

Tada skilimo konstanta A ir jos nustatymo paklaida apskaiciuojamos i§ keliu stebéjimo
duomeny N (t;), N (t,),... . Grafikai tai pavaizduota (1) ir (2) paveiksluose. Si parametro nustatymo
problema yra idomiausia daugeliui eksperimentatoriy tyréjy.

5) Kartais tenka paneigti arba patvirtinti rySiy tarp fizikiniy dydziy buvima ir, jei jis yra, nustatyti ju

funkcinj pobudi. Pavyzdziui, rySio tarp pauksciy elgsenos rudeni ir prognoziy apie artéjancios
8
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ziemos pobiidi nustatymas; tarp zZmogaus amziaus ir jo ,inercijos” aplinkos pokyciy ar ligy
atzvilgiu; vidutinés oro paros temperatiiros ir misky gaisry skaiciaus ir t. t.

N NG
Ny
Ny i
N(tz) ,,,,,,,, ‘ :
N(e) | 3 ;
‘ i ,
. : f
A
t ; ! ! N
0 E P t o t, S ¢
1 pav. Atomo branduoliy radio- 2 pav. Suskilusiy atomo branduoliy
aktyviojo skilimo désnis skaiciaus laiko funkcija

Visi 8ie pavyzdziai iliustruoja budingas eksperimento duomeny analizés ypatybes. Visais
atvejais eksperimento rezultatas net parinkus salygas néra nulemtas vienareikSmiskai, o turi ir
atsitiktinumo elementa, taigi yra atsitiktinis dydis. Si dydZio matavimo duomenims (kartu ir
galutiniam eksperimento rezultatui) biidinga atsitiktinumo bruoza lemia arba matuojamojo dydzio
prigimtis (pvz.: radioaktyvumas yra atskiry branduoliy skilimo reiskinys, kuris yra atsitiktinis), arba jis
susijgs su neiSvengiamomis tyrimy objekto (bandinio, méginio) gavimo paklaidomis ir paklaidomis
,matavimo* eigoje, t. y. su matavimo netikslumais. Paklaida vadiname eksperimentu gautos dydzio
vertés nuokrypi nuo tikrosios vertés (% = Xexsp - Xiikra)-

2.2.2. Tiesioginiy matavimy atsitiktiniy paklaidy statistinis jvertinimas

Fizikiniy dydziy matavimo paklaidos skirstomos i atsitiktines, sisteminggsias ir stambias
klaidas. Visos jos gali reikstis ir matuojant tiesiogiai. Paklaidos, kuriu dydis ir Zenklas nenumatomai
keiciasi peréjus nuo vieno matavimo prie kito, vadinamos atsitiktinémis. Jas daZniausiai lemia daug
vienu metu pasireiSkianciy priezasCiy, kuriy svarba matavimo duomeniui ir kryptingumas laikui
bégant keiciasi. Atsitiktinés paklaidos pasireiskia tuo, kad pakartojus bandyma (matavima) nauja to
paties fizikinio dydzio matavimo verté gali skirtis nuo anks¢iau gautos, nors matavimo salygos
nepakinta. ISmatavus fizikini dydi viena karta atsitiktinés paklaidos, suprantama, ivertinti negalima.
Vis tik ja galima prognozuoti iSmatavus kelis kartus ir Siuos duomenis analizuojant statistiniais
metodais.

Matavimy patikimuma ir paklaidy jvertinima pagrindzia specialus matematikos skyrius,
taikant tikimybiy teorija.

Tikimybiy teorijos tyrimo objektas — modeliai eksperimenty, kuriy rezultatus
nevienareikSmiskai nusako iSorinés eksperimento salygos. Tokiu eksperimenty pavyzdziai yra:
monetos métymas, telefono skambuciy | “Greitosios pagalbos” stoti registracija per nustatyta laiko
intervala, taip pat — ir paprastas kiino ilgio ar jo masés matavimas kelis kartus, kai matavimo prietaisai
pakankamai tiksliis. Tikimybiy teorijos uzdavinys yra kiekybiniy santykiy, budingy tokiy
eksperimenty duomenims, nustatymas. Aptarsime tai nuosekliau.

Tarkime, kad ripima fizikini dydi X tiesiogiai lygindami su Sio dydzio etalonu, matavome N
karty, taigi turime N duomenu. Tarp ju gali buti ir dydziu pasikartojan¢iy. Besikartojanciy skirtingy
savo dydziu i§ viso gauta n rezultaty. Tarkime, kad N, karty pasikartojo rezultatas x,, N, karty — x; ,...,
N, karty — x,. Dydis N; vadinamas absoliutiniu rezultato x; pasikartojimo dazniu. Suprantama:

2 N;=N. (2.3)
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Santykis i-ojo rezultato pasikartojimo skaifiaus su bendru matavimy skai¢iumi vadinamas
santykiniu Sio rezultato pasikartojimo dazniu:

W) = NW . 2.4)

Eksperimentai rodo, kad esant dideliam matavimy skaiciui, iSrai§ka (2.4) artéja prie tam tikros
ribos, kuri vadinama aptariamojo jvykio (t. y. kad matuojant biity gauta x; verte), tikimybe:

Px;j)=P(X =x;)= lzm W(x;)= lzm % (2.5)

Toks tikimybés apibrézimas pagal daznuma, nors matematiSkai ir néra tikslus, bet labai
patogus taikyti praktikoje.
I§ (2.3) i$plaukia, kad

ZP(x )= lim Z——I (2.6)

—)ool ]

Sis sarysis (normavimo salyga) iSreiskia kurios nors vertés i§ galimy x; veréiy pasirodymo
vieno matavimo metu tikimybeg.
Jei zinomos skirtingy x; veréiuy pasirodymo tikimybés, — galima gauti x; veréiy vidurki:

I n n R
Wz N—)oo zp(xi)xi =X, (27)
i=1] i=1

&ia £ =FE(X) yra atsitiktinio dydZio X teorinis (matematinis) vidurkis."

Tai atvejis, kai matuojamojo dydzio vertés yra diskretinés. Kitas atvejis — kai dydis X turi
iStising reikSmiy eilg. Pavyzdziui, defekty skaiciy gaminyje, jei juy (tarkim jbrézimy) mazai, galima
laikyti diskretiniu dydziu (igyjanciu fiksuotas vertes — vienas, du, trys ir t. t.). Taciau kartu su gaminio
medziagos struktiiriniais defektais (pvz., priemaiSiniai nepageidaujami atomai) juy bus labai didelis
skaiCius, o skirtumai tarp dviejy gretimy, net ir palyginti nedideliy, skaiciy, pvz., 1000 ir 1001,
isreiksti procentais, nedideli. Siuo atveju turime bene visas vertes, t. y. tolyduji skirstinj.

AN;/N T
b-_l7c

[
| N2
i
|
|
t
l
!

>
>

X X+AX ; ’ X
3 pav. Dydzio X matavimy serijos duomeny grafinis vaizdas: a) histograma; b) santykinius daznius kaupiancioji
histograma; c¢) histogramos ribinis atvejis, kai Ax— 0, 0 N— .

Kadangi galimy X reik§miy be galo daug, tai vienos konkrecios vertés ,,pasirodymo” tikimybé
lygi nuliui. Siuo atveju galima kalbéti tik apie tikimybe matavimo duomeniui patekti i kuri nors X
reik§miy intervala. GrafiSkai pateikdami matavimo duomenis visa X reik§miy sritj suskaidome i

" Toliau tekste Zenklas ,,~” vir§ raidés Zymi ta raide pazyméto atsitiktinio dydzio matematinj vidurkj.
10



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

vienodo plocio intervalus Ax (3 pav.). [ viena i-gji intervala patenka, tarkime, AN; duomeny. Tada
ordinatés asyje atidedame santykini duomeny, patenkanciy i kiekvieng intervala, skai¢iy — santykini
duomeny dazni matematinéje statistikoje vadinama intervaliniu santykiniu dazniu. Taip gauname
lauzting linija, kuri vadinama histograma. Nuosekliai sumuojant intervalinius santykinius daznius iki

fiksuotos x vertés Zn:AN,- /N n=234.., gauname santykinius dydzius kaupiancio empirinio
skirstinio F,(x) histogiimac (3 pav. b). Beje atsitiktiniam dydziui X turin¢iam diskretini spektra ji
gaunama sumuojant santykinius daznius vertéms x;<x. Kaupiancioji histograma visada yra kylanti
kreivé ir sumuojant per visa dydzio X gauty ver¢iy sriti’ZlAN ;/N=1. Kai duomeny skai¢ius mazas
(4 pav.), histograma sudaryti sunku arba ir visai neimanoml?.

AN;/N

_,,Hﬂ,mﬂ,l—l :

4 pav. Dydzio X matavimo serijos histograma, kai mazas duomeny skaiéius

Taciau jei padidiname matavimy skaiciy N ir kartu sumaziname intervalo ploti, kai santykinis
duomeny daznis yra tolydiné x funkcija, tai ties riba, kai N— oo ir Ax— 0, lauztiné linija virsta istisine
kreive (3 pav. c). Si kreivé apibadina ribinj matavimo duomeny skirstinj, kurj galima gauti tokiu
metodu, kai matavimo skaiCius N— o

St

5 pav. Plotas po tikimybés tankio funkcija lygus vienetui. Uzbriksniuoti plotai iSreiSkia tikimybg matavimo
duomeniui patekti i intervalus [x,; x+dx] ir [x;; x;]

Jei sudarydami histograma ordinatés kryptimi atidétume rezultato pasirodymo daznio santyki
su intervalo plo¢iu AN/(NAx), tai ties riba gautume kreive, apibudinancia tikimybés tankio
pasiskirstyma, i§ kurio nustatomas matavimo rezultatas x,,,,~E(X). Sios kreivés ordinaté — tikimybés
tankis:

. . AN, _ dF(x)
9= 0 e
¢ia dF(x)=f(x)dx — du kartus uZbruk$niuotas plotas (5 pav.), beje, jis artimas visam

uzbruk$niuotam plotui po kreive vir§ intervalo [x; x+dx] (nors paveiksle atrodo kitaip, nes cia
nykstamai mazas intervalas [x;, x+dx] iSpléstas iki baigtinio), kuris ir iSreiSkia tikimybe matavimo
duomeniui patekti | intervala [x; x+dx]. Todél plotas po kreive isreik§ tikimybe gauti koki nors
matavimo duomeni ir bus lygus vienetui:

11
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T f(x)dx = OOalF(x) =1. (2.9
s |

Integruojama pagal visy dydzio X galimy reikSmiy intervala. Tikimybé, kad matavimo
duomuo bus intervale [x;,; x;], lygi:

P(x; Sxsz):ff(x)dx. (2.10)

X

Vidutiné matuojamojo dydzio verté surandama i§ formulés, analogiskos (7), integruojant pagal
visa X dydzio galimy reik§miy intervala:

E(X)=%= [ xdF(x)= [xf(x)dx. (2.11)

Kreivé f(x), pavaizduota 5 pav., kartu Zymi ir absoliutiniy matavimo paklaidy pasiskirstyma,
laikant, kad matavimo rezultatas yra x.

Praktikoje kartais labai svarbu nustatyti tikimybe, kad matavimo duomuo x; bus mazesnis uz
viena i§ galimy jo veréiy x, t.y. (X<x). Si tikimybé yra x funkcija ir vadinama atsitiktinio dydZio
X tikimybiy skirstinio funkcija:

F(x)=P(X<x) = j dF(x) = I F(x)dx. 2.12)

Jei atsitiktinis dydis X gali turéti tik baigtini skaiciu diskretiniy verciy (pvz., akuciy skaicius
ant zaidimy kauliuko Sony) F(x)= Y P(x; ), — tikimybiy skirstinio funkcija bus laiptuota (zr. 6 pav.).

X;j<Xx

Siuo atveju tikimybés tankio funkcija netaikoma.
E (X) 4
1

0,5

6 pav. Idealaus zaidimy kauliuko tikimybiy skirstinio funkcija
7 pav. pavaizduota tikimybiy skirstinio funkcija F(x) (Cia x=¢) ir tikimybés tankio funkcija
kampo, zymincio laikrodZio rodyklés padéti. Visais atvejais F(x) yra nemazéjanti funkcija, ir ties

riba, kai x— oo, gauname:

lim F(x)= lim PX <x)=1. (2.13)

X—>0 X—>00

12
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F(x) 1

1 ————————————————————————————

0 ——
f(x) t 360" X
1/360

0 ,

X

360"
7 pav. Laikrodzio rodyklés padéties kampo tikimybiy skirstinio ir tikimybés tankio funkcijos
I§ ¢ia iSplaukia, kad
PX>x)=1-P(X < x). (2.14)
Tolydyji verciu spektra turinCio atsitiktinio dydzio tikimybiy skirstinio ir to paties dydzio
tikimybés tankio funkcijos tarpusavyje susijusios. Tuo atveju, kai tikimybiuy skirstinio funkcija
netriikioji ir diferencijuojama, jos pirmoji iSvestiné

_ dF(x)

2.15
f == 2.15)
yra dydzio X tikimybés tankio funkcija (2.8). IS ¢ia ir (2.12):

P(X <a)=F(a)= [ f(x)dx, (2.16)

.

P(a< X <b) = f(x)dx = F(b)- F(a) (2.17)

ir tam tikru atveju kai a— -0, b—> 0
[redx=1. (2.18)

Tai bitinas reikalavimas tikimybés tankio funkcijai, kuris vadinamas jos normintaja salyga.
Paprastas tolygaus pasiskirstymo (f(x)=const) pavyzdys pavaizduotas 7 pav.

Matuojamojo fizikinio dydzio teorinis vidurkis x (zr. (2.7) ir (2.11) formules) ir tikimybé
vieno matavimo duomeniui patekti { mus dominantj intervala [a, b], P(a<X<b) (zr. (2.17) formulg),
yra pagrindinés statistinés duomeny analizés iSvados. Paklaida jvertinama nurodant intervala, simetrini
vidurkio atzvilgiu, { kuri vieno matavimo duomeniui patekti yra susitarta tikimyb¢ P=a. (Pvz.,
laboratoriniams eksperimentams — priimta taikyti =0,95). Galutinis matavimo rezultatas uzrasomas
x=x#Ax, a=0,95. Intervalas [x—Ax, x+Ax] vadinamas pasikliautinuoju intervalu, o dydis «
patikimumo lygmeniu.

13
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2.2.3. Matematinio statistikos modelio parinkimas

Nors mes nagriné¢jame tiesiogiai matuojamojo dydzio X matavimo duomeny pasiskirstyma,
akivaizdu, kad ir bet kuri atsitiktinio dydzio X funkcija yra atsitiktinis dydis, pvz.,

Y=H(X). (2.19)

Taigi Y kaip ir X turi apibrézta tikimybiy skirstinio funkcija ir tikimybés tankio funkcija.
Pateiktuose dviejuose pavyzdziuose tik pagal aptarty reiSkiniy simetrija pavyko i§ karto nustatyti
(nubrézti) (6 pav. ir 7 pav.) tikimybiy skirstinio funkcija. Paprastai tai padaryti nelengva, ir esame
priversti tikimybiy skirstinio funkcija parinkti remdamiesi eksperimentu. Daznai tikimybiy skirstinio

funkcija parenkama eksperimentu gavus tik kelis biidingus skirstiniui parametrus.
Sie parametrai parinkto tasko c atzvilgiu yra specialios funkcijos tipo

H(X)=(X-c), 1=0, 1,2, 3... (2.20)

matematiniai vidurkiai, vadinami atsitiktinio dydzio momentais. Kai ¢=0, momentai vadinami
pradiniais. Dazniausiai taSku ¢ parenkamas E(X)=x. Tada

w= -9 frdx @21)

vadinamas I/-uoju centriniu atsitiktinio dydZio momentu. Pirmieji du centriniai momentai lygis:

ﬂozl, ,UJZO. (222)
Dydis
uy =0’ X)= [(x- 27 flx)dx (2.23)

yra maziausios eilés momentas, turintis informacija apie atsitiktinio dydzio vidutini nuokrypi nuo
savo vidutinés vertés. Sis momentas vadinamas atsitiktinio dydZio X dispersija.

Nors praktiniuose vertinimuose pakanka pirmyjy keturiy momenty, teoriniuose pagrindimuose
svarbia reikSme turi visas ju rinkinys. Labai daznai Zymiai lengviau surandamas pilnas momenty
rinkinys, nei pats skirstinys F(x). Tokiu atveju skirstinj galima surasti §iy momenty pagrindu. Be to
irodoma, kad dvi tikimybés tankio funkcijos fi(x) ir f>(x) turinios vienodus momentus yra tapacios
fi(x)=f>(x) [3]. Yra bidas visa skirstiniui biidinga momenty rinkinj iSreiksti bendru matematiniu
uzrasu, tam naudojant specialia momentus generuojancia funkcija (MGF).

Pradinius atsitiktinio dydzio X momentus generuojanti funkcija yra funkcijos e” matematinis
vidurkis

o0
, | extf(x)dx tolydiniam  skirstiniui,
My =E(e) =17 (2.24)

Skt e T
kZOe P(k) diskretiniam skirstiniui.

Cia t — papildomas dydis, leidziantis pagal jo laipsni skleidinio eilutéje
{" surasti momenta ;. I$skleidus eksponentg eilute gauname

14
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(xt)” (xt)* |

M. (t)=E|1+xt+

(2.25)
2 3
= 1+ﬂ1t+ﬂ22—/+ﬂ3§+~-,
taigi pradiniai momentai y, yra koeficientai prie t—/
n!
Kitas biidas surasti momentus y, i§ MGF yra jos diferencijavimas n karty:
—anM}C(U = Ofoxneﬂf(x)dx
ot" —o0
ir po to prilyginant =0
IML(0) _ x"f(x)dx = pu, (2.26)
ot" 2
Centrinius momentus generuojanti funkcija yra
M (1) = Ele].
(2.27a)
Ja skleidZiant eilute gauname
t2
M (t)=E I+(x—)2)t+(x—fc)27+.-- =
' (2.27b)

2 E
=1+0+,u25+,u3§+~-

Atkreipiame démesi, kad

M (t)=e " M(1)
ir (2.28)
Mi(t)=e"M(1).

Kai skirstinio tikimybés tankio funkcija f{x) zinoma, momentai surandami i§ (2.25-2.28)
formuliy.
Pateiksime keliy daZniausiai taikomy skirstiniy pradinius ir centrinius momentus
generuojancias funkcijas M’(?) ir M(z) [3].
1. Binominiam skirstiniui, kuris yra diskretinis

P(k)=Cyp*(1-p)"*

i$ (2.24) gauname:
M (1)=""P(k)= Y Ch(pe' ) (1-p)" ™ =(pe' +1-p)". (2.29)
k=0 k=0

Taigi

’

oML (t .
M) npet (pe' 1= p)* ir

ot

_oM(0)

Np .
ot P

15



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

2. Puasono skirstiniui

-2 gk
e "
P(k) - k./ B
taigi
(e ) -
M (t)=e lzﬁze tete =Ml (2.30)
k!
k=0
oM’ (t ’ .
—a"t( ) - de'e e ir yh = 4.
Atitinkamai
I ﬂ[i+i+...]
' A 1+t+—+-—t-1) /
Mx(t):e—/ltM;(t):el(e—t—I):e 2! e 2! 3!
27 ,I1(e2 P ’ 23D
=+ A —+—+ [+ A= =+ =+ |+
2! 3! 22 3!
/2
Koeficientas prie > yra A. Taigi p, =c? = 1.
3. Gauso (normaliniam) skirstiniui
; (x-3)’
f(x)= e 2,
oN2m
taigi
J © (x=%)
M (1)= Ie”e 207 dx .
o2z 7
Integruojant gauname
T N
, Xt+o~— At o —
M (t)=e 2= 2=
g g (2.32)
=\ I+5t+37 —+ || I+07 —+-|
2/ 2!
I§ ¢ia koeficientas
prie t - u)=x,
/2
prie > uhy=x"+o’ (2.33)

Taigi

16
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2n)! 5, .
Hop = (n_)UZ Ir Honer = 0. (234)
2" -n!
Béia u,=0’ ir i§ (2.33) gauname rysj tarp pradiniy ir centriniy antryjy momenty:
py =y —(py)’ (2.35)

4. Skirstiniui y=ax+b, kai a ir b konstantos. Kadangi
M(t)=E(e”)=E(e"e™ )=e"E(e™),
tai ¢ pakeite 1 af gauname
M(t)=e"M(at).

Jei x pasiskirstymas normalinis su vidurkiu x = g ir dispersija D = ¢, tai i§ (2.32) gauname

pt+o
M. (t)=e ?

2 2
t t
bt+yat+02a2— (a,u+b)t+a'70'2—

M (t)=e 2 =e 2, (2.36)

Ja palyging su M.(t), matome, kad y taip pat priklausys Gauso skirstiniui su

y=au+b ir D=da’c".

(2.37)
Daznai tam tikro eksperimento skirstinio tikimybés tankio funkcija f{x) yra nustatinéjama

(nezinoma). Siuo atveju momentai surandami i§ eksperimento atsitiktinés imties, t. y. matuojant gauto
ansamblio, turin¢io N duomeny x; pagal bendraja iSraiska:

15 !
my=—20;—¢c) (2.38)
N &

ir tai bus tik apytikriai, be to, atsitiktiniai skirstinio momentai.
Kai ¢= 0, eksperimento momentas vadinamas pradiniu. Atrankos (imties) aritmetinis
vidurkis yra pirmojo laipsnio - pirmasis pradinis momentas:

m, =%Z(xi o) =%. (2.39)

Kai ¢=x i8 (2.38) formulés, nulinis ir pirmasis centriniai atrankos momentai (juos Zymeésime
S raide) yra:

M=

i
s’=1, s = 20 -0 =0. (2.40)

1

i

Antrasis centrinis momentas, atitinkantis imties empirinio pasiskirstymo dispersija S
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N
§2=—> x;-%)7. (2.41)

Treciojo ir ketvirtojo momenty iSraiskos:

R PN, 2.42

§7 = 26 =% (2.42)
i=1

4130 2.43

st =5 20—t (2.43)
i=1

Jos taikomos skirstinio asimetrijai bei smailumo laipsniui — ekscesui nustatyti. Dazniausiai remiantis
Siais keturiais momentais eksperimento duomeny ansamblis priskiriamas kuriam nors matematiniam
modeliui su jam biidinga skirstinio funkcija F(x).

Nors matematiskai skirstini papras¢iausia nusakyti jo matematiniu vidurkiu, dispersija ir
minétais momentais, kartais patogu nustatyti ir kitus dydzius, i§samiau apibudinancius pasiskirstyma,
t. y. mod3 ir mediang.

Moda x,, diskretinio skirstinio atveju yra atsitiktinio dydzio X reikSmé, atitinkanti didziausia
tikimybeg:

P(X=x,)=max. (2.44)

Kai skirstinys turi diferencijuojama tikimybés tankio funkcija, moda (atitinkanti Sios
funkcijos maksimuma) surandama i$ salygu:

2
if(X) =0, dfz‘f(x) <0. (2.45)
dx dx

Skirstinys gali turéti vieng moda (smailg) arba kelias.
Mediana x, s apibiidinama kaip argumento x reikSmé, kuriai tikimybiy skirstinio funkcija lygi
0,5:

F(xos5) = P(x<xys) = 0,5. (2.46)
Pavaizdavus grafiskai tikimybés tankio funkcija, mediana dalija plota po kreive | dvi lygias
dalis.

Moda, mediana ir vidutinés vertés pavaizduotos: nesimetrinio skirstinio — 8 pav., simetrinio —
9 pav. (Siuo atveju visos §iy dydziy vertés sutampa).

f(x) [

8 pav. Asimetrinio skirstinio moda, mediana ir vidutiné verté
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fx) 4

9 pav. a) simetrinio skirstinio moda, mediana ir vidutiné verté sutampa;
b) skirstinys, turintis dvi modas

Kai skirstinio tikimybés tankio funkcija netriikioji, (2.46) salyga galima uzraSyti taip:
Flxgs)= | figde=0.5. (2.47)
Analogiskai gali biti nustatyti kvartiliai

F(x925)=0,25, F(x0,75)=0,75

ir deciliai x,;, xg>, ..., Xg9, arba apibendrintai vadinamieji kvantiliai x, pagal formulg:
x‘/
Feeg)= | foodr=q. (2.48)

Mediana ir kvantiliai grafiskai pavaizduoti 10 pav.

>

F(x)

0,8 ]
0,6 T
0,41

0,2 4

X0,2 Xos  Xp8 X

10 pav. Mediana ir kvantiliai tolydziojo pasiskirstymo atveju.

Dazniausiai taikomy matematiniy modeliy tikimybés tankio funkcija f{x) zinoma, o tada
minétieji dydziai lengvai surandami pagal (2.48) arba pateikti statistinése lentelése. Taip pat Zinomi
arba pagal (2.25-2.28) surandami ir pirmieji Sios funkcijos momentai. Taigi i§ eksperimento duomenuy,
juos apytikriai jvertinus pagal imties atitinkamy parametry vertes, galima parinkti ir eksperimento
duomeny skirstiniui biidinga matematini modeli, t. y. funkcija f{x) ir atitinkamai F(x).
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2.2.4. Atsitiktinéms paklaidoms jvertinti daZniausiai taikomi statistiniai modeliai

Praktikoje eksperimenty duomeny analizei taikomy statistiniy modeliy labai daug. DaZniausiai
matematinis modelis parenkamas i§ ty, kuriy matematinis nusakymas [funkcija F(x)] gerai Zinomas.
Tarp ju — binominis, Puasono, normalinis (Gauso) ir Stjudento (t skirstinys) skirstiniai.

a) Binominis skirstinys

Kai tirdami reiskini 4 eksperimentu, kurio galutinio rezultato vienareik§miSkai nenusako
pradinés salygos, galime gauti baigtinj skirtingy ,.clementariy jvykiu“ (iveriy) a; skai¢iu v, toks
reiSkinys vadinamas atsitiktiniu diskretiniu. Pavyzdziui, metant loSimo kauleli (v = 6 — Soniniy
plokstumy skaiéius) galintis idkristi akuéiy skaiéius yra a,= I, 2, 3, 4, 5, 6. Siuo atveju kiekvienam a;
priskiriama tikimybé p;:

P(A=a)=p;. (2.49)

Galimy jvykiy «; ir tikimybiy jiems ivykti p; visuma formuoja atsitiktinio reiskinio (dydzio)
skirstinio désni. Tuo atveju, kai atlikus eksperimenta gali biiti tik dvi a; vertés, tikimybiuy skirstinys
vadinamas binominiu. Pvz., metant moneta i virSy gali atvirsti a; — ,herbas” arba a, —,,pinigas”.

Eksperimento rezultatui jvertinti paprastai vartojami terminai: ,,palankus” ir ,,nepalankus”
tvykis. Tarkime, kad palankus esti tada, kai atvirsta ,,herbas” — {vykis 4, o nepalankus, kai atvirsta
,pinigas” — jvykis A . Rasime tikimybe gauti k palankiy rezultaty, kai metame moneta N Kkarty.
Laikant, kad vieng jvykj atitinka monetos N metimy rezultatas, skaiius & S§iuo atveju bus
atsitiktinis dydis, o jo pasirodymo tikimybe galima ivertinti taip. Tikimybé, kad metant pirmus k&
karty i8kris ,,herbas”, vélesniais — ,,pinigas”, kai P(4)=p ir P(4)=(I-p), yra:

pa-p)™ (2.50)

Taciau tokia ,.herbo” ir ,,pinigo” atvirtimo seka yra tik vienas i§ palankiy atveju. Palankiis bus
ir kiti, net jei ,herbas” iSkris k£ karty kita tvarka. Kiekvieno atvejo su pakitusia ,herbo” atvirtimo
tvarka tikimybé tokia pati, o ju skaiCius bus lygus deriniy skaiciui:

ko N 251
CN k!N — k)! @.51)

(Deriniai vienas nuo kito skiriasi bent vienu elementu, o ne jy tvarka. Pvz., deriniai i§ 3-ju
elementy a=1, b=2, c=3 podubus ab, ac, bc, t.y. 12, 13, 23).

Kadangi ieskome palankiy ijvykiy skaiCiaus k& po N metimy iSkritimo tikimybés,
neatsizvelgiant i jy iskritimo tvarka, ji bus lygi:

N!
—ck ko N-k _ k,  \N-k
Py(k)=Cyp"(1-p) LA A (2.52)
Pastaba. Tikimybg Py (k) buvo galima jvertinti ir kitaip:

Py(k)=p*-(1-pNF.cyF,

t. y. iSdéstant bet kuria tvarka nepalankius N—k atvejus. Bet ¢y % = c% , taigi rezultatas licka tas pats.

N
Aptartas eksperimentas atitinka atsitiktinio dydzio x =) x; pasiskirstymo nagrin¢jima, kai x;
i=1
reikSme — [ arba 0 (,,taip” — 1, arba ,,ne” — 0).
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Gaudami iSsamig tikimybés iSraisSka, vaizdumo délei aptaréme monetos métymo rezultato
tikimybiu pasiskirstyma. Siuo atveju p=7 .

Suprantama, kad bendruoju atveju p vertés gali bti nuo 0 iki /.

Binominiu skirstiniu bus vadinama Py (k) tikimybiy visuma. Aptarsime kelis pavyzdzius,
apibudinancius §j skirstini.

Sakykime, kad p=0,3, o N=5; 10, ir 30. Tada tikimybés, apskai¢iuotos pagal (38), bus, kaip
pavaizduota 11 pav. Siame paveiksle atvejis N=20, kai p=0,5, atitiks miisy pavyzdi su monetos
métymu. Matyti, kad tikimybé iskristi ,,herbui” tik 1, 2 ir 3 kartus (k=1, 2, 3) artima nuliui. Taigi
praktiskai jis i8kris daugiau karty.

Apskritai, kai N didéja, & mazy reikSmiy tikimybé mazéja. Be to, gaubiancioji histograma,
kai p<0,5 — i$plitusi i deSing, kai p=0,5 — simetriska ir kai p>0,5 — iSplitusi i kairg. Kai N>30, art¢ja
1 simetriska. Kai pN=const, visais atvejais skirstiniai yra labai panaSus.

Binominio skirstinio dispersija gauname i$ (2.29) lygties jverting pradinj antraji momenta

’M'(0)

P =Np(l-p+Np) (2.53)

uh =

ir pasinaudoje sarysiu (2.35) iskaicius, kad pj = k= pN ,

Uy =Np(1-p). (2.54)
Pn(k) p=0,3 p=03
N=10 N=30
02 . a
[l
_ . ITII | [IIx —
k024 k 6 4 8 12 lo k
Pr(k) p=0,75
0,2 N=20
0,1 b
JE— I
0 F § 1216k
Pn(k) T p=0,6 p=02 p=0,1
N=5 N=15 N=30
0.2 c
0.1
b5 "k 024 Kk 2 k

11 pav. Binominis skirstinys: a) fiksuoty p ir ivairiy N; b) vieno N ir jvairiy p; c) ivairiy N ir p, kai pN=const

Toliau antruosius centrinius skirstiniy momentus, vadinamus atsitiktinio dydzio dispersija,
zymésime o (2.23). Taigi (2.54), atsizvelge i jo antrojo centrinio momento, prasme uzraiome:

N A
o’ (k)= kZOPN (k)(k - k)* = Np(1 - p). (2.55)

Binominis skirstinys, apibendrintas atvejams, kai eksperimento rezultatas yra daugiau kaip dvi
galimos vertés v>2, vadinamas polinominiu.
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Vaizdumo suteikia peréjimas nuo tikimybiy aptarimo prie procentais iSreikSty eksperimento
rinkiniy (seriju), kai ,herbas” iskris tik viena (k=1I), tik du (k=2) ir t. t. karty. Apskritai, tai
bendresnis uzdavinys nei tik monety ,,métymas”. I$ tikryju — métant monetas, p=0, 5, taciau bendruoju
atveju p galima gauti labai jvairius. Tarkime, kad uzuot mét¢ monetas, mes ,,métome” vienody
parametry kiigius ir domimés, kiek juy iskris vir§tinémis aukstyn. Siuo atveju parinkdami skirtinga
aukscio A ir pagrindo skersmens D santyki (4/D), tikimybés p kitimo ribas galime i$plésti.

Pateikiame viena praktini pavyzdi. Tarkime, kad detalés gamybos procese atlikta N=3
operacijy, po kiekvienos i$ juy atsirado defektas su ta pacia tikimybe p (defekty prigimtis gali bti ir
skirtinga). Tada dydis k reik$ defekty skai¢iy detaléje po N=35 operaciju, o Py(k) — tikimybes, kad
pagamintoje detaléje bus vienas, du, trys ir t. t. defektai. Padauging i§ 100, gautume, kiek procenty
pagaminty detaliy turés viena, du, tris ir t. t. defekty.

1. Kai N— oo, binominis skirstinys artéja prie normalinio, jei vertinimo pagrindu imama

binominio skirstinio sritis & aplinkoje.

2. Kai Np=const, binominis skirstinys artéja prie Puasono skirstinio, kai N— 0.

Siuos du ribinius atvejus aptarsime nuosekliau.

b) Puasono skirstinys

Taikant binominj skirstinj, tikimybes Py(k) galima surasti visais, t. y. nepriklausomai nuo p ir
N didumo, atvejais. Taciau tai padaryti, kai didelis N, techni$kai sunku, nes reikia nustatyti dideliy
skaiciy faktorialus.

Todél taikant praktiSkai binominis skirstinys supaprastinamas, kai elementaraus jvykio
tikimybé pakankamai maza:

p <<], (256)
ir mus domina atvejai, kai
k<. (2.57)

Matematikoje jrodoma [4], kad visada, t. y. bet kokiems p ir N, kai pN = 1 = const ir N— o,
binominis skirstinys artéja prie tam tikros ribos, kuri ir yra Puasono skirstinys

LI
Pl =7 e (2.58)

suk=pN=2ir dispersija % = 4.

Puasono skirstinys gerai sutampa su binominiu, kai &k labai mazi (k = 0, 1, 2, ...). Jie ir yra
idomiausi, nes kai 4 > 5, Puasono skirstinys arté¢ja prie Gauso skirstinio. Bet apskritai tai
savarankiSkas skirstinys su jam buidingomis savybémis prie {vairiy A ir k verciy.

Reikalavimas pN=A=const, kai N-—» o reiskia, kad galima tikétis geros Puasono ir
binominio skirstiniy sutapties, kai turime skirstinius su mazomis p vertémis. Taciau i§ 11 ir 12 pav.
matyti, kad ir kai p = 0,5, N = 20, t.y. pN = 10, rezultatai artimi (Zr. { VI statisting lentel¢).

Pvz., naudojant radiotelefono skaitmeninj rysj kiekviena skai¢iy ar raid¢ apibiidina 5 arba 7
impulsai (pvz., [1]1[1]0]0|= @), o viena impulsa perduodant, tikimyb¢ atsirasti klaidai, sakykime,
pastovi, t. y. p=const, ir maza. Vienam perduoto teksto puslapiui spausdinti reikés N impulsy (pvz., 43
raidés eilutéje x 36 eiluciu x 5 impulsy = 7740). Tikimybé, kad puslapyje pasitaikys viena, dvi ar
kelios klaidos (k <<N), bus aprasoma Puasono skirstiniu. Tai lengva padaryti jvertinus klaidy vidurki
viename puslapyje k = pN =4, nes Puasono skirstinio iSraiska (2.58) paprasta, o A ir k — nedideli
skaiCiai.

Suprantama, ta pati galima gauti ir i§ binominio skirstinio:
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Py = (2.59)

tik reikéty nustatyti dideliy skaic¢iy (N=7740) faktorialus.

Pk | P(K) 1
0.4 A=l 0,4 | =2
2
0,2 [ 0,2 I[
T ok R
0123 0123456
P(k) +
014 IJ
TI‘[]’[ ITT?- :k
456789

T
0123 1011 21314151617181920

12 pav. Puasono skirstinys, kai 4 vertés jvairios

A

Kai pN=A > 5, Puasono skirstinys savo ypatybémis primena normalini su k=0 =21
vertémis.

¢) Gauso (normalinis) skirstinys
Tai kitas ribinis atvejis, prieSingas Puasono skirstiniui. Tarkime, kad mus domina binominis

skirstinys, kai & igyja tokias vertes, kurioms Py(k) verté yra nemaza ir kai N didelis (teoriSkai N— c0).
Kadangi binominis skirstinys:

PN(k)_ﬁ/k)/p (1- )"~ (2.60)

turi maksimuma, kurio smailé greitai didéja didéjant N, o sumingé tikimybeé:
N
D Py=1, (2.61)

tai reiskia, kad Py(k) yra nykstamai mazi, kai & toli nuo k . Vertinimo pagrindu imant binominio
skirstinio sritj & aplinkoje ir salyga (2.61) visai k verciy sri¢iai matematiniu poziiiriu palyginti lengvai
i§ binominio skirstinio gauname [4]:

, 1 k- k)?
lim Py (k) = ex, , 2.62
N—o0 N N2 o p[ 2067 } ( )
éia
o’ =E{(k—/€)2}=Np(1—p) ir k=Np, (2.63)

t. y. tokie, kaip ir binominiy skirstiniy, esant toms pacioms salygoms.
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Tai simetrinis & atzvilgiu skirstinys, ir vadinamas Gauso arba normaliniu (normaliuoju)
skirstiniu. Jis uzima pagrinding vieta matematinéje statistikoje ir ypac — paklaidy teorijoje.

Iki Siol nagriné¢jome diskretinius skirstinius, taCiau kai kalbame apie Gauso skirstini,
jvertindami, kad N — didelis skai¢ius, ir domimés tik netoli 4 esan¢iomis vertemis (taigi k£ kaip ir k
artimi ir kartu dideli skai¢iai), tai jau i§ binominio skirstinio iSeina, kad & pakitus per vieneta Py(k)
kinta nezymiai (yra létai nuo £ kintanti funkcija). Todél ja galima laikyti tolydziai kintan¢ia netriikiojo
(tolydziojo) kintamojo k funkcija. Tada tikimybé patekti | intervala [k; k+dk] dFn(k)=Pn(k)dk ir

dFy (k)
Py (k)= T

Laplasas 1783 m. nagrinédamas eksperimento metu stebimy matavimo paklaidy priezastis, jas
sugrupavo. Vienai grupei priskirtos visos tarpusavyje nepriklausomos priezastys, su ta pacia tikimybe
p: lemiancios vieno dydzio #¢; paklaidas, atliekant kiekviena matavima, kitai — #&, su tikimybe p, ir
t. t. IS Cia daroma iSvada, kad kiekvienos paklaidy grupés itaka duomenims daugiakarciuose
matavimuose gali biiti jvertinta binominiu skirstiniu arba, kai matavimy skaic¢ius N didelis, tam tikru
Gauso skirstinio atveju — su jai budinga o; verte, o ju visy — Gauso skirstiniy suma, kurios rezultatas
uzra§omas irgi (2.62) forma (5.15), t. y. taip pat Gauso tipo skirstiniu. Siuo atveju o bus visy
pasaliniy poveikiy nulemtos duomeny dispersijos jvertinimas! Tai teorinés iSvados.

Praktiskai nustatyta, kad kai yra pakankamai daug nepriklausomy matavimo duomeny:

1) jie iSsidésto simetriSkai vidutinés vertés atzvilgiu, kai matuojamas parametras turi
pastovia verte (pvz., matuojant daug karty ta pati fizikini kiino parametra; tomis paciomis
priemonémis gaminant daug detaliy ir tiriant joms buidingus parametrus);

2) didesni nuokrypiai nuo vidurkio pasitaiko re¢iau negu mazi, ir eksperimento duomeny
skirstinys artéja prie normalinio (Gauso) skirstinio.

= f(k). Taigi Siuo atveju Py(k) turi tikimybés tankio prasme.

d) Pagrindinés Gauso skirstinio savybés

Gauso skirstinio tikimybeés tankio funkcija uzrasoma (2.62) lygtyje diskretini dydi £, tolydiniu
atsitiktiniu dydziu x:

2
fx)= ! exp[— (x=% } (2.64)
ro

\/2_ 267

Kai ja taikome paklaidoms skaiciuoti, iprasta funkcija (2.64) f(x)=f(x-0) uzrasyti f(x-x),t.y.
perkeliant atskaitos pradzia i$ tasko x=01 x =x (13 pav.). Tada pazyméjus o = x—x ir (&)’ =(x—-x)’

gauname:
& 2
f(&%) = \/%O_ exp[— (2 6)2 J (2.65)

Tai yra simetriné funkcija, kurios pobiid{ lemia vienas parametras o. Jo kvadratas (o)
vadinamas dispersija (2.23).

Dydis x vadinamas matavimo rezultatu, o Jox — matavimo paklaida. Funkcijos f{x)
priklausomybé nuo o vertés pavaizduota 13 pav. a, b, c.
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fix) f(8x) »

d

f(x)
b
)‘i X
4c 3o 26 ] Q o 20 3o 4o 8x
f(x)
f(8x) *
C
c=2
..
X X
do s 20 - 8 o 26 3o 1o §x

13 pav. a, b, c. Gauso skirstinio tikimybés tankio funkcijos, kai o vertés ivairios

fix) 1

c=1
P=0,683
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fx) T

X -2¢ X X +20c X

f(x)

¥ ¥ ¥

>
>
+
W
Q
>

x -3c
14 pav. a, b, c. Tikimybés duomeniui patekti i simetrinius vidurkio atzvilgiu intervalus pagal Gauso skirstini

Kuo didesng pasirenkame paklaidos ox vertg, tuo didesné tikimybé, kad rezultatas bus
intervale [i—&c;>€+§x]. 14 pav. a, b, ¢ pavaizduotos tikimybés patekti i simetrinius intervalus
[32 —-ox+ a] ; [32 -20;x+ Za] ir [)E -3, x+ 30] . Jos i8reiSkiamos uzjuodintais plotais.

Arba galima teigti, kad i pirmaji minéta intervala patenka 68%, i antraji - 95% ir i treCiaji -
99,7% matavimo duomeny. Dispersija o yra antrasis Gauso skirstinio momentas:

0 1 2 2
E{(80)?} = Jw N — 5?2 exp[— %de =02, (2.66)

Dydis o vadinamas vidutine kvadratine paklaida.
Vidutin¢ kvadratiné paklaida o daZnai sutapatinama su matavimo paklaida.
UZzrasius Gauso skirstinio tikimybés tankio funkcija

1 (x—%°
= - , 2.67
s 2ro exp[ 207 ] ( )
tikimybiu skirstinio funkcija F(x)= D, P(X = x;) = P(X <x) yra:
x;<x
1 ¢ (x—x)°

F(x)= -7 ldx. 2.68
" ome f e"”{ 25 } : (269

x—x

,(dU = d_x] gaunama:
o

Arba taikant kintamaji U =
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(x—)%%
F(x):% J.exp(—U%)dU:FOEX;)C]:FO(U). (2.69)
T

.. . . . . ~ . X ..
Taigi F, argumentas U matuojamas o vienetais. Kai x—x=0, tai =1. Funkcija Fyp(U)

vadinama standartinio normalinio tikimybiy skirstinio funkcija (15 pav.). Jos argumentas U —
standartizuotu normaliniu dydziu. IS (2.69) i$plaukia, kad jai atitinkancio Gauso skirstinio

tikimybeés tankio funkcijos fy(U) israidkoje U =0, oy =1,t.y.:

fo(U)= L exp[— U—ZJ (2.70)
JOo e P
_______ P/ v
49 J
421 UN27 g
%] |
{5
75 '
L2
L d/ )
432 -/ 0 7 Z 3 4 U -4 -3 -2 -1 U
15 pav. Standartinio normalinio tikimybiy skirstinio 16 pav. Gauso skirstinio standartiné ja tikimybés
funkcija tankio funkcija

Ieskodami, kaip iprasta paklaidy teorijoje, tikimybés X nuokrypio nuo matematinio vidurkio
% nodydziu pirmiausia i§ (2.69) gauname:

1) P{(x;£j<—n}=P[(x—fc)<—n0']=F0(—n), (2.71)

i8 fy(U) simetrijos (16 pav.) iSplaukia, kad

2) Plx-3>no) = 2Fy(-n) =1~ Fy(n)]» (2.72)

nes 7 ir o teigiami,
arba

3) P(|x-x|<nc)=1-P(x-H>noc)=2Fy(n)-1. (2.73)

Imdami jvairias n vertes, gauname simetrini intervala o vienetais ir i§ (2.73) bei (2.69)
apskaic¢iuojame tikimybg¢ matavimo duomeniui patekti i $i intervala. Pvz.:

<20)=0,955; P(|x -

P(|x—x<0)=0,683: P(|]x-X <30)=0,997.

fo(U) ir P(|U|Sn )=2F,(n)—1 yra pateikta statistinése lentelése, kartais pateikiama ir

| | (zr. I ir III statistines lenteles).

27



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

2.2.5. Atsitiktinio dydzZio funkcijos skirstiniai

a) Atsitiktinés imties vidurkio savybés

Daznas matavimy atvejis, kai turime dydzio X, kurio tikimybés tankio funkcija yra f{x),
atsitikting imtj. Atsitiktinés imties i§ » duomeny (» tirio) vidurkis

n
z:izxi (2.74)
n
i=1

irgi yra atsitiktinis dydis. Jo matematinis vidurkis
n
i=1

E(X) :iE{Zx,} = E(x;)=%. (2.75)

Taigi x yra nepaslinktasis (be sisteminés paklaidos) jvertis. PanaSiai surandama ir jo dispersija

O'Z(J_C)=E%)_C_)%)2}:E{(x1 +Xy 0+ X, _;CJZ}z

n

(2.76)
1= 8) 4 (=) 4t (o, = D))
n n '
Kadangi x; tarpusavyje yra nepriklausomi, tai matematiniai vidurkiai
EYx; —3)(x; —%){=0,
jei i=. Taigi i§ (2.76) gauname
2,—_ 1 >
o'(x)=—0c"(x), (2.77)
n
arba
o(x)= X (2.78)

T

IS cia iSplaukia, kad ¥ matavimo tikslumas didéja (vidutiné kvadratiné x paklaida o(Xx)

mazg€ja proporcingai Jn ).
b) Centriné ribiné teorema

IS esmés svarbu ne tik tai, kad X matematinis vidurkis yra x (2.75), nepriklausomai nuo
imties tiirio, bet ir artéjimo prie Sios ribos tendencija. Tikimybiskai ji iSreiSkiama CebySevo didziyjy
skai¢iy désniu skirstiniams, kuriy matematinis vidurkis % ir dispersija ¢’ yra baigtiniai dydziai [2, 3]:

- 1
Pﬂx — x| > kG]S—,
k2
Cia k — bet koks realusis teigiamasis skai¢ius.
o

NS

Taikydami §i désni dydziui x , kurio vidutiné kvadratiné paklaida ¢, = , gauname
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Tada pazyméjus ho _ ¢ ir pakeitus nelygybés prasmg priesinga

7

2

Pl-e<X-x<sg]21- (2.79)

ne

Taigi paémus kiek jmanoma maza ¢, kaip X priart¢jimo prie x rodikli, didinant » galima
gauti [x - x| < &. Arba tikimybe, kad ¥ — %, kai n— oo, artéja prie vieneto.

Centriné ribiné teorema apibiidina ne tik parametrus E(x) ir o(Xx), betir visa x skirstinj.

Teorema. Atsitiktinio dydzio X, kurio matematinis vidurkis x =g ir baigtiné dispersija

D=¢, imties tiiriui n— oo, ¥ skirstinys artéja prie normalinio skirstinio su vidurkiu g ir dispersija

O_Z

n
Irodydami naudosime centrinius momentus generuojancia (MGF) funkcija (2.27):

2 3
Mx(t)zE(e("_”)t):]+y,t+y2t—+y3t—+-~=
2! 3!
(2.80)
512 3
=1+0+0 Z+ﬂ3§+m
Imkime atsitiktini dydi
1
w=(x—-u) .
oln

Kadangi o ir n yra konstantos, daugiklis

! vienodai sumazina x; ir u (tik pakeicia ju
on

verciy skale), taigi M,,(t) bus ekvivalenti (2.80):

(x—p) t
t (x—p)
M (t)=Ele V" |=Ee  on =Mx( ! J 2.81)
o\n

Taigi pereidami nuo M, prie M,, parametra ¢ pakei¢iame | i/_ .
oWn

Bet tada i$ (2.81) iskait¢ (2.80) gauname

2 5 0
M, (t)=1+0 St H 3 J_+...:
! /
2lc°n 3lo " nvn (2.82)
2 3
:]+t_+lu3t—+...
2n 603n\/;
Dabar imkime dydj z, tiesiskai iSreiSkiama per X :
g=X" 4 (2.83)

T o(x)
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Atsizvelge 1 (2.78) ir (2.74), ji perrasome

n

Z:(x—g)ﬁzzz”:(xi—:)ﬁ:i

w; . (2.84)
i=1 i=1

Pasinaudojus (MGF) savybe, kad (MGF) suma vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy yra
lygi vieno ju (MGF) pakeltai » -uoju laipsniu [3]. Taigi

Mi()=[M,0)]", (2.85)
ir | ja iras¢ (2.82) gauname:
/2 3 " v
' M3 ) .
M.(t)=|]1+—+—""—+--| >e?, kai n—>o. (2.86)
[ 2n 60‘371\/; ]

ot

Bet i§ (2.32) i$plaukia, kad normalinis désnis su £=0 ir dispersija o (MGF) yra e 2.
Palyging Sia funkcija su (2.86) gauname, kad dydis z, kai ,n — o, pasiskirstgs pagal normalinj désnj ir

£=0,0 o =1.1% (2.83) isreikitas mus dominantis dydis X yra tiesiné z funkcija

zZOo

+u.
Vn

X=zo(X)+u= (2.87)

Bet mes jrodéme (2.37), kad tiesiné funkcija (8iuo atveju x) nuo normaliniu désniu
pasiskirsciusio dydzio (z) yra taip pat pasiskirs¢iusi pagal normalinj désnj.

Taigi palyging (2.87) ir (2.37) matome, kad atsitiktinis dydis x asimptotiskai artéja prie ribos,
aprasomos normaliniu skirstiniu su vidurkiu g ir dispersija

2
ol(x)=2—. (2.88)
n

Atkreipkime démesj, kad jrodant nebuvo keliama salygy x skirstiniui. Taigi teorema Siuo
pozitriu bendra.

Tai svarbiausia statistikos teorema, vadinama centrine ribine, kuri laikoma viena i$
nuostabiausiy matematiniy teoremy. Ja pagrindziant dalyvavo izymis matematikai: Muavras,
Laplasas, Gausas, Cebysevas ir Liapunovas.

Kai n mazi, vidurkiy skirstinys apraSomas Stjidento — t skirstiniu su dispersija, atitinkancia
centrinés ribinés teoremos iSvada.

¢) Gauso ir Stjiidento skirstiniy taikymas

Realiame eksperimente visada matavimy skaiCius noo, nors jis gali biiti pakankamai didelis.

Tada analizuojant duomenis Gauso metodu % ir dispersija o>

duomenis. Normaliniame skirstinyje x jvertinamas imties vidurkiu :

vertinama apytikriai pagal imties

22N % =%, (2.89)
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o dispersijai o vertinti pirmajame artéjime taikoma imties dispersija
1 n
2 -2
s =;Zl(x[ ~x)72. (2.90)
=

Jos matematinis vidurkis yra

E(.«%:éE{Z(xi —E)Z}:éE{Z(xi —>e+5c—x)2}=
i=1 i=1

2.91)
:éZ{E'\_xi—ﬁ)Z)—E((x—i)z)}
i=1
Iskaite sarysius (2.78) arba (2.88) antrajame naryje gauname:
2 1{2 (lzj}n—lz
E(s'"" )=—<no“(x)—-n|—0c“(x) |;= o (x). (2.92)
n n n

Taigi imties dispersijos s” matematinis vidurkis E(s’z ) skiriasi daugikliu (n—1)/n nuo
populiacijos, i§ kurios eksperimentu ir gauta n duomeny imtis, dispersijos o . Todél s vadinamas

paslinktuoju dispersijos o jver¢iy. Ta¢iau vietoje (2.90) imdami

n

2 _ 1 =2

s —n_IE](xi X) (2.93)
=

gauname E(s’)=o7, t. y. nepaslinktaji iverti. Daugiklis n-/ vardiklyje atsiranda todél, kad imties
duomenys naudojami ir x nustatyti (vienas sarysis) lygtyje (2.89). Taigi nepriklausomy imties
elementy sumazéja ir tai galima iskaityti vardikli sumazinant vienetu.

Atskiras atvejis yra vertinimas atsitiktinio dydzio X, sudaryto i§ tos pacios prigimties dydziy
X, X5,...,X, sumos, kuriy tikimybés tankio funkcijos — fi(x), f>(x),....fi(x). Vertinant X pagal imti,
sudaryta i§ n; duomeny tiirio, proporcingo kiekvienos populiacijos santykiniam svoriui, lyginant su
visa populiacija, i$ (2.89) ir (2.90), gauname [2]:

%, zéznlgi , (2.94)

o0 jo dispersija

,
2,= INn 2

o (x,)=— —o7 . 2.95
(%,) ",-E_I" ; (2.95)

Taigi ¢ia iskaitomi kiekvienos populiacijos svoriai L p;, ir p; — atskiros populiacijos
n
tikimybé.
Daznai atskiry populiacijy dispersijos o yra nezinomos. Tada jos jvertinamos pagal (2.93), o
i8 (2.95) gauname dispersijos vertinima
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r n;
>IN 32
sp_n;n(n_]);(x,] %) (2.96)

Praktiniuose matavimuose stengiamasi gauti populiacijas X,, uztikrinanCias maziausia

dispersija fiksuotam n. Tada n; reikia parinkti tokius, kad o/ (% ») (2.95) buty minimali. Tai galima
padaryti ir kitaip iStyrus atskiry populiacijy reikSme visos populiacijos vidutinei vertei (2.94).

Matematingje statistikoje X dydzio verCiy visuma, kurios skirstinys sutampa su jo teoriniu
tikimybiy skirstiniu, sudaro generaling aibg. Matuojant gautas x; rinkinys i>/, 2,..., n, vadinamas
imtimi, turi kuo geriau iSreik$ti generalinés aibés désningumus. Kai im¢iai sudaryti turime nedaug
objekty (pvz., budinga pozymio (defekto) statistika nustatome i§ palyginti nedidelio detaliy skaiciaus),
sudaroma grazintiné imtis, t. y. ivertiname pasirinktojo objekto pozymi ir vél graziname { tiriamy
objekty rinkinj. Paskui su rinkiniu elgiamés taip, lyg anksciau nebiitume vieno jo objekto tyrg. Taip
sudaroma tiriamo poZymio vienodo duomeny kiekio imciy seka.

Iméiy vidurkiy x skirstinys aprasomas Stjuidento skirstiniu. Jo dispersija jvertinama remiantis
centrine ribine teorema:

2 n
2_o” 1 )2 _ 2. 2.97
o, = Nn(n—I)Z;(Axl) =53 (2.97)

n

Grazintinés imties sudarinéti nereikia, kai generaliné aibé turi labai daug x reikSmiuy.
Pavyzdziui, matuojant koki nors objektui priskirto modelio parametra ir laikant, kad paklaidy
skirstinys tolydinis, generaliné aibé yra begaliné.

d) Stjiidento skirstinio (t-skirstinio)ypatybés

Kaip jau minéta, Stjudento skirstinys nusako atsitiktinio dydzio vienodo duomeny kiekio
im¢iy vidurkiy skirstini.

Be to, Siuo atveju intervala, { kuri patenka imc¢iy vidurkiai, iSreiSkiame o, vienetais, o ne o; t.
y. parametru {=(X—X;,)/ 0,- Suprantama, kad Stjidento skirstinys priklauso nuo matavimy
skaiiaus n vienoje imtyje. Parametro ¢ tikimybés tankio funkcija:

Fi)= Iin+ 1)/2](]+t2)7(n+1)/2’ (2.98)
T(w/2m
¢ia ["— Eilerio gama funkcija:
[(x+1)= J'txe*’dt. (2.99)
0

Tai yra simetriné ¢=0 atzvilgiu funkcija, kurios dispersija

o’ (W)=(n-1)/(n-3). (2.100)
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Ja (1)

-4 -3 -2
17 pav. Stjudento skirstiniai, kai n=2, n=3 ir n=co
Lyginant su Gauso skirstiniu, ji yra labiau istesta (17 pav.). Si aplinkybé taip pat daznai

naudojama pritaikant Stjiidento skirstini eksperimento duomenims aprasyti. Tikimybé gauti, pvz.,
[t|>]t,| bus
p

p=2] 7,0 2.101)
tF
arba

ol <lr,|)=1-p. (2.102)

Kai n— oo, Stjiidento skirstinys artéja prie normalinio (centriné ribiné teorema). Tikslumas
daznai tampa pakankamas, kai n>30. Todél, kai n<30, taikomas Stjudento skirstinys, o kai n>30, —
Gauso.

Taigi lygtis (2.102) nustato ¢ reikSmiy intervala /—¢; ¢/ ir tikimybg a=1-p duomeniui patekti |
(x-x)

modulis ir jskai¢ius, kad ¢, priklauso nuo #, gauname

§i intervala. Kadangi ¢= , tai i§ Cia iSplaukia x-x=1,0,. Vertinant paklaidas imamas ¢

i=Xtt,(n)o,, (2.103)

arba uzrasant matavimo rezultata x = x + Ax,

Av=1,(n)-c, :ta(n)\/ﬁzn:mxi)z . (2.104)
i=1

Koeficientai ¢,(n) vadinami Stjidento koeficientais ir pateikiami statistinése lentelése (zr. 5
lentelg). Pagal tai, koks eksperimentas atlickamas, « imamas jvairus. Pvz., laboratoriniy darby — 95%,
artilerijos Saudymy — 50%, 80% intervalas taikomas automatikos priemoniy, elektroninés ir elektros
tiekimo (maitinimo) technikos patikimumui vertinti ir vadinamas patikimumu arba pasikliaujamuoju
intervalu (tikimybe).

Bendraja matavimo paklaida, atsizvelgdami { matavimo prietaiso netiksluma, jvertiname pagal
sarysi (2.150):

Ax = \/(Axats.)z + (Axprietaiso)2 > (2.105)

ir matavimo rezultatas uzraSomas: x=x+Ax,a =(...).
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2.2.6. Matematinio modelio eksperimento duomenims analizuoti parinkimas ir jo
tinkamumo jvertinimas

a) Atsitiktinés imties charakteristikos

Akivaizdu, kad matematiniai modeliai gali bati taikomi tik tuo atveju, kai yra patenkintos
esminés ju matematinés prielaidos. Paprastai jas patenkinti galimybiy labai mazai. Todél tam tikro
eksperimento duomenims analizuoti parenkamas apytikris modelis. DaZniausiai jo parinkimo
pagrindas yra imtis (arba grazintiné imtis), kurios charakteristikos:

1) vidurkis

X (2.106)

-1
X =—
ni

I

2) duomeny iSplitimo mediana, kuri, kai x; i§déstyti didéjimo kryptimi, lygi:

Xy = X(n+l) kai n nelyginis;
2
(2.107)
Xm =%(xg +xﬂ+1), kai n lyginis
2 2
3) moda, kuria vadinama x; verté, atitinkanti imties skirstinio maksimuma.
Imties sklaida apibiidina:
1) dispersija
1 n
Timt =n_1_z;(xi—x)2, (2.108)
=
arba vidutiné kvadratiné paklaida
Sv,kv, =OCimt.» (2109)
beto x ir o7, yra pagrindinés imties charakteristikos;
2) vidutinis nuokrypis (paklaida)
IAN N
DI (2.110)
3) sklaidos plotis
F= X — Xmin (2.111)

kuris skirtingai negu kiti imties parametrai neartéja asimptotiskai prie normalinio skirstinio. Vis
tik juo remiamasi, kai reikia apytikriai jvertinti o, (Zr. I statisting lentelg). Be to, naudojami
auksStesnieji momentai bei su jais susij¢ dydziai. Taip, pvz., asimetriSkumui jvertinti taikomas
asimetrijos koeficientas

34



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

1 n 3 S3
4) A=——F2(x; %)’ =—5—. (2.112)
- Oiyyt i=1 Oimt

Kai imties skirstinys simetrinis — A=0, kai 4>0, iStesta deSinioji imties skirstinio pusé, kai A<0,
— kairioji.

5) Imties kreivés iStestuma i virSy, t. y. smailumo laipsni, normaliojo skirstinio grafiko atzvilgiu
apibtidina nutolimo (eksceso) koeficientas:

6)

n

E=—1! D (x-x) -3 (2.113)

A7
imt =]

Desingje pus¢je atimtas trejetas, kuris atsiranda todél, kad Gauso skirstinio 4% = 35 #. Taigi

E apibudina nutolima (ekscesa) nuo Gauso skirstinio.
Vietoje A ir E praktikoje daznai taikomos ju vidutinés kvadratinés paklaidos 5[ ]:

s, :J 6(n=1) (2.114)
(n=2)(n+1)(n+3)

ir

s :\/ M4n(n-2)(n-3) (2.115)
(n+1)’(n+3)(n+5)

Jei A <3S5, ir E <3S, tai tiriamaji skirstini galima laikyti normaliniu.

Taciau duomenims aprasyti ir parinkus pagal imties parametrus kurj nors matematini modeli
lieka klausimas, kaip gerai jis parinktas. Tai labai svarbu, nes nuo to priklauso viso eksperimento
iSvados.

b) x* skirstinys (Pirsono skirstinys) ir jo kaip suderinimo kriterijaus taikymas matuojant
tiesiogiai

Matematinio modelio pasirinkima pagristi galima jvairiais tam skirtais dydziais, vadinamais
Kriterijais. 1§ ju daniausiai taikomas 4’ kriterijus, apibidinantis pasirinktojo matematinio modelio
tinkamuma pagal visas imties vertes. Tuo tarpu kiti kriterijai pazymi ir lygina tam tikra viena
ypatybe. Pvz., 4 ir E kriterijai.

Sakykime, kad atsitiktinio dydzio X skirstinys apraSomas normaliniu désniu su vidurkiu a ir
dispersija o°. Tada pakeite atsitiktini kintamaji x { U=(x-a)/c" gauname (2.70):

JL exp(-U25) (2.116)

U) =
S ) oy

aprasancia skirstinj su U = 0 ir vidutine kvadratine paklaida o, = 1.
Matematinéje statistikoje irodoma, kad pasirinkus imti U;, U,,...,U, ir sudarius jos elementy
kvadraty suma

n
22 =UL +UZ+.4U2 =2 U} (2.117)
i=1
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gaunamas naujo atsitiktinio dydZio 4’ elementas. Dydziui 7’ budingas skirstinys, kurio
pasiskirstymo (skirstinio) tikimybés tankis —

X (n-2)
I )= T () T (2.118)
25r[fj
2
ir tikimybiy pasiskirstymas —
7 v
) —L U ¢ 2, (2.119)
2y
Cia A= % , 0 dydis n vadinamas laisvés laipsniy skai¢iumi.

Funkcijos F(y?) kvantiliy statistinés lentelés pateiktos 4 lenteléje, o f;(y°) ir F(y?) grafinis
vaizdas pateiktas 18 ir 19 pav.
N
Beto, 7’ =n, o y° dispersija 0;2(2 =2n.

Kai aptariama imties duomeny nuokrypiy nuo imties vidurkio kvadraty suma (X #a), t. y.

n -2

~ + D o LA

7= E %,Ja‘atltlks skirstinys y2_, ir y2_=n-1.
-1 9

19 pav. y? tikimybiy skirstinio funkcija
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2 skirstini gaunamas vadinamasis suderinamumo Kkriterijus y ° yra

Pagal aptartaji y
svarbiausias i§ visy kity kriteriju. Jis iSreiskia atsitiktinio dydzio X imties duomeny pasiskirstymo ir
generalinei aibei parinkto pasiskirstymo palyginimo rezultata.

Tarkime, kad eksperimento metu matuojamojo dydzio X verliy spektras tolydinis, o jo

tikimybés tankio funkcija yra f{x). Tada x kitimo intervala galime suskaidyti i » vienody intervaly &,

&l (20 pavy).

4

[ f(x)

20 pav. Dydzio X, kurio skirstinys tolydinis, verCiy sritis, suskaidyta i » vienody intervaly, i§ kuriy vienam
tenka n; duomeny

Tikimybé atsitiktiniam dydziui x patekti i intervala iSreiSkiama plotu po kreive vir§ Sio
intervalo, arba

D = If(x)dx ir,beto, Y p, =1.
5 kel

Kai skirstinys diskretusis, 20 pav. parodytas suskirstymas atitikty atveji, kai atsitiktinis dydis
X gali jgauti » verciy, kuriy tikimybés bendruoju atveju yra skirtingos. Pavyzdziu galéty bati loSimo
kauliukas, kai jis yra ne visai kubinis.

Tada n karty pakartojus eksperimenta galima apskaiCiuoti tikimybe, kad { pirmaji intervala
pateks n;, iantraji—n, irt.t.iri r-aji n, duomeny. Ji iSreiSkiama polinominiu skirstiniu:

n! n n
P(nl,nz,...,n,)zmpl' Py Pl (2.120)
Inyl...n,.!

Isitikinkime Sios iSraiSkos teisingumu, kai kauliukas ne visai kubinis. Kauliuko sienos —
sesios, t. y. r=6, p, — tikimyb¢, kad ,,iskris” vienetas, p, — dvejetas ir t. t. ir ps — SeSetas. Tada P(n;,
n,..., ng) iSreiskia tikimybe, kad metant kauliuka » karty arba »n tokiy paciy kauliuky viena karta,
vienetas ,,iSkris” n; karty, dvejetas — n, t. t. ir SeSetas — ns karty.

Laukiamg eksperimento rezultatg galima vaizdZziai interpretuoti schema, kurioje — SeSios dézés

6 6
(21 pav.) su atitinkamomis p; ir n; vertémis, kai ). p;=11ir n=n.
i=1 i=1
Pi P2 p3 P4 Ps Ps
n n, ns Ny ns Ne

21 pav.
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Tikimybe (pagal tikimybiy teorija), kad pirmieji i§ n; metimy ,teks 1-ajai dézei”, po ju
einantys 7, — antrajai, t. t., ir ns — SeStajai, galima iSreiksti:

n n, g
pr P2 ---Ps -

Taciau po n metimy galutinis pasiskirstymo rezultatas nepriklauso nuo to, pagal koki metimy
eiliSkuma n; karty kauliukas ,krito i 1-aja dézg”, n, — i antraja ir t. t. Taigi tikimybé gauti galutini
ekvivalenty pasiskirstyma padidés tiek karty, kiek galima gauti pasiskirstymy, keiciant duomenis
tarpusavyje vietomis i§ skirtingu déziy, nes kiekvieno i$ juy tikimybé ta pati. Kadangi n/ isreiskia
visus imanomus perstatymus, o n;/ n,!..ns/ — perstatymy skaiciy, kai duomenys perstatomi bent
vienoje i§ déziy, gauname:

/

_ n n; ny ng

P(ny,ny.ng)=—————p;' - py’..pg -
nylnyl..ng!

Gauta P(n;, ny...n,) polinominio skirstinio iSraiSka labai greitai artéja prie standartinio
normalinio — tam tikros Sio skirstinio ribos.

Dabar tai aptarsime nuosekliau pagal 20 pav. pavyzdi. Tarkime, kiekvieno intervalo
n; =np; =m; . Jei eksperimenta kartotume po »n matavimy kelis kartus, tai gautume n; skirtingas
vertes, kurios kiekviename i intervale buty pasiskirst¢ pagal binominj désnj. Binominis skirstinys
greitai artéja prie Puasono (kai p; mazi) — su vidutine verte ir dispersija

A 2_
n; =0; =n-p;.

Ivertinant, kad x verciy intervalai & pasirinkti tokie, kad { juos patenka tik po nedidele dali
visy matavimo duomenuy, t. y. p; mazi, tikrai galima tikétis, kad juy pasiskirstymas kiekviename
intervale atskirai bus apraSomas Puasono skirstiniu, o didéjant duomeny skaiciui kiekviename

intervale, t. y., kai n didéja, artés prie Gauso skirstinio su tomis paciomis n; ir o,-z vertémis:

A 2
ng=np;=0; .

Tada tiriant dydi

Z:ni_”i _m e m (2.121)

jo skirstinys bus artimas normaliniam su Z; =0 ir o, =1 visiems i. I$ ¢ia kyla iSvada, kad visi Z;

paimti i§ standartinio normalinio skirstinio, taigi:
r " (n; — I’l<)2
U=.7? =Z’ﬁ—l (2.122)

verté, kuri yra fiksuota vienai matavimy serijai i§ » matavimy ir atitiks viena ;(2 elementa (2.117),
kartojant tokias serijas bus atsitikting, pasiskirs¢iusi pagal z2, désnj. Laisvés laipsniy skaitius n-1,

.
nes n; tenkina papildoma lygti Z”i =n, taigi n; dydziai néra nepriklausomi.
i=1
Parinktos tikimybés tankio funkcijos f{x) tinkamumas patikrinamas taip:
1. Eksperimentu gautus duomenis suskirstome pagal & intervalus i grupes, po #n;
kiekvienoje.
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2. I§ statistiniy lenteliu surandame tikimybiy vertes duomeniui patekti | intervala &
x+&

pi= | fxudx.

X,

i

3. Randame numatomas vidutines »; reikSmes n; = p;n.

1

- "y iy )’

4. ApskaiGiuojame U =) ————.

i=1 M

Klaidingai parinkus hipotetini skirstini f{x) gaunama didelé¢ U verté. Kyla klausimas, su kuo
ja palyginti.

A~ N

Kadangi U veréiy skirstinys yra 2, tipo, tai lyginame su U =r—1, nes y2,=r—1.

Skaic¢ius v =r-1 vadinamas laisvés laipsniy skai¢iumi.

Praktikoje daznai pasitaiko atvejy, kai galima aiSkiai numatyti f{x), arba skirstinio,
nusakancio tikimybes p;, tipa, bet i§samiai jo nustatyti nepavyksta, kol i§ eksperimento suzinome
viena ar kelis tam skirstiniui biidingus parametrus.

Tada ijtraukus / papildomy sarySiy skirstiniui biidingiems parametrams nustatyti, laisvés
laipsniy skai¢ius tampa [3]:

r-l ir U=r-I, (2.123)
o kai tiriame imties ver¢iy nuokrypiy nuo jos vidurkio kvadraty suma —
v=rll it U=r—1I-1. (2.124)

Pavyzdys.

Tarkime, turime informacija, gauta tiriant N gelzbetoniniy i$ anksto itempty elektros tiekimo
linijy atramy stieby defektus — iSilginius plySius stiebo galuose itemptosios armatiiros lygyije;
nepakankamo i8ilginés ir skersinés armatiiros apsauginio betono sluoksnio storj; nudauzto apsauginio
betono sluoksnio vietas arba pvz., defekty skai¢iy kineskopo ekrane. Dominanti dydj, pvz., burbuliuky
skai¢iy viename kineskopo ekrane, iStyrus N=200 kineskopu, pazymékime x. Tada iSdéstydami
duomenis defekty didéjimo ekrane tvarka sudarome lentelg.

1 lentelé

Gaminys Defekty skaicius (x) ___

0 1 2 3 4 5 6 iS viso

Kineskopy, turin¢iy x| 109 65 22 3 1 0 0 200
defekty, skaiCius r,
Pagal Puasona ap-
skaiCiuotas kinesko-| 108,7 66,3 20,2 4,1 0,6 0,07 0,01 200
pu su defektais skai-
¢ius m,

Pastaba: Eksperimento pavyzdys i§ [3] — pritaikytas inZinerijoje.
Kadangi viename kineskope aptinkamy defekty skaicius mazas ir apskritai kineskopuy su
defektais néra daug, galima tikétis, kad skirstinys », bus Puasono:

X

P(x):/l—e_l,
x!
¢ia A=Np=k.

Kadangi p (tikimybés vienam defektui atsirasti) nezinome, tai negalime rasti tikrojo A. Tada
A vertiname apytikriai i§ imties:
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T bendras visy kineskopy defekty skaicius

tikrinty kineskopy skaicius

_0><109+1><65+2><22+3><3+4><1_]22_061
200 200

Irase Sia verte i Puasono skirstinio formulg, gauname 3-a lentelés ecilutg. Pagal 2 lentelés
duomenis apskaiciuojame:

3 _ 2 2 2 2 2
U:Z(rx m)? _ 037 137 187 08 _

= =0,32.
m 1087 663 202 48

x=0 X

Pastaba: paskutiniuosius mazus m, sujungiame, kadangi r,, kai x>2, mazi.

2 lentelé
X 0 1 2 >3
Ty 109 65 22 4
m, 108,7 66,3 20,2 4.8

Kyla klausimas, ar gauta U=0,32 néra per didelé?

Esami dazniai 7, tenkina lygti ).~ =200 ir papildoma viena lygti D x-r. =122, kurias
taikome A nustatyti. Taigi laisvés laipsniy liks: v=4—1—1=2. Tad U pasiskirstys mazdaug kaip 3.
I§ F( 2 ) lenteliy randame: kai patikimumas a=0,95, U = »2 turi bati tarp 0-6,0. Taigi U=0,32 ir yra
tarp Siy riby, o tai reiskia, kad f{x) ivertinimas Puasono skirstiniu pakankamai geras.

Kai x verCiy spektras tolydinis, pradzioje x dydzio sritis suskirstoma i vienodus ¢&;, &...¢6,

intervalus (20 pav.). Intervalai turi buti tokie, kad | kiekviena patekty pakankamai didelis duomenuy
skaiius n;, t. y. kad dydis

bity patikimai pasiskirstes pagal y2 |. Antra vertus, intervaly turi biiti pakankamai daug, nes kitaip
f(x) neimanoma net apytikriai parinkti i§ labai laiptuotos histogramos. Paprastai tai daroma, kad biity
ni>4.

Paskui parenkamas mazas patikimumo koeficientas «, apskaiiuojamas U  dydis ir
palyginamas su F(y2 ;) kvantiliu y2 (1-).Jei U> y2 ,(1-a), tai priclaida, kad skirstinys atitinka
pasirinkta tikimybés tankij f(x), atmetama.

¢) Fiserio F-skirstinys. F kriterijus

Atliekant matavimus jprasta prielaida, kad matuojamy atsitiktiniy dydziy skirstinys yra
normalinis, o kartais net ir keliems dydziams priskiriama vienoda dispersija. Kai imties duomeny
skai¢ius mazas ir néra galimybés taikyti y? kriteriju duomeny analizei apragytu badu, dviejy
normaliniy skirstiniy dispersijoms palyginti taikomas F kriterijus. Tai daznai sutinkamas atvejis
moderniose technologijose, kai tas pats atsitiktinis dydis matuojamas keliais skirtingais prietaisais be
sisteminés paklaidos, ju dispersijoms, taigi ir kokybei, palyginti.

Sakykime, jog dvi atsitiktinés ttrio n; ir n, imtys priklauso normaliniams skirstiniams su tuo
paciu vidurkiu ir reikia palyginti ju dispersijas. Tuo tikslu naudojamas ty im¢iy empiriniy dispersiju
(2.93) santykis
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(2.125)

N

Il
v |«
NE\)|NI\J

Jei dispersijos lygios, dydis Z turi baiti artimas vienetui. I§ $iy im¢iy duomeny galima sudaryti
7 skirstiniui priklausan¢ius elementus (2.117):

~ (n —I)S2 s7

7= (2.126)
g =]

~2 (n —1)s2 53

R (2.127)
02 02

turinCius atitinkamai v; ir 1; laisvés laipsnius.

Is ¢ia
2 ~2
z="L 221 (2.128)
§2 Vix2
Kadangi y° skirstiniy su v laisvés laipsniais tikimybés tankio funkcija Zinoma (2.118),

=2

gaunama ir tikimybiy skirstinio funkcija V(Q) santykiui {—12 [2, 3], iSreiskianti tikimybe, kad S$is
X2

santykis bus mazesnis uz Q-

F(v} 0 1 I
2 —v;—1 -—Vv
J'zZ (1+1) 2 dr. (2.129)

T

I§ ¢ia ir (2.128) randame ir tikimybiy skirstinio funkcijg atsitiktiniam dydZziui Z:

Ciav=v,+v,.
i 7 _viF Vi
W(F)=P(Z<F)=P —<F|=P|Z5<——|=V| —=F| (2.130)

83 7 V2 V2

Tai ir yra FiSerio F-skirstinys, priklausantis nuo parametry v; ir v,. F-skirstinio tikimybés
tankio funkcija yra

1
F{(vl +v2)} i V-
“y,—1 172
i j-Z—FZV’ (1+V—1FJ ? (2.131)
sl
2 2
Tai panadi i y° nesimetriné funkcija (18 pav.), nelygi nuliui tik, kai >0 (22 pav.). Kai v,>2,

Vi

E(2)= v,—2

Dabar i$ (2.130) galima nurodyti ribines F, vertes, kad
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2 o0
P{S—JZ>FOQJ: I f(F)dF =a. (2.132)
o

S2

Cia a lygi 22 pav. uzbriik$niuotam plotui.
Tada ribiné F,, verté

2
P{S—Q<F;J=1—a, (2.133)
S2
ir atitinka F-skirstinio /-a kvantilj — F;_,:
SZ
P[—2<F,_ajzl—a. (2.134)
S2
tAF)
f L
03
061
|
04}
0z
0° 2F 4 6 6 10 F

22 pav. F-skirstinio tikimybés tankio funkcija, kai v,=9; v,=20

Taigi kiekvienai F, vertei atitinka kvantilis /', ,, 22 pav. iSreikstas neuzbruksniuotu plotu. Jei
2

i§ im¢iy jvertintas santykis S—’2 didesnis uz F,_, verte, gauta pasirinktam «, sakoma, kad o; > o3 su
S2

reik§mingumo lygmeniu «. Kvantiliu F;_, reikSmés, atsizvelgiant { laisvés laipsniu v; ir v, skaiciy,

palyginamose imtyse pateiktos priede B.
Tarkime, kad, pvz., sudarius tiirio n;=10, v;=9 imt] vienu prietaisu ir kita imtj n,=20, v,=21 —
2
kitu prietaisu, ju duomeny pagrindu i§ (2.93) surandame santyki S—12 =1,63. Paémg a=0,05 is lentelés,

532
randame F, , ,=F, ., ) =245. Taigi abieju imc¢iy dispersijy skirtumas yra nedidelis, t. y.
o] ~0o;.

Dazniausiai taikomas dvipusis kriterijus, nurodantis Z dydzio intervalo ribas £, ir +,,kad
” " 1
P(Z>Fa):P(Z<Fa):3a. (2.135)

Moksliniuose tyrimuose « parenkamas, atsizvelgiant i uzdavini, lygus 0,001; 0,01; 0,05; 0,1.
Kadangi Z yra dvieju skaiCiu santykis, tai salyga (2.135) galima uzrasyti per du skirstinius
F(v;vy) ir F(v,v;), be to, riba
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Z<Fy(vyvy) ekvivalentiska Z' :é >Fy(vovy).
Tada (2.135) galima pakeisti dviem sarysiais:

P(Z>F0”!(V1v2))=éa,

L (2.136)
P(Z'>F6¥(V2V])):Ea

Palyginus su (2.132), i$ (2.134) iSplaukia
FO';(VIVz):FI_ia(VIVZ). (2137)

Praktiskai visada, net ir a<0,] F] ; >1. Todél (2.136) reikia patikrinti tik galiojima
L
nelygybés didesniam i§ Zir Z, t.y.

2
S—3>F L (vvy). (2.138)
S2 ¢

Cia indeksai ,>“ ir ,,< Zzymi didesne ir mazesne dispersijas, t. y. s2 >s2. Jei (2.137) galioja
dispersiju lygybés prielaida atmetama.

2
Taip anksc¢iau aptartame pavyzdyje buvo s_12 =1,63, taigi s; >s;. Tada i (2.137) gauname
S
Fgi(vivy)=Fye5(9.20) =294 .

Taigi patikring pagal (2.138) (1,63<2,94) iSplaukia, kad dispersijy lygybé neatmetama.

d) Stjiidento kriterijus

Stjudento (arba t) kriterijus taikomas atsitiktiniam dydziui, apraSomam t-skirstiniu. Pirmiausia
(x-x)

(o3

tai parametrui ¢ = tikslu patvirtinti hipotezei, kad x lygus numatytai vertei a. Pakeite o, imties

n

parametru s2 (2.97) gauname s = % Taigi parametra ¢ {vertiname

In

|t|:(;_sﬂ i jei >ty =t (2.139)
X

—a

N |~

t.y. | 4 daugiau uz ¢ , kvantilj, hipotezé atmetama. Tai dvipusis kriterijus. Jei svarbu nuokrypiai i
I—a

vieng puseg, tai tikrinama ar

t:(xia)ﬁ

N

>thy =g (2.140)

X
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Kartais Stjudento skirstinio dydj galima sukonstruoti. Tokiu pavyzdZziu gali biti patikrinimas
Stjudento kriterijumi ar dviejy normaliniy dydziy X ir ¥ im¢iy vidurkiai Zenkliai skiriasi.
Tuo tikslu sudaromas skirstinys dydzio ¢ proporcingo ty im¢iy vidurkiy skirtumui:

t=k(X-7). (2.141)

Maisy tikslas taikant §j skirstini, patikrinti hipotezg apie dydziy X ir ¥ matematiniy vidurkiy
lygybeg, t.y.ar x=7p.
Iverting x ir ¥ dispersijas dydziais s (2.97) gauname:

n
2 ) -2
sf:—E xX;—x)°,
Y ong(ng—1)4 (i =x)
17 i=1
- (2.142)

IR
2 _ Z =2
8§y =— — .
1) 2 (yi=Y)
i=1
Kadangi X ir y gaunami i§ normaliniy skirstiniy veréiy, tai x ir y, o tuo pafiuir A=x-y
turi biiti apytikriai aprasomi normaliniu skirstiniu (2.148) su dispersija s = s2 +s ‘3 .

Jei tikrai #=7, tai matematinis vidurkis A=0, o santykis atitikty standartinj

normalinj skirstinj.

Dydzio o(4) nezinome, todél ji pakeitus dydziu s,, absoliutiné verté santykio Li' lyginama su

A
Stjidento skirstinio, turin€io v =n; +n, —2 laisvés laipsniy kvantiliu, atitinkanc¢iu reikSmingumo
lygmeni . Yra jrodoma [3], kad santykis SA priklauso skirstiniui su v =n, +n, — 2 laisvés laipsniais.
4
Jei
4 _ -3

l|=—="—=21,, =1 ; . (2.143)
SA SA I_EH

tai hipotezé, kad x = y turi biiti atmesta.
Kartais tikrinant hipoteze, kad <=7 daroma prielaida, kad o?(x)=0c?(y). Tada o’

ivertinama jvertinus im¢iy svorius dydziui

> (ny=1)si +(ny=1)s;
C (np=1)+(ny—1)

(2.144)

2 2
. .. - . — . we s N S . . . oy . ..
Dispersijos X ir ¥ vertinamos dydziais s2 =—, sf =— 1ir s, ivertinamas i§ dispersiju
n; n;
sumavimo taisyklés (2.148)

n;+n
SA:s§+52:¥s2. (2.145)

nn;

Daznai skirstinys gali buti zinomas (nuspéjamas), tada jo parametry vertinimas galimas ir
pagal skirstiniui savitus kriterijus [5, 6]. Tokiu pavyzdziy nemazai pateikta [7]. Kitais atvejais
skirstinys parenkamas vadovaujantis bendrais empiriniy formuliy parinkimo metodais [8, 9],
parinkimo tinkamuma tikrinant 3 kriterijumi.
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Pazymétina, kad apskritai kriterijai dazniausia taikomi patikrinimui ar imties skirstinys
normalinis (F ir ¢ kriterijai). Tac¢iau kai tiesiogiai matuojamo dydZzio imties vertés nepriklausomos ir
matavimo salygos mazdaug vienodos, o matuojamas dydis yra nuspéjamai nepakites, praktiskai be
tikrinimo imtis priskiriama normaliniam skirstiniui [10]. Taciau, kai viename eksperimente tenka
tiesiogiai matuoti kelis dydzius, norint patenkinti minétas salygas, kartais tenka taikyti specialiai
parinktus matavimo modelius.

Vis tik visy statistiniy metody tinkamumas grindziamas statistiniy duomeny skirstiniy
pastovumu. Jei jo néra, statistiniai metodai netenka reik§mingumo.

2.2.7. Tiesioginiy matavimy sistemingosios paklaidos

Matuojant sistemingyjuy paklaidy neiSvengiama. Jos pasizymi tam tikra kryptinga ijtaka
matavimo rezultatui. Siy paklaidy priezastys:

1) Tyrimo objekto ir jam taikomo modelio skirtumai bei nenustatytos matavimo
irenginio itakos matuojamajam objektui prielaidos.

2) Metodinés paklaidos, susijusios su matavimo irenginio (prietaiso) veikimo
ypatybémis arba buidingos matavimo rezultato jvertinimo algoritmui. (Pavyzdziui,
kvantavimo paklaidos, kei¢iant matavimo signala skaitmenimis, ir matavimo rezultato
ivertinimas vidurkiu).

3) Matavimo prietaisy ypatybiy, ju nekokybiskumo, konstrukcijos ir technologijos
trikumy paklaidos, vadinamosios matavimo prietaisuy paklaidomis.

Galimos sistemingyju paklaidy priezastys ir ju jvertinimas numatomas aptariant matavimo
metodika. Visais atvejais tai, ka vadiname sistemingaja paklaida, néra pastovus dydis. Jos gali
priklausyti nuo matuojamojo dydzio riby (pvz., signalo lygio ir t. t.). Todél pirmiausia stengiamasi
i8skirti pastoviaja ju dali (arba dalj, kurios kitimas determinuotas), nes paskui ja galima iskaityti {
matavimo rezultatg ir ji pakoreguoti. Pagrindiné pastoviosios dalies ypatyb¢, kokia bebtty jos kilmé —
metodiné ar lemiama prietaisy ypatybiy, — yra ta, kad jos negalima jvertinti taikant tik ta patj parinkta
matavimo metoda ar jranga. Ji randama tik tas priemones kei¢iant.

Kita sistemingosios paklaidos dalis i§ esmés vertinama kaip ir atsitiktiniai dydZziai — pagal
tikimybiy teorijos metodus. Tai taikoma ir matavimo prietaisams, tik laikoma, kad pastovioji
paklaidy dalis, lemiama prietaiso veikimo principo ir konstrukcijos ypatybiu, yra maza, lyginant su
paklaida, nulemta prietaisa gaminant taikyty technologijy ypatybiy, prietaiso naudojimo laiko ir
eksploatacijos salygy. Pastarosios yra atsitiktinés paklaidos dalies priezastys.

D¢l Sios aplinkybés jprasta pagal kiekviena ypatybe (prietaiso matavimo dazniy diapazona,
signalo lygj ir t. t.) prietaisus norminti, t. y. skirstyti { grupes.

Individualiosios matavimo priemonés norminamos pagal tarptautinius susitarimus skirstant i
vadinamasias tikslumo klases. Daroma taip.

Kiekvienam prietaisui biidingos jvairios kilmés paklaidos — konstrukcinés, technologinés ir t.
t. Kaip minéta, vadovaujamasi prielaida, kad technologinés paklaidos yra didelés, lyginant su kitomis,
tad jos ivertinamos statistiSkai. Tarkime, kad sistemingasias paklaidas, atsiradusias dél netikslaus
liniuotés, ampermetro ir kt., padaly suzyméjimo galime rasti lygindami su etalonais ir tuo remdamiesi
nustatyti prietaiso paklaida. Taip vertinant kiekvieno prietaiso paklaidos dydis buty kitas. Taip pat
bty galima kiekvienam prietaisui parinkti jam biidinga tam tikra skale, bet tai labai brangu. Todél
vienam prietaisy tipui parenkama viena skalé, tokia, kad galima bendra prietaiso paklaida nevirSyty
ribinés vertés. Suprantama, konkre¢iy to paties tipo prietaisy paklaida ir dabar skirsis ir dydziu, ir
zenklu, nes dvieju vienody prietaisy nejmanoma pagaminti, bet ju visy paklaidos bus ne didesnés uz
ribing, kurig garantuoja prietaisy gamintojai. Tada, nors kiekvieno prietaiso paklaida jam yra
sistemingoji, bet nezinant jos dydzio ir zenklo, o tik tai, kad paklaida mazesné uz ribing,
skaiCiavimuose ja galima vertinti kaip atsitiktine, t. y. statistine. D¢l to matavimo paklaida Siek tiek
padidéja (nes konkretaus prietaiso tikroji paklaida gali biiti ir mazesné), bet lengviau ja ivertinti.

Kai kuriy prietaisy nurodoma ribiné paklaida & (pvz., liniuo€iy, slankmaciy, chronometry ir t.
t.), kity — tikslumo klasé £:

k = 100%, (2.146)

xmax
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¢ia Xmax — didZiausia prietaisu leidZziama matuoti dydzio verté.
Ant prietaisy nurodant tikslumo klasg &, Zenklo % nebiina. Yra 8 elektros matavimo prietaisy
klasés: 0,02; 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 2,5; 4,0. Nelabai tiksliy prietaisy tikslumo klasé nenurodoma.
Apskritai sudétingos matavimo jrangos sistemingasias ivairios kilmés paklaidas nustatyti gana
sunku ir dar sunkiau — pateikti ju bendra ,,suminj” vertinima. Todél jis dazniausiai biina apytikris.
Pavyzdziui, suminei paklaidai nustatyti laikomasi prielaidos, kad vieno pobiudzio paklaidos
nepriklauso nuo kito pobuidzio paklaidy. Ka tai lemia?

2.2.8. Paklaidy sumavimas

Tarkime, kad atsitiktiné matavimo paklaida atsirado dél keliy nepriklausomy priezas¢iy. Tada
visa paklaida, kuri yra atsitiktinis dydis,—
5)(?:&1"‘5)(?24‘...,

¢ia dx; — paklaidos, nulemtos keliu priezasciu.
Tada paklaidos & dispersija o’ bus:

k
ol =E(& )’ =E{(8, )" +(8, )" ++ (&, )’ +2Z§xi5x it (2.147)

i<j

Kai kiekvienos paklaidos ox; pasiskirstymas nulinés vertés atzvilgiu simetriskas, t. y. vienodo
dydzio, bet skirtingo Zenklo paklaida pasitaiko vienodai daznai, tai Sia savybe pasizymés ir sandaugos
ox;0x;. Todél ju vidurkiai bus lygiis nuliui. Tada:

E(8¢)” = E(8x,)7 + ()" + ..+ (v, ),

arba

o’ =6} +03+. .40} . (2.148)

Gavome nepriklausomy paklaidy kvadratinio sumavimo, arba dispersiju sumavimo, taisykle.
Jei kurios nors paklaidos dx; skirstinys néra simetrinis, tai taisyklé tik apytikré.

I§ ¢ia, kai yra tik dvi nepriklausomos sistemingosios paklaidos atsitiktinés dalies atsiradimo
priezastys, gauname:

_ (2, 2
o =40] +0; .

Arba norint gauti matavimo rezultato patikimuma o

Axgigs :ta\/ of +03 =J (&) +(Bwy)* (2.149)

Sia taisykle pritaike sistemingosioms ir atsitiktinéms paklaidoms sumuoti, gauname jau turéta
(2.105) iSraiska:

2 2
Axbendra = \/(Axatsil) + (Axsisl) .

Kitu atveju, kai prietaiso atsitiktiné¢ sistemingosios paklaidos dalis pasiskirsciusi pagal
normalinj désni, gauname:
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2
Axbendra :\/(Axmmz)z +[gj Zé(OO) s (2150)

éia AxatsiL = ta(n) ‘Oimt.

3. Netiesioginiy matavimy jvertinimas

Netiesioginiais matavimais ieSkomas dydis Y yra tiesiogiai matuojamyjy dydziy x;
Zinoma funkcija:

Y=f{(x}, x2-.., Xp). 3.1

1) Duomeny analizei taikomi ,,paprastujy” netiesioginiy matavimy metodai.
2) Tiriama kaip matuojant tiesiogiai.
Pirmasis atvejis taikomas, kai matuojant argumenty x; vertés iSlieka nepakitusios. Tada
kiekvieno argumento duomenys vertinami kaip ir matuojant tiesiogiai, o tada randamas rezultatas:

Y = f5. %000 %) - (3.2)

Antruoju atveju visos galimos gauty argumenty x; verciy kombinacijos {xy;..., X,,;} iraSomos
1 (3.1) iSraiSka ir gaunama Y;=f(x,;..., X,,;) ver¢iy visuma analizuojama kaip ir matuojant tiesiogiai.
Dazniau taikomas 1-as atvejis. Aptarsime ji paklaidy nustatymo pozitiriu nuosekliau.

Tarkim, netiesiogiai matuojamas dydis y yra nepriklausomuy dydziu x;, xj,..., Xy zinoma
funkcija

Y1, X2y X, (3.3)

¢ia x;, xy,..., xy — tiesiogiai matuojami dydziai, ir eksperimento metu uztikrinamas juy verciuy
tarpusavio nepriklausomumas. Kai paklaidos dx; nedidelés, tai taikant diferencialini skai¢iavima
galima uzrasyti:

N .
-3(Z] 34
% Jz](@‘k Oﬁxk, (3.4)
arba
E{(&y)z}:iE{[iJ 5xk} : (3.5)
k=1 Xk 0

Dviguby sandaugy nariai iSnyksta vidurkinant. Pvz., dvieju matuojamy x; dydziy atveju
y=f(x1,x2) paZymgjus

a= i ir g= )
ax 2
& =adk +bdxy .
Tada
()% =a?(5¢))% +b%(5y)* +2abS 5k, .
Vidurkinant

Eabsc,se,}=0 it EY6)? |=a’EYsx, )’ [+ b E S, )
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Pakeite ox; i patikimumo intervalus i§ (2.150) gauname:

(g )
Ay=\/2(ﬂx j (Axp)” . (3.6)
k=1 k 0

Visos Ax; paklaidos turi biiti jvertintos, su tomis pat¢iomis & vertémis. Cia (iJ turi bati
k7o

apskaiCiuojama taikant x; vertes. Kai tarp eksperimento metu iSmatuoty x; dydziy verciy atsiranda
rySys, uzdavinys pasunkéja, nes reikia jvertinti rySio stipruma — koreliacijas. Tada nariai — tipo
2abéi;6x; #0.

Kartais norima nustatyti eksperimento rezultato santyking paklaida y= =, Suprantama, ja
y

galima gauti aprasytuoju biidu, nustacius Ay. Taciau yra paprastesnis kelias santykinei paklaidai

apskaiciuoti. Jis grindziamas matematinio diferencijavimo taisykle, kad d(lny)= la’y.
y

Tada, kai y = f{x), x5,...,xp) yra tiesiogiai matuojamyjuy dydziy x; funkcija, gauname:

Iny=Inf(x;,x;5,...x5).
Taigi

Y dinf (xy, 5y, (3.7)
y

arba diferencialus pakeite paklaidomis, iSreiSkiame santyking paklaida:

A ﬁ:ﬂ/nfm " iiim B (3.8)
7_y__dfkk__y@‘kk

Kai f{x,,...,.xy) iSraiSka tokia, kad argumentai x; i ja ieina kaip daugikliai, papras¢iau i§
pradziy surasti santyking paklaida y, o tada jei reikia, — ir absoliuting

Ay=py. 3.9

Tuo atveju, kai funkcijos f{x;,...,.xy) argumentai x; matuoti tik po viena karta:

d

Ayﬁa

Axy +

e
p. ‘AXN. (3.10)

K

2, Axy +.. +
Siuo atveju Ax; yra ribinés paklaidos vertés, ir Ay, vadiname ribine paklaida, o santykiné

paklaida —

9|
O’}Ck

N
3

A, (3.11)
y =y

Paklaidos Ay, ir » daZnai taikomos prognozuojant eksperimenta.
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4. Skaiciy apvalinimo paklaidos

Apvalinimo paklaidos atsiranda nezinant, kaip skaiiavimo procese elgtis su apytikriais
skaiciais. Juy iSvengti padeda taisyklés, paremtos reik§miniy skaiciy sgvoka. ReikSminiais skaiCiais
vadinami visi skaitmenys, jeinantys i apytikrio skaiCiaus iSraiSka, iSskyrus nulius, kai jie skai¢iaus
pradzioje arba rodo jo diduma (eilg). Pvz., skaidiai 5,244; 2,094 10* ir 0,02703 — visi turi po keturis
reikiminius skaiGius. I3 tikryjy tre¢ia skai¢iy galima uzra$yti kitaip: 2,203'107 Tada suprantama,
kodél antrajame yra tik keturi reikSminiai skai¢iai. Skai¢iy lentelése pateikiami tik tikrieji skaiciai, t. y.
ju paklaida mazesné uz puseg paskutinio skaitmens eilés vertés. Pvz., Hg tankis lenteléje nurodytas p =
13,6-10° kg/m3, tai reiSkia, kad |Ap| < 0,05-10° kg/m3. Jei skaiciy uzrasytume 7= 3,14, tai Axr=
10,005, o uzrasius 7= 3,142, — Az= 10,0005 ir t. t.

Sumuojant apytikrius skaiius, kai jie po kablelio turi nevienoda skaitmeny skaiCiy, rezultate
reikia palikti tik tiek skaitmeny po kablelio, kiek ju yra maziausiai skaitmeny po kablelio turin¢iame
skaiCiuje. Pvz.:

22,4+3,54+0,2041=26,1441 ~26,1.

Ta pati taisyklé taikoma ir atimant.
Dauginant ir dalinant apytikrius skaiCius rezultate paliekama tiek skaitmeny, kiek ju buvo
maziausiai skaitmeny turin¢iame apytikriame skaiciuje. Pvz.:

163,2:0,35=57,12 = 57.

Traukiant bet kokio laipsnio Sakni i§ apytikrio skaiCiaus rezultate reikia palikti tiek skaitmeny,
kiek buvo posakniniame skaiciuje. Pvz.:

/34,5 ~ 3,26 .

Logaritmuojant apytikrio skaiCiaus mantis¢je palieckama tiek skaitmeny, kiek ju buvo
logaritmuojamame skaiciuje. Pvz.:

Ig 27,38=1,4375.

Kai gauname tarpinij skai¢iavimo rezultata, palickame vienu skaitmeniu daugiau nei nurodoma
aptartose taisyklése.

Uzrasant galutini skaiCiavimo rezultata paskutinis rezultato ir jo absoliutinés paklaidos
skaitmuo turi buti tos pacios eilés. Be to, paklaidoje paliekama dazniausiai vienas, bet visada — ne
daugiau kaip du skaitmenys. Pvz.:

h=(42,2540,14) mm, v=(32,540,4) m/s.

IS aptarty taisykliu paaiskéja, kodél apytikriy skaiCiu vertés lentelése bei fundamentiniy

fizikiniy dydziy vertés pateikiamos su $iuo metu nustatytu dideliu $iy dydziy skaitmeny skai¢iumi.
Pvz. 7 =3,141592654; skaiCius e =2,7182818; elementarusis kravis

+e=(1,60217733+0,00000049)-10"° C; Bolcmano konstanta k = (1,380622+0,000044)-10%

J/K.

Taigi vertinant netiesiogiai dydzius, kai jy funkcingje iSraiSkoje per tiesiogiai matuojamus yra
skai¢iai 7 e, elementarusis kriivis +e arba Bolcmano konstanta &, galima gauti jvercius atitinkamai su
10, 8, 9 ir 7 reikSminiais skaiciais.

5. Jungtiniai ir kompleksiniai matavimai

Abiem S$iais atvejais duomenims analizuoti taikomi panasiis metodai. IS esmés abiem atvejais
nustatoma funkciné priklausomybé y=f{x), kuri buvo nezinoma, tik kitaip pateikti (sugrupuoti)
matavimo duomenys. Kadangi funkcijos f{x) iSraiSka nezinoma, tai istatinéti i ja x; ir y; atuojant
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gautas vertes negalima. Vis tik yra apytikris ver¢iu ¥;,%,,...,¥; radimo budas pagal x; rinkinio ir y;
reikSmiy optimalumo jvertinimo kriterijus, nesusijes su tikimybiniu pradiniy duomeny modeliu, t. y.
su x; ir y; buidingais pasiskirstymais.

DazZniausiai stebimo reiSkinio, kuris kiekybiSkai apibiidinamas fizikiniu dydziu Y, kitimo
pobtdj lemia ne vienas, o daug veiksniu, kiekybiskai jvertinamy dydziais X, o, §...,t, kurie gali biiti
arba fiksuoti, arba tyrinétojo (vienas, keli ir net visi) keiCiami, kad kisty dydis Y. Pavyzdziui,
matuojant medziagos sluoksnio varza pagal Omo désni (/=U/R) keiiant jtampa U, kai matavimai
pakankamai tiksltis, R dar priklauso ir nuo aplinkos savybiy (dujy adsorbcija ir kiti pavirsiniai efektai,
jei matavimai ilgai trunka, gali turéti jtakos duomenims), ir nuo temperatiiros (kai temperatliros
pakankamai mazos, galimi ir superlaidumo reiskiniai).

Tokiy tyrimy pagrindinis tikslas — nustatyti rysius tarp kompleksu (x;, o, S,....t;)) ir y;.

Funkcinius rySius tarp kompleksu (x;, «;, f,....t;) ir y; padeda atskleisti regresinés analizés
metodai. Tokiu metodu nustatant analiting funkcijos iSraiska, kartais jos pobtidis nuspéjamas teoriskai
pagal fiziking eksperimento prasmg¢. Kai tai padaryti negalima, tenka ieSkoma priklausomybe
modeliuoti, laikantis matematinio modelio paprastumo principo, pavyzdziui, funkcinés
priklausomybés apytikrio aproksimavimo daugianariais metodo arba tikimybinio modeliavimo.

5.1. Geriausio atitikimo principas

Sakykime, i$skyréme viena fizikini dydi X i§ visy, turinCiy jtakos Y, ir tiriame jo rysj su Y. Iki
Siol taikydami statistinius modelius, kai tarp dydZziy rySiai yra Zinomi, jvertindavome tik tokius
svarbius parametrus kaip matematinis vidurkis ir dispersija (netiesioginiai matavimai). Dabar
aptarsime bendresnio uzdavinio sprendima. Tai biitina todél, kad tikimybiniai matematiniai modeliai
(pasiskirstymai) retokai pasitaiko grynuoju pavidalu, net ir matuojant tiesiogiai. DaZniausiai tenka
nagrinéti Zymiai sudétingesnes y; = f(x;) priklausomybes, kurios néra tiksliai Zinomos. Be to,
norime tai iSnagrinéti statistiskai, t. y. ieSkoma tokios funkcijos y=f{x), kuri geriausiai atitikty x; ir y;
sarysj, t. y. eksperimento rezultatus.

Kaip véliau pamatysime, §io uzdavinio sprendimas iSplaukia i§ bendruoju metodu geriausiai
tinkamos skirstinio tikimybés tankio funkcijos nustatymo, kai dydis X matuotas pasirinktuose
matavimo ,,taskuose*. Todél Sia problema aptarsime nuosekliau.

Tarkime, kad dydis X matuotas N matavimo ,taskuose”, — po viena karta kiekviename, ir
gauta x; duomeny rinkinys. Tie ,taskai” gali buti susij¢ su skirtingomis koordinatémis (matuojant,
pvz., aplinkos uzter§tuma) arba su skirtingais laiko momentais. Suprantama, kad kiekviename ,,taske”
gali buti gauta ir imtis duomeny i§ tam ,,taskui” biidingo duomenuy pasiskirstymo f(x;), kurio vidurkis —
%; ir dispersija— o7 . Be to, gali biti, kad keliy tasky %; ir o7 vienodi.

Tam tikru atveju, kai x; visy matavimo tasky vienodi, galime sakyti, kad matuotas pastovia

verte turintis dydis. Tada jei dispersijos o7 skiriasi, reidkia, kad matavimai tam tikruose , taskuose”

nevienodo tikslumo, t. y. nelygiaverciai, arba, statistikoje sakoma, kad juy svoriai ivairiuose taSkuose

skirtingi. Kai ir a,-2 visuose taskuose vienodi, —turime N lygiaverciy duomeny.

Bendruoju atveju nusakant ,.taskui” btidinga pasiskirstyma, gali biti ir daugiau parametry, o
ne tik vidurkis ir dispersija, kaip pvz., normaliniame skirstinyje. Juos visus, biidingus vienam taskui,
pazyméje A; galime uzrasyti ,.taskui” biidinga tikimybés tankio funkcija f{x; 4;). Tada tikimybé, kad
gauti matavimo duomenys x; po viena duomeni i§ kiekvieno tasko pateks i ,tiirio” elementa
dr=dx;dx;dx;...dxy, bus:

N
dP =1 s 2)dz, (5.1)
i=1
Cia dx; — paimti i§ matavimo duomeny x; aplinkos.

Tarkime, kad tokiu pat biidu sudaréme kita iSraiska dP’, i§ to paties tipo funkciju su kitais
parametrais A’ Tada santyki
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N
» gﬂxiﬂn
0= = (5.2)
l}f(xiﬂf’)

galima interpretuoti kaip rodiklj, kiek karty parametry rinkinys 4; yra labiau tikétinas nei A7
Funkcija

N
L= _lj[rf(xl-m (5.3)

vadinama atitikimo funkcija. Kad gautume tinkamiausia jos iSraiSka, turime ieskoti ekstremumuy, t. y.
reikalauti, kad dL/dA; = 0. Dazniausiai L i§ pradziy logaritmuojama, o paskui kiekvieno i$ p; parametry
leinanciy i /4; atzvilgiu diferencijuojama, ir gaunama p lygciy sistema, i$ kurios ir randami ,,geriausi”
parametrai p;, o tuo paciu ir A;.

Apskritai gauty lygciy sistemai spresti pagal sprendziamo uzdavinio pobudi (pvz., pagal tai, ar
visi A; tarpusavyje lygis, ar skirtingi) taikoma daug bidy, tarp ju — ir iteraciju metodas [2]. Siuo
atveju, kai yra vienas A parametras, pasirinkta funkcija skleidziama eilute

LY=L (A)+L () Sh+... (5.4)

ir palaipsniui jskaitoma vis daugiau Sios eilutés nariy. Kai /; skirtingi, tada skleidziama:
LOY=L(As, Ay 2y). (5.5)

Geriausio atitikimo metodu ne tik nustatomi ,,geriausi” parametrai J4;, bet ir eksperimento
duomeny pakankamumas spresti apie gauto skirstinio tinkamuma. Beje, visada stengiamasi funkcija
L(4) parinkti tokia, kurioje kuo maZzesnis parametry 4; skaicius.

Atsitiktinio dydzio X tikimybés tankio funkcija visais atvejais gaunama normuojant L(4)
yra f{x,A)=kL(4) . Cia k — normavimo daugiklis, uztikrinantis, kad apimantis visa x verdiuy sritj

X2
integralas J‘kL( A)=1.
X;
Labai daznai praktikoje pasitaiko, kad x;, x,,...,.xy duomenys savo vidurkiu x;,%,,...,Xy
atzvilgiu pasiskirste pagal Gausa:

1 _(xi_)ei) 56
S(x;)= \/EO',' exp 2012 . (5.6)

Siuo atveju atitikimo funkcija yra:

. —_ A. 2
L= H\/—O_exp{ (xlzo;l) } (5.7)

Kadangi parametrus o; ir x; parenkame, kad L geriausiai ,,apraSyty” eksperimenta, ieSkosime
jos ekstremumy pagal o; ir x;. Paprasciau jie randami i§ pradziy iSlogaritmavus L. Tai imanoma, nes
L ir [nL funkcijy ekstremumai sutampa. Taigi gauname:

l—lnL———Z(x +const (5.8)
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v

< dl .l ” S . . :
IS Cia 5 0 ir T 0 lygciy sprendiniai ir bus ,,geriausios” o; ir x; vertés.
i i

1. Pavyzdziui, kai turime x; duomeny rinkinj (imti), kuris priklauso duomeny aibei, aprasomai viena
Gauso pasiskirstymo funkcija, tai visy x; yra vienodi ir lygiis x, ir visi o; lyglis o, bet nenustatyti ir
reikia parinkti juy tinkamiausias vertes. Tada:

1 (x; — £)?
/= ——ZM— Nino + const . 5.9
23 o
IS ¢ia
N (y —3 N
L0t o arba x; = Ni.
% i1 o i=1
Taigi
N
t
c=1=L_ 5.10
£=50 (5.10)
Atitinkamai
a1 _N(x-3) N 0
do =] o’ o '
Arba

(5.11)

Taigi gavome duomeny imciai Gauso pasiskirstymo taikymuose numatytos ir miisy iki $iol dar
nejrodytos prielaidos patvirtinima, kad

(5.12)

zinomoje Gauso funkcijoje

1 - 2
f(x)=mae <. (5.13)

Nors ¢ia o gauta kiek mazesné, nes vardiklyje N, o ne N-/, kaip irodoma matematingje
statistikoje, bet apskritai rezultatas gana tikslus.
2. Konkretus pavyzdys, kai o; skirtingi, gali biiti grunto uzZterStumo matavimai parinktame taske
netoli ter$aly $altinio (elektrinés arba tam tikrame juros taske). Jei blity matuojama skirtingo tikslumo
aparatiira, tai o; buty skirtingi, ir vienu metu jvertindami matavimo duomenis (x; visais atvejais
vienodi) gautume:

a X

(xi—f)
TZO'

O

IS ¢ia:

52



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

(5.14)

Taigi galima vertinti, kad matavimai buvo atlikti su svoriais p; = —5 - Dispersija vertinama i§

o

sarysio

N -1
o?(%) :(Z—ZJ (5.15)

i=1 O J;

Jo teisingumu galima jsitikinti paémus visus o; vienodus. Tada i§ (5.15) gauname

2
c?(X)= % , t. y. buidinga sarysi tarp atsitiktinio dydzio ir jo imties dispersiju (2.97).

3. Kai x; skirtingi, be to gali skirtis ir o; vertés, tikimybés tankio funkcija aprasanti bendra skirstini
f(x,A)=kL(A) turés kelias smailes. Pvz., kai gaminiy pagaminty vienu jrenginiu parametro vidurkis x,,
o kitu x, bendra skirstinio funkcija f{x, 4) turés dvi smailes.

Geriausio atitikimo metodu gaunama parametry ivertinimo tikslumo riba nusako Kramerio-Rao
nelygybé. Ji nepriklauso nuo atsitiktinio dydzio X skirstinio ir uzraSoma per kvadrata vidutinés
kvadratinés paklaidos parametro f=#(x) vertinan¢io matuojama dydi X jo matematinio vidurkio &
atzvilgiu. Vidutinés kvadratinés paklaidos kvadrata uzrasius

Elt-0)?|=E(t-i)? +Eci-0), (5.16)
matome, kad pirmas sumos narys iSreiskia vidutini kvadratini nuokrypi parametro ¢ jo vidurkio E(?)
atzvilgiu, o antras poslinki (sisteming paklaida) tarp parametro ¢ ir 6, t. y. vertés, kurios jverciu ir yra ¢.
Taigi
Eft-0)?|=c2(0)+ 87 (0) . (5.17)
Kai imties tiiris n Kramerio-Rao nelygybé teigia [3], kad

2
E[(t—H)Z]Zy—@, (5.18)
n

taigi ¢ vertinimo tikslumas ne didesnis uz

n

T (5.19)
Cia
2]
- Haznf(x/;l;?ﬂ e -
— X X
) 00

Ivertis ¢ vadinamas efektyviu, jei jis tikrai pasiekia virSuting ¢ nelygybés riba (5.19).
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Geriausio atitikimo metodu gaunami jverciai turi dvi savybes nepriklausomai didelis ar mazas

imties turis #.
1. Jei egzistuoja pakankamas jvertis, tai geriausio atitikimo metodas ji ir duoda iSsemdamas visa
zinoma imties informacijg. Statistikoje naudojamas terminas pakankamas jvertis reiskia, kad
skirstinio parametry jvertinimo atzvilgiu panaudota visa imties informacija. Taip pvz., Gauso

skirstinj apiblidinantys du parametrai x ir o’ apsprendZiami sumomis in (2.89) ir ZAxf
(2.97) ir jokios papildomos informacijos apie juos neduoda kiti i§ imties sudaryti dydziai: pvz.,
Z'xi| arba fo . Todél in ir ZAxf vadinami pakankamonmis statistikomis, o ju pagrindu

gauti parametry iverciai — pakankamais jver¢iais.

2. Jei egzistuoja imties pagrindu efektyvus jvertis, tai ji ir duoda geriausio atitikimo metodas ir
tikslesnio jvercio gauti nejmanoma.
Taip pat dar yra dvi $iuo metodu gauty jverciy savybés teisingos tik asimtotiskai kai » didelis.
Taigi jos visiskai teisingos riboje, kai n—o0, 0 kai n didelis — apytikrés.

3. Geriausio atitikimo jvertis yra asimptotiskai efektyvus.
4. Geriausio atitikimo jvertis yra asimptotiSkai normalinis, su vidurkiu &ir dispersija

5 i i

o, = ~
o’l o’l
Pt oo
6=6
Cia [=InL — logaritminé atitikimo funkcija.

Pvz., normaliniam skirstiniui (0. ), kai o7 — Zinomas

(5.21)

2
l(w)=—%

ir i§ (5.21) gauname

1
:O’Z

ol
ou’
Taigi nustatg¢ / gauname ir skirstinio parametro oy jverti. Apskritai $io metodo yra ir neigiama
pusé, nes reikia pasirinkti skirstinio tipa, o tai kartais turi reikSme rezultatui.

5.2. Maziausiyjy kvadraty metodas

Tarkime, kad tyrinétojas, tirdamas pozymij X, kurio vertés fiksuotos (su nuline paklaida)
steb&jo ir kita pozymi Y ir nustaté, kad pakitus pozymio X vertei, pakinta ir ¥ verté. Be to, nustaté
kelias vienos x; vertés pozymio Y vertes: y;;, Vis,...,y1»- Ju vidurkis, tarkime, yra y; . Cia n — baigtinis,
bet gana didelis skaicius.

Pozymio X vertés x, atitinkamai gavo: y,;, ¥25,...,Y2, it ¥, . Tokiu biidu tgsdamas matavimus
nustaté funkcing priklausomybe tarp y; ir x; verciy, kurig noréty uzraSyti analitiSkai. Tada daromos
prielaidos:

1. Kadangi n pakankamai didelis, tai y;;, y;»....y1, vertés pagal normalinio pasiskirstymo
désnij pasiskirste apie y; verte, Vo, Vao,...,.V2s — apie p, vertg ir t. t., visais atvejais su ta
pacia g;=0 verte.

2. Pagal y; grafing priklausomybés nuo x; iSraiSka surandama apytikré ji atitinkanti analitiné
iSraiska E(y(x))=p= f(x).
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Dabar ,,uzraSoma” logaritming¢ atitikimo funkcija imant po vieng (eksperimento metu gauta) y;
verte kiekvienam x;:

I=InL = 2 3 Z(yl yl) + const , (5.22)
tada jos maksimumas nustatomas pagal iSraiSkos .S minimuma:

N
S=§(yi -2 (5.23)

Panagrinékime nuosekliau labai daznai pasitaikant atveji, kai p tiesiSkai priklauso nuo x:

y=a+bx.
r—
Y4 Z v
5}) A EN
{
= W L
-
\
Yy (x1) ]
ey |
—_~ i
= |
X |
> (
& |
- ]
]
~ I
a |
! |
| |
I
| |
H ! -

23 pav. Regresijos lygties sudarymas, kai priklausomybé y=f{x) tiesiné.

Uzrasytoji lygtis iSreiskia geometring vieta tasky, atitinkanéiy vidutines p; vertes, ir vadinama
regresijos lygtimi (23 pav.). Ja iras¢ i S iSraiSka ir ieSkodami ekstremumo, gauname:

N
S=2(—a—bx;)*, (5.24)
i=1
a8
-2 —-a-b 0
So= Z( yi—a—bx;)=
ir (5.25)
oS =—2Z(y, —a—bx; )x; = (5.26)
ob ry
Taip sudarome lygéiy sistema:
N N
Na+b) x; =D y; ir (5.27)
=1 i=l
N N N
ale- +b2xl~2 =le-yl~ . (5.28)
i=1 i=1 =1
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Jos sprendiniai yra:

2, o . .
> =T =

ir

a Nzxi%' _in 'zyi ‘ (5.30)
Nle? —(in)z

Taigi nustatéme regresijos lygti:

j=a+bx. (5.31)

1 pavyzdys.

Mechanikos laboratorijoje, nustatinédami pagrindinio sukamojo judéjimo désnio teisinguma
Oberbeko svytuokle, kei¢iame svarelius, o kartu — ir sukamaji momenta M;, ir dél to keiciasi kampinis
pagreitis. Pavaizdave eksperimento duomenis grafiSkai M=f{g), gauname apytikriai tiesing
priklausomybe (Zr. 24 pav.), t. y. —

M:M()“"Ig .

. o o . M- M . .
Taigi M, ivertina trinties jégy sukamaji momenta, o / = —— 0 _ besisukancios sistemos
£
inercijos momenta pagal eksperimento duomenis ir yra lygus fgc.

M(N/m)

4

M,

—

e(1/s)

24 pav. Regresijos lygties sudarymas pagrindinei sukamojo judéjimo lyg¢iai tikrinti Oberbeko $vytuokle.
Pastaba: Siuo atveju vieno ¢ sklaida M; lemia svareliy ir jégos peties (radiuso) matavimo paklaidos.
2 pavyzdys.

Medziagy laidumas elektros srovei apibtidinamas dydziu o = % Cia p — medziagos savitoji
varza. Puslaidininkiy laidumo priklausomybé nuo temperatiiros iSreiskiama lygtimi:

AE

o=0pe M, (5.32)

kur AE - draustinés juostos plotis. Tada:
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AE
no=hoy———,
2kT

arba

y=a-bx.

éia y=Ino, a=Inoy, b:;—‘f, xz% (25 pav.).

v

a

x (1/K)
25 pav. Regresijos lygties sudarymas tiriant puslaidininkio laidumo priklausomybg nuo temperatiiros

Kadangi b :g =tga , tai reiskia, kad apskaiCiuojant b galima imti ir bet kuri panasy i
X
pirmaji trikampi, pavyzdziui, paveiksle uzbriik§niuota.
Taigi i anks¢iau uzradyty formuliy (121) ir (122) apskai¢iave & ir 5 gauname:

Inoy=da, arba a():ea ir AE =2kb .

Suprantama, o prasmé — tik riba, prie kurios artéty laidumas, kai 7— oo, ir likty teisingas
o(T) désningumas (5.32).
Belieka jvertinti eksperimento metu nustatyty koeficienty @ ir 5 paklaidas.

5.3. Imties ir lickamoji dispersija

Pazymésime, kad koeficienty @ ir b vertés yra atsitiktings, nes nustatytos matuojant gauty
atsitiktiniy dydziy rinkinio funkcinés priklausomybés optimizavimo pagrindu. I§ ¢ia iSeina iSvada,
kad ju nustatymo kokybe galima jvertinti vidutine kvadratine paklaida arba jos kvadratu — atrankos
dispersija. Kaip ja gauti ir jvertinti?
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26 pav. Regresijos lygties tinkamumo eksperimento duomenims analizuoti ivertinimas pagal lickamasias
paklaidas &;

Tiriant paklaidas & =y, —(@+bx;) (Zr. 26 pav.), galima apskaiiuoti liekamaja atrankos

dispersija:
2 &
Syliek. = %“ Nl—2 : (5.33)
Kadangi b = tga = o(Y)/ o(X) (6.29), tai
S2,
2 2 liek.
S5 =Siga = y52 , (5.34)
nes
S 2
X;—X 2 2
P2 o2 0 A 0 35 ) 1) N
** N N N ) N? '

yra fiksuotas dydis ir iSreiSkia x; duomeny sklaida x atzvilgiu.

Pastaba: ApskaiCiuojant S vardiklyje N-2 yra todél, kad skaiCiuojant Sy2 imties vidurkio

)2/liek. ’
atzvilgiu, jei y bty pastovus, vardiklyje biitu N-1, bet mes skai¢iavome ne pagal viena y verte ir todél
panaudojome papildoma sarysi tarp y-ku, y=a+bx.

I$ (119) israiskos

1 b
4 72” _szl. (5.36)

iskai¢ius, kad >_y; dispersija yra maza, nes O'Z=%, pirmojo nario jtaka dydziui S? galima laikyti
N

nuline, nes vardiklyje dar yra ir N.
|t

N =t
minétos priezasties. Arba

Tada |s4| = nes 5(Zx,-)~% narj taip pat galima atmesti kaip nezymy dél ka tik

Sp
S =7 2% (5.37)
Taigi
AG=t,(N-2)-8, ir Ab=t,(N-2)-S,.

Regresinés analizés biidu gautos @ ir b reikdmés ir yra eksperimento rezultatas.

Daugelyje uzdaviniy svarbios i§vados apie parametrus a ir b kiekviena atskirai, kaip mes ir
daréme, t. y. @ ir b jveriai ir jy paklaidos A& ir Ab . Tadiau galimas ir kitoks vertinimo biidas,
taikant dvimati parametra (a, b). Tada maziausiy kvadraty metodu arba geriausio atitikimo sprendiniu,
nustatomas dvimatis tagkinis jvertis (@ ,5 ) ir tikimybiskai nustatomas paklaidy intervalas, dvimag¢iam
dydziui (a, b). Tuo tikslu taikoma logaritminé geriausio atitikimo funkcija / (5.8) apskritai aprasanti
logaritmini atitikimo pavirSiy. Pasikliaujama sritis §iuo atveju nustatoma [/ verte, atzvilgiu
maksimumo. Pavyzdziui [3], kai X ir Y du nepriklausomi normaliniai dydziai, kuriy matematiniai
vidurkiai atitinkamai x ir y, o dispersijos lygios vienetui:
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(x=%) (y-3)
f(xy)=—e ? ?
2r

Taigi

1 . 1 R . B
l(x,y)=—5(x—x)2—3(y—y)z=0, kai x=% y=3.

Antra vertus (x—x)° +(y—-7)° ~ x5 elementus, taigi dydis —2/(xy) $iuo atveju aprasomas
skirstiniu ;. Be to [,,=0, o kitoms reiksméms pasikliautinasis lygmuo nustatomas pagal y;
skirstinj.

P(y; <-21).

Pateikiame kelias svarbias P ir [ vertes:

I | o |-05] -1 |-15] 2 ]-25]|-3] - |
P(%) | 0 |394]632|77,7]865]|91,8] 95 | 100 |

I§ 23 pav. iSplaukia, kad jei maZiausiy kvadraty metodu nustadius regresijos lygti »=a +bx

buvo gauta pvz., =1, o b =2, tai pasikliaujama intervala dvimadiam dydziui (a, b) reikéty nurodyti
tarp /(a, b)=-1ir l(a, b)=-3 t. y. tarp (63,2 ir 95)%.

27 pav. I(a,b/7) kontiirai

Tiek démesio tiesinei y=f{x) priklausomybei skyréme todél, kad tai gana daznai sutinkamas ir
skaiiavimo poziliriu paprastas atvejis. Todél neretai — ir sudétingesnés priklausomybés pakeiciant
kintamuosius uZra§omos tiesinémis iSraiSkomis.

Pvz., funkcija y=ae’™ pakeitus kintamaji 5 =Iny uZrafoma J=Ina+fx; funkcija

s .
y=(a+ ,Bx)_1 pakeitus kintamaji 7= 1 uzraSoma y=a+ fx; funkcija y=aer pakeitus
y

. . | Vo - .
kintamuosius ¥ =— ir ¥ =Iny iSreiSkiama y =Ilna+ £ irt.t.
X

Apibendrinant regresinés lygties nustatymo btida, tam tikrais atvejais galima labai ivairi ne tik
tiesiné y=f(x) priklausomybé¢. Kaip minéjome, kartais jos orientacing iSraiska lemia teoriniai motyvai,
o kartais ji visai nezinoma, ir tada taikoma parinkta pagal eksperimento duomeny (imties) iSsidéstyma.
Daznai parenkama daugianaré y=f(x) iSraiSka, nes matematiniu poziliriu paprastesni skai¢iavimai
sprendziant maziausiyjy kvadraty metodo lygtis.

Kadangi yra vidurkius nusakanc¢ios funkcijos y= f(x) pasirinkimo laisvé, kyla klausimas,

kuri i§ parinkty f{x), f*(x) ar dar kita yra tinkamesné eksperimento duomenims analizuoti?
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Kad atsakytume i §{ klausima, prisiminkime y ? kriterijaus taikymus, nustatant pasiskirstymo
tinkamuma tiesioginiy matavimy atveju. Aptaréme, kad parinkimo tinkamumo rodiklis yra dydzio

A 2
u:i(ni -n;)
i=1 n

vidurkis, lygus u =r—1-1u, kai tarp imties dydziy yra ¢ papildomy sarysiu.
Apibendrinus §j rezultata pagal maziausiyjy kvadraty metoda, galima tikétis, kad funkcija
»y = f(x) parinkta tuo geriau, kuo mazesnis

N(y.—.)?
SR )t vy (5.38)
i=1 i

Pvz., tarkime, regresijos lygéiai surasti ty pac¢iy duomeny bazéje taikéme funkcijas f;(x)=ax+b
. : . - (i = f1(x)) = o))
bei fofx)=ax’+bx+c ir gavome Y ~t—=LZ =0 214 qr Y L2220 =(02]. Tada daroma
i=] .f](xi) i=1 f‘Z(xi)
iSvada, kad f5(x) geriau atitinka eksperimento duomeny imtj.
Galima f;(x) tinkamumag jvertinti ir tiksliau. Atsizvelgiant i tai, kad laisvés laipsniy skaicius

Siuo atveju v=§8-2=6 ir ;(3’95 (6) =12,592, taigi daug didesnis uz atsitikting miisy gautg reikSmg z =~

0,021, galima teigti, kad f>(x) pakankamai gerai parinkta.
Apibendrinant maziausiyjy kvadraty metodu gautojo rezultato patikimuma, kai priklausomybé

y=f(x) tiesin¢, remiamasi koeficienty @ ir 5 paklaidomis, o apskritai vertinant proceso korektiskuma
— parametru ;(3

6. Koreliaciné analizé
6.1. Dviejy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymas
Sakykime, kad turime du atsitiktinius dydzius X ir Y ir norime nustatyti tikimybiy

pasiskirstymo funkcija, t. y. tikimybes, kad vienu metu buty X<x ir Y<y. Kaip ir esant vienam
atsitiktiniam dydziui, tarkime, kad egzistuoja funkcija

Flx,)=P(X<x, Y<y). .1
Tada i§ jos gauta funkcija
o) =§-§F<x,y) (62)

vadinsime dvimacio atsitiktinio dydzio (X, Y) tikimybés tankio funkcija. PraktiSkai dominanciais
atvejais funkcija F(x,y) visada egzistuoja, ir kai ji diferencijuojama, galima taikyti funkcija f{x,y).
Analogiskai, kaip ir esant vienam atsitiktiniam dydZziui, gauname:

bd
Pla<x<bec<y<d)=|[f(x,y)dxdy. (6.3)

ac
IS ¢ia iSplaukia, kad integruojant (6.3) visai y kitimo sriciai,

b| o« b
Pla<x<b~w<y<w)= J[ .[f(x,y)dy]dx = J.g(x)dx . (6.4)

al—x a
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g(x) = [ f(x,y)dy (6.5)

ir vadinama atsitiktinio dydzio X tikimybés tankio funkcija arba besalyginiu (marginaliniu) dydzio X
pasiskirstymu. Marginaliniais pasiskirstymais laikomi dvimacio atsitiktinio dydzio (X, Y) komponenciy
X ir Y pasiskirstymai.

Atitinkamai Y marginalinis pasiskirstymas yra:

h(y)= [ f(x,p)dx . (6.6)

Kai atsitiktiniai dydziai X ir Y nepriklausomi, tikimybé x vertei patekti | intervala [x, x+dx]
bus dP,=dG(x)=g(x)dx, o y vertei patekti | intervala [y, y+dy] — dP,=dH(y)=h(y)dy. Tikimybé dydZiui
X 1gyti vertg intervale [x, x+dx], o dydziui Y jgyti verte intervale [y, y+dy] bus dP.,=dP, dP,. Si
tikimybé per dvimacio dydzio (X, Y) tikimybés tankio funkcija iSreiskiama dP, ,=dF(x,y)=f(x,y)dxdy. 13
Siy dviejuy dP,, iSraiSky gauname:

S (x,y)=g(x)h(y). (6.7)

Dvimaciui atsitiktiniam dydziui (X,Y) visada galima jtraukti salyginj tikimybés tanki, t. y.
tikimybés tanki dydziui Y, kai X fiksuotas:

fMﬂ=ﬂiﬂ, (6.8)
g(x)

ir
fGy)=F0l0gM) . (6.9)
Salyginio tikimybés tankio taikymus ir prasme galima vaizdziai matyti nubrézus eksperimentu

matuojamy dydziy X ir Y galimy verciy 4 ir B (28 pav.) sritis. Kai ver¢iy spektras tolydinis, jas
apibudins sritys, kuriose tikimybés tankio funkcijos g(x) ir i(y) nelygios nuliui.

A

28 pav.

Tarkime mus domina tikimybé¢, kad eksperimentu iSmatavus, pvz., bandinio (méginio) du
parametrus, ju vertés x ir y pateks i tam tikra bendra (AB) sritj. Cia galimi du atvejai:
1) matuojami dydziai visiSkai nesusij¢ (nepriklausomi), taigi bandinio savybés nepriklauso nuo x ir y
verciy;
2) dydziai X ir Y tarpusavyje priklausomi (nors analizi$kai $i priklausomybé neiSreiksta) ir, kai ju
vertés x ir y patenka i (AB) sriti, bandinys (méginys) turi budinga savybe.
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Abiem atvejais tikimybg x ir y vertéms patekti i intervalus [x, x+xd], [y, y+dy] (AB) srities tasko
(x,») aplinkoje galima uzrasyti dP.,=f(x,y)dxdy. 1§ ¢ia iSplaukia, kad tikimybé pagaminti bandinj su
budinga savybe bus P, = ” f(x,y)dxdy . Tikimybe dP;, galima iSreiksti ir per dviejy tikimybiy

(4B)
sandauga: tikimybés vertei x patekti | intervala [x, x+dx] — g(x)dx ir vertei y patekti | intervala [y,
y+dy], kai x yra intervale [x, x+dx] — dP.,=f(y/x)dyg(x)dx. Palyging abi dP,, iSraiSkas gauname sarysj
(6.9).
Tada i§ (6.6) ir (6.9)

h(y)= jf(x,y)dx= jf(y|x)g(x)dx. (6.10)

Kai X ir Y yranepriklausomi dydziai, i$ (6.7) ir (6.8) iSplaukia

f(xy) _

h(y). 6.11
2(x) (y) (6.11)

Sy =

To ir buvo galima tikétis, nes nepriklausomy dydziy bet kokia vieno dydzio verté neturi jokios
itakos kito dydzio vertei.
Bet kokios atsitiktiniy dydziy X ir Y funkcijos H(X,Y) matematinis vidurkis

E(H(X.Y))= [ [ Hex)f(xy)dsay (6.12)
ir dispersija o
o (H(X,Y))= E((H(X, Y)-E(H(X,Y)) ) (6.13)

Apibiidinti dvimacio atsitiktinio dydzio (X Y) tikimybés tankio funkcija, panaSiai kaip ir
vienmacio (2.21), naudojami momentai. Tai yra specialios funkcijos

H(X,Y)=(X-a) (Y -b)" (6.14)
matematiniai vidurkiai surandami pagal (6.12)
&, =E(X -a)' (¥ -b)"). (6.15)

Cia >0, m>0 ir oy, vadinamas Im-tuoju momentu tasko a, b atzvilgiu. I§ esmés svarbiausi yra mazy /
ir m ver¢iuy momentai nulio atzvilgiu, t. y. funkcijos # = X'Y" momentai A, ir momentai tasko (%, )

atzvilgiu — g4,

Ao =X, Ao1 = Vs Moo = 2o =15 g9 = Hy; =0;
= E(X = %) (Y = )= covX,Y); fog = (X);
tyy =02 (Y). (6.16)

Dabar nuosekliau nagrinésime atveji, kai
H(X,Y)=aX+bY, (6.17)

nes tai yra paprasciausia bendruoju atveju uzrasyta funkcija, turinti svarbiausius momentus (6.16).
IS (6.12) ir (6.13) gauname:

E(@X +bY)=ax+by, (6.18)

62



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

az(aXerY): E[((aX+bY)—E(aX+bY))2j =

E((a(X— ;2)+b(Y—j/))2) - (6.19)

= Ela? (X =%)7 +b7(Y=5)% + 2ab( X =2 )(Y=3))
arba atsizvelgus, kad
2 (x) = E((x-%?) it o2(v)=E((Y-3)7), (6.20)

o’ (@X +bY)=a’c (X)+b*c? (Y)+2abcov(X,Y) . (6.21)
Taigi

con(X,Y)=E(X -3)(Y-3))=
ST . (6.22)
=J.JM—XNy<WfMJWh@-

—00 —00

Dydziai %,7,0°(X ),c°(Y) artimi analogiskiems, kai atsitiktinis dydis yra vienas. Tuo tarpu
¢ia labai svarbi cov(X,Y) ir jos vieno atsitiktinio dydzio atveju nebuvo.

I§ kovariacijos apibrézimo matyti, kad ji teigiama, kai ,iskritus” X>% (X <X) labiau
tikétina ,,iskristi” dydziui ¥ >3 (Y <), ir neigiama prieSingu atveju. Kai Y vertés visai neturi
itakos X vertéms, kovariacija tampa lygi nuliui. Tai pavaizduota 29 pav.

Paprastai vietoje kovariacijy daugeliu atvejy patogiau taikyti koreliacijos koeficienta:

cov(X,Y)

X, V)= .
PN = o)

(6.23)

Kavariacija ir koreliacijos koeficientas apytikriai jvertina X ir Y tarpusavio rysi.

y J Y

i

\:\
——

>

v
v
L 2

29 pav. Kavariacija tarp atsitiktiniy dydziy X ir ¥: a) cov(X,Y)>0,
b) cov(X,Y) =0, c) cov(X,Y)<0
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Kad jvertintume galimas p(X, Y) vertes, uzraSome dispersija dydzio H=U+V, kuris yra atskiras
atvejis funkcijos (6.17), kai a=b=1, uzradytos standartiniais normaliniais dydziais. Cia ;- X —% gr

o(X)
_Y-y =1. Tada
a(Y)
o (U+V)=c(U )+’ (V)+2p(U,V )o(U )o(V ),
arba
cZ(U+V)=2(1+p(U,V)), (6.24)
ir atitinkamai
o (U=V)=2(1-p(U,V)). (6.25)
Kadangi bet kokio atsitiktinio dydzio, taigi ir dydziy (U+V) bei (U-V), o0, tai
-1< p(U,V)<1. (6.26)

Tokios pacios ribos yra ir koreliacijos koeficiento p(XY). IS p(X,Y) apibrézimo (6.23) iskaite,
kad o(U)=0o(V)=1 ir u =v =0, gauname:

o

o) - XY [fo)m’yq ). 627)

X O'y x O'y
Panagrinésime ribinius atvejus p = #/.

1) Kai p(U,V)=1, 1§ (6.25) gauname o’ (U-V)=0. Taigi U-V=const, arba

XxY—

- ———= = const . (6.28)
S o(X) oY)
Si lygybeé galioja, kai y = ol¥) x + const', arba
a(X)
Y=a+bX, (6.29)

¢ia a — bet kokia konstanta, o b — bet koks teigiamas skaicius, priklausantis nuo oY) bei o(X) ir lygus
ju santykiui.

tiesiné funkcme prlklausomybe su konkreciam eksperlmentul budinga b verte.
Kai X'ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai,

cov(X,¥)= [ [(x=R)(y-P)gx)h(y)drdy =

—00 —00

= { [ G- f)g(x)dx]( [- ﬁ)h(y)dyJ =0. (6.30)

—00 —00

Suprantama, to ir buvo galima tikétis.
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6.2. Daugiau kaip dviejy atsitiktiniy dydZiy skirstinys (matematiniai apibréZimai)

Siuo atveju pasiskirstymui aprayti taikomas metodas panasus i dvieju atsitiktiniy dydZiy
apraSyma. Atitinkamai vietoje (6.1) n atsitiktiniy dydziy X,;, X,,...,X, tikimybiy pasiskirstymo
funkcija uzraSoma:

F(x;,x5,.,x,)=P(X; <x;,X,<x5,..X,<Xx,). (6.31)
Kai funkcija F turi dalines i§vestines, bendra tikimybiy tankio funkcija yra

al’l
S, x5,00%, ) = ————F(x},X5,...,X%, ) . (6.32)

0x,0x5,...,0x,

Atitinkamai marginalinis — vieno atsitiktinio dydzio X, tikimybés tankis uzraSomas:

0

g, (X, )= IJ If(xl,xz,...,xn Jdxdx,..dx,_;dx,,;..dx,, (633)

—0—00  —®

o funkcijos H(X}, X;,...,X,) matematinis vidurkis lygus

E(HX,, Xy, X)) = j J' J.H(XI,XZ,.A.,XW)dx,dxz..ldxn, (6.34)

—00 —00 —00

IS Cia vienam atsitiktiniam dydziui X,, t. y. funkcijai H=X,,

EX,)= T T Tx,f(xj,xz ..... X, )dxdx,..dx, = Tx,,g,,(x,)dx,, . (6.35)

Atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi, kai
SO X0, ) = 81061 )82(%5 )-8, (%, ) (6.36)

Bendras marginalinis bet kuriy / atsitiktiniy dydziy pasiskirstymas gaunamas integruojant
(6.33) pagal likusius #n-/ kintamuosius

gx;, X5, X)) = I J If(xl,xz ..... X, )dx;,;...dx, . (6.37)
Kai Sie / dydziai nepriklausomi,
8(xp X5, X)) = 81(X1)82(X5)--81(X;) - (6.38)

Momentai /;,...,1, eilés nulio atzvilgiu yra funkcijos

H= x? xéz ...xi” . (6.39)
matematiniai vidurkiai
A =E(X] XY X)) (6.40)

Pvz.:
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2100...0 = E(XI) = ')21’]’0104..0 = E(XZ) = ')22’2’0004..1 = E(Xn) = ')2)1 . (641)

Momentai (x,,%,,...,.x, ) atzvilgiu yra

Moy, = EQX -3)" (X -3,)" (X, = 5,)"). (6:42)
Taigi X; dispersijos atitinkamai lygios:

Moo =E(X,-%,) )=0°(X,),
fuozo‘.,o:E((Xz‘)ez)z)ZO'Z(Xz)y (6.43)

Hopo.2 = E((X, '32”)2)20'2()(”)

Kai /; =1, =1ir [, =0, jei k#i# j, gaunamos koreliacijos tarp X; ir X;:
cov(X;, X ;)= E(X;-% )X, -%,))=C. (6.44)

6.3. Koreliacijy vaidmuo sudarant regresijos lygtj

Kyla klausimas, kaip jvertinti koreliacijos dydi neribiniais atvejais pagal imties duomenis.
Sakykime, kad su X dydzio x; verte Y dydzio y; verté pasitaiké m;; karty, y, — m;; karty ir t. t., verté y,
— my, karty. Atitinkamai su x, verté y, pasitaiké m,, karty ir t. t., y, — my, karty ir taip visoms x;
vertéms. Kartu dydzio X verté x; pasitaiké u; karty, x, —u, kartyir t. t., x; — u; karty.

Siuos duomenis pavaizduosime grafiskai (30 pav.). Punktyrine linija i$skirtas plotas rodo
eksperimento metu tiriamy X ir ¥ verCiy sritj ir nebiitinai kiekvieno x; bus gautos visos eksperimento
metu pasitaikiusios y; vertés.

Pazyméjus vienam x; priklausanc¢iy y; vidurki y; i§ brézinyje pateikty duomeny matyti, kad
¥; priklausomybé nuo x; turi tiesés pozymi.

y 1
o yircik§miy
y My, My - - M ™ < dazniai
N foerennees - .......... seeenarenees T .. ................ < ';“:"Vn
: > T
' : i : - Vi
’ : / :// :
A i l:
7 e -7 TV /
v -7 : /
: s 7 <
) § : //H X“ : 7
L2 I S S R T L P Lo, vy
/ ;mli;‘nz}/ b Mg 7 :
N Lo :
Y2 oegeeee POpe //,m .................................... e V)
¥ +/m|z R LtyS) . ~ My 5
Vi ,.‘,’. ........... Reererier e, /’/ .......... e -i\’|
~ m\,] nB]’ — § Mg :
Xy X2 L. Xk X
% reiksmiya, o u,k. .................... N
daZRHa]

30 pav. Apytikrio koreliacinio rySio nustatymas grafiSkai pavaizdavus eksperimento duomenis y;;, kai x; vertés
ivairios
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Suprantama, kad tokio rySkaus pozymio kartais gali nebiiti arba jis gali buti visai kito tipo.
Visgi aisku, kad Y ir X funkcinei priklausomybei nustatyti tyrima reikia pradéti apskai¢iuojant ; :
~ 1

n - ] n - ] n
ViI=—2m;y;, Yy =——2MYi, Vg =—— LMY - (6.45)
Uy j=1 Up j=1 Uk i=1]

Eksperimento metu gautam rezultatui pavaizduoti patogu remtis koreliacine lentele:

y X yi reikSmiy daZniai
X1 X2 X3 Xk

Y1 my; my, ms, My Vi
Y2 mjp my) ms; o myo \&)
Y3 mis3 my3 ms3 o my;3 V3
YH my, myp, ms, ses Mgy Vn
Xi

reik§miy u; u us3 u N

daZniai

Pagal lentele patogu apskaiciuoti ir ¥;. IS jos surandame ir viduting Y reikSme:
_ 1
Y=y Gt yavat4y,v,) (6.46)
(brézinyje ji pavaizduota horizontalia punktyrine linija). Dydis
—_i[~_—2 ~ =2 ~_—2] 4
D(y) =2 (Vi=y)u + (V2 =y )ty et (e =y )ty (6.47)

vadinamas tarpgrupine Y dispersija, o dydis

1
D) = |01 =57 vy + 02 =57 v+ =T (6.48)
bendraja Y dispersija. Dydis
dyy = % (6.49)

vadinamas koreliaciniu santykiu ir yra Y tiesinés koreliacinés priklausomybés nuo X nagriné¢jamoje
imtyje matas. Jis visada turi vertes
0<d, <I.

Kai d,,=0, koreliacinés Y priklausomybés nuo X néra. Kai d,,=1, egzistuoja funkciné
priklausomybé Y=f(X). Kuo d,, yra ar¢iau 1, tuo koreliaciné ¥ priklausomybé nuo X stipresné. Kai ji
didelé, galima sudaryti regresijos lygti. Dydis d,, ivertina koreliacing priklausomybg nepriklausomai
nuo to, ar ji tiesiné ar kreiviné.

Analizuojant eksperimento duomenis labai svarbus atvejis, kai visy x; ver¢iy dazniai u;
vienodi. Tai atitikty eksperimenta, kai kiekvienai dydzio X vertei x; dydis ¥ matuojamas po tiek pat
karty.

Siuo atveju i§ x; ir atitinkamy ¥; duomeny sudarius lentele,

Xy X2 X3 .o X

Xi
ﬁ .)71 jiz i3 b yk
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kai d,, néra mazas, sudaroma tiesinés regresijos lygtis ¥ =a+bx (30 pav.). Jos parametrus a ir b
apskai¢iuojame maziausiyjuy kvadraty metodu pagal (5.27) ir (5.28) lygc€iy sistema ir uzraSome Siam
atvejui lygtis:

k k
b2 x; +ha=2.5,
i=1 i=l1

Lo . (6.50)
b X7 +ad,x; =2 x5
i=1 i=1 i=1
Kaip iSplaukia i$ (5.21) ir (5.22), jos sprendiniai yra:
koK ko k
in )71'—2)%'2%')7:'
~ _i=l =] =1 _i=1
a=—— , (6.51)
Klx) =(2x)’
i=1 i=1
k ko k
kx5 -2 x5 25,
~_ =l =1 _i=1
b=—-F—"— (6.52)
Klx) =(2x)
i=1 i=1

Suprantama, kad pagal Sios lentelés eksperimento duomenis galima apskaiciuoti ir viso
eksperimento (imties), susidedancio i§ N matavimy, covy(X,Y)=(X-X)(Y-7), o tada — ir
COVers(X,Y)

BXY)=—eks' 277 Cja ¥ ir § gauti vidurkinantx; ir ¥ vertes.
Geks(X)O-eks(Y) l
Pagal apibrézima:
(<
covy (XY )=+ ;(xi—x)(yi—y) -
1<
:; Z(xzyl xi;_yzx-i—ﬁ) =
i=1
I I
= D IR = ) x5 =
i=1 i=1
k k k k k
k in ZNi kzxi;i_zxizy’i (6.53)
:izx_; _=l =l _ =l i=l =l
ke ok k K’
Kadangi
k (x; —%)* xZ 2D %%
O-e?ks(X):Z( : k ) :zkl - zkl +)72=
i=1

k k
2 2
inz_wz_inz _[iny_kl;xi _(;xi) 6542

P k k

ir atitinkamai
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k k
kZ)N}tz _(Z)N}t)z
O-ezks(Y) =— kz l 5 (6.54)b
i$ ¢ia koreliacijos koeficientas
- cov,, (X,Y
pxy)=— Dl XT)
Ueks(X)Ueks(Y)
k k k
k) xyi— Z%ZJN’I
_ i=1 = i=l
p P P P : (6.55)
[kaf —(Zx,»f}[kZNf —(Zw}
i=1 i=1 i=1 i=1
Palyging koeficienta 5 ir 5(X,Y) gauname:
5 _ coves (X, 1) _ CoVps (X, 1) ) T es (V) _ ﬁ(X ). Oeks (V) (6.56)
O-ezks (X) Oeks (Y)O(X) 0 (X) ’ Tk (X) '

Kaip jau zinome, p (X,Y) = #I atitinka tiesing priklausomybe, o 5 (X,Y)=0, kai tarp kintamyju
rySio néra. Taciau tai — tik teorinis teiginys, nes dél matavimo paklaidy visada p = 0. Todél reikia
patikrinti, ar p ra didesnis uz gaunama vertg dél atsitiktiniy matavimo klaidy, kai i§ tikryju
koreliacijos néra.

Bendruoju atveju, kai x; dazniai u; skirtingi, visos lygtys iSlaiko nagrinétam konkreCiam
atvejui buidingas i$raiSky formas, taciau pasikeicia lygciu parametrai:

i=1 i=1
k k n
Z)N/ixi :Z xi(zmz_’jyj) , (6.57)
i=1 i=1 j=1
k n
5= )
i=1 j=1
k n
25 =D
i=1 j=1

ir, be to, formulése daugiklis £, reiSkes grupiy skaiciy, dabar virs daugikliu V.

Imties tiesinés koreliacijos koeficienta p(X,Y) galima priskirti visai generalinei aibei tik
pries tai jsitikinus, ar imties pagrindu nustatytasis koeficientas p(X,Y) biidingas visai generalinei
aibei. Tuo tikslu naudojamas atsitiktinis dydis

. BX.Y)WN=2

eks s
VI-B2(X,Y)

(6.58)
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kuris yra ¢ parametro Stjidento skirstinyje analogas. Kadangi Stjudento skirstinys apraso ¢ verciy,
gauty tarpusavyje nepriklausomy imties veréiy pagrindu, skirstinj, galima tikétis, kad T, skirstinio
dispersija bus didesné negu t skirstinio, nes esant koreliacijai tarp X ir ¥, p(X, ¥Y) turéty labiau
priklausyti nuo eksperimento duomeny (imties ver¢iy) negu ¢ verte.

Todél Stjudento skirstinio lenteléje esancia kriting vertg 7,(N-2) lyginame su T, parink¢ maza
reikSmingumo lygmeni (pvz., a=0,01).

Jei |Teks < to(N-2), koreliacijos néra, kai |Teks|> to(N-2) — koreliacija reikSminga. Pvz.,
t0.01(528)=2,58. Jei Tu=50,12>2,58, tai p(X,Y) yra reikSmingas apibendrinimas visai generalinei
aibei.

Kaip zinome, tiesinés koreliacijos koeficientas p(X,Y) yra Y tiesinio priklausomumo nuo X
matas. Paprastai priklausomumo skalé sudaroma taip:

1) kai 0< ’ o(XY) | <0,2 — tiesinio priklausomumo tarp X ir ¥ néra;

2) kai 0,2< | (X Y) | <0,4 — tarp X ir Y tiesinis priklausomumas silpnas;

3) kai 0,4< | pXY) | <(0,7 —tarp X ir Y yra esminis tiesinis priklausomumas;
4) kai | pX,¥)|>0,7 — tarp X ir Y — stiprus tiesinis priklausomumas.

6.4. Keliy atsitiktiniy dydziy vektorinis uZrasas. Kovariaciné matrica

Visuma atsitiktiniy dydziy X;, X5, ..., X, pagal savo savybes (6.40—6.44) panasis i vektoriaus n-
matéje erdvéje dedamasias. Todél (6.31) galima uzraSyti per n-matj vektoriy X

F=F(X). (6.59)
Tada tikimybés tankio (6.32) uzrasas bus
f(X)=6iXF(X), (6.60)
o funkcijos H (6.39) matematinis vidurkis (6.40) uZzraSomas trumpiau

EH(X))= j H(X)f(X)dX . (6.61)

Dispersijas (6.43) ir kovariacijas (6.44) galima interpretuoti kaip vektoriaus-stulpelio (X —x)
sandaugas i§ transponuoto vektoriaus eilutés (X —x)' ij-ojo elemento (Zr. priede A) matematinius

vidurkius. Tada Siy elementy visuma sudarys simetring matrica, nes c¢;=c;;, kuri vadinama kovariacine
matrica:

Cr1€12--Cin

€5;C3y...C
21€22-:Cop
C,=|.

X

(6.62)

ChiCn2--Cpp

Sios matricos diagonaliniai elementai yra dispersijos ¢, = o (X, ). Taigi kovariacin¢ matrica,
daznai vadinama paklaidu matrica [3], yra:

C,=E(X-x)(X-x)). (6.63)

70



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

6.5. Keliy atsitiktiniy dydZiy transformacija

Tarkime, kad atsitiktinius dydzius X;, X,,...,X, pakei¢iame dydziais Y}, Y,,...,7,, iSreikstais per
X, t.y. V=YX, X,....X,). Kyla klausimas, kaip Siuo atveju bendras tikimybés tankis f{x;, xs,...,x,)
(6.32) transformuosis i kita tikimybés tanki, iSreiksSta Y; dydziais g(y;, y,,...,.Vs). Atsitiktiniy dydziy
analizinés funkcijos skirtumai nuo fiksuoty dydziy analizinés funkcijos iSryskéja jau papraséiausiu
atveju transformuojant tikimybés tankio funkcija f{x) 1 g(y), kai atsitiktinis dydis Y yra atsitiktinio
dydzio X funkcija. Kadangi atsitiktinio dydzio funkcija irgi yra atsitiktinis dydis, tai

Y=Y(X) (6.64)

bus atsitiktinis dydis.

Pavaizdavus kartu f{x), g(y) ir tikimybiy skirstinio funkcija y=y(x) [2] (29 pav.) matyti, kad x
tikimybei, iSreiSkiamai f{x)dx, atitinka y tikimybe, iSreiskiama g(y)dy (29 pav. jos uzbriksniuotos).
Taigi

dy = Z—ydx arba  dx= ?dy . (6.65)
X y
8 1

31 pav. Atsitiktinio dydzio x transformacija i y.

Absoliutinis dydis imamas tod¢l, kad vietoje teigiamy intervaly dx, dy, taikomy matematinéje
analizéje, Siuo atveju jie neturi krypties, o tik modulj ir todél, tik imant iSvestiniy modulius, tikimybés
f(x)dx ir g(y)dy visada bus teigiamos. I§ funkcijos g(y) prasmés iSplaukia, kad ji, kaip ir f{x), turi bati
vienareik§meé, teigiama ir turi tenkinti normavimo salyga:

'[ g(y)dy = J S(x)dx=1. (6.66)

Bendra keliy atsitiktiniy dydziy transformacijos taisyklé gaunama apibendrinus dvieju
nepriklausomy dydziy transformacija [2, 3]. Todél pastaraji atveji aptarsime nuosekliau ir atsizvelge,
kad nepriklausomi atsitiktiniai dydziai yra tik du, juos pazymésime X ir Y (bet tai nebitinai tasko
koordinatés), o naujus atsitiktinius dydzius — U ir V, kai

U=U(X.,Y), V=V(X,Y). (6.67)

Musy tikslas surasti funkcija J, kuria galétume transformuoti tikimybés tankio funkcija f(x,y) i
kita g(u,v):
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g(u,v) =J[%jf(x,y). (6.68)

>

Si sary$j nustatysime pagal (32 pav.), kuriame x,y plok§tumoje nubréztos kreivés u(x,
y)=const. ir u(x, y)+du=const’. bei v(x, y)=const. ir v(x, y)+dv=const’ [2].

vix,y)

u(x,y)+du

u(x,y)

S > x

32 pav. Atsitiktiniy dydziy x ir y transformacija i v ir v

Siame brézinyje pavaizduota elementa dS=dxdy, paimta x, y dydziu bazéje atitinkantis
elementas dA, iSreikStas u ir v erdvéje pagal (6.67), nubréziant dvi poras kreiviy u=const. ir v=const.
Dél to, kad jis nykstamai mazas, galima laikyti lygiagretainiu su virsiiniy koordinatémis:

X =x(u,v), Vo = Y(U,v),
Xy =x(u,v+dv), vy = y(u,v+dv),
X, =x(u+du,v), Ve =y(u+du,v).

Sias funkcijas skleisdami Teiloro eilute ir palikdami tik du pirmus narius, gauname:
X =x(u,v)+§dv, Y =y(u,v)+a—ydv,
ov ov

X, :x(u,v)+ﬂdu, Ve :y(u,v)+6—ydu.
ou ou

Analizinéje geometrijoje irodoma, kad bet kaip orientuoto lygiagretainio plotas iSreiskiamas
determinantu [9]

6x6_y

1 x,¥q o o o o Ox
dA=|1I XpVp Zldu—dv——ydu—xdv: Ou Ou
Ou  0Ov ou ov ox Oy

I x.y =

56\/

dudy. (6.69)

Taigi elementa dS=dxdy dydziy x,y bazéje atitinka elementas dA bazéje u,v. Sulyging
tikimybes dP, uzraSytas abiejose bazése f(x,y)dxdy=g(u,v)dudv, pakeite dxdy i dA gauname:

ox Oy
ou ou
ox oy |
ov ov

g(uyv)=f(xy) (6.70)

Palyging su (6.68) gauname, kad
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ox oy
J(”j - |Ou Ou] (6.71)
wv) laxdy
ov ov
Determinantas J (ﬂj vadinamas transformacijos jakobianu.
u,v

Kai n atsitiktiniy dydziy X=(X;, X,...,X,) transformuojama { Y=(Y;, 1,,...,1,),

Ox; Ox, ox,,
vy
ox ox ox
X X, X5, X 2 n
J(_Jz.](—l’ 2 ’”]: P AR (6.72)
Y yl’yZ""yn ayz & V2
ox; Ox, ox,,
Wy Oy, Wy

6.6. Keliy tiesiSkai priklausomy dydZiy matavimy vertinimas

Kiekviena tiesiogiai matuojama dydi dél matavimo paklaidy galima laikyti atsitiktiniu. Kyla
klausimas, kaip vertinti atsitiktinius dydzius Y}, Y5,...,Y,, kai jie analiziskai, t. y. realiais daugikliais
tiesiskai iSreiSkiami per tiesiogiai matuojamus dydzius (parametrus) X, X>,...,.X,, kurie bendruoju
atveju tarpusavyje priklausomi ir jy matavimo paklaidos yra mazos:

Y =a,+t, X, +...+1,X,
Y,=a,+t,X,+...+1,,X, 6.73)

Y =a, +t, X, +...+1,X

n

Tai yra vieno netiesiogiai matuojamo dydzio vertinimo apibendrinimas, kai vertinamy dydziy
yra r. Nagrinésime atveji, kai r<n, atsitiktinius dydzius Y; interpretuodami vektoriaus-stulpelio ¥,
dedamosiomis, X; — vektoriaus-stulpelio X dedamosiomis, o a; — vektoriaus @ dedamosiomis. Tada
lygciy sistema (6.73) vektoriskai uzraSoma:

Y=TX+a. (6.74)
Atsitiktinio dydZzio Y matematinis vidurkis bus

y=Ti+a. (6.75)

Paklaidos Ay; vertinamos pagal dydZzio ¥ kovariacing matrica (6.63)

C, =E(Y=5)(Y-5))=E(TX +a-Ti-a)(TX +a-Tk-a)')= -
=E(T(X-X)(X-x)'T")=TE(X-x)(X -x)' )" =TC,T" (6.76)

Taigi C,=TC,T"yra dydzio Y, transformuoto matrica 7, kovariaciné matrica.

Kai dydziy X matavimu paklaidos mazos, atskiro X; dydzio tikimybés tankio funkcija f(X;)
pastebimai nuo nulio skirsis tik mazoje x; aplinkoje, standartinés paklaidos orX;) ribose. Todél
skleidziant Y; Teiloro eilute galima apsiriboti tiesiniais nariais:

i oy; . oy; .
Y =Y(i)H| 2| —E et | (X, -, (6.77)
N )y s M ) x_s
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ir uzraSyti vektoriskai

Y=Y(X)+T(X-X). (6.78)
Cia matrica T yra:
o, oy y;
Ox; Ox, ox,,
Dy D2 Yy
T= ox, ox, | oox,| (6.79)
Y, Y, Y,
Ox; Ox, ox,,

Ja irase i (6.76) gausime paklaidy plitimo désnj. Dydzio Y paklaidos Siuo atveju vertinamos
diagonaliniais C, elementais ir i§ (6.76) iSplaukia, kad jos priklauso ne tik nuo X; paklaidy orX;), bet ir
nuo kovariacijy tarp skirtingy X;. Kai X; vienas nuo kito nepriklauso, kovariacijos C, matricoje tampa
lygios nuliui, o diagonaliis elementai lygis o’(X;), ir matrica C, tampa diagonali. Jos diagonaliniai
elementai uzraSomi:

2
n o
o’ (Y,) = (TC,T' ), =Z[§] X ). (6.80)

j=1 J X=%

Vertindami paklaida kvadratine Saknimi i§ dispersijos ir gauname sary$i taip pat daznai
vadinama paklaidy plitimo (perkélimo) désniu:

., 2
Ay, = Z(;L]] (ax, P . (6.81)

J=1 0

Svarbus yra atvejis, kai n=r, t. y. kai n tiesiskai nepriklausomy funkcijy y;, priklauso nuo n
kintamyjuy X;. Tada visus narius «a; lygciu sistemoje (6.73) panaiking — juos atéme i$ atitinkamuy Y;
verciy ir skirtumus Y;-a; vél pazyméje Y;, gauname:

Y=RX. (6.82)
¢ia R — kvadratiné matrica. Reikalavimas, kad n-macio vektoriaus ¥ modulis transformacijos (6.82)

metu likty nekintamas (invariantas), t. y.
Y?=x2, arba ny :fo , (6.83)

i=1

lemia (zr. A prieda), kad RR=l, taigi R’=R”. Cia I — vienetiné matrica, turinti tik diagonalinius
elementus, t. y.

i 5 {0, kai i#k 6.84)
TikTit = O .. .
Py 1, kai i=k

Siuo atveju transformacija (6.82) vadinama ortogonaliaja, o R matricos determinantas D=+]
yra kartu ir (6.82) transformacijos Jakobianas

J(ij =], (6.85)
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Transformacija, priesinga (6.82), gautume padauging (6.82) i$ kairés i§ R/ =R *
R'Y =R'RX, taigi X=RY. (6.86)
Paklaidy plitimo désnio ypatybés atsiskleidzia jau nagrinéjant du dydzius — vektoriaus r

koordinates. Dekarto koordinaciy sistemoje jos yra nepriklausomos x, y koordinatés. Polinéje
sistemoje koordinatés (33 pav.) bus pir ¢:

p=qx?+y?, (p:arctgl, p=r. (6.87)
X

Koordinatés x, y per polines koordinates p ir ¢ iSreiSkiamos:

X=pcos@p, y=psing. (6.88)

F(x,y)

?)

Y
5‘

33 pav. Vektoriaus 7 dekartinés ir polinés koordinatés

Taigi polinéje sistemoje koordinatés x,y yra tarpusavyje priklausomos, nes, pvz., pakitus p
arba ¢ vertei i$ (6.87) iSplaukia pokytis x ir y. Transformacijos matrica 7 (6.79) Siuo atveju gauname
uzrasg dalines iSvestines p irg:

p__ X P_y %o__ v Op_x
ox ) p o p? &y p
Taigi peré¢jimo prie poliniy koordinaciy transformacijos matrica yra:
x X
— r r
T = ox (6.89)
1”2 1’2

Tada koordinaciy transformacijos (6.88) matrica bus atvirkstiné 7 matricai ir gaunama ieSkant
daliniy iSvestiniy x ir y (6.88) pagal p irg:

sino.  pcosa.
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Tarkim, kad koordinografe, registruojant koordinates x ir y paklaida matuojant y yra tris kartus

o
didesng, t. y. —£ =3 [2]. Tada tikslumu iki daugiklio kavariaciné matrica Sioje sistemoje yra:
o

c (1?0 (6.91)
xy = 0 9 . .

Uzra$e transformacijos matrica T, pvz., taskui (x,y)=(1,1) gauname:

AN .
T= ﬁ] ~/13 ir 7= */13 . (6.92)
- = — I
2 2 NE)
Tada pagal (6.76) koreliaciné matrica polinéje sistemoje
4
5 -
: V2
Crp =TCuT'=| , V71, (6.93)
J2o2
o0 ja vél transformave | dekarting, gauname
, 10
Co=T'CoT=|, | (6.94)

t. y. matrica, kaip ir (6.91).

Atkreipkime démes;j { tai, kad kovariaciné matrica poliné¢je koordinaCiy sistemoje (6.93) turi
ne tik diagonalinius elementus, bet ir kovariacijas. Jei paklaidas Sioje sistemoje tapatintume tik su
diagonaliniais elementais, taigi kovariacijas atmestume, atlikg transformacijq i asis xy gautume:

1
om0 (L LY s o
o= -[0 z]- AR ! 699
-1
NG

2 1

Ji labai skiriasi nuo (6.94). Taigi kovariaciniy nariy C,, matricoje (6.93) atmesti negalima. I3
Cia iSplaukia i§vada, kad vertinant paklaidas, kai 7 kvadratiné matrica ir kovariaciné matrica (Siame
pvz. C,, ) turi nemaZus nediagonalinius elementus (kovariacijas), matrica I' biitina paversti
diagonaligja. Diagonalizacija atlieckama matematine operacija 7'C,,I" (6.94). Tai reiSkia peréjima prie
dydziy Y, (koordinaéiy x,y), iSreiskiamy tiesiskai per pradinius dydzius Y; (koordinates p,¢). Todél
gauta nauja kovariaciné matrica C,, turi tik diagonalinius elementus. Tai reiSkia, kad taip gauname
nepriklausomas koordinates x,y, o bendruoju atveju — nepriklausomus dydzius Y,. Tada i§ (6.94)
iSplaukia, kad ir matrica 7C,,T galima interpretuoti kaip kovariacing matrica dydzio (vektoriaus),
transformuoto 7’ matrica. Taigi jos diagonaliniai elementai ir yra atlikus 7 transformacija gauty
dydziy (Siuo atveju koordinaciy x ir y) dispersijos.

Bendruoju atveju, kai kovariaciné matrica C (6.62) yra kvadratiné, matematine operacija 7CT”’
ja visada galima diagonalizuoti, t. y. surasti nepriklausomus dydZius ¥,, kuriy dispersijos ir bus $ios
matricos diagonaliniai elementai.

Kai dydzio Y verciy skaicius (r) skiriasi nuo parametry X skaiCiaus (n), t. y. lygtyse (6.73),
z#n, tai iki galo diagonalizuoti negalima, nes atliekant diagonalizacijos procediira biitina, kad biity
determinantas D=0. Bet tai galima tik esant kvadratinei matricai.
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Atkreipsime démesi { tai, kad matricas 7 ir 7’ aptartame pavyzdyje lengvai suradome todél,
kad panaudojome vektoriaus 7 koordinaciy dekartinéje ir polinéje sistemoje zinomus sarysius (6.87)
ir (6.88), bet ne betarpiSka matematine kovariacinés matricos tipo 7CT’ (6.76) diagonalizavimo
procediira. DaZniausiai analizuojant eksperimento duomenis sarysiai leidZziantys nustatyti matricas 7 ir
T’ nezinomi. Diagonalizacija kovariacinés matricos TCT’, t. y. procediira suradimo transformacijos
matricy 7 ir 7’ diagonalizuojan¢iy matrica C, yra sudétinga ir, kaip minéta, galima tik kvadratinei
matricai, kai D#0.

Staciakampés matricos atveju »<n determinantas D=0 ir diagonalizacija negalima. Tod¢l, kai
X matavimy paklaidos mazos, apytikriai ¥ paklaidas vertinome diagonaliniais elementais. Kai X
paklaidos didelés, dydzio Y jvertinti negalima. Tokiu atveju reikia daugiau lygéiy (6.73) sistemoje. Si
atveji toliau aptarsime nuosekliau.

Dabar atkreipsime démesi i dar vieng ortogonaliyjy transformacija, t. y. transformacijy, kai
fo = Zx'z ypatybe, kad jas galima interpretuoti kaip n-macio vektoriaus posiikio transformacijas.

Tai budinga (6.86) ir (6.88) transformacijoms, nes jos nepakeicia vektoriaus ilgio (modulio), o
transformuojant du vektorius — kampo tarp ju, taigi yra ortogonaliosios. Siuo pozitiriu vektoriaus r(xy)
koordinaciy transformacijos matrica 7’ gauname pradzioje uZzraSe¢, kaip iprasta, transformacijas
vienetinio vektoriaus 7,(x,,y,) koordinaciy ji pasukus kampu « i padéti 7'(x',y") (34pav.):

y
1 25 (xY")
/
/ 7(xy)

/
/
a

/ @

34 pav. Vienetinio vektoriaus koordinaciy transformacija

Xy'= pycos(@ +a) = p,(cospcosa —singsina ) =
= X cosa.— y,Sina,

Vo'= posin(@ +a) = py(sinpcosa— cosgsina ) =
= XySino.— y,cosa

(6.96)

Siy lygc¢iy vektoriniame uZraSe, ry$j tarp vektoriy 7 ir 7, koordinaciy iSreiSkia matricinis
uZras$as:

Xp cosa.  —sina) |x,
=1 A0 (6.97)
Yo sina cosa ) |y,
Taigi transformacijos matrica, iSreiskianti koordinaciy pakeitima (6.88) yra:
X Yo
cosa.  —Ssina
T =" =T T, (6.98)
sino.  coso. Yo Xo
o Ty
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Akivaizdu, kad vektorius 7 transformuosis taip pat ir tuo atveju, kai koordinatés pasukamos
kampu (-&).
Padauginus viena matricos (6.98) stulpeli i§ p i§ jos galima gauti vektoriaus 7'= pry

koordinaciy x y “transformacijas:
(6.99)

e coso.  — psino
sina  pcosa.

Taigi jos determinantas D=r (matricos 7, determinantas D, =1) ir posiikio transformacijos

AN

matrica (6.99) sutampa su (6.90). tada transformacija (6.87) iSreik$ matrica T atvirkstiné matricai 7"
Kadangi matricos 7’determinantas D=p, palyginti nesunkiai gauname (Zr. priede A):

(ry' =T =( cose - sina j (6.100)

— psina. pcoso.

Matome, kad ji sutampa su tranponuota (6.99) matrica, o tai yra ortogonaliyju transformacijy
ypatybé.

6.7. Koreliacijy reik§mé jvertinant paklaidas

Praeitame paragrafe aptarta keliy tiesiSkai priklausomy dydziy paklaidy vertinimo t. y. C,
matricos (6.76) diagonaliniy elementy ypatybés iSrySkéja paprastame pavyzdyje, kai vienas
matuojamas dydis Z priklauso nuo dviejy parametry X ir Y.

Tarkime, kad mus domina netiesiogiai matuojamo dydzio z=f{x,y) matavimo paklaida, kai x
ir y yra statistiSkai jvertinti tiesiogiai matuojami dydziai i$ vienodos apimties imciy. Tada kiekvienai
porai verciy x; ir y;, kurios bus atsitiktiniai dydziai, besiskiriantys nuo x,y, skleisdami z; Teiloro
eilute tasko f('x,y) atzvilgiu gauname:

Zy =f(f,§)+(i—f) (xi—)?)+(ﬁ—fj (v, —7)+.. [(qukStesnés (6.101)
) 2y ),

eilés nariai)

Pazymeje

__ o . (e
zZig — (3, ¥) = e » (ﬁ—ijo =a ir (a—f;jg =b (6.102)

ir atmete tolesnius Teiloro eilutés narius turime
Gy =a(x;=x)+b(y,-y). (6.103)

Tada
o (z)=(&%, ) =a’c”(x)+b’c"(y)+2abcov’(xy)=
=a’c(x)+b’c™(y)+2abo™(x)"(y)p"(xy), (6.104)

ia o™ — dispersijos, rastos i§ baigtiniy im&iu, toliau jas zymésime S(x) ir S(y); p (x,y) — koreliacijos
koeficientas, nustatytas remiantis X ir ¥ imtimis.

Tad apibréziant dydi O, kai yra ne du ji nusakantys tiesiogiai matuojami dydziai, o ju skaiCius
n,

n n
S:\/Z%afslhzzaiajpgsisj : (6.105)
1=

i<j
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Vertindami paklaidas patikimumu & gauname:
AO=k,-S. (6.106)

IS ¢ia, kai koreliacijos tarp tiesiogiai matuojamy dydziy néra (p; = 0),

A0 =k, /Zafsf . (6.107)
i=1

Taigi paklaidos vertinimas sutampa su (6.81) ir yra anksCiau aptartas netiesioginiy matavimy atvejis.
Tam tikru atveju, kai sumuojame vieno pobtdzio paklaidas, atskirai jvertintas pagal kilme,
nepaisant, ar tai sistemingosios paklaidos atsitiktinés dalys ar atsitiktinés paklaidos, ir kai koreliacijos

tarp ju néra:
A0 =k, /z 57 (6.108)
i=1

6.8. Keliy netiesiogiai matuojamy dydZiy vertinimas maZiausiy kvadraty
metodu

Daznai eksperimentu matuojamas dydis Y yra tiesiskai iSreiSkiamas per kelis atsitiktinius
dydzius X;, kuriy verCiy nustatymas ir yra galutinis eksperimento tikslas. Tegu pvz., po serijos
matavimy gauta n skirtingy Y verciy

Y, Yo Y, (6.109)

Be to zinoma tiesiné priklausomybé tarp Siy Y; verCiy ir »<n atsitiktiniy nepriklausomy
dydziy (parametry) veréiy

X1, X2peees X (6.110)

Ekvivalentiskas §iam bus atvejis, kai iSmatavus n skirtingy dydziy Y, Y,..,7Y,, tiesiSkai
iSreisSkiamy parametrais x;, x,...,x, (#<n) norime jvertinti parametrus x; ir ju paklaidas.
Abiem atvejais, iskait¢ Y; matavimy paklaidas &, gauname:

Y =a,+a,x,+a,x,+-+a,x, +¢

Y,=a,, ta,x, ta,x,+-+a,x, +¢,

(6.111)
Y =a,+a,x, +a,x,+--+a,x, +¢,
Taikant vektoriaus stulpelio uzrasa
Y, a, X, g,
P R AP L RO D P L (6.112)
Y, Ay X, g,

ir matrica
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a; apn a
a=| P G A (6.113)
an[ anZ am’
lygti (6.12) uzraSome
Y:a(;+AX+g . (61 14)

Nepriklausomiems Y; matavimams ju paklaidos & irgi nepriklausomos ir tegu kiekviena &
priklauso Gauso skirstiniui su nuliniu matematiniu vidurkiu £(g)=0 ir jai biidinga dispersija, susijusia
su atitinkamos ¥; vertés svoriu p;

2
E@} )=o) =" (6.115)
Pi
Skirtumus Yi-a; vél pazyméje y; (6.114) uzraSome

y=AX+e. (6.116)

Dazniausiai parametrai X turi svarbia fiziking prasme¢. Todél Zinoma matrica A eilés r
vadinama struktirine arba konstrukcine matrica.
Tada nepriklausomiems y; matavimams kovariaciné matrica y; arba ¢ bus diagonali

o; 0
0_2
C, =C, = 2 , (6.117)
0 aj
0 jai atvirkstiné vadinama svoriy matrica
81 0
G,=cl= 8 : (6.118)
0 gy

Kai matuoty Y; ver¢iy skaiCius lygus parametry X; skaiciui (n=r), i§ Y matavimo duomeny
surade y; vertes, lygciu sistema (6.116) iSsprestume pilnai, t. y. rastume vieninteli x; ver¢iy rinkini
tenkinanti Sia sistema. Taciau Siuo atveju ); matavimo paklaidos bus prilygintos nuliui. Todél
stengiamasi turéti daugiau matuoty y; veréiy, negu parametry x; skaicius (n>r). Tokia sistema yra
perpildyta ir iskaiCius & nezinomas vertes, turi be galo daug sprendiniy. Misy tikslas gauti geriausia
Sios lygéiy sistemos sprendini ir jis gaunamas maziausiy kvadraty metodu. Tam daroma prielaida, kad
kiekvieno y; matavimo paklaidos & sudaro skirstini su matematiniu vidurkiu lygiu nuliui. Tada

E(y)=y=A4X, (6.119)
ir bendruoju atveju kovariaciné matrica C,, kovariacijas iSreiSkus per koreliacijos koeficientus

cov(y,y;)=E(e;e;)=0.0,p;, (6.120)

yra
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2
0 0102P12 " 019,Pn
2
0,0 o s 0,0
C, = 192P12 2 20uPon | (6.121)
con 2
010,Pin 020,Pn 0y

Gauso maziausiy kvadraty metodas leidzia nustatyti optimalias % vertes ir grindziamas
minimizacija lickamosios kvadraty sumos (5.23):

S:i(yi—f/i)zzisf. (6.122)
i=1 1

I8 (6.116) isplaukia, kad (6.122) galima uzraSyti

S= (0 —ayx, —apx, —ma,x, ) (6.123)
i=1

Taigi ekstremuma S randame iSvestines pagal visus x; vienu metu prilyging nuliui, panasiai
kaip daréme sudarant tiesinés regresijos lygti (95 psl.):

%:—ZIin@, —a;,x,—a,x,—...—a,x, )=0
e e e (6.124)
6875:,: —ZZX,,(yi —a,X;, —a,X,—...—a,x,)=0
Sia lygéiy sistema spresime matricine forma [3]. Tam (6.122) uzraome matricomis
S=¢’e, (6.125)
ir jras¢ matricos ¢ iSraiska i (6.116) gauname
S=(y—AX)(y—AX)=y'y-2X'"A'y+ X' A" AX . (6.126)

Diferencijuojant (6.126) pagal kiekviena x; gausime sistema lygciy (6.124) matriciniame
uzraSe

24 +244X=0 . (6.127)
Ja perrase
AAX=A% . (6.128)
gauname (6.127) ir (6.124) lygc€iy sprendinius
X=(AA4)"4(y) (6.129)

iSreiSkiamus tiesiskai per Y vertes.
Tai yra sprendinys visiems atvejams, kai matricos A eilutés tiesiSkai nepriklausomos.
Maziausiy kvadraty metodu gautas sprendinys (ivertis) atitinka dispersijos minimuma bet
kurios tiesinés kombinacijos dydziy x; ir néra apribojimo kaip turi biiti pasiskirstg y; paklaidos &. Jo
taikymui biitina tik antryjy & momenty o baigtinumas kovariacinéje matricoje (6.121). Beje tik, kai
& pasiskirste pagal Gausa, maziausiy kvadraty metodu gaunamas tas pats ivertis X, kaip ir taikant
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geriausio atitikimo principa [3]. Tik todél sudarant lygtis (6.116) kéléme salyga, kad & biity pasiskirste
pagal Gausa.

6.9. Maziausiy kvadraty metodu gauto sprendinio savybés ir paklaidos

Maziausiy kvadraty metodu gautas jvertis x turi tris svarbias ypatybes, nepriklausancias nuo
& skirstinio.

1. X yra nepaslinktasis jvertis. I3 tikryjy i3 (6.129) ir (6.119) gauname
EX)=(A"A) A Ey)=A"4)7 /(4 4)X = X . (6.130)

Taigi matematinis vidurkis sutampa su jveréiu X , o tai ir reiskia, kad X vertinime poslinkio

néra.
2. Taikant suderinamumo kriterijus maZiausiy kvadraty metodu galima pasiekti, kad sprendinys X
turéty maziausia dispersija i§ visy nepaslinktyjy iverciy X " sudaryty i§ dydziy {y;} tiesiniy sarysiy,
kiekvienam dydziui Xj, t. y. D(X ) <D(X7) bet kuriam j (Gauso-Markovo teorema). Taigi X yra
tiksliausias X jvertinimas i$ visy tiesiniy vertinimuy.

[rodymas grindziamas prielaida, kad matavimo duomenys y; nepriklausomi ir turi vienodas, bet
nenustatytas dispersijas: D(y;)=c" ir cov(y,y;)=0, kai i=j.

Taigi dydzio Y kovariaciné matrica

D(y,) covy,,y,) .. covy,,y,)
cov(y,, D ... cov(y,,
Cy: 01, ¥:) >,) 02V, ) 6.131)
COV(y],yn) cov(yZ’yn) D(yn ) (nxn)
aptariamu atveju bus diagonali.
2
C, =D)=0"1 (6.132)

Cia I (mxn) — Vi€netiné matrica turinti n eiluciy ir 7 stulpeliy. Toliau kovariacing matrica Zymeésime

raide D, kaip zenkla, kad ji rodo dydzio dispersija.

Kadangi sprendinys X (6.129) per dydzius /v, tiesiskai isreiskiamas matrica W=(44)" 4", tai

galima taikyti paklaidy perkélimo taisykle (6.80): D(Wy)=WD()W’ Tada matricai W’ taikant
transponuotos matricy sandaugos taisykle (P.16) gauname

D(X)=(A"A) "' AD()AA A) " =024 A) " 4144 A)7". (6.133)
Iskaicius, kad 7 — vienetiné matrica n eilés, 0 A — (rn) eilés, tai I4=A ir (6.133) galima uzrasyti
DX)=c’ (A" A) [(A' A)(A4" )7 ] . (6.134)

Kadangi matricy sandauga lauztiniuose skliaustuose lygi vienetinei, tai
DX) =0’ (A" 4)~". (6.135)

Misy pateiktas Siuolaikiskas teoremos jrodymas pateiktas [3]. Taigi i§ teoremos iSplaukia, kad
kiekvienas diagonalinés matricos D(X) elementas ne didesnis uz matricos D(X') atitinkama
diagonalinj elementa.

3. Maziausiy kvadraty metodu gautas X jvertis turi ir tredia ypatybe, apibiidinanéia lieckamosios

paklaidos kvadraty suma R, gaunama jverc¢ius X jrasant i (6.126):
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R=S =@—-AX)'(v—AX). (6.136)

Matricinés algebros veiksmais irodoma [3]:
R=y'y—y AX (6.137)
ir

ER)=c’(n-r) (6.138)

[raSius gautas X vertes i (6.119) gausime ,,patikslintus” matavimo duomenis j=7. Ju
kovariaciné matrica yra [2]:

D(n)=G,' =AGj4". (6.139)

15 (6.138) i$plaukia, kad vertinant o° galima panaudoti lickamosios paklaidos kvadraty suma,
ty.

o7 =R (6.140)

n—r

I§ ¢ia nustate o© po to i§ (6.135) randame ir X dispersija. Kai y; matavimy dispersijos
2

D(y;)=c" skirtingos, diagonalios matricos (6.121) elementus uzraome Dy, )=0—. Cia g; — yrojo
g.

1

matavimo svoris. Tada vél galime grizti prie (6.116) lyg¢iy dydziams & = g,-\/g_,- :

&l =g = (v —ayx, —apx, — ...~ a,x, g . (6.141)
Dydziy & dispersija
D(s])=gD(¢)=0" (6.142)

ir vietoje (6.122) tenka tirti maziausiy kvadraty metodu dydi
S* = Z(g;f = Zgl.gf . (6.143)
i=1 i=1

Gautas sprendinys vel bus kaip (6.129), jei tik & priklauso skirstiniams, kuriy E(¢; )=0, o

ISnagrinésime pavyzdi [2], kaip maZiausiy kvadraty metodu nustatoma ,,geriausia” ties¢, pagal
matavimo duomenis keliuose ,,taskuose”.

Tarkime, kad tiesiogiai matuojamas dydis y tiesiSkai iSreiskiamas mus dominanc¢iu dydziu X,
turinCiu dvi vertes x; ir x; taip, kad (6.116) uzraSome y; —¢; =x; +x,¢,. I8 Cia, pZymejg y, —&; =n;,

gautume:
H—x,—x,t=0. (6.144)

Matuojant gauti y; jverciai ir jy matavimo standartinés paklaidos oj, bei Zinomos konstantos ¢
(dydziai iSmatuoti be paklaidy) pateikti lentel¢je.

J 1 2 3 4
0,0 1,0 2,0 3,0

R
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Ji 1,4 1,5 3,7 4,1
o 0,5 0,5 0,5 0.5

Taigi y matavimo paklaida 0,5 visiems y;. Tada

025 0

-1
c, = =0251, G,=C," =41I.

Lygtis (6.144) matriciniame uZrase yra

n-AX=0 ir A=

~ O~~~
w N~ O
Il
TN
= =
[NE
~—~_

14

. .. . . . . . .. 15 . .5
Kadangi teoriniy y ver¢iy 7; nezinome, jas pakeitg y; iverciais y = 37| sprendini X (6.129)

>

41
uzrasome
1 o]” 14
(111 N1 o1l (111 N15| (4 6Y'(107
*= [0 12 3]1 2 [0 12 3] 37 =[6 14] (21,2)'
13 41

Iverting atvirkSting matrica pagal priedo A (P.25) gauname

oA (14 —6Y107)_(113
S 200-6 4 \212) \103)

Taigi x, =1,13,0 x, =1,03. Dabar i§ (6.135) gauname

10
) 111 1\ I 0175 —0075
D(X)=025 = .
01 2 3)|1 2 ~0,075 0,050
13

Pagal x,, ir x, vertes i§ (6.141) galima gauti patikslintas y; matavimo vertes 7 :

10 113
_ o |1 o1|(113) | 216
ij=AX = = :
12 (1,03) 3,19
13 4,22

Taskai 1,13, 2,16, 3,19 ir 4,22 yra ant tiesés aprasomos lygtimi 77 = 4x . Liekamasias paklaidas
dydziui 77 gauname i$ (6.139):
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10
D(7 )= 11 (0,175 —0,075}(1 11 1]2
1 2|\=0075 0050 J\0 1 2 3
I3
0,175 —0075 0175 01 0025 -005
00 -0025|(1 1 1 I\ | 01 0075 005 0025
“10,025 -0025 (0 12 3j: 0025 005 0075 01 |
—05 -0175 —005 0025 001 0175

Paklaidos 7; yra kvadratinés Saknys i§ diagonaliniy elementy:
AR, =042, Afj, =027, Afj, =027, Af,=042.

Taigi maziausiy kvadraty metodu, kai matavimo duomeny y; daugiau negu nezinomyjy dydziy
X;, pasiekiame Zymiai mazesnes atskiry duomenu paklaidas, kurios buvo 0,5 visiems taskams (32 pav.
airb).

Y 7
T, +2,t
5 5t te
4} 4}
3 3t
2 2/
14
T iz 3 4 5¢ 0| 1 2z 5 4 5¢

32 pav. Tiesés parinkimas nagrinéto pavyzdzio duomeny analizei:
a) matavimo duomenys ir standartinés paklaidos;
b) patikslinti duomenys ir lieckamosios paklaidos

6.10. Regresinés lygties nustatymas dviems susietiems atsitiktiniams
dydZiams

Aptarsime maziausiy kvadraty taikyma, kai du atsitiktiniai dydziai X ir Y susieti taip, kad
vidutiné Y verté yra ne konstanta, bet x-so funkcija:

E(Y)=n(X,v). (6.145)

Cia v — Zymi nezinomy parametry rinkinj, pilnai nustatanéiy funkcija »(X,v). Nustatymui funkcijos
n(x;,v) taikoma imtis atsitiktinio dydzio y(x;). Daznai funkcija 7(x) pakanka {vertinti apytikriai ir
tam taikoma jos Teiloro arba Furje skleidimas eilute.

Tipiskas regresijos funkcijos 7(x) vertinimas pagristas tiesinés jos iSraiSkos atzvilgiu modelio
parametry taikymu [3].
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n(x)=vofy(x)+v, [1(x)+...+v,.[.(x). (6.146)

Cia f,(x), f,(x)..... f.(x) — zinomos funkcijos.
Kai skleidziama Furje eilute fo(x)zé, fi(x)=sinx, f,(x)=cosx,..., [, _,(x)=sinrx,

Jar(x)=cosrx,

o kai Teiloro — f,(x)=1, f;(x)=x, f,(x)=x",...,f.(x)=x". Pastaruoju atveju 7(x) iSreiSkiama
polinomu:

N(X)=vy +v,x+v,x° +...+vx . (6.147)
Dabear §j atveji aptarsime nuosekliau. Atsitikting funkcija y; uzraSome:
=n(x,)+e,. (6.148)

Cia & — atsitiktinés y; matavimo paklaidos, turingios vienoda dispersija o visiems y;. Jos apibiidina
sklaida {y;! ju matematinio vidurkio E{( y;)} atzvilgiu.
I8 (6.148) ir (6.147) gauname:

E/ =Y, —Vy— VX, —...— VX
E, =Y, = V) —V;X, —...— VX, (6.149)
gn :yn _v() _vl'xn —...—er;
Atkreipsime démesi, kad §5.2 nagrinétas atvejis, kai r=1.
Maziausiy kvadraty metodu jvercio ieSkojimas yra dydzio
S= 8 =Y (=g =vx ==y ) (6.150)
i=1 i=1

minimumui atitinkancéiy vy, vj,...,v, nustatymas. Tam imamos iSvestinés pagal visus parametrus v; ir
prilyginamos nuliui. Taip gaunama linijiniy lyg¢iu sistema x’ atzvilgiu:

oS

_=—22 =V, =V, X, —...—v.Xx )=0

ov, (2 o o

oS )=

a_vi__ZE Xi(¥i=vo = VX == v,xi ) =0 (6.151)
oS r r

ov, :_22 X (yi=vo=VX;i—..=v,X; ) =0

Ja galima uzraSyti vadinamomis normaliomis lygtimis:

r

nv0+v12x +...4, Z Zy

VOZ’“ ”sz Tty Z - ny, . (6.152)
ngx +v12 vy Z 2' Zx Vi

Matriciniame uzrase (6.149), Sivo atveju konstrukciné matrica yra
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1 x, x X,
a=ff mm e (6.153)
} x.n x.j : x.n
o transponuota v matrica
V= (Vg V) VeV, ).
Tada (6.149) ir (6.150) uzraSome:
e=y—Av, S=(y—Av)'(y—Av), (6.154)
ir palyging su (6.126) i (6.123) gauname
V=(A4)"4y, (6.155)

jei tik A 74 yra kvadratiné matrica. Jei matricos 4 eilutés tiesiSkai priklausomos A4 4=0. Parametry v
paklaidos vertinamos pagal (6.135) ir (6.140). Atkreipsime démesi, kad toks paklaidy vertinimas buvo
gautas bendruoju atveju, t. y. nepriklausomai kaip pasiskirste . Kai & priklauso nepriklausomiems
vienodiems Gauso skirstiniams su &, =0 ir nezinomu o, ji vertinama tarsi bty v=n-r-1 laisvés

laipsniy [3]

(6.156)

Skai¢iavimai ir rezultaty interpretacija supaprastéja, kai 7(x) skleidziama ortogonaliomis
funkcijomis. Taciau visada lieka klausimas: kiek nariy palikti eilutéje? Praktiskai visuomet yra kritinis
skaiCius r=*k, atitinkantis pirmiems k+/ nariams 7(x) skleidinyje. Jis duoda optimalia aproksimacija.
Didinant nariy skaiciy gauname vis geresnj sutapimg p, su matavimo rezultatais ir blogesnj atitikima
su tikra kreive 7(x), kuria ir bandome nustatyti. Taip yra todél, kad eksperimentiniai duomenys turi
ribota informacija galima panaudoti 7(x) nustatymui.

Tai reiSkia, kad galima didinti nariy skai¢iy, pvz., Teiloro eilutéje v,x" didinant r tik tol, kol v,
zenkliai skiriasi nuo nulio. Beje tam naudojamas ir statistinis kriterijus F nusakantis nariy skai¢iy
eilutéje, kol v, dar turi miisy parinkta pastebima reikSme nusakoma maza « reikSme (dazniausiai
a=0,05) x* skirstinyje [3].

Baigiant maziausiy kvadraty metodo ypatybiuy aptarima, tenka pazyméti, kad §io metodo
taikymas matavimo duomeny interpretacijai pagal teoriskai motyvuota net ir tiesing regresijos lygti,
kai matavimo duomeny daug, matematiskai sudétingas ir praktiskai galimas tik taikant skai¢iavimo
technika.

Todél pvz., atomy ir molekuliy spektry tyrimuose, kur energetiniy lygmeny energija teoriskai
iSreiSkiama per radijinius integralus, ju iverciai ir ,,patikslinti energetiniai lygmenys maziausiy
kvadraty metodu buvo gauti tik idiegus skai¢iavimo masinas Lietuvos MA. Beje, tai buvo pirmieji
tokio pobudzio skai¢iavimai visoje buvusioje Soviety Sajungoje.

Kompleksiniy matavimy duomenys vertinami panasiai kaip ir jungtiniy (gretutiniy) matavimy,
t. y. maziausiy kvadraty metodu (MKM), tik ji taikant yra savitumuy, susijusiu su lyg¢iu, gauty i$ (1.4)
paprastumu lyginant pvz. Su (6.73). IS tiesy i (1.4) gautos lygtys turi tik C;=1, kai matuojama keliy
dydZiy suma Y;, C;=-1, kai keliy dydziy suma lyginama su Q; (Y; gali biiti mazas) ir C;=0, kai j-
ame matavime dydzio Q; néra. Taip sudaroma sistema lyg¢iy m>k. Sprendziant ja maziausiy kvadraty
metodu, atzvilgiu Q;, daznai taikomos papildomos tikslios salygos matuojamiems dydziams. Pvz. Jei

O, yra trikampio kampai, tai papildoma salyga ZQ =180°. Taigi skirtumai nuo jungtiniy
(gretutiniy) matavimy vertinimo atsiranda tik MKM lyg¢iy sprendimo procese [1, 2, 10].
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7. Eksperimento duomeny matematinés analizés ypatybés

Eksperimento duomenuy analizé i§ esmés yra matematinis uzdavinys, kurio tikslas i$
eksperimento duomeny nustatyti kiekybinius sarySius tarp $iy duomeny ir mus dominancio reiskinio
ypatybiu. Siekiant Sio tikslo taikomi matematiniai eksperimento duomeny analizés modeliai ir
iSankstiniai apytikriai sarysiai tarp matuojamujy ir eksperimentu siekiamy nustatyti dydziy. Siy sarysiy
optimali iSraiSka nustatoma taikant kokybés kriterijus, atspindinius regresinés analizés metodais
gauty sarysiy ir eksperimento atitikima. Visa tai apibtidinama kaip matematinis modeliavimas.

Jei i$ nustatyty matematiniy sarySiy (modelio) gaunami rezultatai pakankamai gerai apraSo
eksperimenta, juos galima taikyti ty sri¢iy eksperimento rezultatams prognozuoti, kuriose nustatant
matematini modeli fizikiniai dydziai nebuvo tiesiogiai matuojami, t. y. interpoliuo-jant ir
ekstrapoliuojant. Visi Sie duomeny analizés biidai yra statistiniai arba sukurti jy pagrindu. Suprantama,
kad jiems buidingi ir pagrindiniai statistiniams metodams taikyti keliami reikalavimai — eksperimento
duomeny statistinis pastovumas. Beje, { jo biitinuma atkreipéme démesi jau paciu paprasciausiu
matematinés analizés taikymo atveju, kai nustatomas tiesioginio matavimo rezultatas ir jo paklaida.

Kadangi statistinio pastovumo duomeny patikrinimas i§ imties néra iSsamus, paprastai visada
lieka ne visai nustatytas skirtumas tarp reiskinio ir matematinio modelio. Todél be statistiniy, taikomi
ir kiti, nestatistiniai, duomeny analizés btidai. Vienas i$ ju yra vystomas vadinamojoje pastovumo
teorijoje, kurios esmé — atitinkamy lygc¢iy, esant fiksuotiems duomenims, sprendimas, paskui nustatant
sprendiniy variacijas, intervalus, kai pradiniy duomenuy kitimas nevirSija nustatyty ribu. Sis budas
daugiausia taikomas diferencialiniy lygciy teorijoje.

Kitas jam artimas yra intervalinés analizés metodas, kai nustaCius pradiniy duomeny ribas,
apytikriai jvertinamas rezultatas. Sis biidas pagristas skai¢iaus pakeitimo intervalu idéja. Skaiciaus
pakeitimas intervalu, kuriame yra tikroji matuojamojo dydzio verté, yra vaizdus ir labai placiai
taikomas matavimy praktikoje. Tuo tikslu yra nustatytos intervaly tarpusavio tvarkymo taisyklés,
atitinkancios aritmetines operacijas ,,+”, ,,—, ,,x“ ir ,,:”, t. y. sukurta visai nauja intervalin¢ aritmetika.
Intervaly pagrindu sudaromos ir intervalinio argumento funkcijos ir t. t. Pagal intervalinius
argumentus galima nustatyti intervala, kuriame yra ieSkomasis rezultatas esant nustatytoms iSeities
prielaidoms.

Dar vienas i$ nestatistiniu yra nerySkiyju duomenu sankaupu metodas. [prastais biidais
galimos matuojamojo dydzio x vertés nustatomos tiksliai ta prasme, kad dydis gali turéti tokia vertg
ar ne, $iuo atveju — tik nurodoma tikimybé, kad duomuo yra kazkuriame intervale. Toliau matematinés
operacijos atliekamos kaip su jprastais intervalais. Vis tik kol kas matavimo duomenims analizuoti tai
retai taikomas btidas.

Analizuojant statistiniais metodais, ypa¢ maziausiyjuy kvadraty,— iSkyla rimta problema, kai
tarp eksperimento duomeny yra duomeny su didelémis paklaidomis ir stambiy apsirikimy. Kadangi
taikant §i buda ,derinimas” vyksta pagal visus matavimo duomenis, tai keliy duomeny
nekorektiSkumas veda prie nekokybisko galutinio rezultato. Dél to taikomi jvairis jvade minéti
stabillis analizés metodai. Paprastu atveju — tai eksperimento duomeny analizé maZziausiyjy kvadraty
metodu, i§ pradziy atmetant zenkliau nuo kity besiskirianCius duomenis. Paskui i§ pradziy atmesty
duomeny sumazintos vertés jvairiais biidais jskaitomos i galutinj rezultata.

Si knyga — tai duomeny matematinés analizés pagrindai tradicine metrologijos samprata, kai
tokiy tyrimy tikslas yra matuojamojo dydzio vidurkio, dispersijos ir koreliacijy nustatymas. Taciau Cia
pat lieka plati atsitiktiniu procesy sritis, ypac¢ svarbi rysiy teorijoje.
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A Priedas

Empirinés duomeny skirstinio funkcijos parinkimas

Eksperimento duomeny pagrindu (empiriskai) dazniausiai parenkama tikimybés tankio funkcija ir pagal ja
surandama tikimybiy skirstinio funkcija. Parinkus matemating funkcija (dazniausiai pagal jos grafini vaizda)
tikimybés tankio funkcijai sudaryti beveik visuomet naudojama tik jos grafiko dalis, pagal kitimo pobtdj artima
duomeny ver¢iy pasiskirstymui. Taigi Gauso ir Stjidento skirstiniai, taikomi nepriklausomy duomeny
apraSymui, §ia prasme yra iSimtis, kai naudojama istisiné funkcija.

Empirinés skirstinio funkcijos taikomos dviem tikslais:

1. tiesiogiai matuojamy dydziy verciy pasiskirstymo apraSymui;
2. funkcinés priklausomybeés tarp tiesiogiai matuojamy dydziui nustatymui.

Abiem atvejais pasirinkus matemating funkcija y(x) labiausiai atitinkancia eksperimento verciy
pasiskirstymo ypatybéms, jai keliama normavimo salyga (2.9):

d
AJ‘y(x)dle. (P1)

c

d
Dydis 4=1 J y(x)}x vadinamas normavimo daugikliu, o funkcija ¥(x)= 4- y(x)—pasiskirstymo

c

tikimybés tankio funkcija. Ji yra normuota, t. y.

Y(x)dx = 1. (P2)

O ) Q,

Tada atsitiktinio dydzio X tikimybiy skirstinio funkcija (12):

F(x)= ]iY(x) dx . (P2)

c

1. Tarkime, kad imant fiksuota laiko intervala A eile mety, kai susidaro ekvivalentiskos
gamtos salygos, buvo registruojami tam tikri jvykiai. Tai bus tiesioginiy matavimy atvejis. Atidéje
registruoty {vykiu skai¢iy »; didéjimo tvarka x aSyje (x; =n;), po to a$j suskirstome i vienodo plo¢io
Ax intervalus ir jvertiname verciu patekusiy i kiekviena intervala skai¢iy. Nubréziame histograma. Jei
duomeny daug, galima jvertinti imties empirinius momentus. Pagal juos parenkame matemating
funkcija y(x). Tarkime, kad duomeny »; pasiskirstyme yra ekstremumas pvz., maksimumas taske x,.

Kitos duomenu pasiskirstymo ypatybés yra artimos funkcijos y(x)zaxz +bx +c grafikui intervale
[0, A;] (1P pav. b).
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Tada pirmiausia darome §ios funkcijos matemating analiz¢ — tiriame jos ypatybes ir kritinius
taskus. Nustatome, kad tai parabolé, turinti vertikalia simetrijos a§j x=-5b/2a. Kai a > 0 funkcija

pradzioje mazéja, pasiekia minimuma ir po to didéja (1P pav. a). Kai @ < 0 — pradzioje didéja, pasickia
maksimuma ir pradeda mazéti (1P pav. b). Kirtimosi su a§imi Ox taSkai A4; ir 4, turi koordinates:

(— b+b’ —4ac j / 2a;0 ir su Oy aSimi kirtimosi taskas B (0, c).

Ekstremumas taske C [— b/ 2a; (4ac -b? )/4aJ. Sie charakteringieji taskai naudojami funkcijos y(x)
parametrams parinkti. Kreivés vertikalia asj pastumiame, kad ji eity per taska x; :

xg=—b/2a. (P4)

Ivertiname | centrini (su ekstremumu) intervala patekusiy duomeny skaiciy. (Visus duomeny
skaicius atskiruose intervaluose galima proporcingai pakeisti dauginant i§ pastovaus daugiklio). Gauta
skaiciy prilyginame kreivés ekstremaliai vertei:

dac—b°
Yo =Anya = . (PS)
4a

Trecia sarysi funkcijos y parametrams gauname panaudoje¢ taska B (0, c) arba taskus A ir A,
xl,zz(—bi\/bz—4acj/2a, (P6)

t. y. santykinai jverting duomeny skaiciy pirmame intervale arba didziausia eksperimentu gauta x
verte.

Pavyzdziui, kai x)=9,y,=16irc=7 (Sios vertés apytikriai atitinka proporciju 1P pav., b
grafikui) i§ P4+P6 lygc€iy gauname: a=-0,111; b=1,98; c=7. Tasky A, ir A, koordinatés x;=21,0 ir
x,=3,03. Taigi funkcija aprasanti eksperimento verciy pasiskirstyma yra

y=-0,111x° +1,98x+7 .

Jos normavimo daugiklj randame pagal (P1):

21,0
Ajydx:241-A:1,
0

taigi A =1/241. Tada eksperimento duomeny pasiskirstyma aprasanti tikimybés tankio funkcija bus

Y :L(— 0.111x% +198x + 7).
241

Pagal $ig funkcija galima gauti vidutini statistinj registruoty ivykiy skaiciy (2.11)

210
x= J‘x'Y(x)dx =937,
0

duomeny sklaidos dispersija (2.23)
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ir skirstinio viduting kvadrating paklaida:

Xy jy. = O -

Tikimybe, kad A laikotarpiu viena karta jvertintas ivykiy skaiCius »; bus intervale [n;, n,/ yra
(2.10):

P(xl <x< xz): TY(x)dx

X1

2. Dabar aptarkime atveji, kai empiriSkai parenkama matematine lygtis taikoma iSreiksti
funkcinei priklausomybei tarp dviejy dydziy X irY. Tarkime, kad daugkartiniuose matavimuose
fiksuotoms X vertéms — x;,x, (pvz., laikko momentais: At;, At;,...) gauta vidutineé Y verte —
; 1,;2,...(Vidutini§kai registruota ivykiuy: 21,22,...) ir mus domina ju kitima iSreiskianti funkcija —
regresijos lytis. Kaip ir tiesioginiy matavimy atveju pasirenkama geriausiai verciy pasiskirstyma
aprasancios funkcijos grafiko dalis. Jei parinkta funkcija néra tiesé, pakeitus kintamuosius
»iStiesinama“ (linearizuojama). Sis veiksmas leidzia tiksliai jvertinti funkcijos parametrus. Tarkime,

kad X vertétms x=0,4,810,12,16,20, gauta y=7,14,16,15,13,8,0. Grafiskai pavaizduota §i
priklausomybé apytikriai apraoma miisy jau aptarta funkcija y=ax’ +bx+c. Taigi funkcijos
parametrus galima nustatyti, kaip jau daréme, pagal charakteringuosius taskus 4;, 4, B, C ir funkciné
priklausomybé bus rasta. Tiksliau parametrus nustatysime, funkcija y(x) linearizuodami. Parinke

atraminiu (tiksliu) pvz. taska (x;, ;) ir irase Sias vertes i funkcija y(x) gauname c = y; —axj —bx;.
Tada funkcija y(x) tampa:

y—y; :b(x—x,-)+a(x2 —xf),
arba

y=2 i
X—X;

:b+a(x+xl~).

Taigi funkcija Y(x) yra tiesiné.
Paémeg atraminj pvz. taska’ B(0,7) gauname

-7
y=2 ,arba Y=b+ax .
X

Tada matuotoms x ir y vertéms, randame Y vertes:

| 4 | 8 | 10 | 12 | 16 | 20

X
Yy | 1,75 | 113 | o080 | o050 | 006 | -035

Ir iSbréziame grafika.
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2,5

1,5 \
0,5 \
-0,5 4 8 10 12 6 ~~ee 20

IS Sio grafiko gauname b=2,2, a=-0,13.
Taigi funkcing priklausomybe tarp dydziy Y ir X iSreiskia lygtis:

y=-0,13x" +22x+7

Dar tiksliau, optimalias parametro vertes gauname funkcijos Y =b+ax koeficientus vertindami
maziausiy kvadratu metodu pagal (5.29) ir (5.30) lygtis. Tada galima jvertinti ir lickamaja atrankos
dispersija (5.33) ir apskaiGiuoti statistines paklaidas A& ir Ab, paémus Stjidento koeficientus
t,(N=2) prie fiksuotos a vertés, pvz. a=0,95. Be to taikydami 22 (Pirsono) skirstin{ galime
tvertinti parinktos funkcijos atitikimg duomeny pasiskirstymui (zr. 40 psl.).

Daznai pasitaiko atvejy, kai priklausomybé tarp dvieju matuoty dydziy x ir Y teoriskai
nezinoma. Be to ir grafiskai pavaizdavus matuojant gautas x; ir joms atitinkancias y; vertes (Zr.
pav.) aiskios priklausomybeés, kad pvz. didéjant x; vertéms didéja arba mazéja y; vertés, néra. Tada
pirmiausia {vertiname x; ir y; duomeny dispersijas o2 (X) ir o2, (Y). Kai prie kiekvienos fiksuotos
x; vertés atlikta pastovus skaiius Y matavimy taikoma formulés (6.54 a) ir (6.54 b). Po to
vertinamas koreliacijos koeficientas ir jei jis pakankamas (zr. 70 psl. ) ieSkoma dazniausiai tiesinés
priklausomybés 7 =& +bx parametry @ ir b veréiy pagal (6.51) ir (6.52).

Kontroliniai klausimai

1. Registruoty jvykiy skai¢ius n tolygiai pasiskirstes laiko intervale z=t¢,—¢; ir n/r=const.
Uzrasykite Sio pasiskirstymo tikimybés tankio funkcija. Raskite vidutinj jvykiy skaiéiy per dieng ir
sklaidos dispersija. Ivertinkite viduting kvadrating paklaida, kai z = 10 dieny, o const =2 .

2. Registruoti jvykiai x laiko intervale r pasiskirste tiesiskai n=n, +bt(y = a+bx). Uzradyti ju
tikimybés tankio funkcija, kad z =170 dienu, ny) =35, ir b= 2. Rasti vidutini per dieng registruoty
tvykiy skaiciy ir viduting kvadrating paklaida. Apskaiciuoti tikimybe iregistruoti ivyki per dvi — 5-
ta ir 6-ta dienas. Koks per tas dienas vidutinis jregistruoty ivykiy skaicius.

3. Stebétas dydis x j{gauna teigiamas vertes, kuriy pasiskirstyma gerai apraSo funkcija
y=ax’ +bx+c intervale [OA;] (1P pav. b). Rasti tikimybés tankio funkcija, mediana, viduting
x verte ir dispersija, kai tasko B koordinatés: 1) B (0, 5) ir 2) B (0, 0), o ekstremumas yra taske C
(8, 11). Apskaiciuokite tikimybe atskirai vertei patekti i intervala [ - o, %+ o] ir [#-20,%+ 20].
Palyginkite gautas vertes su Gsuso skirstinio vertémis.

4. Tirta funkciné priklausomybé tarp dydziy x ir Y, pvz. temperatiiros ir registruoty gaisry ivykiy
per fiksuota laikg. Be to kiekvienai x vertei x; gauta po tris ¥ vertes (Zr. lentelg):

v | 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20

vi | 141517 | 19,19,21 | 23,24,25 | 28,30,31 | 33.34,36 | 37,38, 42

92



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

Nustatyti koreliacijos koeficient ir regresijos lygties y = a + bx koeficienty a ir b vertes a ir b

maziausiy kvadraty metodu. Taikant z° (Pirsono) skirstinj jvertinkite parinktos regresijos lygties
atitikima eksperimentui.

5. Skys¢iui tekant vamzdeliu jo centre tékmés greitis yra didZiausias, o prie sieneliy lygus nuliui. Si
priklausomybé isreiskiama lygtimi:

Vzﬂ(r2 —xz).
4nl

Cia 4p slégiy skirtumas vamzdelio galuose;
[ — vamzdelio ilgis;
r — vamzdelio radiusas;
n — skyscio klampumo koeficientas.

Per laika ¢ prabégusio skyscio tiiris bus

" 4
V:Jv-Zm-dx:W—tAp.
. 8nl

Sudarius slégiy skirtuma Ap = pgh =76 mmHg per laika 7= 10s nepriklausomuose matavimuose
istekéjo ¥, =1000,1dm> | V, =1000,3dm* , V3 = 1000,5 dm* skyséio.

Apskai¢iuokite skysCio klampumo koeficienta, Stjidento metodu jvertinkite paklaida
(r=01cm; g=981m/s>;p=136-10° kg/m>;a=095).
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B priedas

1 lentelé.

Statistinés lentelés

Santykis ¢ tarp imties plocio ir vidutinés kvadratinés paklaidos, kai normalinio skirstinio
imtis turi » duomeny [15, 16]

5 10 20 30 100
2,3 3,1 3,7 4,1 5,0
2 lentelé.  Normalinis (Gauso) skirstinys
2 2
F(u) = ! 07”/2, p:\/zofc"/zdu.
2z L
u F (u) p u F (u) P
0,0 0,39894 1,00000 2,1 0,04398 0,03572
0,1 0,39695 0,92034 2,2 0,03547 0,02780
0,2 0,39104 0,84148 2,3 0,02833 0,02144
0,3 0,38139 0,76418 2,4 0,02239 0,01640
0,4 0,36827 0,68916 2,5 0,01753 0,01242
0,5 0,35207 0,61708 2,6 0,01358 0,00932
0,6 0,33322 0,54850 2,7 0,01042 0,00694
0,7 0,31225 0,48392 2,8 0,00792 0,00512
0,8 0,28969 0,42372 2,9 0,00595 0,00374
0,9 0,26609 0,36812 3,0 0,00443 0,00270
1,0 0,24197 0,31732 3,1 0,00327 0,00194
1,1 0,21785 0,27134 3,2 0,00238 0,00138
1,2 0,19419 0,23014 3,3 0,00172 0,00096
1,3 0,17137 0,19360 3,4 0,00123 0,00068
1,4 0,14973 0,16152 3,5 0,00087 0,00046
1,5 0,12952 0,13362 3,6 0,00061 0,00032
1,6 0,11092 0,10960 3,7 0,00042 0,00022
1,7 0,09405 0,08914 3,8 0,00029 0,00014
1,8 0,07895 0,07186 3,9 0,00020 0,00010
1,9 0,06562 0,05744 4,0 0,00013 0,00006
2,0 0,05399 0,04550
3 lentele.  Normalinis skirstinys (U vertés, parinkus p vertes)

p 1,00 0,95 0,90 0,85 0,80 0,75 0,70 0,65 0,60

u 0,00 0,0627 0,1257 0,1891 0,2533 0,3186 | 0,38553 | 0,4538 0,5244

p 0,55 0,50 0,45 0,40 0,35 0,30 0,25 0,20 0,15

u 0,5978 0,6745 0,7554 0,8416 0,9346 1,0364 1,1503 1,2816 1,4395

P 0,10 0,05 0,01 0,001 0,0001

u 1,6449 1,9600 2,5758 3,2905 3,8906
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4 lentelé. ;(2 (Pirsono) skirstinys
;(12, vertés ir tikimybés p, kad buty y 2> X 12, , kai laisvés laipsniy skaicius — v

v p=0,99 0,98 0,95 0,90 ,80 0,70

1 2 3 4 5 6 7

1 0,000157 0,000628 0,00393 0,0158 0,00642 0,148

2 0,0201 0,0404 0,103 0,211 0,446 0,713

3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 1,424

4 0,297 0,429 0,711 1,064 1,649 2,195

5 0,554 0,752 1,145 1,610 2,343 3,000

6 0,872 1,134 1,635 2,204 3,070 3,828

7 1,239 1,564 2,167 2,833 3,822 4,671

8 1,646 2,032 2,733 3,490 4,594 5,527

9 2,088 2,532 3,325 4,168 5,380 6,393

10 2,558 3,059 3,940 4,865 6,179 7,267

11 3,053 3,609 4,575 5,578 6,989 8,148

12 3,571 4,178 5,226 6,304 7,807 9,034

13 4,107 4,765 5,892 7,042 8,634 9,926

14 4,660 5,368 6,571 7,790 9,467 10,821

15 5,229 5,985 7,261 8,547 10,307 11,721

16 5,812 6,614 7,962 9,312 11,152 12,624

17 6,408 7,255 8,672 10,085 12,002 13,531

18 7,015 7,906 9,390 10,865 12,857 14,440

19 7,633 8,567 10,117 11,651 13,716 15,352
20 8,260 9,237 10,851 12,444 14,578 16,266
21 8,897 9,915 11,571 13,240 15,445 17,182
22 9,542 10,600 12,338 14,041 16,314 18,101
23 10,196 11,203 13,091 14,848 17,187 19,021
24 10,856 11,992 13,848 15,659 18,062 19,943
25 11,524 12,697 14,611 16,473 18,940 20,867
26 12,198 13,409 15,379 17,292 19,820 21,792

27 12,879 14,125 16,151 18,114 2,703 22,710

28 13,565 14,847 16,928 18,939 21,588 23,647

29 14,256 15,574 17,708 19,768 22,45 24,577

30 14,953 16,306 18,493 20,599 23,364 25,508

lentelés tesinys

v p=0,50 0,30 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01
1 0,455 1,074 1,642 2,706 3,841 5,412 6,035
2 1,386 2,408 3,219 4,605 5,991 7,824 9,210
3 2,366 3,665 4,642 6,251 7,815 9,837 11,345
4 3,357 4,878 5,989 7,779 9,488 11,668 13,277
5 4,351 6,064 7,289 9,236 11,070 13,388 15,086
6 5,348 7,231 8,558 10,645 12,592 15,033 16,812
7 6,346 8383 9,803 12,017 14,067 16,622 18,475
8 7,344 9,524 11,030 13,362 15,507 18,168 20,090
9 8,343 10,656 12,242 14,684 16,919 19,679 21,666
10 9,342 11,781 13,442 15,987 18,307 21,161 23,209
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lentelés tgsinys

11 10,341 12,899 14,631 17,275 19,675 22,618 24,725
12 11,340 14,011 15,812 18,549 21,026 24,054 26,217
13 12,340 15,119 16,985 19,812 22,362 25,472 27,688
14 13,339 16,222 18,151 21,064 23,685 26,873 29,141
15 14,3390 17,322 19,311 22,307 24,996 28,259 30,578
16 15,338 18,418 20,465 23,542 26,296 29,633 32,000
17 16,338 19,511 21,615 24,769 27,587 30,995 33,409
18 17,338 20,601 22,760 25,989 28,869 32,346 34,805
19 18,338 21,689 23,900 27,204 30,144 33,687 36,191
20 19,337 22,775 25,038 28,412 31,410 35,020 37,566
21 20,337 23,858 26,171 29,615 32,671 36,343 38,932
22 21,337 24,939 27,301 30,813 33,924 37,659 40,289
23 22,337 26,018 28,429 32,007 35,172 38,968 41,638
24 23,337 27,096 29,553 33,196 36,415 40,270 42,980
25 24,337 28,172 30,675 34,382 37,652 41,566 44,314
26 25,336 29,249 31,795 35,563 38,885 42,856 45,642
27 26,336 30,319 32,912 36,741 40,113 44,140 46,963
28 27,336 31,391 34,027 37,916 41,337 45,119 48,278
29 28,336 32,461 35,139 39,087 42,557 46,693 49,588
30 29,336 33,530 36,250 40,256 43,773 47,962 50,892
5lentele.  Stjudento, arba t, skirstinys
Vertés ¢, ir tikimybés, kad ¢ nutols nuo vidurkio, lygaus nuliui, | bet kurig pus¢ daugiau kaip
t,, kai laisvés laipsniy skaicius — v
v p=0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4
1 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376
2 0,142 0,289 0,445 0,617 0,816 1,061
3 0,137 0,277 0,424 0,584 0,765 0,978
4 0,134 0,271 0,414 0,569 0,741 0,941
5 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0,920
6 0,131 0,265 0,404 0,553 0,718 0,906
7 0,130 0,263 0,402 0,549 0,711 0,896
8 0,130 0,262 0,399 0,549 0,706 0,889
9 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879
11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0,876
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0,873
13 0,128 0,259 0,394 0,38 0,694 0,870
14 0,128 0,258 0,393 0,537 0,692 0,868
15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,691 0,866
16 0,128 0,258 0,392 0,535 0,690 0,856
17 0,128 0,257 0,392 0,534 0,689 0,863
18 0,127 0,257 0,392 0,534 0,688 0,862
19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0,861
20 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860
21 | 0127 | 0257 | 0391 | 0532 | 068 | 0859
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22 0,127 0,256 0,390 0,532 0,686 0,858
23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858
24 0,127 0,256 0,390 0,531 0,685 0,857
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856
26 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856
27 0,127 0,256 0,389 0,531 0,684 0,855
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,855
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854
30 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854
0 0,12566 0,25335 0,38532 0,52440 0,67449 0,84162
lentelés tgsinys
v 0,3 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01
1 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3250
10 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,008 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20
21 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,707
25 1,58 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,058 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,057 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
0 1,03643 1,28155 1,64485 1,95996 2,32634 2,57582
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6 lentelé.  Binominiy skirstiniy, kai np=3, palyginimas su Puasono skirstiniu, kai A=3
k Binominis pasiskirstymas Puasono
pasiskirstymas

0 0,0156 0,0352 0,0424 0,0461 0,0483 0,0490 0,0498

1 0,0937 0,1319 ,01413 0,1455 0,1478 0,1486 0,1494

2 0,2344 0,2309 0,2276 0,2259 0,2248 0,2244 0,2240

3 0,3125 0,2501 0,2361 0,2298 0,2263 0,2252 0,2240

4 0,2344 0,1876 0,1771 0,1724 0,1697 0,1689 0,1680

5 0,0937 0,1032 0,1023 0,1016 0,1011 0,1010 0,1008

6 0,0156 0,0430 0,0474 0,0490 0,0499 0,0501 0,0504

7 0,0000 0,0138 0,0180 0,0199 0,0209 0,0213 0,0216

8 0,0000 0,0035 ,0058 0,0069 0,0076 0,0079 0,0081

9 0,0000 0,0007 0,0016 0,0021 0,0025 0,0026 0,0027

10 0,0000 0,0001 0,0004 0,0006 0,0007 0,0008 0,0008

11 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002 0,0002

12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001

7 lentelé.  Binominis skirstinys
Lenteléje pateiktos tikimybés i Cy pk (1- p)"_k sulaukti ,,palankiy” atvejy daugiau arba jy
k=r

skaiciaus, lygaus r, kai nepriklausomy bandymy - n, o ,palankaus” atvejo tikimybé vieno
bandymo metu — p.

p n=2,r=2 n=2, r=1 n=3, r=3 n=3, r=2 n=3, r=1 n=4, r=4 p
0,01 0,0001000 | 0,0199000 | 0,0000010 | 0,0002980 0,029010 0,0000000 0,01
0,02 0,0004000 | 0,0396000 | 0,0000080 | 0,0011840 | 0,0588080 | 0,0000002 0,02
0,03 0,0009000 | 0,0591000 | 0,0000270 | 0,0026460 | 0,0873270 | 0,0000008 0,03
0,04 0,0016000 | 0,0784000 | 0,0000640 | 0,0046720 | 0,1152640 | 0,0000026 0,04
0,05 0,0025000 | 0,0975000 | 0,0001250 | 0,0072500 | 0,1426250 | 0,0000062 0,05
0,06 0,0036000 | 0,1164000 | 0,0002160 | 0,0103680 | 0,1694160 | 0,0000130 0,06
0,07 0,0049000 | 0,1351000 | 0,0003430 | 0,0140140 | 0,1956430 | 0,0000240 0,07
0,08 0,0064000 | 0,1536000 | 0,0005120 | 0,0181760 | 0,2213120 | 0,0000410 0,08
0,09 0,0081000 | 0,1719000 | 0,0007290 | 0,0228420 | 0,2464290 | 0,0000656 0,09
0,10 0,0100000 | 0,1900000 | 0,0010000 | 0,0280000 | 0,2710000 | 0,0001000 0,10
0,11 0,0121000 | 0,2079000 | 0,0013310 | 0,0336380 | 0,2950310 | 0,0001464 0,11
0,12 0,0144000 | 0,2256000 | 0,0017280 | 0,0397440 | 0,3185280 | 0,0002074 0,12
0,13 0,0169000 | 0,2431000 | 0,0021970 | 0,0463060 | 0,3414970 | 0,0002856 0,13
0,14 0,0196000 | 0,2604000 | 0,0027440 | 0,0533120 | 0,3639440 | 0,0003842 0,14
0,15 0,0225000 | 0,2775000 | 0,0033750 | 0,0607500 | 0,3858750 | 0,0005062 0,15

p n=2,r=2 n=2, r=I n=3, r=3 n=3, r=2 n=3, r=I n=4, r=4 P
0,41 0,1681000 | 0,6519000 | 0,0689210 | 0,3664580 | 0,7946210 | 0,0282576 0,41
0,42 0,1764000 | 0,6636000 | 0,0740880 | 0,3810240 | 0,8048880 | 0,0311170 0,42
0,43 0,1849000 | 0,6751000 | 0,0795070 | 0,3956860 | 0,8148070 | 0,0341880 0,43
0,44 0,1936000 | 0,6864000 | 0,0851840 | 0,4104320 | 0,8243840 | 0,0374810 0,44
0,45 0,2025000 | 0,6975000 | 0,0911250 | 0,4252500 | 0,8336250 | 0,0410062 0,45
0,46 0,2116000 | 0,7084000 | 0,0973360 | 0,4401280 | 0,8425360 | 0,0447746 0,46
0,47 0,2090000 | 0,7191000 | 0,1038230 | 0,4550540 | 0,8511230 | 0,0487968 0,47

98



Eksperimento duomeny statistiné analizé. Mokomoji knyga

0,48 0,2304000 | 0,7296000 | 0,1105920 | 0,4700160 | 0,8593920 | 0,0530842 0,48
0,49 0,2401000 | 0,7399000 | 0,1176490 | 0,4850020 | 0,8673490 | 0,0576480 0,49
0,50 0,2500000 | 0,7500000 | 0,1250000 | 0,5000000 | 0,8750000 | 0,0625000 0,50
p n=4, r=3 n=4, r=2 n=4, r=I n=3, r=5 n=3, r=4 n=3, r=3 p
0,01 0,0000040 | 0,0005920 | 0,0394040 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000099 0,01
0,02 0,0000315 | 0,0023365 | 0,0776318 | 0,0000000 | 0,0000008 | 0,0000776 0,02
0,03 0,0001056 | 0,0051864 | 0,1147072 | 0,0000000 | 0,0000040 | 0,0002580 0,03
0,04 0,0002483 | 0,0090957 | 0,1506534 | 0,0000001 | 0,0000124 | 0,0006022 0,04
0,05 0,0004812 | 0,0140188 | 0,1854938 | 0,0000008 | 0,0000300 | 0,0011581 0,05
0,06 0,0008215 | 0,0199109 | 0,2192510 | 0,0000017 | 0,0000617 | 0,0019703 0,06
0,07 0,0013000 | 0,0267280 | 0,2519480 | 0,0000033 | 0,0001133 | 0,0030799 0,07
0,08 0,0019251 | 0,0344269 | 0,2836070 | 0,0000059 | 0,0001917 | 0,0045253 0,08
0,09 0,0027192 | 0,0429648 | 0,3142504 | 0,0000100 | 0,0003044 | 0,0063413 0,09
0,10 0,0037000 | 0,0523000 | 0,3439000 | 0,0000161 | 0,0004600 | 0,0085600 0,10
0,11 0,0048848 | 0,0623912 | 0,3725776 | 0,0000249 | 0,0006676 | 0,0112105— 0,11
0,12 0,0062899 | 0,0731981 | 0,4003046 | 0,0000371 | 0,0009373 | 0,0143189 0,12
0,13 0,0079312 | 0,0846808 | 0,4271024 | 0,0000538 | 0,0012795 | 0,0179086 0,13
0,14 0,0098235 | 0,0968005— | 004529918 | 0,0000759 | 0,0017057 | 0,0220003 0,14
0,15 0,0119812 | 0,1095188 | 0,4779938 | 0,0001049 | 0,0022275 | 0,0266119 0,15
2 n=4, r=3 n=4, r=2 n=4,r=1 n=5, r=5 n=5, r=4 n=5, r=3 p
0,33 0,1081704 | 0,4014816 | 0,7984888 | 0,0039135 | 0,0436419 | 0,2049631 0,33
0,34 0,1171259 | 0,4192581 | 0,8102526 | 0,0045435 | 0,0486426 | 0,2198509 0,34
0,35 02,1264812 | 0,4370188 | 0,8214938 | 0,0052522 | 0,0540225 | 0,2351694 0,35
0,36 0,1362355 | 0,4547405— | 0,8322278 | 0,0060466 | 0,0597943 | 0,2508973 0,36
0,37 0,1463872 | 0,4724008 | 0,8424704 | 0,0069344 | 0,0659705— | 0,2670122 0,37
0,38 0,1569339 | 0,4899781 | 0,8522366 | 0,0079235 | 0,0725627 | 0,2834907 0,38
0,39 0,1678728 | 0,5074512 | 0,8615416 | 0,0090224 | 0,0795824 | 0,3003084 0,39
0,40 0,1792000 | 0,5248000 | 0,8704000 | 0,0102400 | 0,0870400 | 0,3174400 0,40
0,41 0,1909112 | 0,5420048 | 0,8788264 | 0,0115856 | 0,0949456 | 0,3348596 0,41
0,42 0,2030011 | 0,5590469 | 0,8868350 | 0,0130691 | 0,1033083 | 0,3525403 0,42
0,43 0,2154640 | 0,5759080 | 0,8944400 | 0,0147008 | 0,1121367 | 0,3704549 0,43
0,44 0,2282931 | 0,5925709 | 0,9016550 | 0,0164916 | 0,1214383 | 0,3885753 0,44
0,45 0,2414812 | 0,6090188 | 0,9084937 | 0,0184528 | 0,1312200 | 0,4068731 0,45
0,46 0,2550203 | 0,6252357 | 0,9149694 | 0,0205963 | 0,1414876 | 0,4253194 0,46
0,47 0,2689016 | 0,6412064 | 0,9210952 | 0,0229345 | 0,1522460 | 0,4438849 0,47
0,48 0,2831155 | 0,6569165— | 0,9268838 | 0,0254804 | 0,1634992 | 0,4625400 0,48
0,49 0,2976520 | 0,6723520 | 0,9323480 | 0,0282475 | 0,1752500— | 0,4812550— 0,49
0,50 0,3125000 | 0,6875000 | 0,9375000 | 0,0312500 | 0,1875000 | 0,5000000 0,50
p n=35,r=2 n=>5, r=1 n=6, r=6 n=6; r=5 n=6, r=4 n=6, r=3 p
0,01 0,0009801 | 0,0490100 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000001 | 0,0000196 0,01
0,02 0,0038424 | 0,0960792 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000023 | 0,0001529 0,02
0,03 0,0084721 | 0,1412660 | 0,0000000 | 0,0000001 | 0,0000116 | 0,0005044 0,03
0,04 0,0147580 | 0,1846273 | 0,0000000 | 0,0000006 | 0,0000360 | 0,0011684 0,04
0,05 0,0225925 | 0,2262191 | 0,0000000 | 0,0000018 | 0,0000864 | 0,0022298 0,05
0,06 0,0318713 | 0,2660960 | 0,0000000 | 0,0000044 | 0,0001762 | 0,0037643 0,06
0,07 0,0424934 | 0,3043116 | 0,0000001 | 0,0000095- | 0,0003210 | 0,0058389 0,07
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0,08 0,0543616 | 0,3409185- | 0,0000003 | 0,0000184 | 0,0005384 | 0,00851210 0,08
0,09 0,0673805 | 0,3759679 | 0,0000005 | 0,0000328 | 0,0008477 | 0,0118348 0,09
0,10 0,0814600 | 0,4095100 | 0,0000010 | 0,0000550 | 0,0012700 | 0,0158500 0,10
0,11 0,0965117 | 0,4415941 | 0,0000018 | 0,0000878 | 0,0018273 | 0,0205936 0,11
0,12 0,1124509 | 0,4722681 | 0,0000030 | 0,0001344 | 0,00025431 | 0,0260947 0,12
0,13 0,1291956 | 0,5015791 | 0,0000048 | 0,0001986 | 0,0034413 | 0,0323759 0,13
0,14 0,1466673 | 0,5295730 | 0,0000075 | 0,0002850 | 0,0045469 | 0,0394537 0,14
0,15 0,1647900 | 0,5562947 | 0,0000114 | 0,0003987 | 0,0058852 | 0,0473386 0,15
p n=6, r=2 n=6, r=1 n=7,r=7 n=7;r=6 n=7, r=5 n=7,r=4 P
0,01 0,0014604 | 0,0585199 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000003 0,01
0,02 0,0056871 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000001 | 0,0000053 0,02
0,03 0,0124559 0,0000000 | 0,0000000 ] 0,0000005- | 0,0000264 0,03
0,04 0,0215528 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000020 | 0,0000813 0,04
0,05 0,0327738 0,0000000 | 0,0000001 | 0,0000060 | 0,0001936 0,05
0,06 0,0459248 0,0000000 | 0,0000003 | 0,0000147 | 0,0003915- 0,06
0,07 0,0608207 0,0000000 | 0,0000008 | 0,0000313 | 0,0007072 0,07
0,08 0,0772859 0,0000000 | 0,0000017 | 0,0000600 | 0,0011763 0,08
0,09 0,0951534 0,0000000 | 0,0000034 | 0,0001061 | 0,0018366 0,09
0,10 0,1142650 0,0000001 | 0,0000064 | 0,0001765 | 0,0027280 0,10
0,11 0,1344708 0,0000002 | 0,0000112 ] 0,0002791 | 0,0038916 0,11
0,12 0,1556289 0,0000004 | 0,0000188 | 0,0004234 | 0,0053693 0,12
0,13 0,1776055- 0,0000006 | 0,0000300 | 0,0006202 | 0,0072028 0,13
0,14 0,2002741 0,0000011 | 0,0000464 | 0,0008817 | 0,0094339 0,14
0,15 0,2235157 0,0000017 | 0,0000695 | 0,0012216 | 0,0121032 0,15
0,16 0,2472185 0,0000027 | 0,0001013 | 0,0016551 | 0,0152503 0,16
0,17 0,2712775- 0,0000041 | 0,0001443 | 0,0021984 | 0,0189131 0,17
0,18 0,2955943 0,0000061 | 0,0002014 | 0,0028695- | 0,0231276 0,18
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